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Modèle démographique

Nt = nombre de proies ∼ arbres lent
Ht = densité de prédateurs ∼ insectes rapides

I Évolution des prédateurs :

d

dt
Ht = Ht

(
rBNt − D − CHt).

I Évolution des proies : processus de naissance et mort
n→ n + 1 à taux n · b

n − 1 à taux n · (d + cn + BHt)1n≥2



Partant d’une condition initiale (n, h)

I Avant le premier saut au temps T1,

Nt = n, et Ht = φn(t, h)

où φn est le flot associé avec

d

dt
φn(t, h) = φn(t, h)

(
rBn − D − Cφn(t, h)).

I Il existe un unique équilibre

h∗n = max(0,
rBn − D

C
)

tel que φn(t, h) −→
t→∞

h∗n.



Partant d’une condition initiale (n, h)

I Premier temps de saut :

P(T1 ≥ t) = exp
(
−
∫ t

0
n
(
b + d + cn + Bφn(s, h)

)
ds
)

I A l’instant T1,
HT1 = φn(T1, h)

et
• NT1 = n + 1 avec probabilité bn

n
(
b+d+cn+Bφn(T1,h)

) ,
• NT1 = n − 1 avec probabilité n(d+cn+Bφn(T1,h))

n
(
b+d+cn+Bφn(T1,h)

) .



Exemple de trajectoire

Paramètres : b = 0.4, d = 0, c = 0.0005, B = 0.02, R = 2, D = 0
et C = 0.02.



D’où provient ce modèle ?

I K →∞ paramètre d’échelle .

I On définit un processus de Markov (NK
t ,H

K
t ) dont les

transitions sont données par
(n, h)→ (n + 1, h) à taux n · b

(n − 1, h) à taux n · (d + cn + BKh)1n≥2
(n, h + 1) à taux h · rKBKn
(n, h − 1) à taux h · (DK + CKh)

avec
BK =

B

K
, rK = Kr , DK = D, CK =

C

K
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Théorème

Alors (NK
t ,

HK
t
K ) converge en loi vers le processus (Nt ,Ht).



Existence d’une mesure invariante et ergodicité

I On cherche à montrer qu’il existe une mesure invariante π.
Une telle distribution vérifie∫

f (z)π(dz) = Eπ
(
f (Nt ,Ht)

)
, ∀t ≥ 0

I En utilisant des arguments liés à la théorie de Foster-Lyapunov,
on peut montrer

Théorème
Il existe une unique mesure de probabilité invariante π de ce
processus (Nt ,Ht).
De plus,

sup
f≤1

∣∣∣E(n,h)

(
f (Nt ,Ht)

)
−
∫

f π
∣∣∣ −→
t→∞

0,

exponentiellement vite.

voir Meyn-Tweedie (1993).
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Masse d’un insecte � masse d’un arbre

Théorie métabolique : Les caractéristiques métaboliques (taux de
naissance, durée de vie, ....) d’un individu sont liées à sa masse.

a

a. Brown et al. Ecology 2004



Changement d’échelle de la dynamique du prédateur

Nous simplifions ici en prenant ε→ 0,

d

dt
Hε
t =

Hε
t

ε
(rBNε

t − D − CHε
t )

On garde la même évolution du processus Nε :

n→ n + 1 à taux n · b
n − 1 à taux n · (d + cn + BHε

t )

−→ Ceci revient à accélérer le temps chez les prédateurs

φεn(h, t) = φn(h,
t

ε
)
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Que se passe-t-il lorsque ε→ 0

ε = 1

Paramètres : b = 0.4, d = 0, c = 0.0005, B = 0.02, R = 2, D = 0
et C = 0.02.



Que se passe-t-il lorsque ε→ 0

ε = 0.1

Paramètres : b = 0.4, d = 0, c = 0.0005, B = 0.02, R = 2, D = 0
et C = 0.02.



Que se passe-t-il lorsque ε→ 0

ε = 0.001

Paramètres : b = 0.4, d = 0, c = 0.0005, B = 0.02, R = 2, D = 0
et C = 0.02.



Convergence lorsque ε→ 0.

Si l’on considère le processus des proies Nε

Théorème

I La suite Nε converge en loi vers N dans D([0,T ],N).
I Le processus (Nt , t ∈ [0,T ]) est un processus de naissance et

mort, dont l’évolution est donnée par
n→ n + 1 à taux n · b

n − 1 à taux n · (d + cn + Bh∗n)

Lorsque ε→ 0, les proies voient toujours le prédateur à l’équilibre.

[Kurtz (1992). Averaging for martingale problems and stochatic
approximation.]



Qu’en est-il des mesures invariantes ?

I On s’intéresse à la suite πε des mesures invariantes du processus
(Nε,Hε).

I Le processus (N, h∗
N
) a une mesure invariante π =

∑
µnδ(n,h∗n )

avec
∀n ≥ 2, µn =

b1 · · · bn−1

d2 · · · dn
µ1.

Théorème
La suite de mesures de probabilité πε converge lorsque ε→ 0 vers
l’unique mesure invariante π du processus (N, h∗

N
).
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Simulations

ε = 1 ε = 0.1 ε = 0.00001

Figure : Approximation de la mesure invariante πε pour différentes
valeurs de ε. Ces histogrammes sont construits à partir de 3000 itérations
du processus Z ε jusqu’au temps 1000. Paramètres : b = 0.4, d = 0,
c = 0.005, B = 0.02, r = 2, D = 0 et C = 0.04.
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Merci de votre attention !
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