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dele : naissance et mort logistique

Processus markovien (N¥(t))icr, a valeurs dans N, de transitions
n—n+1 a taux bn
n—n-—1 n(d+n/K)

ol b>d >0, et K >0 est un paramétre d'échelle réglant I'intensité de

la compétition.

Cas surcritique (b=2, d=1), grande population (K=500)
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dele : naissance et mort logistique

Que sait-on dire en grande population (K grand) 7
Supposons N%(0) = | Kwg|, fixons T > 0. On pose XX = N /K.
e Loi des grands nombres : p.s. uniformément sur [0, 7]

XK 5 g
K—+oo

ol & =x(b—d—x), z(0) = x.

e TCL : dans D([0,T]) muni de ||||oc. on a la convergence en loi
VE(XE —2)=>U

ou U est un processus gaussien.

De plus U(t) = A47(0,b).
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odeéle : naissance et mort logistique
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léle : naissance et mort logistique

Que sait-on dire sur le comportement en temps grand 7 L’approximation
gaussienne reste-t-elle valide 7

Le processus X s'éteint presque stirement, E (1) ~ ¢“® (Chazottes,
Collet et Méléard, 2016).
Le processus = + U/ K atteint 0 en un temps d’ordre ¢ X ou C’ # C.

Plus généralement : |'approximation gaussienne ne décrit pas
correctement les grandes déviations.

D’un autre coté : pour log(K) < t < e“X la loi de
VE(X%(t) — (b— d)) est proche de la gaussienne .4 (0,b).

Question : Etant donné ¢(K) < 1, pour quelles échelles de temps T'(K)
peut-on écrire

P< sup ||XK(t)x(t)U(t)/\/EHSs(K)) — 1

... pour un couplage (X% U) a définir ?



Processus de Markov densité-dépendants

Soit (N¥) g~ une famille de processus de Markov a valeurs dans N¢.
On suppose que les transitions de N sont de la forme

n—n+eataux KfB.(n/K),

pour e parcourant un ensemble fini E.

Exemples :

processus de naissance et mort logistique, d =1 F = {—1,+1},
Bi(x) = bz, B_1(z) = 2(d + x).
modéles d’épidémie, par exemple le SIRS NX = (S& %) avec

(s—1,0+1) ataux asi/K (infection)
(s,1) = < (s, —1) Bi (guérison)
(s+1,4) Y(K — i — s) (perte d'immunité)

réseaux de réactions chimiques, Lotka-Volterra, etc.
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TCL : Supposons NX = | K], fixons T > 0. On pose XX = NK /K :
VE(X® —2) = U dans (D(0,7],RY), || )

ot & = F(x):=3) .pBe(x)eet U est gaussien.

Question : Etant donné ¢(K) < 1, pour quelles échelles de temps T'(K)
peut-on écrire

P< sup ||XK(t)—x(t)—U(t)/\/EHSs(K)) — 1

0<t<T(K) K—4o00

... pour un couplage (X%, U) a définir ?

Hypothése : F' admet un point d’équilibre =, exponentiellement stable,
o appartient a son bassin d'attraction
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SIRS (alpha=2,beta=1,gamma=0.3,K=1000)
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On suppose 3. de classe C? et /B, Lipschitz au voisinage de la
trajectoire de la limite fluide x.

Théoréme (P.)

Il existe un couplage (X*,U) et des constantes C,V,a > 0 telles que,
pour tout € : R% — R, tel que alog(K)/K < ¢(K) < 1, pour tout K
assez grand et tout t > 0,

U(s) Ct+1)
P(osggzt XE(s)—z(s) — Wice ‘ > 6(K)> < —exp VEe(K)'
Précision ¢(K) Echelle de temps
§IVK exp(VIVK)
alog(K)/K KV«

K7? 0<p<l1/2 exp(VK!~P)

L'échelle exp(V Ke(K)) est celle des déviations modérées

inf {¢ > 04| X5(t) - 2(t)]| > ev/z(K) |

Adrien Prodhomme



onstruction du couplage

Théoréme (Komlés,Major, Tusnady, 1976)

Il existe un couplage entre un processus de Poisson P et un mouvement
brownien B, et des constantes a,b,c > 0, tels que pour tout t > 1 :

P < sup |P(s) —s — B(s)| > clog(t) + ac) < ae ",
0<s<t

(alors |P(n) — B(n)| = O(log(n)) p.s.)

Approximation KMT
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ction du couplage

On peut construire les processus comme suit (Kurtz) :

XK —1:0—|—fZP (/K,BeXK ds)e

eclE
_x0+/ F(X"(s ds+—;EP (/ KB.(XX (s ))ds)e
YK(t):mo—i—/ F(YX(s ds—i——ZB (/ KB (Y5(s ))ds)e
eckE
—aot [ FOFeas+ =3 ([ oo ame) e
ecE N0
v = [ e U()ds + Y ( / NREe) dwe<s>) e

eck

ou les (P., B.) sont des couplages KMT indépendants
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tion du couplage

Mieux : pour j <t <j+1,

XK@t) = xK(j /FXK ds+zpej</ KB.(XX (s ))ds)e

ecE

YK(t):YK(j)—i—[tF( ds+—ZB,7 (/ KB (Y5(s ds)e

ecE

ou les (P. ;, B ;) sont des couplages KMT Poisson-Brownien
indépendants.

Deux influences antagonistes :
= L'écart Poisson-Brownien tend a écarter XX et Y (de I'ordre de
log(K)/K")
@ L'influence du champ F au voisinage de I'équilibre x, rapproche les
trajectoires, tuant les errerurs

Pour obtenir un écart (K) > log(K)/K, il faut attendre un "mauvais
tirage" (un mauvais couplage KMT).
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MNaissance et mort logistique (b=2,d=1,K=100)
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Quelques conséquences :

approximation du passé de la trajectoire d'un PNM logistique
conditionné 3 survivre en temps grand par un processus gaussien

a propos des déviations modérées (Pardoux, 2020)

inf {¢ > 0: | X5 (6) — a()l] = n(K)} =inf {¢ = 0: U] > VEn(K)}

~ oV En?(K)

approximation gaussienne de quantités intégrales fOT(K) I%(s)ds...
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