
Approximation gaussienne de dynamiques de

populations sur de grandes échelles de temps

Adrien Prodhomme

(CMAP / Institut Denis Poisson)

Ecole d'Aussois, chaire MMB, 15 septembre 2020

Adrien Prodhomme Approximation gaussienne sur de grandes échelles de temps



Cas modèle : naissance et mort logistique

Processus markovien (NK(t))t∈R+
à valeurs dans N, de transitions

n→ n+ 1 à taux bn

n→ n− 1 n(d+ n/K)

où b > d > 0, et K > 0 est un paramètre d'échelle réglant l'intensité de
la compétition.
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Cas modèle : naissance et mort logistique

Que sait-on dire en grande population (K grand) ?

Supposons NK(0) = bKx0c, �xons T > 0. On pose XK = NK/K.

• Loi des grands nombres : p.s. uniformément sur [0, T ]

XK →
K→+∞

x,

où ẋ = x(b− d− x), x(0) = x0.

• TCL : dans D([0, T ]) muni de ‖·‖∞, on a la convergence en loi

√
K(XK − x)⇒ U

où U est un processus gaussien.

De plus U(t)⇒ N (0, b).
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Cas modèle : naissance et mort logistique
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Cas modèle : naissance et mort logistique

Que sait-on dire sur le comportement en temps grand ? L'approximation
gaussienne reste-t-elle valide ?

Le processus XK s'éteint presque sûrement, E
(
τK0
)
' eCK (Chazottes,

Collet et Méléard, 2016).
Le processus x+ U/

√
K atteint 0 en un temps d'ordre eC

′K où C ′ 6= C.

Plus généralement : l'approximation gaussienne ne décrit pas
correctement les grandes déviations.

D'un autre côté : pour log(K)� t� eCK , la loi de√
K(XK(t)− (b− d)) est proche de la gaussienne N (0, b).

Question : Etant donné ε(K)� 1, pour quelles échelles de temps T (K)
peut-on écrire

P

(
sup

0≤t≤T (K)

∥∥XK(t)− x(t)− U(t)/
√
K
∥∥ ≤ ε(K)

)
−→

K→+∞
1

... pour un couplage (XK , U) à dé�nir ?
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Cadre général

Processus de Markov densité-dépendants

Soit (NK)K>0 une famille de processus de Markov à valeurs dans Nd.
On suppose que les transitions de NK sont de la forme

n→ n+ e à taux Kβe(n/K),

pour e parcourant un ensemble �ni E.

Exemples :

� processus de naissance et mort logistique, d = 1 E = {−1,+1},
β1(x) = bx, β−1(x) = x(d+ x).

� modèles d'épidémie, par exemple le SIRS NK = (SK , IK) avec

(s, i)→


(s− 1, i+ 1) à taux αsi/K (infection)

(s, i− 1) βi (guérison)

(s+ 1, i) γ(K − i− s) (perte d'immunité)

� réseaux de réactions chimiques, Lotka-Volterra, etc.
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Cadre général

TCL : Supposons NK = bKx0c, �xons T > 0. On pose XK = NK/K :

√
K(XK − x)⇒ U dans

(
D([0, T ],Rd), ‖·‖∞

)
où ẋ = F (x) :=

∑
e∈E βe(x)e et U est gaussien.

Question : Etant donné ε(K)� 1, pour quelles échelles de temps T (K)
peut-on écrire

P

(
sup

0≤t≤T (K)

∥∥XK(t)− x(t)− U(t)/
√
K
∥∥ ≤ ε(K)

)
−→

K→+∞
1

... pour un couplage (XK , U) à dé�nir ?

Hypothèse : F admet un point d'équilibre x∗ exponentiellement stable,
x0 appartient à son bassin d'attraction
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On suppose βe de classe C2 et
√
βe Lipschitz au voisinage de la

trajectoire de la limite �uide x.

Théorème (P.)

Il existe un couplage
(
XK , U

)
et des constantes C, V, α > 0 telles que,

pour tout ε : R∗+ → R∗+ tel que α log(K)/K ≤ ε(K)� 1, pour tout K
assez grand et tout t ≥ 0,

P

(
sup

0≤s≤t

∥∥∥∥XK(s)− x(s)− U(s)√
K

∥∥∥∥ > ε(K)

)
≤ C(t+ 1)

exp (V Kε(K))
.

Précision ε(K) Echelle de temps

δ/
√
K exp(V δ

√
K)

α log(K)/K KV α

K−p, 0 < p < 1/2 exp(V K1−p)

L'échelle exp(V Kε(K)) est celle des déviations modérées

inf
{
t ≥ 0 : ‖XK(t)− x(t)‖ ≥ c

√
ε(K)

}
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Construction du couplage

Théorème (Komlós,Major,Tusnády, 1976)

Il existe un couplage entre un processus de Poisson P et un mouvement

brownien B, et des constantes a, b, c > 0, tels que pour tout t ≥ 1 :

P

(
sup

0≤s≤t
|P (s)− s−B(s)| ≥ c log(t) + x

)
≤ ae−bx.

(alors |P (n)−B(n)| = O(log(n)) p.s.)
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Construction du couplage

On peut construire les processus comme suit (Kurtz) :

XK(t) = x0 +
1

K

∑
e∈E

Pe

(∫ t

0

Kβe(X
K(s))ds

)
e

= x0 +

∫ t

0

F (XK(s))ds+
1

K

∑
e∈E

P̃e

(∫ t

0

Kβe(X
K(s))ds

)
e

Y K(t) = x0 +

∫ t

0

F (Y K(s))ds+
1

K

∑
e∈E

Be

(∫ t

0

Kβe
(
Y K(s)

)
ds

)
e

= x0 +

∫ t

0

F (Y K(s))ds+
1√
K

∑
e∈E

(∫ t

0

√
βe (Y K(s)) dWe(s)

)
e,

U(t) =

∫ t

0

F ′(ϕ(s))U(s)ds+
∑
e∈E

(∫ t

0

√
βe (ϕ(s)) dWe(s)

)
e,

où les (Pe, Be) sont des couplages KMT indépendants
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Construction du couplage

Mieux : pour j ≤ t ≤ j + 1,

XK(t) = XK(j) +

∫ t

j

F (XK(s))ds+
1

K

∑
e∈E

Pe,j

(∫ t

j

Kβe(X
K(s))ds

)
e

Y K(t) = Y K(j) +

∫ t

j

F (Y K(s))ds+
1

K

∑
e∈E

Be,j

(∫ t

j

Kβe
(
Y K(s)

)
ds

)
e

où les (Pe,j , Be,j) sont des couplages KMT Poisson-Brownien
indépendants.

Deux in�uences antagonistes :

/ L'écart Poisson-Brownien tend à écarter XK et Y K (de l'ordre de
log(K)/K )

/ L'in�uence du champ F au voisinage de l'équilibre x∗ rapproche les
trajectoires, tuant les errerurs

Pour obtenir un écart ε(K)� log(K)/K, il faut attendre un "mauvais
tirage" (un mauvais couplage KMT).

Adrien Prodhomme Approximation gaussienne sur de grandes échelles de temps



Adrien Prodhomme Approximation gaussienne sur de grandes échelles de temps



Quelques conséquences :

� approximation du passé de la trajectoire d'un PNM logistique
conditionné à survivre en temps grand par un processus gaussien

� à propos des déviations modérées (Pardoux, 2020)

inf
{
t ≥ 0 : ‖XK(t)− x(t)‖ ≥ η(K)

}
' inf

{
t ≥ 0 : ‖U(t)‖ ≥

√
Kη(K)

}
' eV

′Kη2(K)

� approximation gaussienne de quantités intégrales
∫ T (K)

0
IK(s)ds...
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Merci !
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