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1 Introduction

La dynamique adaptative est un outil prédictif puissant deéveloppe par Metz et al., U. Diek-

mann et R. Law ; puis justif ¢ mathématiquement par N. Champagnat, R. Ferriere et S. M¢léard.

Cette théorie permet de comprendre 1’évolution phénotypique d’une espece dont le processus

de vie et de reproduction des individus est conditionne a la fois par leur phénotype et par leur

environnement. Deux hypotheses fondamentales sont nécessaires :

—1l y a exclusion mutuelle de deux phénotypes, c’est-a-dire que deux phénotypes ne peuvent
coexister indéf niment,

—les échelles de temps de sélection naturelle et de mutation sont séparees : les mutations se
produisent rarement.

Notre but est d’¢tendre cette théorie pour prendre en compte le réseau trophique dans lequel se
trouve I’espece, et en particulier lorsqu’elle évolue en présence de predateurs. L’ interaction entre
proies et prédateurs est régie par de nombreux mecanismes de défense des proies. L’évolution
de ces defenses va dependre de 1’¢tat de la communaute enticre et donc des predateurs presents.
On veut comprendre a la fois ’'impact de la présence des prédateurs sur I’évolution de ces
defenses et les consequences de cette évolution sur la communaute.

3  Echelle des mutations rares

2 Modele individu centre et limite en grande population

2.1 Modele individu-centré

On mod¢lise la communauté par un processus de naissance et mort a deux types dans lequel les
taux de naissance et mort de chaque individu dépendent de la composition de la communauté toute
enticre.

On supposera que chaque proie est caractérisée par un trait de défense x. Ces traits sont a valeurs
dans X compact de R,

Supposons qu’a un instant ¢ > 0, la communauté soit composee de NV, proies de traits zy, ... T, et
de H,; prédateurs dont on ne différencie pas les phénotypes. On représente alors la communauté par
sa mesure empirique :
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ou K est un parametre d’échelle qui modélise la taille de la population.

Chaque 1ndividu évolue alors indépendamment de la maniere suivante :

—Une proie de trait = donne naissance a un taux b(z). A chaque naissance, avec une probabilité
1 — ug le descendant porte le trait de son parent; sinon avec une probabilite ux, ¢’est un mu-
tant dont le trait « + [ est distribué selon la loi m(z,dl). Le parameétre uy gére la fréquence
d’apparition des mutations.

—Une proie de trait r meurt a un taux qui dépend de la compétition avec les autres proies et de la

prédation :
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—Un prédateur se reproduit a un taux qui dépend de ce qu’il consomme :
szt: B(x;)
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—Un prédateur meurt au taux D).

S1 les taux de sauts sont bornes, et que 1’on a des hypotheses de moments pour les conditions
initiales, il existe un unique tel processus dans D(R, Mp(X) x R).

3.1 Séparation des échelles de temps

Pour comprendre la dynamique complete du systeme et observer des mutations, i1l faut ajuster
I’échelle des mutations. Nous devons donc faire une hypothese supplémentaire pour voir apparaitre
les phénomenes de sélection naturelle : ¢’est I’hypothese de séparation des échelles de temps (voir

[1]):

log K < L exp(VK) VYV > 0.
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3.2 Exemple d’évolution d’une défense quantitative

" traitx -

De nombreuses défenses envers la preédation consistent en | | | xmax
la production de substances chimiques répulsives pour les 0.8
predateurs (tannins, nicotine,...). L’eff cacité de ces défenses
depend de la quantité produite : plus elle est importante, plus
la proie est épargnee. Or, produire une grande quantité de
defense consomme de I’energie que la proie n’utilisera pas
pour se reproduire par exemple : il y a donc un coltit associe
aux défenses. 0
On notera x la quantit¢ de défense produite. Le colit se
traduit par un taux de croissance decroissant en x . Il 2 |
existe alors un seuil x,,,, a partir duquel h*(z) = 0 : cela
représente la quantité maximale de défense que peut ingérer
le prédateur.

On observe ci-contre que I’évolution entraine une aug-
mentation de r tant que les prédateurs sont présents.
Une fois la valeur z,,,,, franchie, 11 n’y a pas immeédiatement
extinction des prédateurs car on sort de I’hypothese d’exclu-
sion mutuelle.

L’évolution des proies entraine un meurtre evolutif.

Une fois les prédateurs disparus, 1’évolution diminue 1’1n-
vestissement dans les defenses.
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Parametres :

b(x) = exp(—x/10), d(x) = 0,
alr,r) =ay=1.5

B(x) = Byexp(—2x), D = 0.5.
K = 5000, up = 107°.

2.2 Limite en grande population

On s’intéresse au comportement en grande population du processus précedent lorsque uy — 0
quand K — oo.

Supposons qu’a I'instant initial, la communaute soit composee de proies de traits x4, ..., x,, et de
prédateurs :
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Théoréeme 1. Si ['on suppose que la suite (n*(0)/K,..,n%(0)/K,HE) converge vers
(n1(0), ..., nn(0), R(0)) déterministe, alors pour tout T > 0, la suite de processus (v, H®)
converge en loi dans D(|0,T], Mp(X) x R) vers un couple d’applications continues déterministes
(€, h), avec & = XLy ni(t) 0,
De plus, le vecteur (ny, ..., Ny, h) est 'unique solution du systeme différentiel suivant :
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On retrouve alors un systeme d’¢quations différentielles de type Lotka-Voterra.

Cas particuliers :

—S1 la population de proies est monomorphique de trait x, on connait bien le comportement des
solutions : pour toute condition initiale strictement positive, la solution (n(t), h(t)) du systéme
converge lorsque t — oo vers un unique équilibre (n*(x), h*(x)).

De plus, dés que (x)b(z ij)x) — D > 0, alors h*(z) > 0.

—Dans le cas ou hA*(x) > 0, et qu’un trait y est également présent, I’état f nal du systéme dépend en
particulier de la f tness d’invasion du trait y dans la population de trait x :

fly;z) =bly) — dy) — aly, x)n*(x) — B(y)h"(z).

L’exclusion mutuelle se traduit par le fait que : pour presque tout trait y, soit f(y;z) < 0, soit

fly;z) > 0et fz;y) <O.
Alors les solutions (n,(t),n,(t), h(f)) convergent respectivement vers (n*(x),0,h*(x)) ou

(0,n%(y), h*(y)) (voir [4]).

3.3 Comment expliquer le mécanisme d’e¢volution ?

Dans ces échelles, partant d’une population monomorphique de trait x, les tailles de populations
(n®*(x), H®) arrivent en temps f ni au voisinage de I’équilibre déterministe.

Elles y restent jusqu’au temps 7;,,,; de la premiere mutation.

Dans le cas ou le mutant atteint une taille suff sante ¢, les populations (n” (x), n® (y), H™) suivent
I’évolution du systeme (1) qui conduit, s1 ’hypothese d’exclusion mutuelle est vérif €e, a 1I’extinction
de la population de trait z ; et (n” (y), H®) entre au voisinage de 1’équilibre (n*(y), h*(y)).

Sans ’hypotheése d’exclusion mutuelle, les comportements sont plus complexes. Ils dépendent
de ’equilibre du systeme (1) associ¢ aux traits presents.

3.4 Temps de sortie du voisinage de I’equilibre

Pour que les échelles de temps correspondent a la dynamique adaptative, 1l est nécessaire que les mu-
tations se produisent alors que les tailles (n” (x), H") sont au voisinage de 1’équilibre (n*(x), h*(z)).
Pour ce faire, on utilise une fonction de Lyapounov associ¢e au systeme différentiel et des pro-
prictés des moments exponentiels de certaines martingales liées aux processus de sauts (voir [2]).
Théoréme 2. Soit © € X. Pour tout € assez petit, il existe une constante V. > 0 et " < ¢ tels
que , pour toute condition initiale dans un " voisinage de (n*(x), h*(x)), on note T* = inf{t >
0, [(NE(z), HE) — (n*(x), h*(az))” > ¢}, alors

limKHOOIP)(TgK > eVl A Tmut> — 1.

3.5 Processus de saut associé

S1 on accelere le temps, le processus pourra etre décrit uniquement par les e¢quilibres successifs
assoC1€s aux traits presents.

Si I’on suppose que Vo € X', h*(x) > 0 et que I’hypothése d’exclusion mutuelle est vérif ée.
Théoreme 3. Alors le processus (Vt[/( Kups Hf/(KuK) converge vers un processus \; markovien de
saut pur a valeurs dans {(n*(z)d,,h*(x)),x € X}, dont les transitions sont données par :
(n*(x)dy, h*(x)) — (n*(x + 1)dy4y, h*(x + 1)) a taux inf nitésimal

Sz + o))y
b(x + 1)

u(x)b(x)n*(x) m(x,l)dl.

Ces hypotheses sont toutefois tres restrictives, et ne permettent pas (en géncral) de decrire
I’intégralité de I’évolution.

4 Conclusion et perspectives

La complexité des systemes différentiels de type Lotka-Volterra associés au processus stochastique
entraine 1’apparition de comportements complexes. En particulier, on observe souvent la coexis-
tence de plusieurs traits de proies lorsque la prédation est peu intense.

De plus, la stratégie eévolutive des proies est modif ¢e a 1’extinction des preédateurs : 11 y a un change-
ment brutal dans le paysage adaptatif des proies. Il n’est plus possible de décrire la communaute
uniquement par les traits de proies presents.

Notre modele n’a pas pris en compte I’évolution des predateurs. Cette ¢tude ouvre de nombreuses
questions, en particulier sur la vitesse d’eévolution des prédateurs pour observer une adaptation
aux defenses et une préservation de la communauté.
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