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Motivations

Les processus écologiques affectent les changements
évolutionnaires et I'évolution influe la structure des systémes
ecologiques.

Variation d’'un trait adaptif x dans un formalisme eco-evolutionaire,
avec un point de vue de dynamique adaptive.

Evolution rapide d’'une séquence neutre: un marqueur u
physiquement lié au trait sous sélection dans le génome.

But: Construire la dynamique stochastique du trait adaptif et du

marqueur neutre, dirigée par les feedbacks éco-évolutionnaires, et
décrire les phylogénies du marqueur neutre.

JMB’15 et travail en cours



Résumé des résultats

Sens direct du temps:

1. Polymorphic Evolutionary sequence (PES) pour le trait (e.qg.
Metz et al, Champagnat, Champagnat-M.): modélise les
invasions successives de traits mutants avantageux.

2. Phénomene de hitchhiking pour le marqueur (e.g. Kojima
Schaffer, Maynard Smith Haigh, Ohta Kimura, Kaplan, Barton,
Etheridge et al., Durrett-Schweinsberg).

3. Limite diffusive (processus de Wright-Fisher) pour le marqueur
entre les mutations des traits.
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Conséquences pour les phylogénies:

4. Les phylogénies sont décrites par les processus de coalescence
pour chaque sous-population définie par un trait donné.

5. Coalescence multiple aux temps de mutation des traits.
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Travaux antérieurs

Méthodes d’inférence de I'histoire démographique de populations
structurées a partir de données de polymorphisme génétique.

- J.M. Marin, P Pudlo, C. Robert + co-auteurs

Comparaison de différents scénarios écologiques donnés a priori.
Analyse des séquences (SNP ou microsatellites) et inférence des
phylogénies en utilisant des modéles neutres (coalescents).

- H. Morlon + co-auteurs

Reconstruction a partir de modéles écologiques (macroscopiques) de
diversification-extinction, sans prendre en compte la variabilité
génétique.



Modele individuel
e Nous considérons un modéle décrivant la dynamique des individus
d’une population structurée par les traits x et les marqueurs u, en

temps continu, avec compétition, reproduction asexuée et mutations.

La population: un processus a valeurs mesures ponctuelles qui
décrit

N}< individus de caractéristiques (x;, u;), i = 1 N,K
e Un individu de trait x et marqueur u au temps t:
@ se reproduit au taux b(x)

@ meurt au taux



Mutations

A chaque naissance,

@ Mutation du trait avec probabilité px ~ 1/K?2. Le trait mutant est
X+ k ou k-~ m(x,k)dk.

@ Mutation du marqueur avec probabilité gx et limx_ . gk = 0.
Le marqueur mutant est u+ h ou h~ Gk(u, dh).

@ Les marqueurs mutent plus vite que les traits:

gk = )\KpK = )\K/K2 , avec

. . 4
liMK_t00 Ak = +00 et limg_s o0 ('09;2 A — Q.

@ Les tailles des mutations du marqueur sont de l'ordre de K /\k:
pour tout v e U,

lim sug‘%{/u(f(u+h)—f(u))GK(u,dh)—Lf ~0

K—+o00 (e

ou (L,D(L)) estle générateur d’'un semi-groupe de Feller.



Exemples

Exemple 1: U = [us, U], Mk = K%/2, ax = 1/VK.
Gk (u, dh) est une loi gaussienne conditionnée a rester dans U/, de
moyenne ux et de variance oy, telles que

lim Ax et lim A
- = Ok~ =0".
K—+oco K K o K—+oco K K

Alors pour f € C? avec f'(uy) = f'(u2) = 0,
2
0—7 f// + M f/.

LI‘:2

Exemple 2: U = {A a}, Mk ~koo0 AK, qk = -
Pour le noyau de mutation:
Gr(u,dv) =1,-4qada(dv) + 1,22 G2 da(dVv).

Alors :
Lf(u) = A (1U:A qa(f(a) — F(A)) + 1u—a Ga(f(A) — f(a))>



Exemple numérique
Inspiré par le modéle de taille de bec (Dieckmann-Doebeli 1999).
e X¥=[-22] ;U=[-22] ; K=1000.
® Pk =gz M=K gk = 2.

e m~ N(0,107") et Gk ~ N(O, ﬁ) sont deux distributions
gaussiennes conditionnées & étre dans [-2,2].

@ b(x) =exp(—x2/202) ; op=0.9, maximumen O.

@ Compétition symétrique pour les ressources.

C(x,y) =exp(— (x—y)?/20%), oc=0.28.



Simulation du processus des traits et marqueurs en

temps long
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Leffet de hitchhiking
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Echelles de temps

Il y a trois échelles de temps différentes :

@ Léchelle de temps de mutation des traits, de I'ordre de

1
K px ~ P est la plus lente.

@ Léchelle de temps de mutation des marqueurs, de I'ordre de
AK
KqK ~ 7

@ Léchelle de temps écologique (naissances et morts), de I'ordre
de K, est la plus rapide.



Approximation en grande population sans
changement d’échelle de temps
La probabilité de mutation tend vers zéro.

e Condition initiale monomorphique en trait: trait x.
dnt .
22 = (600 = d0x) = n)C0x X))y
Ui converge quand f — +oo vers 7y — 22— d)
d 9e4 T p(x)C(x, x)

o Condition initiale polymorphique en trait: traits x, . .. Xp.
dny(x) P .

L2 = (b)) — d(x) 7,(x,-)j§1: Cxi )m(g) ) mi(x), i € {1,.....p}
Champagnat-Jabin-Raoul 10’: Si la matrice (n(x;)C(x;, x;));; est
symeétrique définie positive, le systeme de Lotka-Volterra admet un
unique point fixe globalement stable sur Rﬁ.

Vrai pour les noyaux de compétition gaussiens.



Polymorphic Evolution Sequence (échelle de temps Kt
des mutations du trait), K — +oo

Metz et al. (1996), Champagnat (2006).
Fitness d’invasion f(y; x) = b(y) — d(y) — n(y)C(y, x)Nx.

Theorem

Sous une hypothése "invasion implique fixation": le processus de population
au temps Kt converge vers un processus qui saute de ny individus de trait
X & Nyyx Individus de trait x + k, avec la mesure de saut

b(x) Tix % m(x, k)dk.

Généralisation au cas de coexistence de traits: PES (Champagnat-M.
2011).




Le marqueur durant l'invasion d’un trait

Considérons un mutant (x + k, v) apparaissant au temps t dans une
population monomorphique de trait x et de distribution de marqueurs
7 (x, du). Supposons que f(x + k; x) > 0.

La distribution du marqueur:

N xd
K (x, du) = izt Tx=x0y /\1/K XX
ZI t1 1XI X
Il existe € > 0 tel que pour (tx; K € N*) avec logK <« tx < K,
:  fx+kx)
(M P ek > €)= e
B f(x +k;x)
KL'Tﬁ« e =0) = 1=y
_ f(x+k;x)

The fixation of the mutant creates a genetical bottleneck.



Processus de substitution de Wright-Fisher:
U=1{aA}

ga et g, sont les probabilités de muter du marqueur A au marqueur
a et du marqueur a au marqueur A.

Theorem
Le processus de population, considéré au temps Kt, converge vers

ﬁYz (Wfa 5(Y1,a)(dy7 dU) + (1 - Wta) 5(Y1,A)(dy7 dU)> .

Distribution de a au temps t: Bernouilli de paramétre WZ et

dWg = X b(Yy) (qA(1 - W73 —qa Wta) at + \/2%( Y) W2 (1 — W,a) aB;
Y:

Le processus limite saute avec le TSS (Y;, t > 0) et au temps de saut
t, le processus (WZ,1 — WZ) va a (1,0) avec probabilité W7 et a
(0, 1) avec probabilité 1 — W2.
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Au temps d’apparition du trait mutant, la fréquence de A est de 85%.

Apres le temps de fixation du mutant (~ 18490), la population a est
éteinte. Elle est regénérée par mutation.



Cas général - la distribution du marqueur

Population initiale monomorphique de trait x et N — 7.

Proposition
Avant la premiére mutation de trait, le processus (mf,(x, dv),t > 0)

converge en loi vers le processus de Fleming-Viot (F{(x,dv),t > 0)
issue de ¢, et paramétré par x.

Le processus de Fleming-Viot (F/(x,.),t > 0) est un processus a
valeurs probabilités sur U/ issu de ¢, et tel que pour g € D(A),

. ot
/M 9(v) F(x. dv) = g(u) + b(x) /0 (F¥(x..),Lg) ds + MX(g).

M*:u)(g) est une martingale continue de carré intégrable de
variation quadratique

==y t ((F20x. . 621 — (R0, 017 .

Ny

Dawson Hochberg (1982), Donnelly Kurtz (1996)




Dynamique lente-rapide de traits et marqueurs.
Processus de Substitution de Fleming-Viot (SFVP)

Theorem

Le processus de population, considéré au temps Kt converge en loi
vers
Vi(dy, dv) = Ry, dy,(dy) F( Yy, dv).

Le processus ((Y:, Ur), t > 0) sur X x U, issu de (xg, Up), saute de
(x,u) & (x + k, v) suivant la mesure de saut

b(x) iy W FU(x, dv) m(x, k)dk. (1)

Extension aux traits coexistants (PES ): des processus de
Fleming-Viot indépendants sur chaque branche, mais les parameétres
de ces processus dépendent de toute la population.



Le probléme statistique
Plagons-nous dans le cas du modele de Dieckmann-Doebeli.

Les observations: une population discriminée en sous-populations
par un trait soumis a sélection et dotée d’'un marqueur neutre
observé.

On connait

- Le nombre total de sous-populations,

- Les abondances des sous-populations,

- Au sein de chaque sous-population, la distribution en couples
trait/marqueurs.

Les paramétres a estimer:

- p probabilité de mutation du trait

- q probabilité de mutation du marqueur
-op

- 0¢

- om écart-type mutation du trait.

- 17 sensibilité a la compétition.

0= (p, q,0b,0¢c,0m, 77)'



Approximate Bayesian Computation (ABC)
Beaumont et al. (2002), Marin et al. (2012).

Etude statistique d’'un modéle paramétré par une démarche
bayésienne: les paramétres sont aléatoires et 'on en cherche une
distribution a posteriori, au vu des observations.

Principe de I’'ABC:
@ Tirer N parametres suivant une loi a priori: 9;, i € {1,... N},
@ Pour chaque 6;, simuler le processus.

@ Calculer pour chaque i un ensemble de statistiques descriptives
S; obtenues a partir de la i-eme simulation,

@ Comparer S; avec la valeur de la donnée s et definir un poids
w; pour §; dépendant de la distance d(S;, sops) (avec corrections
possibles).

@ Léchantillon pondéré (6;, w;)icq1,...ny fournit la distribution a
posteriori.

Travail en cours avec B. Guedj, J.M. Marin, M. Porte and C.V. Tran.



La simulation du SFVP

On veut simuler un échantillon d’individus tirés selon la mesure valeur
du SFVP au temps t > 0.

Simulation pas a pas: trop couteuse.

Soient x1,--- , X, les traits chargés par le SFVP au temps t. On
échantillonne ki, --- , ky individus selon les mesures sur 'espace des
marqueurs, dans les sous-populations données par le PES, de traits
respectifs X1, , Xp.

1 - Générer le PES et fixer ainsi I'historique des parameétres
écologiques et des traits de la population.

2 - Construire la phylogénie avec des coalescents sur chaque
branche, forcer les coalescences multiples a chaque saut écologique
et mettre a jour les parameétres écologiques contenus dans le PES.

- Une fois la coalescence amenée a t = 0, diffuser sur les branches
de la coalescence selon les parametres écologiques pertinents et le
générateur L.



PES et Phylogénie du marqueur

Entre les sauts du PES:

@ Les traits et tailles des sous-populations correspondantes
calculés a partir des équilibres du systéme de Lotka-Volterra.

@ Dans chaque sous-population, les phylogénies neutres données
par des coalescents de Kingman, de parametres dépendant des
traits et distributions d’abondance.

Quand la distribution de trait change, les parametres changent pour
chaque branche.
Quand les phylogénies atteignent un bottleneck, elles coalescent

toutes.
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Statistiques descriptives

@ nombre d’alléles distincts pour le marqueur,
@ variance de la distribution des alléles des marqueurs,

@ gdiversité génétique (mesure de la largeur du support de la
distribution des alléles des marqueurs)

@ M-index (rapport du nombre d’alléles pour le marqueur sur la
largeur du support de la distribution des alléles des marqueurs)

@ nombre de traits dans la population,
@ moyenne et variance des traits
@ distribution d’abondance des traits.

% Si on veut comparer plusieurs modéles: indice du modele choisi et
parametres associés.
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Merci a tous pour la belle aventure de la

chaire MMB!
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