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OQP<RTSVUVWVX<S9Y K?Z<[]\J^`_a^VbdcJ[]\Je<bTf#gahibdejhkg3hkZ<bml*n!opbqcA[]rq_as!\k[]ojn<st_uhk[]gvlwgax`hiZ<bmbTf#gvs]n!hk[]gvlgaxwe`_aoy_azvb�[]l�{<cA[ hAhis]b|oy_uhkbdck[t_as]\px}gvs]s]g�~�[]l<z�hiZ<b ; ck_al<rTx}gvcAhA�4N|_acA[]zvg�opg*e<bds���K?Z<[]\opgCe<bds9[]\�{`_a\ibde%gvl�_y+3ck[ ��hkZ%bdl<bdcAza�%rdck[ hkbdck[]gvl%x}gvc?hiZ<bwrdgvop^VbThi[ hk[]gvl�{VbTh�~mbdbdl�hkZ<bh�~mgp^!Z`_a\ibd\ : Z<bq_as hiZ#��_al<e�e`_aoy_azvbde : \ibd^`_ack_uhibde|{#��_Q\iZ<_ack^%[]l#hkbqc4x�_arqbv�L2�l%_j�Cn`_a\k[ �\Ah�_uhk[]r"_al<e$[]cAckbTf#bdcA\i[]{<s]b|x}ci_aopbT~mgvcA� : hkZ<b|e`_aoy_azvb%rdgvl!�<zvn<ci_uhk[]gvl�[]\ygv{!hi_a[]l<bde�{C�op[]l<[]op[]�d[]l<z�_yhkgah�_asLbdl<bdckza�"n<\k[]l<z�_�zvck_ae<[]bdlCh�e<bd\krqbdl#h�opbdhkZ<gCeI�wK?Z<b�[]l#hibdc4x�_ardb�[]\opgCe<bds]bdej{#�j_�s]bTf#bqs!\ibThJx�n<l!rdhk[]gvlQ~�Z<[]riZj[]\�_ae!f#bdrThibdep{#�1hiZ<b?bdl<bdcAza�jzvck_ae<[]bdlCh�[]\i\kn<bdex}ckgvo�_p\kZ`_a^VbQe<bdcA[ fv_uhk[]gvlI�1K?Z<b�l*n!rqs]bq_uhk[]gvl�gax�hkZ<bQe<_aoy_azvbqe|�dgvl<bQ[]\3gv{!hi_a[]l<bde�{C�n<\k[]l<z�hkZ<b�\kga��rq_as]s]bde%higv^Vgvs]gvzv[]rq_as/e<bdcA[ fv_uhk[ f#b#�p@*bTf#bdci_asLl*n<opbdcA[]rq_asLbT�!_aop^<s]bd\1[]l��u��e_al<e%�u��e�_acAbwe<[]\irdn<\k\ibdeI�

1 �3�a�`�T�d�y���y���#�d�I a¡��#�d¢¤£V¥��a¦w§Q¨�¨I©t¢¤£`¥I a�a¦aª�«?¬a­!©t��®/­!©]¯V�d�a¬q�I��¢}£`¥��!ª�°²±!±v³*´�®m�*©¤�C¢¤¦T�a�*¥Lª¶µ��q�*��¬a�!·¸ ¡��C¢t©4¹?ºC�d�aº!­*¢]�d�!· �*©t©¤�*¢]�d�#»j¨¶­!©]¯V�d�a¬q�I��¢}£`¥��!· ¼��
2 ½ �C¾¶­*�q�C�d­*¢]�d��¿²· ½ · ½ ¢t­!��¦aª¶Àj��¢¤Á!�u�d¦T¢]�d p®m�C�d¢t¦jÂ�Ã�Ä��a�I¢t¦wÄ�¢¤�����d­*�vª9Â!Å!³*Å!³%®m�#�d¢¤¦aª9µ��q�*��¬a�!·¸ ¡��C¢t©4¹¶Æi­!¥�Á<�#»j¡��C�d��· Æ�¥I¦T¦T¢t�a¥�· ¼��
3 �3�a�`�T�d�y���y���#�d�I a¡��#�d¢¤£V¥��a¦w§Q¨�¨I©t¢¤£`¥I a�a¦aª�«?¬a­!©t��®/­!©]¯V�d�a¬q�I��¢}£`¥��!ª�°²±!±v³*´�®m�*©¤�C¢¤¦T�a�*¥Lª¶µ��q�*��¬a�!·¸ ¡��C¢t©4¹?Á*�*��º!­`�u�d�9»j¬a¡��*¨�· ¨¶­!©]¯V�d�a¬����I¢¤£`¥I�!· ¼}�

Ç²ÈyÉaÊmËmÌ�Í8Î�Ï8Ð�ËmÑ4Í8ÊÓÒ�Ê?ÎÕÔ�Í8Î�Ö�×
Ø�ÙJÚ�Û$ÜQÝ�Þ�ßàÚ�Û$áCÝ²â�áCãCÞuâJã*ä�ÜpÚ¤åuÙ�å�Ù�ãçæ�Þuè²â�ávé4Ý�Þqå�ê�ë�èVÞuÚ}ì�ÝGí�Ý¶ä¶ã*î�ï Ç<ð!ñ ÝVé�òIó�è�ÛqÚ}ê�ÛqåuèVå�Ú�á

äJè²í�èVì²ãôãCõ�Ý²î�ó¶å�Ú�Ý²â�é4Ý²Þ|öJÞuÚ}åqå�î�ã�í�è`åuãCÞuÚ�è²î�Û È�÷ âÓè$ö�Ý9äJø
Ω ∈ R

d ù d = 2, 3 ú å�ÙJã&äJè²í�èVì²ãû ÞuÝ²ö�î}ã*íüÚ�Û�Ûdåaè`åuã*äÓè²Û"è�í�è�á#ÞuÝ�Ûuá#Ý û Ú�á û ÙLè²Û�ã�å�ÞaèVâ�Û�Ú¤åuÚ}Ý�âçíôÝ¶ä¶ã*îký8å�Ù�ã�þ�ÞaÛdå û ÙLè²Û�ã�öLã*Ú}âJìåuÙJã�óJâ�äJè²í�è²ì²ã!ämýwÝVåuÙJãCÞuÜpÚ�Ûqã�áCè²î}î�ã*äGÿdÙJã!èVî}å�Ù9ø�� û Ù�è�Ûqã�ý�ÜpÙJÚ�î�ã�åuÙJã�Ûqã!á#Ý�â�ä û ÙLè²Û�ã�Ú�Ûôå�ÙJãäJè²í�èVì²ã!ä�Ý�âJã È Ø�ÙJã"äJè²í�è²ì²ã!ä��*Ý²âJã|Ú�Ûyä¶ã*âJÝVåuã*ä$ö9ø
Ω0 ⊂ Ω

ý�ÜpÙJÚ�î�ã%å�ÙJã�Ù�ã*èVî}å�Ù9ø��CÝ²â�ã|Ú�Û
åuÙJã%Þ�ã*í�è²Ú}â�Ú}âJìôÞuãCì²Ú�Ý²â

Ω1 = Ω \Ω0 È Ø�ÙJã�áaÙLèVÞaè²ávåuãCÞuÚ�Ûqå�Ú�ápé4ó�â�ávåuÚ}Ý�â$Ý²é Ω0 Ú�Ûyä¶ãCâ�ÝVå�ã!ä�ö9ø
χ
È�� Ý²å�Ù�åuÙJã�Ù�ã*èVî}å�Ù9ø�èVâLä äJèVí�è²ì²ã*ä û Ù�è²Û�ã*Û�èVÞuã"è�Û�Û�óJí�ã*ä�åuÝ�ö�ãôî}Ú�âJã*è²Þ*ý�Ú�ÛqÝ²å�ÞuÝ û Ú�á"è²â�äÙJÝ�í�Ý²ì²ã*âJãCÝ�ó�Û*ý�Û�Ý"Üjã�ÜjÝ²ÞußôÚ�â�è"î}Ú�âJã!èVÞuÚ��*ã*ä�ã*î�è�ÛdåuÚ�áCÚ¤ådøôé4ÞaèVí�ãCÜjÝ²Þuß�è²â�ä�åuÙJã	�8èVí�
yåuãCâ�Û�Ý²Þ

Ý²é8ãCî�è²Ûqå�Ú�á#Ú}ådø&Ú�â
Ω
Ú�Û

Aχ = A1(1 − χ) +A0χ,ÜpÙJã*Þ�ã
0 < A0 < A1 èVÞuã�å�ÙJã	��è²í�
yå�ãCâLÛqÝ�ÞuÛ1Ý²émÚ�Û�ÝVåuÞ�Ý û Ú�á�ã*î�è�ÛdåuÚ�áCÚ¤ådøôÚ�â�å�ÙJã�äJèVí�èVì�ã*ä�è²â�äÙJã!èVî}å�Ù9ø&ÞuãCì�Ú}Ý�â�ÛCý9Þuã*Û û ã!ávåuÚ}õ�ãCî�ø²ý¶ä¶ã#þLâJã*ä$ö9ø

Ai = 2µiI4 + λiI2 ⊗ I2ÜpÚ}å�Ù
i = 0, 1

È�
 ã*áCè²î}îwå�Ù�èVå*ý-Ú}â Û û è�á#ã&ä¶Ú�í�ãCâ�Û�Ú}Ý�â d ý8å�Ù�ã��wÝ²óJâ�ì í�Ý9äJóJî}óLÛ E èVâLä�åuÙJã
�-Ý²Ú�ÛuÛqÝ�âGÞaè`åuÚ}Ý

ν
è²Þ�ã�Þ�ã*î�èVå�ã*ä åuÝ�å�ÙJã���è²í�
�í�Ý¶ä¶óJî�ÚjöIø

λ = Eν
(1+ν)(1+(1−d)ν)

èVâ�ä
µ =

E
2(1+ν)

È
K?Z<[]\J~mgvck�QZ`_a\�{Vbdbdlp\in<^!^²gvc4hkbqey{#�QhkZ<b8N|D87*K�24N%6�K�bdn<cAgv^²bq_alyl<bTh�~mgvcA�pN|,¶K�=��AH/Km�4�������a�������v�v���x�n!l<e<bde�{#�yhiZ<bw5L5/H3�V+Q�!63s]st_a[]cAb3~?_a\8_as]\igQ^`_acAhks ��\in<^<^Vgvc4hibde%{#�yhiZ!b�+3e`, N%g#N|_#@�Hm=3,8@C�4���#����\i^Vgvl!�\igvcAbde�{#��63=3F-,?6 :�� ,?+-N : Hm5L6 : 5LF ;m: _al<e�24,3@!=w�I�
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Ø�ÙJãçö�Ý²óJâ�ä�èVÞuøÕÝ²é�å�Ù�ãGö�Ý¶ä¶ø Ú�Û�í�è�ä¶ã Ý²é"ådÜjÝ û è²ÞqåaÛCý ∂Ω = ΓD ∪ ΓN

ý�ÜpÙJãCÞuãçè
*�Ú}ÞuÚ�áaÙJî}ãCå3ö�Ý²ó�â�äJèVÞuø|á#Ý�â�ä¶Ú}å�Ú�Ý²â�Ú�Û3Ú}í û Ý�Û�ã*ä�Ý�â ΓD

èVâ�ä�è,+�ãCóJí�èVâ�â�ö�Ý²óJâLäJèVÞuø|á#Ý²âLä¶Ú¤åuÚ}Ý�â
Ú�Û�Ú}í û Ý�Û�ã*ä Ý�â ΓN

È.- ã�ä¶ãCâJÝ²å�ãôö9ø
n
å�ÙJã�âJÝ�Þ�í�è²î8óJâ�Ú¤å|õ²ã!ávåuÝ²Þ�Ý²â

∂Ω
È/- ãôÚ�âIå�ÞuÝ¶ä¶ó�á#ã

åuÙJã�Û û è²á#ã�ÝVé1è²äJíôÚ�ÛuÛqÚ�öJî�ã%äJÚ�Û û î�è²á#ã*í�ãCâIå�þ�ãCî�äJÛ
V = {u ∈ H1(Ω,Rd)

Û�ó�áaÙ�å�Ù�èVå
u = 0

Ý²â
ΓD}.

0 Û�ó�ÛqóLèVîiý¶å�ÙJã|Ûqå�ÞaèVÚ�â$è²â�ä�ÛdåuÞ�ã!Û�ÛQåuãCâ�Û�Ý²ÞaÛ�ÜpÞ�Ú}å�ã|è�Û
e(u) =

1

2

(

∇u+ ∇Tu
)

, σ(u) = Ae(u).ù Ç ú
æ�Ý²Þpì²Ú�õ²ã*â�ö�Ý¶ä¶ø�è²â�ä�Û�óJÞ�éAè²áCã�î�Ý�è�äJÛ

f
è²â�ä

g
ý¶åuÙJã|ãCî�è²Ûqå�Ú�á#Ú}ådø�Û�ø9Ûqå�ã*í Ú�Û







− div (Aχe(uχ)) = f
Ú}â

Ω
uχ = 0

Ý²â
ΓD

Aχe(uχ)n = g
Ý²â

ΓN

ù21 ú
÷ åpÚ�Û�ÜQã*î}î}êiß9âJÝ`Üpâ&å�Ù�èVå ù21 ú á*èVâ�ö�ã%Þ�ã!Ûdåaè`åuã*ä$è²Û�è"í�Ú�âJÚ�í"óJí û Ý²å�ãCâIåuÚ�è²îmãCâJã*Þ�ì�ø û Þ�Ú�â�áCÚ û î�ã²ýåuÙ�è`åpÚ�ÛCý¶åuÙJã�ä¶Ú�Û û î�è�á#ãCí�ã*â�å�þ�ã*î�ä uχ ∈ V

í�Ú}â�Ú}í�Ú �Cã*ÛyÚ}â
V
å�ÙJã|ã*âJãCÞuì²ø&é4óJâ�ávåuÚ}Ý�â�èVî

Pχ(u) =

∫

Ω

(

1

2
Aχe(u) · e(u) − f · u

)

dV −

∫

ΓN

g · udS .

Ø�ÙJãpæ�Þuè²â�ávé4Ý�Þqå�ê�ë è²Þ�Ú�ì²Ý�í�Ý9äJãCî�áCÝ²â�Û�Ú�ÛqåuÛ-Ú�â�è�ì²î�Ý²ö�è²îJá#Ý²í�öJÚ�âJã*ä�í�Ú}âJÚ�í�Ú��!è`åuÚ}Ý�âôÝ`õ�ãCÞ
u
è²â�ä

χ
ÝVéwåuÙJã û ÝVåuãCâIå�Ú�èVî3ãCâ�ãCÞuì²ø�é4óJâ�ávåuÚ}Ý�â�èVî3åuÝ�ÜpÙJÚ�áaÙ è43�Þ�Ú65�å�Ù�ã*âJãCÞuì²ø�é4Ý²Þ�å�Ù�ãôáCÞ�ã!è`å�Ú�Ý²â�ÝVéåuÙJã�äJèVí�è²ì²ã*ä�Þ�ã*ì²Ú�Ý²â�Ú�Ûyè�äJä¶ã!ämý¶ÜpÞ�Ú}å�Ú�âJì�è²Û

∫

Ω0

κdV,

ÜpÙJã*Þ�ã
κ
Ú�Û8ßIâ�Ý`Üpâ"è²Û?å�ÙJã73�Þ�Ú65�å�Ù%8 Û3ãCâJã*Þ�ì�ø�ÞuãCî�ã*è�Ûqã�ÞuèVå�ã È�÷ â"ÝVåuÙJãCÞ3ÜjÝ²ÞaäJÛCý*å�Ù�ãjæ�Þuè²â�ávé4Ý�Þqå�êë è²Þ�Ú�ì²Ý�í�Ý9äJãCî?Ú�Ûpö�è�Ûqã!ä�Ý�â�åuÙJã|í�Ú}âJÚ�í�Ú��!è`åuÚ}Ý�â�Ý²é
J (u, χ) =

∫

Ω

(

1

2
Aχe(u) · e(u) + κχ− f · u

)

dV −

∫

ΓN

g · udS.ù:9 ú
; Ú�â�áCã|å�ÙJã�î�èVåqåuãCÞ�Ú�Û�è

min−min û ÞuÝ²öJî�ãCí�ý/èVâ�ä�Û�Ú�â�á#ã|åuÙJã"ä¶Ú�Û û î�è�á#ã*íôã*âIåyþ�ãCî�ä uχ

Ú�ä¶ãCâ¶ê
åuÚ�á*èVî�î}ø�Ûuè`åuÚ�Ûqþ�ã!Û

∫

Ω

Aχe(uχ) · e(uχ)dV =

∫

Ω

f · uχdV +

∫

ΓN

g · uχdS,

åuÙJã�á#ÝIÛdå�é4óJâ�á#å�Ú�Ý²â$å�Ý�ö�ã|í�Ú}âJÚ�í�Ú��*ã*ä$Þuã*è²ä�Û
J(χ) = J (uχ, χ) =

∫

Ω

(

−
1

2
Aχe(uχ) · e(uχ) + κχ

)

dV.ù=< ú
÷ åjÞ�ã!ÛqóJî}åuÛwé4Þ�Ý�í åuÙJÚ�Û�ì�î}Ý�ö�èVîJí�Ú�âJÚ�íôÚ �*èVå�Ú�Ý²â?ýIåuÙ�è`åQèVåjè û Ý²Ú�âIå x ∈ Ω

ý²åuÙJã�áaÙ�Ý²Ú�á#ãpé4Ý�Þ û Ù�è�Ûqã
0
Ý²Þ

1
Ú�Û�í�è�ä¶ã|è²á*á#Ý²Þaä¶Ú�âJì�å�Ý�å�Ù�ã%é4Ý²î�î}Ý`ÜpÚ�âJìôî}Ý¶áCè²îmí�Ú}âJÚ�í�Ú��!è`åuÚ}Ý�â

min
χ∈{0,1}

{
1

2
Aχe(uχ) · e(uχ) + κχ}(x),

û ÞuÝ`õ9Ú�äJÚ}âJì%è�å�ÞaèVâ�Û�Ú}å�Ú�Ý²â�é4Þ�Ý�í�å�Ù�ãpÙJã*è²î¤åuÙIø�å�Ý%å�Ù�ãyäJèVí�èVì�ã*ä û Ù�è²Û�ãyè²Û1Û�Ý9Ý²â�è²Û3åuÙJãpÞ�ã*î}ã!è²Û�ãÝ²é8ãCî�è²Ûqå�Ú�á�ãCâJã*Þ�ì�ø&Ú�Û�î�è²Þ�ì�ãCÞjå�Ù�è²â�åuÙJã%å�Ù�Þ�ã!ÛqÙJÝ�î�ä
κ
ýJâ�èVí�ã*î}ø&Ú}é

A1e(uχ) · e(uχ) −A0e(uχ) · e(uχ) ≥ κ .ù ð ú Ø�ÙJã�í�Ý¶ä¶ãCîpÚ�Û�òIó�è²Û�Ú¤êTÛqåuè`åuÚ�á�ÜpÙJÚ�áaÙ í�ã!èVâ�Û�å�ÙLè`å�å�ÙJã�åuÚ}í�ã�Ú�Û�ä¶Ú�Ûuá#Þuã#åuÚ��*ã*ä öIø èVâÕÚ}â¶ê
áCÞ�ã!è²Û�Ú}âJì�Û�ã*òIóJã*â�á#ã

(ti)i≥0
ýLÜpÚ¤åuÙ

t0 = 0
èVâ�ä

ti < ti+1
È 0 å�ã!è²áaÙ$å�Ú�í�ã

ti
åuÙJã�î�Ý�è²ä�ÛpèVÞuã

ä¶ã*âJÝVåuã*ä ö9ø
fi

èVâ�ä
gi

ý?å�ÙJã�áaÙ�è²Þuè�ávå�ã*Þ�Ú�Ûqå�Ú�á|é4óJâ�á#å�Ú�Ý²âçÝVéQå�ÙJã�äJè²í�èVì²ã!ä û ÙLè²Û�ã�Ú�Û χi

è²â�ä
åuÙJã�á#Ý�Þ�Þuã*Û û Ý�â�ä¶Ú�âJì�äJÚ�Û û î�è²á#ã*í�ãCâIåpÚ�Û ui = uχi

ýLÛqÝ�î}ó¶åuÚ}Ý�â�Ý²é ù>1 ú ÜpÚ}å�Ù�î�Ý�è�äJÛ fi

èVâ�ä
gi
È



�

Ø�ÙJã�í�Ý¶ä¶ãCîpÚ�Û�Ú�Þ�ÞuãCõ�ãCÞaÛqÚ�öJî�ã�ÜpÙJÚ�áaÙ í�ã!èVâ�ÛôåuÙ�è`å&èGí�è`å�ã*Þ�Ú�èVî û Ý²Ú�âIå x ∈ Ω
ÜpÙJÚ�áaÙàÚ�Û

äJè²í�èVì²ã!ä�èVåpå�Ú�íôã
ti
í�ó�ÛqåyÞ�ã*í�è²Ú}â$äJèVí�è²ì²ã*ä$è`åpî�è`åuãCÞ�å�Ú�í�ã*Û*ýJÚ È ã È ý

ù�� ú χi+1(x) ≥ χi(x).Ø�ÙJã*Þ�ãCé4Ý²Þuã²ýVÚ�âIå�ÞuÝ¶ä¶ó�á#Ú�âJì
Ji

èVâ�ä
Ji

ý�ÜpÙJÚ�áaÙ�èVÞuãpä¶ã#þ�â�ã*ä�è²Û ù:9 ú è²â�ä ù=< ú ÜpÚ¤åuÙ�å�ÙJãpî�Ý�è�äJÛwèVååuÚ}í�ã
ti
ý!å�ÙJãjæJÞaèVâ�á#é4Ý²Þ�åqêTë èVÞuÚ�ì²Ý�í�Ý9äJãCîIÚ�Û3èyÛ�ã*òIóJãCâLá#ã²ý<Ú�â�ä¶ã��9ã!ä|ö9ø

i ≥ 0
ý!Ý²é¶íôÚ�âJÚ�í�Ú��!è`å�Ú�Ý²â

û ÞuÝ²ö�î}ã*í�Û

min
χ∈L∞(Ω;{0,1}),χ≥χi−1

Ji(χ) =

∫

Ω

(

−
1

2
Aχe(uχ) · e(uχ) + κχ

)

dV,ù�� ú
Ý�Þjã!òIóJÚ}õ`è²î}ã*â�åuî}ø�ýJó�Û�Ú}â�ì ù:9 ú ý
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)
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∫

Ω1

1

2
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1

2

∫

Γ0

N
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Γ1
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∫
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p0 è²â�ä p1 û î�è<ø%åuÙJãpÞuÝ²î�ãQÝ²é ��è²ì²ÞaèVâJì�ãwí"ó�î¤åuÚ û î�Ú�ãCÞ1Ý²Þ!ý²èVå-Ý û å�Ú�í�èVî�Ú¤ådø�ý`ÝVéLå�ÙJãyè�ä��dÝ²Ú�âIåÛqåuèVå�ã ù Ý�âGå�ÙJã&ÛuèVí�ã�å�Ý�ß²ã*â?ý8èVå�Ý û åuÚ}í�èVî�Ú}ådø v0, v1 è²Þ�ã�ã*òIó�è²î1å�Ý u0, u1 ú È 0 î�î1é4óJâ�á#å�Ú�Ý²â�Û
v0, v1, p0, p1 öLã*î}Ý�âJì�å�Ý�åuÙJã"Û û è²áCã V ÜpÙJÚ�áaÙ�Ú}í û î�Ú}ã!ÛpåuÙ�è`åpåuÙJãCø�Û�èVå�Ú�Ûdé4ø$è�ÙJÝ²í�Ý�ì²ãCâ�ãCÝ²óLÛ
*�Ú}ÞuÚ�áaÙJî}ãCåpöLÝ�óJâ�äJè²Þ�ø�áCÝ²â�äJÚ¤åuÚ}Ý�â�Ý�â

ΓD
È

÷ âçÝ²Þaä¶ãCÞ�åuÝ�è ûJû î�ø�è$ì²Þaè²ä¶Ú�ãCâIå%í�ã#å�Ù�Ý9ä�å�Ý�åuÙJã�í�Ú}âJÚ�í�Ú��!è`åuÚ}Ý�âGÝ²é ù Ç�� ú Üjã�Þ�ã!áCèVî�î3å�ÙJãáCî�è�Û�Û�Ú�á*èVî?â�ÝVå�Ú�Ý²â�Ý²é�ÛqÙLè û ã�ä¶ã*Þ�Ú�õ`è`å�Ú�õ²ã È ; åuè²ÞqåuÚ}â�ì&é4ÞuÝ²í
è&áaÙ�èVÞaè²á#å�ã*Þ�Ú�ÛdåuÚ�á�é4ó�â�ávåuÚ}Ý�â
χ
Ý²é�è

Û�í�ÝIÝ²å�Ù$Þ�ãCé4ãCÞuãCâ�áCã�Û�óJö/ä¶Ý²í�è²Ú}â
Ω0 ý�ÜQã|á#Ý�â�Û�Ú�ä¶ã*Þ�õ<è²Þ�Ú�è`åuÚ}Ý�â�Û�ÝVé8å�ÙJã%ådø û ã

χθ = χ ◦
(

Id+ θ
)

,
Ú È ã È ý

χθ(x) = χ
(

x+ θ(x)
)

,ÜpÚ}å�Ù
θ ∈ W 1,∞(Rd,Rd)

Ûqó�áaÙ&å�Ù�èVå
θ
Ú�ÛQåuè²âJì²ã*â�åuÚ�è²îLÝ�â

∂Ω ù åuÙJÚ�Û�î�è²ÛqåjáCÝ²â�äJÚ¤åuÚ}Ý�â&ãCâ�Û�óJÞuã*ÛåuÙ�è`å
Ω = (Id + θ)Ω ú Èô÷ å|Ú�Û%ÜjãCî�î-ßIâ�Ý`Üpâ å�ÙLè`å*ý?é4Ý²Þ|Ûqó�5�áCÚ}ã*âIå�î�ø Ûqí�èVî�î θ ý (Id + θ)

Ú�Û|è
ä¶Ú��/ãCÝ²í�Ý�Þ û Ù�Ú�Û�í Ú�â

R
d È

��������	�
�	�
����������������������! ��#"$�&%('*)��,+-'*).�#/102�30!465�7&+-'�/,5
J(χ)

�,+
χ
'8��"9��:;5��!"<�.�=+����

> %�?!7@���A+;"9�A%('*).�.+B'*).�C'*5
W 1,∞(Rd,Rd)

�.+;DE/10F+����C�@ 9 �GH'�7!�,+-'�/,5
θ → J

(

χ ◦ (Id+ θ)
) I '�J*��J

J
(

χ ◦ (Id+ θ)
)

= J(χ) + J ′(χ)(θ) + o(θ) K '*+*� lim
θ→0

|o(θ)|

‖θ‖
= 0 ,

K ���A%�� J ′(χ)
'8�L�=7!/.5�+B'*5�4�/,4M�NGO'*5��!�.%P0A/,%(QR/,5

W 1,∞(Rd,Rd)
J

�?ãCåyó�Û�Þuã*áCè²î}î/åuÙJã%é4Ý²î�î�Ý`ÜpÚ}âJì�á#î�è²ÛuÛ�Ú�á*èVîmÞuã*Û�óJî¤å È
�S��TUT<VW�X�*�X�ZY[�A+

ω \ �2�#�(Q3/�/.+�� \ /.465�"9�!"]/@ ��A5^�&�&+_�.5�"
θ ∈ W 1,∞(Rd,Rd)

J^Y[�A+
f ∈ H1(Rd)

�.5�"
g ∈ H2(Rd) \ �3+ K /Z`$'*)��&5a0!465�7A+B'�/.5��AJEbc�@�(46QE�3+����.+ Γ

'8�E���(QE/d/,+*�
�(4 \ �A�&+e/f0 ∂ω K '*+�� \ /,465�"$�,%(g γ = ∂Γ

J3�����_�����! ��3"$�&%('*).�.+B'*)��A�h/10

J1(ω) =

∫

ω

f dV
�,5�"

J2(ω) =

∫

Γ

g dSù Ç 1 ú
�,%��

J ′
1(ω) =

∫

∂ω

fθ · n dS
�.5�"

J ′
2(ω) =

∫

Γ

[

∂g

∂n
+ gH

]

θ · n dS +

∫

γ

gθ · τ dl,

%��A�B ��!7&+-'*).�&GHg I K ���&%�� n '8�F+����c465i'*+j)��!7&+k/,%F5�/.%(QE�.G�+l/
∂ω

I
H

'8�F+����cQE�!�.5m7&46%()��,+-46%��C�,5�"
τ
'8�c+*���L465i'*+P).�@7&+l/.%c+k�,5�`��A5i+;+l/

∂ω
�(4�7!��+����.+

τ
'8�C5�/.%(QE�.Gn+k/ \ /,+*� γ �.5�"

n
I �.5�"

dl
'8�

+����LGH'*5��oQE�@�.�(46%��_�,Gp/.5M`
γ
J

�?ãCå�ó�Û�ã
� û î�èVÚ�â$Ù�Ý`Ü åuÝ&ó�Û�ã �?ã*íôí�è 1 È 1 Ú�â�Ý²Þaä¶ãCÞ�åuÝ�á#Ý�í û ó¶å�ã�å�ÙJã"Û�Ù�è û ã�ä¶ã*Þ�Ú�õ`è`åuÚ}õ�ãÝ²é ù Ç�� ú È - ã�ÞuãCî�øçÝ²â å�ÙJã$ÜQã*î}î}ê�ßIâ�Ý`Üpâ ��èVì�Þuè²âJì²Ú�èVâÓè ûJû ÞuÝ�è²áaÙÓÚ�â Û�Ù�è û ã$Ý û åuÚ}í�Ú �*è`åuÚ}Ý�âû ÞuÝ²ö�î}ã*í�Û ù Û�ãCã²ýLã È ì È ý8ï Çvñ ý8ï 9 ñ ý8ï 1#1 ñ ú È Ø�ÙJã ��è²ì²ÞaèVâJì�Ú�è²â ù Ç²Ç ú Ù�è²ÛyöLã*ãCâ�ä¶ã*õ9Ú�Û�ã*ä�Ú�â ÛqóLáaÙ èÜ�è<ø$å�Ù�èVå�Ú¤åaÛ û èVÞ�å�Ú�èVî1ä¶ã*Þ�Ú�õ`è`å�Ú�õ²ã!Û�ÜpÚ¤åuÙ Þuã*Û û ã!ávå%å�Ý p0 è²â�ä p1 ý�ÜpÙJãCâGã*òIó�è²î-å�Ý � ýmø9Ú�ãCî�äåuÙJã�ÛqåuèVå�ã"ã!òIó�è`åuÚ}Ý�â ù � ú ê ù � ú ý/Ú}â�áCî}óLä¶Ú}â�ì&å�Ù�ã"åuÞuè²â�Ûqí�Ú�Û�Û�Ú�Ý²â�ö�Ý²óJâ�ä�èVÞuø$áCÝ²â�ä¶Ú}å�Ú�Ý²âLÛ�Ý�â�å�ÙJãÚ�âIå�ãCÞ�éAè²áCã
Σ
ÈEq Ý²â9õ²ã*ÞuÛ�ãCî�ø²ýLå�ÙJã û è²ÞqåuÚ�è²î1ä¶ãCÞuÚ}õ`èVå�Ú�õ²ã*Û�ÝVéQå�ÙJã��8èVì²ÞaèVâ�ì²Ú�èVâ�ÜpÚ¤åuÙ Þuã*Û û ã*ávå%åuÝ

v0 è²â�ä v1 ý9ÜpÙJã*â�ã*òIó�è²îJåuÝ � ý û ÞuÝ`õ9Ú�äJãpå�ÙJã%Û�ÝVêTáCèVî�î�ã*ä�è²ä.�dÝ²Ú�â�åjã*òIó�èVå�Ú�Ý²â�é4Ý²Þ p0 èVâLä p1 È3÷ ååuóJÞ�âLÛ�Ý�ó¶å�åuÙ�è`å!ý?ä¶óJã�å�Ý�å�ÙJã�Û û ã*áCÚ�è²î1áaÙJÝ²Ú�á#ã�ÝVé1å�Ù�ã�áCÝ�Ûqå�é4óJâLávå�Ú�Ý²â ù Ç�� ú ý�åuÙJã û Þ�Ý�öJî}ã*í Ú�Û
Û�ãCî}é�ê�è�ä��dÝ²Ú�âIå*ý/â�è²íôã*î}ø$åuÙJã�Ý û å�Ú�í�èVî p0 èVâ�ä p1 èVÞuã�ã
� û î�Ú�á#Ú}å�î�ø�ì²Ú�õ²ãCâ�Ú}â�å�ãCÞuí�Û�Ý²é u0 è²â�ä
u1 öIø pi = −ui/2

È
Ø�ÙJã�í�èVÚ�âÓÚ�â�åuãCÞuã*Ûqå|ÝVé�å�ÙJã �8èVì�Þuè²âJì²Ú�èVâ Ú�Û%åuÙ�è`å�Ú}åuÛ û èVÞ�å�Ú�èVî�äJãCÞuÚ}õ`è`åuÚ}õ�ã�ÜpÚ¤åuÙÓÞ�ã!Û û ã*á#ååuÝ å�Ù�ã$Û�Ù�è û ã χ ýwã*õ<è²î}óLè`å�ã!ä è`åôå�Ù�ã$ÛqåuèVå�ã uχ

è²â�ä è�ä��dÝ²Ú�âIå
pχ

ýwÚ�Ûôã!ò�óLèVîQå�Ý å�ÙJã�ÛqÙLè û ãä¶ã*Þ�Ú�õ`è`åuÚ}õ�ã�Ý²é8åuÙJã�á#ÝIÛdå�é4óJâ�á#å�Ú�Ý²â
J ′(χ)(θ) =

∂L

∂χ
(u1, u0,−u1/2,−u0/2, χ)(θ).
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������������������	�������������������� ��	�!"���#���$����� �%���'&�(���)

Ø�ÙJã�âJÝ²åuèVå�Ú�Ý²â ∂L
∂χ

í�ã!èVâ�Û�åuÙ�è`å�Ú}å�Ú�Û"è�ÛqÙ�è û ã û è²ÞqåuÚ�è²îwä¶ãCÞuÚ�õ<èVå�Ú�õ²ã�ý?Ú È ã È ÜQã&ä¶Ú��/ãCÞuãCâIå�Ú�è`åuã
L
Ú�âGå�ÙJã&Û�ãCâ�Û�ã�ÝVé7*�ãCþ�âJÚ}å�Ú�Ý²â 1 È�Ç ÜpÙJÚ�î}ã�ß�ãCã û Ú}âJì$åuÙJã�ÝVåuÙJãCÞ�è²Þ�ì�óJí�ãCâIåuÛ (v1, v0, p1, p0)þ �¶ã!ä È Ø�ÙJã*Þ�ãCé4Ý²Þuã²ýmÚ�â Ý�ÞuäJãCÞ�å�Ý û ÞuÝ`õ²ã�Ø�ÙJãCÝ�Þ�ã*í�Û 1 È 9 èVâ�ä 1 È < ö�ãCî�Ý`Ü|ý?Ú}å|Ú�Û%ã*âJÝ²óJì�Ù?ý/é4Ý²Þþ �¶ã!ä&é4óJâLávå�Ú�Ý²âLÛ

(v1, v0, p1, p0) ù âJÝVå�ä¶ã û ã*â�ä¶Ú�âJì�Ý²â χ ú ý¶å�Ý�ä¶Ú��/ãCÞuãCâIå�Ú�è`åuã%å�ÙJã%é4óJâLávå�Ú�Ý²âLèVî
χ→ L(v1, v0, p1, p0, χ)ÜpÙJÚ�áaÙ�Ú�ÛX�dó�Ûdåjè|á#Ý²í�öJÚ�â�è`åuÚ}Ý�â�Ý²é�õ�Ý²î�óJí�ãpÚ}âIå�ã*ì²ÞaèVî�Û3Ú}â

Ω0,Ω1 èVâLäôÛ�óJÞ�éAè²áCãpÚ}âIå�ã*ì²ÞaèVî�Û3Ý²â Σù å�ÙJãpÚ�âIå�ãCì�Þuè²î�Û-Ý�â ΓN

ä¶Ý|â�ÝVå�á#Ý�âIå�ÞuÚ}öJóJå�ã�å�Ý%åuÙJã�Û�Ù�è û ãyä¶ã*Þ�Ú�õ`è`å�Ú�õ²ã�ö�ã*á*èVó�Û�ã ΓN

Ú�Û-þ �¶ã!ä ú È0 ûJû î�øIÚ�âJì��?ã*í�í�è 1 È 1 å�Ý L
ø9Ú�ãCî�äJÛjå�Ù�ã%é4Ý²î�î}Ý`ÜpÚ�âJìôÞ�ã!ÛqóJî}åuÛ È

�����M
��.�MT �����n���A5
2 − d

+*���C�����@ ��h"9�A%('*).�.+B'*).�E/10 ù Ç�� ú '*5m+����h".'*%@�@7&+B'�/.5 θ '8�
J ′(χ)(θ) =

∫

Σ

κθ · n dS

+[[
1 − ν2

2E
]]

∫

Σ

σ2
nn(uχ)θ · n dS + [[

(1 + ν)

E
]]

∫

Σ

σ2
tn(uχ)θ · n dS

−[[ν]]

∫

Σ

σnn(uχ)ett(uχ)θ · n dS − [[
E

2
]]

∫

Σ

e2tt(uχ)θ · n dS,

K ���A%�� t '8�C+*���L+l�.5M`9�&5�+B'��.G�".'*%��!7&+-'�/,5
	1/.%(+���/@`9/,5��,Gn+l/ n � J
- ã|ó�Ûqã%åuÙJã �dóJí û âJÝVåaè`åuÚ}Ý�â

[[α]] = α1 − α0é4Ý�Þ�è�òIó�è²â�åuÚ¤ådø
α
å�Ù�èVåyÙ�è²Ûpè �dóJí û å�ÙJÞuÝ²óJì�Ù�åuÙJã%Ú}âIåuãCÞ�éAè²á#ã Σ

ö�ã#ådÜjãCã*â�åuÙJã|ÙJã!èVî}å�Ù9ø�èVâLä
äJè²í�èVì²ã!ä&ÞuãCì�Ú}Ý�â�Û È
�����M
��.�MT ���
�[���A5

3 − d
+*���C�����@ ��h"9�A%('*).�.+B'*).�E/10 ù Ç�� ú '*5m+����h".'*%@�@7&+B'�/.5 θ '8�

J ′(χ)(θ) =

∫

Σ

κθ · n dS + [[
(1 + ν)

E
]]

∫

Σ

(

σ2
1n(uχ) + σ2

2n(uχ)
)

θ · n dS

+[[
(1 − ν − 2ν2)

2E(1 − ν)
]]

∫

Σ

σ2
nn(uχ)θ · n dS − [[

Eν

2(1 − ν2)
]]

∫

Σ

e11(uχ)e22(uχ)θ · n dS

−[[
ν

(1 − ν)
]]

∫

Σ

σnn(uχ) (e11(uχ) + e22(uχ)) θ · n dS

−[[
E

2(1− ν2)
]]

∫

Σ

(

e211(uχ) + e222(uχ)
)

θ · n dS

−[[
E

2(1 + ν)
]]

∫

Σ

e212(uχ) θ · n dS,

K ���A%��_+����_'*5�".'�7!�A���a�,5�"��=%��-0A�A%C+l/E+����_+k�,5�`��A5i+-'��,G[".'*%@�@7&+B'�/.5���	1/.%(+���/@`�/.5��,G[+l/ n � JØ�ÙJã û ÞuÝIÝ²éAÛyÝ²éQØ�ÙJãCÝ�Þ�ã*í�Û 1 È 9 è²â�ä 1 È < èVÞuã"ì²Ú�õ²ã*â�Ú}â ï ð`ñ Ú�â è�í�Ý²Þuã"ì²ã*âJãCÞaèVî3á#Ý�â�åuã
�9å È
; Ú�í�Ú}î�èVÞ�Þuã*Û�óJî¤åaÛyÚ�â åuÙJãôáCÝ²â�äJó�ávåuÚ}õ9Ú}ådø�Û�ã#å�å�Ú�âJì ù Û�á*èVî�èVÞ�ã*òIó�è`åuÚ}Ý�â�Û ú è û�û ã!èVÞuã*ä�Ú�â ï �`ñ ý3ï 1 �`ñ ýï 1#1 ñ�È
- ÙJã*â è ûJû î�ø9Ú}â�ì ��ãCí�í�è 1 È 1 ý?åuÙJãCÞuã�Ú�Û"è$Û�óJö¶åuî}ã&äJÚ 5&á#ó�î¤ådøGÚ}âGåuÙJã�Ú}âIåuãCÞ û Þ�ãCåuèVå�Ú�Ý²âGÝVéåuÙJã�Þuã*Û�óJî}åuÛwö�ã*á*èVó�Û�ãpåuÙJã�Ú�âIå�ãCì�Þuè²â�äJÛ1Ú�â�åuÙJã�Ú�âIå�ãCì�Þuè²î�ÛwÝ²â

Σ
èVÞuãyâJÝ²åjáCÝ²âIå�Ú�â9óJÝ²ó�Û1å�ÙJÞuÝ²óJì�Ù

åuÙJã�Ú�âIå�ã*ÞqéAè�á#ã
Σ
È 0 á#å�ó�è²î}î�ø²ý/Ý²â�î}ø$å�Ù�ãôä¶Ú�Û û î�è�á#ã*íôã*âIå�èVâLä�å�Ù�ã�âJÝ�Þ�í�è²î3Ûqå�Þuã*ÛuÛyõ�ã*ávåuÝ²Þ�èVÞuãáCÝ²âIå�Ú�â9óJÝ²ó�Û�Ú}â õ9Ú}ã*Ü ÝVé1å�Ù�ã"åuÞuè²â�Ûqí�Ú�Û�Û�Ú�Ý²â á#Ý�â�ä¶Ú}å�Ú�Ý²â�Û�Ú�â ù � ú ê ù � ú È � ø�áCÝ²âIå�Ú�â9óJÚ}ådø$Ý²é1å�ÙJãä¶Ú�Û û î�è�á#ã*íôã*âIåuÛ"è²â�ä Ûqåuè²â�äJèVÞaäçãCî�î�Ú û åuÚ�á�Þ�ã*ì²óJî�èVÞuÚ}ådø²ý3ÜQã$áCèVâ ä¶ã*ä¶óLá#ã&åuÙ�è`åôÚ¤åaÛ�åaèVâJì�ãCâIå�Ú�èVîä¶ã*Þ�Ú�õ`è`åuÚ}õ�ã*ÛmèVÞuãwèVî�Û�Ý�áCÝ²âIå�Ú�â9óJÝ²óLÛ È?÷ â|Ý²å�ÙJã*Þ?ÜjÝ²ÞaäJÛCý*ÜQã1ÞuãCÜpÞuÚ}å�ãwèVî�î²Ú�âIå�ã*ì²ÞaèVî�Û/Ý²â

Σ
Ú}â%åuãCÞuí�Û

Ý²épáCÝ²âIå�Ú�â9óJÝ²óLÛ�òIó�èVâIå�Ú}å�Ú�ã*Û�èVâ�ä��dó�í û Û�ÝVé�åuÙJã�ã*î�è�ÛdåuÚ�á�í�Ý¶ä¶óJî�ÚwåuÙ�èVâ�ß9Û�å�Ý�åuÙJã&é4Ý�î}î�Ý`ÜpÚ�âJìî�ãCí�í�è È
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e
�.5�"

σ
"$�&5�/,+k�a+����Z�!+B%��,'*5 �.5�"��(+-%@�(�!�3+k�&5��&/.%!�a/f03+*���E�&/.GO46+-'�/,5<+k/

+����2�!+l�.+l� ���&4��.+B'�/.5 ù>1 ú I K �6'�7@�W�.%�� �(Q3/�/.+���0!465�7&+B'�/.5�� /.5 \ /,+*� �('�"$�m/f0�+*��� '*5i+k�&%�0A�$7!�
Σ
J#�����Z7!/.Q  �/,5��&5�+-�

σnt

I
σnn

I
ett′

�,5�"
ett

�,%��Z7!/.5i+-'*5i4�/.4M�o�97A%�/.�!�
Σ
I �.5�"�+*���Z/.+����&%

7!/.Q  �/.5��&5�+-�L7@�,5 \ �_%�� K %('*+B+l�A5 '*5 +k�&%(Qo�C/f0C+*���(�&�h7!/.5�+B'*5�4�/,4M���&4��.5i+-'*+B'��(�_�.�


















enn = (2µ+ λ)−1(σnn − λ tred)
etn = (2µ)−1σtn

σtt′ = 2µett′
0A/.%

t 6= t′

σtt = 2µett + λ( tred + enn) = 2µett + λ(
2µ

2µ+ λ
tred + (2µ+ λ)−1σnn)

K '*+�� tred =
∑

i6=n eii

J
� �.
�
��@� 
 ã!áCè²î}îmåuÙ�è`å

n
Ú�Ûpå�ÙJã|âJÝ�Þ�í�è²îmóJâJÚ}åyõ²ã*á#å�Ý�ÞpÝVé

Σ
èVâ�ä

t ù Ý²Þ t′ ú Ú�ÛpèVâ9ø�åaèVâJì�ãCâIå�Ú�èVîóJâ�Ú¤å�õ²ã*á#å�Ý�Þ*ýJÝ�ÞqåuÙJÝ²ì�Ý²â�è²î/å�Ý
n
È Ø�ÙJã*Û�ã�ÞuãCî�è`å�Ú�Ý²âLÛyÛqÚ�í û î�ø�é4Ý�î}î�Ý`ÜyÛpé4ÞuÝ²í å�ÙJãôÛdåuÞuè²Ú}âJê�Ûqå�Þuã*ÛuÛ

ÞuãCî�è`åuÚ}Ý�â ù Ç ú èVâ�ä
σnn = 2µenn + λ( tred + enn) ⇒ (2µ+ λ)enn = σnn − λ tred. �

9 È
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�è�äJèVí�è²Þuä�í�ã#åuÙJÝ¶ä�ÝVé�Û�Ù�è û ã�õ`è²Þ�Ú�è`åuÚ}Ý�â�Ú�Û�èVöJî�ã�åuÝ&Þ�ã û ÞuÝ9äJó�á#ã|åuÙJã"ì�Þ�Ý`Ü�åuÙ�ÝVé�è û Þuã#êã��9Ú�Ûqå�Ú�âJì$ä�èVí�èVì�ã*ä �*Ý²âJã�öJóJå�Ú�Û%óJâLèVöJî�ãôå�Ý û Þuã*ä¶Ú�ávå%å�Ù�ãôÝ�â�Û�ã#å|ÝVé�äJèVí�èVì�ã�Ú�âçè�Ù�ã*èVî}å�Ù9øÛqå�Þuó�ávåuóJÞuã È Ø�Ù�ã�åuÝ û Ý²î�Ý²ì�Ú�á*èVî-ä¶ãCÞuÚ}õ`èVå�Ú�õ²ã²ýmÚ�âIå�ÞuÝ¶ä¶ó�á#ã!ä Ú�âàï Ç 9 ñ ý�ï Ç � ñ ý�ï 1#9 ñ é4Ý²Þ�å�Ù�ã&áCè²Û�ãôÝVéÙJÝ�î}ã!Û%Ú}â è²âçãCî�è²Ûqå�Ú�á�öLÝ¶ä¶ø�ý-è²â�äGÚ}â ï � ñ ýQï �`ñ é4Ý²Þ|ã*î�è�ÛdåuÚ�á�Ú�â�á#î�ó�Û�Ú}Ý�â�Û*ý8Ú�Û%å�Ù�ã&Þ�Ú�ì²ÙIå|åuÝIÝ�î1é4Ý²Þâ9ó�áCî}ã!è`å�Ú�âJì�èVâ�Ú�â¶þ�âJÚ}å�ã!ÛqÚ�í�èVî?äJè²í�è²ì²ã!ä�ÞuãCì�Ú}Ý�â È Ø�Ù�ã�á#Ý²ó û î}Ú�âJì�ÝVé3å�Ý û Ý�î}Ý�ì²Ú�áCè²î�ä¶ã*Þ�Ú�õ`è`åuÚ}õ�ãè²â�ä Û�Ù�è û ã"ì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIå�ÜpÚ¤åuÙ�å�Ù�ã�î�ãCõ�ãCî-ÛqãCå�í�ã#åuÙJÝ¶ä�Ú�Û�ö9ø$âJÝ`Ü ÜQã*î}î3óJâ�äJãCÞaÛdåuÝIÝ¶ä�Ú�â�Ûqå�Þuó�ávê

åuóJÞuè²î-Ý û åuÚ}í�Ú �*è`åuÚ}Ý�â ï < ñ ýwï Ç 1 ñ ý�ï 1 ð!ñ Ø�Ù�ã�è²Ú}íüÝVéwåuÙJÚ�Û"Ûqã!ávå�Ú�Ý²â Ú�Û�åuÝ�Þ�ã!áCèVî�î3å�ÙJÚ�Û%âJÝ²å�Ú�Ý²âGÝVé
åuÝ û Ý²î�Ý²ì²Ú�áCè²î/ì²Þaè²ä¶Ú�ãCâIå È
- ã�ä¶ã#þLâJã�èVâçÚ�â¶þ�âJÚ}å�ã!ÛqÚ�í�èVîjäJèVí�èVì�ã*ä Ú}âLá#î�ó�ÛqÚ�Ý²â

Dρ

Ý²é�Û�Ú �Cã
ρ
áCãCâIå�ã*Þ�ã!äçè`å"è û Ý²Ú�â�å

x0 ∈ Ω1 Ú�â�å�ÙJã|ÙJã!èVî}å�Ù9ø�Û�óJö/ä¶Ý²í�è²Ú}â�èVâ�ä�ÝVé-Þuã*ÛuáCèVî�ã*ä�ÛqÙLè û ã D
Dρ = {x

ÛqóLáaÙ�åuÙ�è`å x− x0

ρ
∈ D},ù Ç 9 ú

è²â�ä Ý�ö�Ûqã*Þ�õ�ã|å�Ù�ãôõ`è²Þ�Ú�è`åuÚ}Ý�â ÝVéQå�ÙJã�á#ÝIÛdå�é4óJâ�á#å�Ú�Ý²âGó û Ý�â Ú�âIå�ÞuÝ¶ä¶ó�ávåuÚ}Ý�â�Ý²é Dρ
È - Ú¤åuÙJÝ²ó¶ååuÙJÚ�Û-Ú�â�áCî}ó�Û�Ú�Ý²â�å�ÙJãpö�Ý¶ä¶ø

Ω
Ú�ÛwÛ�ã û èVÞaè`å�ã!ä�Ú�â�Ú}åuÛwÙJã*è²î¤åuÙIø�ÛqóJö/ä¶Ý�í�è²Ú}â Ω1 èVâLä"Ú}åuÛwä�èVí�èVì�ã*äÛ�óJö/ä¶Ý²í�èVÚ�â

Ω0 È - ÙJã*â�è�äJä¶Ú�âJì Dρ

ý9åuÙJã|ö�Ý9äJø�Ú�ÛpâJÝ`Ü û è²ÞqåuÚ¤åuÚ}Ý�âJã*ä�è�Û
Ω = Ω0

ρ ∪ Ω1
ρ

ÜpÚ}å�Ù
Ω0

ρ = Ω0 ∪Dρ,

ÜpÙJã*Þ�ã�ý¶é4Ý²ÞyÛ�í�èVî�î?ãCâ�Ý²óJì�Ù
ρ
ý
Dρ

Ú�ÛyäJÚ�Ûuá#Ý�âJâJã*á#å�ã!ä�é4ÞuÝ²í
Ω0 È�- ã"äJãCâJÝ²å�ã*ä$ö9ø χρ, χ, χDρåuÙJãyáaÙ�èVÞaè²á#å�ã*Þ�Ú�ÛdåuÚ�áQé4óJâLávå�Ú�Ý²âLÛ1ÝVé

Ω0
ρ,Ω

0 èVâLä Dρ

ý²Þuã*Û û ã*ávåuÚ}õ�ãCî�ø²ýIÛ�èVå�Ú�Ûdé4ø9Ú�âJì χρ = χ+χ
Dρ

È
��������	�
�	�
�� �n����� ��0S+*��� / \�
 �!7A+B'*)��n0!465�7&+-'�/,5 J �$",Qo'*+-�S+�����0A/,G*Gp/ K '*5M`C�&/��f7!�,G*Gp�!"N+k/! �/,Gp/�`$'�7!�.G�.�!g.Q  �+l/.+B'�7h���A ��.5��('�/,5h0A/,%c�!QE�.G*G

ρ > 0

J(χρ) − J(χ) − ρdDJ(x0) = o(ρd),

+����&5]+*���E5i46Q \ �&% DJ(x0)
'8�E7!�,G*Gp�!" +����Z+k/! �/,Gp/�`$'�7!�.GS"9�A%('*).�.+B'*).��/f0

J
�,+
x0

0A/.%E+����Z'*5��
7&GH4M�('�/.5m�f���@ ��

D
J

� è²Û�ã*ä�Ý²â$Þ�ã!Ûqó�î¤åaÛ�Ú}âçï � ñ Üjã|Ý²ö¶åaèVÚ�â�åuÙJã%é4Ý²î�î}Ý`ÜpÚ�âJìôî}ã*í�í�è ù Ûqã*ã�ï ð`ñ é4Ý²Þyä¶ãCåuèVÚ�î�Û ú È
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��������	
������������������	�������������������� ��	�!"���#���$����� �%���'&�(���)

�S��TUT<V �n�8��� > /.%
x0 ∈ Ω1 �.5�"��,5�g2�����! ��

D
I +�����7!/��(+j0!465�7&+-'�/,5

J(χ)
I "$�-:P5��@" \ gù:< ú I �9".Qh'*+��C+����S0A/.G*Gp/ K '*5�`�+l/@ �/.Gp/@`$'�7@�,G "9�A%('*).�.+B'*).�

DJ(x0) = κ+
1

2
e(uχ)(x0)Me(uχ)(x0),

K ���A%�� uχ

'8�E+����Z�&/.GH46+B'�/.5 /103+����Z�!+l�.+l�a���&4��.+B'�/.5 ù>1 ú '*5 Ω K '*+���/.46+N+����a'*5�7&GH4M�('�/.5 Dρ

I
�,5�"

M
'8�N�L5�/.5 �  �/.�!'*+B'*).�[0A/,46%(+*� �f/.%�"9�A%F+k�&5��&/,%F"$�l ��&5�",'*5�`E/,5�GHgo/,5=+���� �����! ��

D
�.5�"L+����

 ������&�  �%@/@ ��A%(+B'��(�
A0, A1 J

Ø�ÙJã�åuãCâ�Û�Ý²Þ
M

Ú�Û"á*èVî�î}ã!ä å�ÙJã�ãCî�è²Ûqå�Ú�á�íôÝ�í�ãCâIå*ý-Ý²Þ û Ý�î�è²Þ�Ú �*èVå�Ú�Ý²â?ý�å�ãCâLÛqÝ�Þ È$÷ åôá*èVâçöLãáCÝ²í û ó¶åuã*äôã
� û î�Ú�áCÚ¤åuî}ø"é4Ý²Þ�Û û ÙJã*Þ�Ú�áCè²î¶Ú}âLá#î�ó�ÛqÚ�Ý²âLÛ È3÷ â 2d
ý²å�ÙJã�åuÝ û Ý²î�Ý²ì�Ú�á*èVîJä¶ã*Þ�Ú�õ`è`å�Ú�õ²ã�ÜpÞuÚ¤åuã*Ûè�Û��

DJ(x0) = κ+ 2πρ2 µ1(µ0 − µ1)(λ1 + 2µ1)

λ1(µ0 + µ1) + µ1(µ1 + 3µ0)
e(u) · e(u)

+
πρ2

2

(

−
(λ1 + 2µ1)(λ1 + µ1 − λ0 − µ0)

λ0 + µ0 + µ1
+ 2

µ1(µ1 − µ0)(λ1 + 2µ1)

λ1(µ0 + µ1) + µ1(µ1 + 3µ0)

)

(

tre(u)
)2
.

÷ â
3d
ý¶å�ÙJã%åuÝ û Ý²î�Ý²ì�Ú�á*èVîmä¶ãCÞuÚ�õ<èVå�Ú�õ²ã�ÜpÞ�Ú}å�ã!Ûpè²Û��

DJ(x0) = κ+ πρ3 2

3b

(

(λ1 − λ0)b− 2(µ1 − µ0)a

(3a+ b)

(

tre(u)
)2

+ 2(µ1 − µ0)e(u) · e(u)

)

,

ÜpÚ}å�Ù
a =

λ1(µ1 − µ0) − 5µ1ν1(λ1 − λ0)

15λ1µ1(1 − ν1)
, b =

−15µ1(1 − ν1) + 2(µ1 − µ0)(4 − 5ν1)

15µ1(1 − ν1)
,

ÜpÙJã*Þ�ã
ν1 =

λ1

2(λ1 + µ1)

È

< È���× 
8Í8ÌmÑ�Ë��?Ô Ò�Ê?ÎÕÊ?Ï?Ô�Ö�ÌmÑ4Ð�Ò8×$Ö����JÖJÌmÑ�Ô�ÖJÊmË 	
��óJÞ%ì²ÝIèVî3Ú�Û�åuÝ$áCÝ²í û ó¶åuã²ýmé4Ý�Þ%ã*è²áaÙGä¶Ú�Û�áCÞ�ãCå�ã�å�Ú�íôã ti ý i ≥ 0

ý?è�í�Ú�âJÚ�íôÚ �Cã*Þ
χi

Ý²éwå�ÙJã
æ�Þuè²â�ávé4Ý�Þqå�ê�ë è²Þ�Ú�ì²Ý�í�Ý¶ä¶ãCî ù�� ú È 0 Û�ÜQã�èVî�Þ�ã!è²ä¶øôÛ�è²Ú�ämý�ÜQã�èVÞuãpÚ}âIåuãCÞuã*Ûqå�ã*ä�Ú�â&î�Ý¶áCèVîLí�Ú}âJÚ�í�è È��óJÞ�âJÝVåuÚ}Ý�â ÝVéwî�Ý¶áCè²î8í�Ú�âJÚ}í�è�Ú�Û�â9óJí�ãCÞuÚ�á*èVî8Ú}â ã*ÛuÛqã*â�á#ã�ý�åuÙ�è`å%Ú�Û*ý/ÜQã�í�Ú}âJÚ�í�Ú��*ã ù	� ú ÜpÚ¤åuÙèôì²Þaè²äJÚ}ã*â�åpä¶ã!Û�áCãCâIå�èVî�ì²Ý�Þ�Ú}å�ÙJí Ú�â$å�ÙJã|î�ãCõ�ãCî�Û�ã#å�é4ÞaèVí�ãCÜjÝ²Þuß È 0 íôÚ�âJÚ�í�è�Ú�ÛjåuÙIóLÛpî}Ý¶á*èVîmÚ�â
åuÙJãyÛqã*â�Û�ãpÝVé û ã*ÞqåuóJÞuö�è`åuÚ}Ý�â�Û-ÝVé/å�Ù�ãpî}Ý¶áCèVå�Ú�Ý²â�ÝVé�å�Ù�ãyÚ}âIåuãCÞ�éAè²á#ã Σ

È ��óJÞwè²î}ì�Ý²ÞuÚ¤åuÙJí�Ú�Ûwí�è²äJã
Ý²é�ådÜjÝôâ�ã*Ûqå�ã*ä$î�Ý9Ý û Û��

ù Ú ú èVâ&Ý�ó¶å�ã*ÞQî�Ý9Ý û áCÝ²ÞuÞ�ã!Û û Ý²âLä¶Ú}â�ì%å�Ý�åuÙJã�Ú�â�áCÞ�ã!è²Û�Ú}âJì�Ûqã!ò�ó�ãCâ�áCã�ÝVé�äJÚ�Ûuá#Þuã#åuãpå�Ú�í�ã*Û ti ý
i ≥ 0

ý
ù Ú}Ú ú èVâ Ú�âJâJã*Þ�î�Ý9Ý û Ý²éwì²Þaè²ä¶Ú�ãCâIå�Ú}å�ã*ÞuèVå�Ú�Ý²â�Ûyé4Ý²Þ�å�ÙJã�í�Ú}âJÚ�í�Ú��!è`åuÚ}Ý�â�ÝVé1åuÙJã�é4ó�â�ávåuÚ}Ý�â�èVîù�� ú è`åpã*è�áaÙ�þ �¶ã!ä�åuÚ}í�ã�Ûqå�ã û ti ÈØ�ÙJã%Ú�Þ�ÞuãCõ�ãCÞaÛqÚ�öJÚ�î}Ú}ådø�á#Ý²âLÛdåuÞuè²Ú}âIå ù � ú Ý�â�åuÙJã|äJèVí�èVì�ã*ä��CÝ²â�ã�Ú�Ûjåuè²ß²ãCâ�Ú}âIåuÝ�è�áCáCÝ²óJâIå�Ú}â�å�ÙJãÝ�ó¶å�ã*Þ�î�ÝIÝ û ù Ú ú È 
yÝ`ÜjãCõ²ã*Þ*ýJå�ÙJã�Ú}âJâ�ãCÞ�î}Ý9Ý û ù Ú}Ú ú Ú�Û û óJÞuãCî�ø$â9óJí�ã*Þ�Ú�áCè²î8èVâLä�Ú�Û�âJÝVå�ÛqóJö��dã*ávååuÝ�åuÙJÚ�Û�Ú�Þ�ÞuãCõ�ãCÞaÛqÚ�öJÚ�î}Ú}ådø�á#Ý�â�ÛdåuÞuè²Ú}âIå�öLãCådÜQã*ãCâ ådÜjÝ�Ûqó�á*á#ã!Û�Û�Ú}õ�ã�Ú}å�ãCÞaè`åuã*Û�ÝVé ù Ú�Ú ú È Ø�ÙJã�Ú�âJâJãCÞî�Ý9Ý û Ú�Û û ãCÞ�é4Ý²Þuí�ã*äÕÜpÚ}å�ÙÕå�ÙJã�î�ãCõ�ãCî�Û�ã#å&í�ãCå�ÙJÝ¶äÕÝVé ��ÛqÙ�ãCÞ&èVâLä ; ã#å�Ù�Ú�è²â ï 1 Ç#ñ å�ÙLè`å&ÜjãâJÝ`Ü öJÞuÚ}ã���ø�äJã*Ûuá#ÞuÚ}ö�ã ù Ú}å�Ú�Ûpõ²ã*Þ�ø$ÛqÚ�í�Ú}î�èVÞ�ÜpÚ¤åuÙ�Ú¤åaÛ�è û�û î}Ú�áCèVå�Ú�Ý²â�Ú�â�å�ÙJã"áCÝ²âIå�ã��9åyÝVéwÛqÙLè û ãÝ û å�Ú�í�Ú��!è`å�Ú�Ý²âGï 9 ñ ý�ï 1�< ñ ú È÷ â�å�ÙJã�þ �¶ã*ä�ö�Ý²óJâ�äJã*ä$ä¶Ý²í�èVÚ�â

Ω
ý¶óJâJÚ}é4Ý²Þuíôî�ø�í�ã*Û�ÙJã*ä�Ý²âLá#ã%èVâ�ä�é4Ý²ÞpèVî�îiý¶ÜQã û èVÞaèVí�ãCêåuãCÞuÚ��*ã�åuÙJã�äJè²í�è²ì²ã!ä �CÝ�âJã

Ω0 ö9ø&í�ã*èVâLÛ�ÝVé1è�î�ãCõ�ãCî?Û�ã#åpé4óJâLávå�Ú�Ý²â ψ Û�ó�áaÙ�å�Ù�èVå






ψ(x) = 0 ⇔ x ∈ Σ,
ψ(x) < 0 ⇔ x ∈ Ω0,
ψ(x) > 0 ⇔ x ∈ Ω1.
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 Ñ 
�Ï?ÌmÖ���� ë Ý9äJã ÷ á#Þaè²áaß ��öLÝ�óJâ�äJè²Þ�øçá#Ý�â�ä¶Ú}å�Ú�Ý²â�Û ù è ú ý1Ú}â�Ú¤åuÚ�è²îjáCÞuè�áaßù ö ú È�q Þaè²áaß¶Û�é4Ý²Þôè�î�Ý�è²äçÚ�âIå�ã*â�ÛqÚ}ådø
g = 1.2348 ù á ú ý g = 1.2391 ù ä ú ý

g = 1.2526 ù ã ú ý g = 1.2751 ù é ú ý g = 1.2981 ù ì ú g = 1.3074 ù Ù ú È

Ø�ÙJã�âJÝ�Þ�í�è²î
n
å�Ý�å�ÙJãyä�èVí�èVì�ã*ä�ÞuãCì�Ú}Ý�â

Ω0 Ú�Û-Þuã*áCÝ`õ²ã*Þ�ã!ä�è²Û ∇ψ/|∇ψ| è²â�ä�åuÙJãpá#óJÞuõ`è`åuóJÞ�ã
H
Ú�ÛQì²Ú�õ²ãCâ�öIøôåuÙJã�äJÚ}õ�ãCÞuì²ãCâLá#ãyÝ²é?å�ÙJã�âJÝ²Þuí�èVî

divn ù å�ÙJã!Ûqã%òIó�èVâIå�Ú}å�Ú�ã*ÛjèVÞuã�ã*õ`èVî�ó�è`åuã*ä�ö9øþ�â�Ú¤åuã"ä¶Ú���ã*Þ�ã*â�á#ã!ÛyÛqÚ�â�áCã|Ý²óJÞpí�ã*Û�Ù�Ú�ÛpóJâJÚ}é4Ý²Þuí�î}ø�Þ�ã!ávåuè²âJì²ó�î�è²Þ ú È 
 ãCí�è²Þ�ß�åuÙ�è`å!ýLè²î¤åuÙJÝ²óJì�Ù
n
èVâ�ä

H
èVÞuã%å�Ù�ãCÝ²Þuã#åuÚ�á*èVî�î}ø�ä¶ã#þ�â�ã*ä�Ý²â�î}ø�Ý²â

Σ
ýJå�Ù�ã�î}ã*õ²ã*î¤êTÛqãCåpíôãCå�ÙJÝ¶ä�è²î}î�Ý`ÜyÛjå�Ý&ä¶ãCþ�âJã

ã!è²Û�Ú}î�ø�å�ÙJã*Ú}Þ�ã
�9å�ã*â�ÛqÚ�Ý²â$Ú�â�åuÙJã|ÜpÙJÝ�î}ã|ä¶Ý�í�è²Ú}â
Ω
È

æJÝ�î}î�Ý`ÜpÚ�âJì%å�ÙJã�íôÚ�âJÚ�í�Ú��!è`å�Ú�Ý²â û Þ�Ý¶á#ã!Û�Û*ý`åuÙJã�äJè²í�è²ì²ã!ä �*Ý²âJãyÚ�Û1ì�Ý²Ú�âJì%å�Ý|ã*õ²Ý²î�õ²ãpè�áCá#Ý�Þuä¶êÚ�âJì�åuÝôè�þLávåuÚ¤åuÚ}Ý�ó�ÛQå�Ú�í�ã
s
ÜpÙJÚ�áaÙ�áCÝ²ÞuÞ�ã!Û û Ý²âLäJÛ1åuÝ�ä¶ã!Û�áCãCâIå�Ûqå�ã ûJû Ú�âJì�è²â�ä&ÙLè²ÛQâJÝVåuÙJÚ}â�ì"åuÝä¶Ý�ÜpÚ¤åuÙ�åuÙJã��vÞuã*èVî��%åuÚ}í�ã
ti
Ú}â�å�ÙJã�Ý²óJå�ãCÞ�î�ÝIÝ û ù Ú ú È 0 Û�Ú�Û�ÜjãCî�î}êiß9âJÝ`Üpâ?ý/Ú}éwå�Ù�ã�Û�Ù�è û ãôÚ�Ûã*õ²Ý²î�õ9Ú}â�ìôÚ�â$å�Ú�í�ã²ýLå�ÙJã*â�å�ÙJã|ã*õ²Ý²î�ó¶åuÚ}Ý�â$Ý²é8åuÙJã�î�ãCõ�ãCî}ê�Û�ã#åpé4óJâLávå�Ú�Ý²â�Ú�Ûpì�Ý`õ²ãCÞuâJã!ä&ö9ø$è�Û�Ú�í�ê

û î�ã 
�è²íôÚ�î}å�Ý²âJê
�Iè²áCÝ²öJÚmã!ò�óLè`å�Ú�Ý²â È Ø8Ý�öLã û Þ�ã!á#Ú�Ûqã�ýJè²ÛuÛqóJí�ã�å�ÙLè`åpå�Ù�ã�ÛqÙ�è û ã Ω0(s)
ãCõ�Ý²î�õ²ã*Û

è�áCá#Ý�ÞuäJÚ}âJì"å�Ý&è û Û�ãCó�äJÝVêiå�Ú�íôã s ∈ R
+ ÜpÚ¤åuÙ�è�âJÝ²Þuí�èVî/õ²ã*î}Ý¶á#Ú}ådø

V (s, x)
È Ø�ÙJãCâ

ψ
(

s, x(s)
)

= 0
é4Ý�ÞyèVâ9ø

x(s) ∈ ∂Σ(s).

*�Ú �/ãCÞuãCâIåuÚ�èVå�Ú�âJì�Ú}â
s
ø9Ú�ãCî�äJÛ
∂ψ

∂s
+ ẋ(s) · ∇ψ =

∂ψ

∂s
+ V n · ∇ψ = 0.

; Ú�â�áCã
n = ∇ψ/|∇ψ|

ÜQã%Ý�ö¶åuè²Ú}â
∂ψ

∂s
+ V |∇ψ| = 0.
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Ø�ÙJÚ�Û 
�è²í�Ú}î}å�Ý�â¶ê
�Iè²áCÝ²öJÚ/ã!ò�óLè`å�Ú�Ý²â$Ú�Û û ÝIÛqã!ä�Ú�â$å�ÙJã|ÜpÙ�Ý²î�ã�ö�Ý¶ä¶ø Ω
ýLèVâ�ä�âJÝVåyÝ�âJî�ø&Ý²â�å�ÙJã

Ú�âIå�ãCÞ�éAè²áCã
Σ
ý�Ú¤é3å�ÙJã|õ�ãCî�Ý¶á#Ú}ådø

V
Ú�Ûpß9âJÝ`Üpâ$ãCõ�ãCÞuø9ÜpÙJãCÞuã È

force intensity

to
ta

l e
ne

rg
y

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

-100

0

-50

150 time steps
250 time steps
350 time steps
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�Ï?ÌmÖ�� � ë�Ý¶ä¶ã ÷ á#Þaè²áaß �-å�Ý²åuè²îmãCâJã*Þ�ì�ø&Ý²Þ�áCÝ�Ûqå�é4óJâ�ávåuÚ}Ý�â ù�� ú õ²ãCÞaÛ�ó�Ûé4Ý²Þaá#ã�Ú�âIå�ãCâLÛqÚ}ådø é4Ý�Þ|å�ÙJÞuãCã&äJÚ �/ãCÞuãCâIå�â9óJí"ö�ãCÞ"ÝVéjå�Ú�íôã&Ûqå�ã û Û ù Ç!ð � ý 1 ð �èVâ�ä 9 ð � ú È
æJÝ�Þ�å�ÙJã|í�Ú�âJÚ�íôÚ �*èVå�Ú�Ý²â�ÝVé ù	� ú ÜQã|óLÛqã�å�Ù�ã�ÛqÙ�è û ã|ä¶ã*Þ�Ú�õ`è`åuÚ}õ�ã

J ′(χ)(θ) =

∫

Σ

v θ · n dS,

ÜpÙJã*Þ�ã�åuÙJã Ú�âIå�ãCì�Þuè²â�ä
v
Ú�Û&ì²Ú�õ²ã*âàöIøÕØ�ÙJãCÝ�Þ�ã*í�Û 1 È 9 Ý²Þ 1 È < È ; Ú�â�áCã n è²â�äÕå�ÙJã Ûdåaè`å�ã

uχ

èVÞuã�ä¶ã#þ�â�ã*ä�ã*õ²ãCÞuø9ÜpÙJãCÞuã%Ú}â
Ω
ýJå�Ù�ã"Ú�â�åuãCì�Þuè²â�ä

v
Ú�â�å�ÙJãôÛqÙ�è û ã�ä¶ãCÞuÚ}õ`èVå�Ú�õ²ã|Ú�Û�ä¶ãCþ�âJã*äåuÙJÞ�Ý�óJì²Ù�Ý²ó¶å-å�Ù�ãyä¶Ý²í�èVÚ�â

Ω
è²â�äôâJÝVå1Ý²â�î}ø�Ý²â�å�ÙJãpÚ�âIå�ãCÞ�éAè²áCã

Σ
È Ø�ÙJã*Þ�ãCé4Ý²Þuã²ý`ÜjãyáCè²âôä¶ãCþ�âJã

è�ä¶ã!Û�áCãCâIåyä¶Ú}Þuã*á#å�Ú�Ý²â$Ú}â$åuÙJã|ÜpÙJÝ²î�ã|ä¶Ý²í�è²Ú}â
Ω
ö9ø

θ = −v n.
Ø�ÙJã âJÝ²Þuí�èVî�áCÝ²í û Ý²âJã*â�å θ · n = −v

Ú�Û å�ÙJã*Þ�ãCé4Ý²ÞuãÓå�Ù�ã è²ä¶õ�ã*á#å�Ú�Ý²â õ²ã*î}Ý¶áCÚ¤ådø Ú}â åuÙJã

�èVí�Ú}î}å�Ý�â¶ê���è�á#Ý²ö�Ú�ã!òIó�è`åuÚ}Ý�â
ù Ç < ú ∂ψ

∂s
− v|∇ψ| = 0.

Ø8Þuè²â�Û û Ý�ÞqåuÚ}âJì ψ ö9ø ù Ç < ú Ú�Ûpã*òIóJÚ�õ`èVî�ãCâIåyå�Ý�íôÝ`õ�ã�å�ÙJã�Ú}âIå�ã*ÞqéAè�á#ã Σ ù å�Ù�ã �Cã*Þ�Ý�î�ãCõ�ãCî}ê�Û�ã#åyÝ²é
ψ ú èVî�Ý²âJì$åuÙJã�ä¶ã!Û�áCãCâIå"ì²Þaè²äJÚ}ã*â�å�ä¶Ú�Þuã*ávåuÚ}Ý�â −J ′(χ)

È ��óJÞ û ÞuÝ û Ý�Û�ã*äGèVî�ì²Ý�Þ�Ú}å�Ù�í'é4Ý²Þ�å�ÙJã
Ú�âJâJã*Þpî}Ý9Ý û ù Ú�Ú ú Ú�Ûyè²â�Ú}å�ã*ÞuèVå�Ú�õ²ã%í�ã#åuÙJÝ¶ämý�Ûqå�Þuó�ávåuóJÞ�ã!ä�è�Ûjé4Ý²î�î}Ý`ÜyÛ��

ù Ç ú ÷ âJÚ}å�Ú�èVî�Ú��!è`å�Ú�Ý²â$ÝVé8å�ÙJã|î�ãCõ�ãCî?Û�ã#å�é4óJâ�á#å�Ú�Ý²â ψ0 è�Ûjå�ÙJã�Û�Ú}ì�âJã*ä�ä¶Ú�ÛdåaèVâ�áCã�åuÝ�å�ÙJã û Þuã#êõ9Ú}Ý�ó�Û�äJè²í�èVì²ã!äàÚ}âIåuãCÞ�éAè²á#ã
Σi

á#Ý�Þ�Þuã*Û û Ý²â�ä¶Ú�âJìçåuÝÓå�ÙJãGáaÙ�èVÞaè²á#å�ã*Þ�Ú�ÛdåuÚ�á$é4ó�â�ávåuÚ}Ý�â
χ0 ≡ χi

È
ù21 ú ÷ å�ã*ÞuèVå�Ú�Ý²â$óJâIå�Ú�î�á#Ý�âIõ�ãCÞuì²ã*â�á#ã�ý²é4Ý�Þ k ≥ 0

�

ù è ú q Ý²í û óJåuè`åuÚ}Ý�â�ÝVé1åuÙJã�ÛqåuèVå�ã uk

ö9ø�ÛqÝ�î}õ9Ú�âJì&è û ÞuÝ²ö�î}ã*í Ý²éwî}Ú�âJã*è²Þ�ã*î�è�ÛdåuÚ�áCÚ¤ådø
ÜpÚ}å�Ù�á#Ý9ã 5&áCÚ}ã*â�åaÛ

Aχk

È



� �

ù ö ú *�ã#é4Ý²Þuí�è`åuÚ}Ý�â�Ý²é�åuÙJãpÚ�â�åuãCÞ�éAè²áCãpöIøôÛqÝ�î}õ9Ú�âJì�å�ÙJãyå�ÞaèVâ�Û û Ý�Þqå 
�èVí�Ú}î}å�Ý�â¶ê���è�á#Ý²ö�Úã*òIó�èVå�Ú�Ý²â ù Ç < ú È Ø�ÙJã�âJã*Ü Ú�âIå�ãCÞ�éAè²áCã
Σk+1 Ú�Û�áaÙ�èVÞaè²á#å�ã*Þ�Ú �Cã!ä�ö9ø�å�ÙJã&áaÙLèVÞ�êè²á#å�ã*Þ�Ú�ÛdåuÚ�áyé4óJâ�á#å�Ú�Ý²â

χk+1 Ý�Þ�åuÙJã�î�ãCõ�ãCî}ê�Û�ã#åQé4óJâ�á#å�Ú�Ý²â ψk+1 Û�Ý²î�ó¶å�Ú�Ý²â�ÝVé ù Ç < úè`é�åuãCÞ�è ù û Û�ãCó�äJÝVê ú å�Ú�í�ã�Ûqå�ã û ∆sk

ÛqåuèVÞ�å�Ú�âJì�é4ÞuÝ²í å�ÙJãQÚ}âJÚ}å�Ú�èVîIá#Ý�â�ä¶Ú}å�Ú�Ý²â
ψk(x)ÜpÚ}å�ÙGõ²ãCî�Ý¶á#Ú}ådø

−vk

áCÝ²í û ó¶åuã*ä Ú}â å�ã*Þ�í�Û%Ý²é uk
È Ø�ÙJã ù û Ûqã*ó�ä¶Ý²ê ú å�Ú�íôã�Ûqå�ã û

∆sk

Ú�ÛyáaÙJÝIÛqã*â�Û�ó�áaÙ�åuÙ�è`å
J(χk+1) ≤ J(χk)

È
ù á ú ÷ ÞuÞ�ã*õ²ãCÞaÛ�Ú}öJÚ�î�Ú¤ådøÕá#Ý²âLÛdåuÞuè²Ú}âIå��GÜjã�Þuã û î�è²áCã χk+1 ö9ø

max(χk+1, χ0)
ÜpÙ�ãCÞuã

χ0 ≡ χi

áCÝ²ÞuÞ�ã!Û û Ý²âLäJÛwåuÝ�å�ÙJã�ä�èVí�èVì�ã*ä �*Ý²âJã|èVåjåuÙJã û ÞuãCõ9Ú�Ý²ó�Û�Ú}å�ã*ÞuèVå�Ú�Ý²â$ÝVéå�Ù�ã�Ý�ó¶å�ã*Þpî}Ý9Ý û ù Ú ú È

��������������������
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� _�� � {�� � r	�

� e�� � b	� � x��
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�Ï?ÌmÖ�� � ë�Ý¶ä¶ã ÷q÷ áCÞuè�áaß ù á#ÝIèVÞaÛqãjí�ã*Û�Ù ú �3ö�Ý²óJâ�ä�èVÞuø"á#Ý�â�ä¶Ú}å�Ú�Ý²â�Û ù è ú ýÚ}â�Ú¤åuÚ�è²î�á#Þaè²áaß ù ö ú È;q Þaè²áaß¶Û?é4Ý�Þwè�î}ÝIè²ä�Ú}âIå�ã*â�Û�Ú¤ådø g = 1. ù á ú ý g = 1.00015ù ä ú ý g = 1.0006 ù ã ú ý g = 1.001 ù é ú È
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æJÞuÝ²í å�Ú�í�ãpå�Ý%åuÚ}í�ã²ý�é4Ý²ÞwÛqåuè²öJÚ�î}Ú}ådø"Þuã*è�ÛqÝ�â�ÛCý`ÜjãyèVî�Û�Ý�ÞuãCÚ�âJÚ}å�Ú�èVî�Ú��*ã�å�ÙJã�î}ã*õ²ãCî}êTÛqãCå3é4ó�â�ávåuÚ}Ý�â
ψ
È Ø�ÙJã 
�èVí�Ú�î¤åuÝ²â¶ê���è�á#Ý�öJÚwã*òIó�èVå�Ú�Ý²â ù Ç < ú Ú�ÛôÛqÝ�î}õ�ã*äGö9øÓèVâÓã
� û î�Ú�á#Ú}åôÛ�ã*á#Ý�â�äçÝ²Þaä¶ã*Þ"ó û êÜpÚ�â�ä�Û�áaÙ�ãCí�ã%Ý²â�è q èVÞ�å�ã!ÛqÚ�èVâ�ì²ÞuÚ�ä È Ø�Ù�ã|öLÝ�óJâ�äJè²Þ�ø�áCÝ²â�äJÚ¤åuÚ}Ý�â�Û�é4Ý²Þ

ψ
è²Þ�ã%Ý²é +�ãCóJí�èVâ�â

ådø û ã È ; Ú�â�áCã|å�ÙJÚ�ÛyÛuáaÙJãCí�ã|Ú�Ûpã
� û î�Ú�á#Ú}åyÚ}â�åuÚ}í�ã²ý�Ú¤åaÛ ù û Ûqã*ó�ä¶ÝVê ú åuÚ}í�ã�Ûqå�ã û ýJì²Ú�õ²ã*â�öIø$è q æ �áCÝ²â�ä¶Ú}å�Ú�Ý²â Ú�Û�óLÛqó�è²î}î�øÓí"óLáaÙÕÛ�í�èVî�î}ã*Þ�åuÙ�èVâ
∆sk

ÜpÙJÚ�áaÙ û î�è<ø¶Û"å�ÙJã�ÞuÝ²î�ã$ÝVé�åuÙJã�ä¶ã*Ûuá#ã*âIåÛqå�ã û Ú}â�å�ÙJã�í�Ú}âJÚ�í�Ú��!è`åuÚ}Ý�â�ÝVé J(χ)
È Ø�ÙJã*Þ�ãCé4Ý²Þuã²ý�Üjã"ÞuóJâGÛqã*õ²ãCÞaèVî�ã
� û î�Ú�áCÚ¤å�å�Ú�í�ã�Ûqå�ã û Û�Ý²éåuÙJã 
�èVí�Ú}î}å�Ý�â¶ê���è�á#Ý²ö�Ú�ã*òIó�èVå�Ú�Ý²â ù Ç < ú öLãCådÜQã*ãCâ�ådÜjÝ�ã*õ<è²î}óLè`å�Ú�Ý²âLÛwÝVé�å�ÙJã�ä¶Ú�Û û î�è²áCãCí�ãCâIåQö9øÛqåuè²â�äJèVÞaä�� Ç þ�â�Ú¤åuã|ãCî�ãCí�ãCâIåuÛ È

��������������������
������
������

� _�� � {�� � r	�

� e�� � b�� � x
�


 Ñ 
�Ï?ÌmÖ�� � ë�Ý¶ä¶ã ÷q÷ á#Þaè²áaß ù þ�âJã�íôã!ÛqÙ ú �ôöLÝ�óJâ�äJè²Þ�øGá#Ý²âLä¶Ú¤åuÚ}Ý�â�Û ù è ú ýÚ}â�Ú¤åuÚ�è²î�á#Þaè²áaß ù ö ú È;q Þaè²áaß¶Û?é4Ý�Þwè�î}ÝIè²ä�Ú}âIå�ã*â�Û�Ú¤ådø g = 1. ù á ú ý g = 1.00015ù ä ú ý g = 1.0006 ù ã ú ý g = 1.001 ù é ú È
- ã�âJÝ`Ü û ãCÞ�é4Ý²Þuí â9óJí�ãCÞuÚ�á*èVî�ã
� û ã*Þ�Ú�í�ãCâIåuÛQÜpÚ}å�Ù�è"ÙJã*è²î¤åuÙ9øôí�èVå�ãCÞuÚ�èVî�Ù�è<õ9Ú}âJì �wÝ²óJâJì�8 Ûí�Ý¶ä¶óJî�ó�Û

E = 104 èVâ�ä��-Ý²Ú�Û�Û�Ý²â$ÞuèVå�Ú�Ý ν = 0.3 ù ÜpÙJÚ}å�ã"Ú}â$å�Ù�ã û Ú�á#å�óJÞuã*Û ú È Ø�ÙJã�äJè²í�è²ì²ã!äû ÙLè²Û�ã"Ú�Û�áaÙLèVÞaè²ávåuãCÞuÚ��*ã*ä�ö9ø E = 10
èVâLä

ν = 0.3 ù öJî�è²áaß�Ú�â åuÙJã û Ú�ávå�ó�Þ�ã!Û ú È/- Ú¤åuÙGÛ�ó�áaÙè�ÛdåuÞ�Ý�âJì�áCÝ²âIå�Þaè²Ûqå�ö�ã#ådÜjãCã*â å�Ù�ã"ådÜjÝ û Ù�è²Û�ã*Û*ý�å�ÙJã�æJÞaèVâLávé4Ý²Þ�åqêTë è²Þ�Ú�ì²Ý�äJè²í�è²ì²ã�íôÝ¶ä¶ã*î1Ú�Û



� �

ö�ãCî�Ú}ã*õ²ã�å�ÝGöLã*Ù�è<õ²ã$èVî�íôÝIÛdåôî}Ú�ß²ã$è öJÞuÚ}åqå�î�ã�é4Þuè�ávå�ó�Þ�ã�íôÝ¶ä¶ã*î È 0 á#å�ó�è²î}î�ø ÛqÝ�í�ã�í�Ý¶ä¶ãCî�ÛôÝVé
é4Þaè²á#å�óJÞuã&í�ã*áaÙ�è²âJÚ�áCÛ&ï Ç � ñ è²Þ�ã�è ûJû ÞuÝ �¶Ú}í�è`åuã*äçö9ø Γ

êTá#Ý²â9õ�ãCÞuì²ãCâLá#ãôå�ã!áaÙJâJÚ�ò�ó�ã*Û�ï Ç��<ñ ýpï Ç²Ç#ñ ý
ÜpÙJÚ�áaÙ�Ú�Û|Û�Ú}í�Ú�î�è²Þ�Ú�âçÛ û Ú�ÞuÚ¤å%å�Ý�è$äJèVí�è²ì²ãôíôÝ¶ä¶ã*î È ��óJÞ�þ�ÞaÛdå%å�ã!ÛdåaÛ|èVÞuã"åuÙJãCÞuã#é4Ý�Þ�ãôÝ²â�å�ÙJã
Û�Ú}í�óJî�è`å�Ú�Ý²â$ÝVé û î�èVâJã|á#Þaè²áaß û Þ�Ý û èVìIè`å�Ú�Ý²â È÷ â æ3Ú�ì²óJÞuã Ç ÜQã$Ûdåuó�ä¶ø è�íôÝ¶ä¶ã ÷ áCÞuè�áaß Ý�â è Þuã*á#åuèVâ�ì²óJî�èVÞ�íôã!ÛqÙ ù 80 × 120

á#ãCî�î�Û ú È
��âJÚ¤é4Ý�Þ�í ÛqóJÞ�éAè²áCã�åuÞuè�ávåuÚ}Ý�â�Ú�Ûpè ûJû î�Ú�ã*ä�Ý²â�å�ÙJã|õ�ãCÞ�å�Ú�áCèVî�Ü�èVî�î�Û�ÜpÙJÚ�î�ã�åuÙJã%öLÝ¶ä¶ø�Ú�Ûjþ �9ã!ä�Ý�âè&Û�í�èVî�î8äJè²Þ�ß$Û�òIó�è²Þ�ã ù Ûqã*ã�æ3Ú�ì²óJÞuã Ç ê ù è úqú È Ø�ÙJã 3�ÞuÚ 5�å�Ù�ãCâJã*Þ�ì�ø�ÞuãCî�ã*è²Û�ã|Þaè`å�ã"Ú�Û κ = 10

È
0 õ�ãCÞ�å�Ú�áCè²î?á#Þaè²áaß&Ú�ÛyÚ�âJÚ}å�Ú�èVî�Ú��*ã*ä�è`åyåuÙJã�ö�ÝVå�å�Ý²í ù Û�ãCã�æ3Ú�ì²óJÞuã Ç ê ù ö úqú È - ã"ä¶Ý�âJÝ²å�ó�Û�ã%å�ÙJãåuÝ û Ý²î�Ý²ì²Ú�áCè²î?ì²Þaè²äJÚ}ã*â�åyÚ�â�åuÙJÚ�Û�áCè�Ûqã È Ø�ÙJã�ÝVå�Ù�ãCÞ û Ú�á#å�óJÞuã*Û�Ú}âGæ8Ú�ì²ó�Þ�ã Ç á#Ý²ÞuÞuã*Û û Ý�â�ä�å�Ý�è²âÚ�â�á#Þuã*è�ÛqÚ�âJì�í�è²ì²âJÚ}å�óLä¶ãQÝ²é�åuÙJãpè ûJû î�Ú�ã*ä|åuÞuè�ávåuÚ}Ý�â ù Üjãjó�Ûqã Ç<ð � åuÚ}í�ãpÛqå�ã û Û ú È - ãpÛdåaèVÞ�å8é4ÞuÝ²íåuÙJãyÚ�âJÚ¤åuÚ�è²îLáCÞuè�áaß"ÜpÚ}å�Ù&è%é4Ý�ÞuáCã

g = 1
è²â�ä�Ú}âLá#Þuã*è²Û�ã�Ú¤å û ÞuÝ²ì²Þuã*ÛuÛ�Ú}õ�ãCî�ø È%- ã�ä¶ãCå�ã*á#åwå�Ù�ãyþ�ÞaÛdåè�ä¶õ`èVâ�áCã�ÝVé1åuÙJãôáCÞuè�áaß�èVé�å�ãCÞ � � å�Ú�íôã�Ûqå�ã û Û�î�ã*è�ä¶Ú}â�ì�å�Ý$è�é4Ý²Þaá#ã g = 1.2348 ù Û�ãCã�æ3Ú�ì²óJÞuãÇ ê ù á úqú È Ø�ÙJã"î�è�Ûdå û Ú�ávåuóJÞuã ù Ù ú Ú}â æ3Ú�ì²óJÞuã Ç ýLÝ²ö¶åaèVÚ�âJã*ä�è`åpåuÙJã � ð å�Ù$åuÚ}í�ã"Ûqå�ã û é4Ý²Þ�èôé4Ý�ÞuáCãÚ�âIå�ãCâLÛqÚ}ådø

g = 1.3074
ýJáCÝ²ÞuÞ�ã!Û û Ý²âLäJÛQå�Ý�å�Ù�ã"á#Þaè²áaß�þLÞuÛqåyÞ�ã!è²áaÙJÚ�âJìôå�Ù�ã|å�Ý û Ü�èVî�î È ��õ²ã*Þuè²î}îiýÜjãôáCî}ã!èVÞuî}ø�Û�ãCã�è�á#Þaè²áaß û ÞuÝ û è²ì�è`åuÚ}â�ì&Ú}âçÛqå�ÞaèVÚ�ì²ÙIå�î�Ú}â�ã�åuÝ$å�ÙJãôþ �¶ã*ä Û�òIó�è²Þ�ãôèVâ�ä�å�Ù�ãCâçèâJÝ�â�Û�øIí�í�ã#åuÞ�Ú�á"áCÞuè�áaß û ãCÞaá#Ý�î�èVå�Ú�âJì&åuÝ&åuÙJã"åuÝ û È Ø�ÙJãôãCõ�Ý²î�ó¶å�Ú�Ý²â�Ý²éwå�Ù�ã"åuÝVåuè²î8ã*âJãCÞuì²ø$Ý²ÞáCÝ�Ûqå|é4óJâ�ávåuÚ}Ý�â ù�� ú è²Û�è�é4óJâ�ávåuÚ}Ý�âÓÝVé�å�Ù�ã�é4Ý²Þaá#ã�Ú�âIå�ãCâLÛqÚ}ådø Ú�Û�ä¶Ú�Û û î�è<ø�ã*äGÝ²âÓæ3Ú�ì²óJÞuã 1 é4Ý²ÞåuÙJÞ�ã*ãpä¶Ú �/ãCÞuãCâIåwáaÙJÝ�Ú�áCã*Û3ÝVéLå�ÙJã�â9óJí"ö�ãCÞ1Ý²é�åuÚ}í�ãyÛqå�ã û Û ù Ç!ð � ý 1 ð � èVâ�ä 9 ð � ú ÜpÚ¤åuÙ�åuÙJãpÛ�è²í�ãí�ã*Û�Ù È Ø�ÙJã�èVöJÞuó û å|ä¶ã!á#Þuã*è²Û�ã�Ý²éwå�ÙJãôãCâ�ãCÞuì²ø�á#Ý�Þ�Þuã*Û û Ý�â�äJÛyå�Ý&åuÙJãôöJÞ�ã!èVßIå�Ù�Þ�Ý�óJì²Ù�Ý²éwå�ÙJãáCÞuè�áaß�Ý²â�å�ÙJã|åuÝ û Üjè²î}î8èVâ�ä�å�Ù9ó�Û�åuÙJã�á#Ý�í û î}ãCå�ã%éAè²Ú}î�óJÞuã|ÝVé�åuÙJã"Ûqå�Þuó�ávåuóJÞuã È æJÝ�Þpã
�JèVí û î�ã²ýåuÙJã�î�è²Ûqå û Ú�á#å�óJÞuãôÚ}âGæ8Ú�ì²ó�Þ�ã Ç ê ù Ù ú á#Ý�Þ�Þuã*Û û Ý�â�äJÛyå�Ý�è&é4Ý�ÞuáCã"Ú�â�åuãCâ�Û�Ú}ådø g = 1.3074

ÜpÙ�Ú�áaÙ
î�Ú}ã!Û-Ú}âôåuÙJãpÞuè û Ú�ä¶î}ø�ä¶ã*áCÞ�ã!è²Û�Ú}âJì	�CÝ�âJã�ÝVé�å�ÙJãyáCÝ�Ûqå-é4óJâ�ávåuÚ}Ý�â ù é4Ý�Þ-å�ÙJãyáCóJÞ�õ�ã�ÝVé�å�ÙJã Ç<ð � å�Ú�íôãÛqå�ã û Ûjå�ã!Ûdå ú È Ø�Ù�ã�è ûJû è²Þ�ã*âIå û î�è`åuã*è²ó�é4Ý�ÞyÛqí�è²î}îmé4Ý�ÞuáCã%Ú}âIå�ã*â�Û�Ú¤åuÚ}ã!ÛpÚ}â�æ3Ú�ì²óJÞuã 1 Ú�Ûyè�ávå�óLèVî�î}øâJÝ²å �LèVå��3å�Ù�ã�áCÞuè�áaßôÛqåuè<ø¶Û�èVåjÚ}åuÛQÚ�âJÚ¤åuÚ�è²î û ÝIÛqÚ}å�Ú�Ý²â$ÛqÝ|åuÙJã/3�Þ�Ú65�å�Ù�ã*âJãCÞuì²ø�Ú�ÛQáCÝ²â�Ûqåuè²âIåQöJó¶ååuÙJã û ÝVåuãCâIå�Ú�èVîpã*î�è�ÛdåuÚ�á�ãCâ�ãCÞuì²øçÚ�Û�ä¶ã!á#Þuã*è�ÛqÚ�âJì òIó�è�ä¶Þaè`å�Ú�áCè²î}î�øGÜpÚ¤åuÙ Þuã*Û û ã!ávåôå�Ý å�ÙJã$é4Ý�ÞuáCãÚ�âIå�ãCâLÛqÚ}ådø È 
�Ý`ÜQã*õ²ã*Þ*ý¶åuÙJã"ã*î�è�ÛdåuÚ�á�ãCâJã*Þ�ì�ø�Ú�Û�í�ó�áaÙ Ûqí�è²î}î�ãCÞ�å�Ù�è²â�å�ÙJã 3�Þ�Ú65�å�Ù Ý�âJã"Û�Ý&Üjã
á*èVâJâJÝ²åyÛqã*ã%è²â9ø&õ`èVÞuÚ�èVå�Ú�Ý²â�Ý²é8åuÙJã|á#ÝIÛdåpé4óJâLávå�Ú�Ý²â�ã��¶áCã û åpÚ}é3Üjã��CÝ9Ý²í Ý²â�Ú¤å È
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 Ñ 
�Ï?ÌmÖ�� � ë�Ý¶ä¶ã ÷q÷ áCÞuè�áaß ��å�Ý²åuèVî�ãCâ�ãCÞuì²ø"Ý�ÞQáCÝ�Ûqå�é4óJâ�á#å�Ú�Ý²â ù	� ú õ²ãCÞaÛ�ó�Ûé4Ý²Þaá#ã%Ú�â�åuãCâ�Û�Ú}ådø&é4Ý²Þ�ådÜjÝ�ä¶Ú���ã*Þ�ã*â�åpí�ã*Û�ÙJã!Û È
- ã�åuÙJãCâ�Û�Ú}í�óJî�è`å�ã%èôí�Ý9äJã ÷�÷ áCÞuè�áaßôÚ�â�æ8Ú�ì²ó�Þ�ã 9 é4Ý²Þyèôá#Ý�è²ÞuÛ�ã�í�ã!ÛqÙ ù 80× 120

áCãCî�î�Û úè²â�äôÚ}â�æ3Ú}ì�óJÞuã < é4Ý�Þ�è�þ�âJã*Þwí�ã*Û�Ù ù 160×240
á#ãCî�î�Û ú È Ø�Ù�ã,3�Þ�Ú65�å�Ù�ãCâJã*Þ�ì�ø�ÞuãCî�ã*è²Û�ã�ÞuèVå�ãpÚ�ÛâJÝ`Ü

κ = 0.0012
È 0 Û�ÙJã*è²Þ3Ûqå�Þuã*ÛuÛ3Ú�Û-è û�û î}Ú�ã*ä"Ý²â�å�ÙJãjõ²ã*ÞqåuÚ�á*èVîIÜjè²î}î�Û3ÜpÙJÚ�î}ãjå�Ù�ãQö�Ý¶ä¶ø�Ú�Û3Ûqå�Ú�î�îþ �¶ã!ä�Ý²â&è�Û�í�èVî�îLäJè²Þ�ßôÛ�òIó�è²Þ�ã ù Ûqã*ã�æ3Ú}ì�óJÞ�ã 9 ê ù è ú�ú È 0 õ�ãCÞ�å�Ú�áCèVîLá#Þaè²áaß�Ú�Û�Ú�âJÚ}å�Ú�èVî�Ú��*ã*ä�èVåwå�ÙJã
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ö�ÝVå�å�Ý²í è²â�ä�Üjã�èVìIèVÚ�â&ä¶Ý"â�ÝVåQóLÛqã�å�ÙJã�å�Ý û Ý�î}Ý�ì²Ú�áCèVîLì²Þaè²ä¶Ú�ãCâIå È�- ã�Ûqåuè²ÞqåQé4Þ�Ý�í åuÙJã�Ú�âJÚ}å�Ú�èVî
áCÞuè�áaß�ÜpÚ}å�Ùçè&é4Ý�ÞuáCã

g = 1
ÜpÙJÚ�áaÙ�Ú�í�íôã!ä¶Ú�è`å�ã*î}ø�ø9Ú�ãCî�äJÛ|èVâGè²ä¶õ`è²â�á#ã!ä�ÝVéQå�ÙJã�á#Þaè²áaß/ý�Ú È ã È ý

åuÙJãpá#Þaè²áaß|í�Ý`õ²ã!Û8èVå3åuÙJã�þ�ÞaÛdå3å�Ú�í�ãyÛdåuã û ù Û�ãCãpæ3Ú}ì�óJÞuã 9 ê ù á ú�ú È Ø�ÙJã�Þ�ã*í�è²Ú}â�Ú}âJì û Ú�ávåuóJÞ�ã!Û-èVÞuãÝ�ö¶åuè²Ú}âJã!ä|è`é�åuãCÞ < ý � èVâLä Ç�� åuÚ}í�ãjÛdåuã û Û8Þ�ã!Û û ã*á#å�Ú�õ²ã*î}ø È%- ã�á#î�ã*è²Þ�î�ø�ÙLè<õ²ã�è�á#Þaè²áaß�ö�Þuè²â�áaÙJÚ�âJìÚ�â�ådÜQÝ�Ûqø9í�í�ã#å�ÞuÚ�ápöJÞaèVâ�áaÙJã!Û È Ø�ÙJã�ÛuèVí�ãpé4Ý�ÞuáCã*ÛQèVâ�äôåuÙJã�ÛuèVí�ãpåuÚ}í�ã�Ûqå�ã ûJû Ú�âJì�Ú�ÛQè ûJû î�Ú}ã!äé4Ý�Þ�ö�ÝVåuÙ á#Ý�í û ó¶åuèVå�Ú�Ý²â�Û�Ý²â å�ÙJã�á#ÝIèVÞaÛqã"è²â�ä�þLâJã�í�ã!ÛqÙJã!Û È Ø�ÙJã�á#Ý�í û ó¶åuèVå�Ú�Ý²â�Û�Ûqã*ãCí
åuÝ
ö�ã%Þ�ã!è²Û�Ý²â�è²öJî}ø�í�ã!ÛqÙ�á#Ý�âIõ�ãCÞuì²ã*â�åjÚ}â�å�Ù�ã�Ûqã*â�Ûqã�åuÙ�è`åpåuÙJã|Û�è²íôã|áCÞuè�áaß û è`åuÙ�Ú�Û û Þuã*ä¶Ú�ávåuã*ä È

�Ý`ÜQã*õ²ãCÞ!ýLè�Û%áCèVâ�öLã�áaÙJã!áaß²ã*ä�Ý�â åuÙJã�ã*õ²Ý�î}ó¶åuÚ}Ý�â ÝVé�å�ÙJã�á#ÝIÛdå�é4óJâ�á#å�Ú�Ý²â ù	� ú Ú}âçæ3Ú}ì�óJÞuã ð ýåuÙJã�á#ÞuÚ}å�Ú�áCèVî�î}ÝIè²ä�ÜpÙJÚ�áaÙ�ø9Ú}ã*î�äJÛ�è�ÛqóLäJä¶ãCâ&äJã*á#Þuã*è�ÛqãpÝ²é/å�ÙJãyã*âJãCÞuì²ø ù áCÝ²ÞuÞ�ã!Û û Ý²â�äJÚ}âJì�åuÝ|å�ÙJãáCÞuè�áaß"Þuã*è²áaÙ�Ú}âJì�å�ÙJã�Ûqó û�û Ý�ÞqåjÝVémå�Ù�ã�ö�Ý¶ä¶ø ú Ú�Û�â�ÝVå�åuÙJã�ÛuèVí�ã È æ�óJÞ�å�ÙJã*ÞQí�ã*Û�Ù&Þuã#þ�â�ãCí�ãCâIåuÛÛ�ÙJÝ²ó�î�äGö�ã�í�è²ä¶ã&é4Ý²Þ"Ûqå�ó�äJøIÚ�âJì�åuÙJã�áCÝ²â9õ²ã*Þ�ì�ãCâ�áCãôÝ�Þ�âJÝ²å"ÝVé�å�Ù�Ú�Û�å�ÙJÞuã*Û�ÙJÝ²î�ä È Ø8Ý Ûdåuó�ä¶ø
åuÙJã&Ú�â ��óJã*â�á#ã&Ý²é�å�ÙJã$á#Ý²âIåuÞuè�Ûdå|ö�ã#ådÜjãCãCâçåuÙJã&ådÜjÝ û Ù�è�Ûqã!ÛCý3Üjã&ß²ã*ã û å�ÙJã$Û�è²í�ã��wÝ²óJâJì�8 Ûí�Ý¶ä¶óJî�ó�Û|é4Ý�Þ|å�Ù�ã�ÙJã!èVî}å�Ù9ø�í�è`åuãCÞuÚ�è²îký

E = 104 ý3ö�ó¶å�Üjã&áaÙ�èVâ�ì²ã�å�ÙLè`å"Ý²éjåuÙJã�ä�èVí�èVì�ã*äí�è`åuãCÞuÚ�è²î�åuÝ
E = 5.103 È - ã�Þ�óJâ å�Ù�ã�ÛuèVí�ãôã
� û ãCÞuÚ}í�ãCâIå|Ý²â�å�ÙJã&áCÝ�è²ÞuÛ�ã"í�ã*Û�Ù ù ÜpÚ¤åuÙÓèä¶Ú��/ãCÞuãCâIå�õ`èVî�óJã�Ý²émå�ÙJã 3�Þ�Ú65�å�Ù&ã*âJãCÞuì²ø�Þ�ã*î}ã!è²Û�ãyÞaè`å�ã

κ ú è²â�ä�ÜjãyÝ²öJåuèVÚ�â�è%åuÙJÚ�áaß�ä�èVí�èVì�ã*ä�*Ý²âJã%ÜpÙJÚ�áaÙ$äJÝIã!Û�âJÝVåyî�Ý9Ý²ß&î�Ú�ß²ã|è�á#Þaè²áaß&èVâ9ø9í�Ý²Þuã²ý¶Û�ãCã|æ3Ú}ì�óJÞ�ã � È


 Ñ 
�Ï?ÌmÖ�� � ë Ý9äJã ÷q÷ áCÞuè�áaß �/å�ÙJÚ�áaß|äJèVí�èVì�ã*ä��*Ý²âJã�é4Ý²Þ-è Ç åuÝ 1 áCÝ²âIå�Þaè²ÛqåöLãCådÜQã*ãCâ$å�Ù�ã û Ù�è²Û�ã*Û È
Ø�ÙJã�âJã
�9å�ã��JèVí û î�ã"Ú�Û�èVâ �mêTÛqÙ�è û ã!ä�ÛdåuÞ�óLávå�ó�Þ�ã ù Ûqã*ã�æ3Ú�ì²óJÞuã � ú ÜpÙJÚ�áaÙ Ú�Û�Ú}âIåuãCâ�ä¶ã!ä�åuÝÛ�ÙJÝ`Ü ÙJÝ`ÜàåuÙJã�å�Ý û Ý²î�Ý²ì�Ú�á*èVî�ì²Þaè²ä¶Ú�ãCâIå�áCèVâ�öLã%ó�Û�ã*ä È - ÙJÚ�î�ã�åuÙJã û ÞuãCõ9Ú}Ý�ó�Û�å�ã*ÛqåpáCè²Û�ã*ÛQÜjãCÞuãÚ�âJÚ}å�Ú�èVî�Ú��*ã*ä�ÜpÚ¤åuÙ�è û Þ�ãCêiã��9Ú�Ûqå�Ú�âJì�áCÞuè�áaß/ý<å�ÙJã �?ê�Û�Ù�è û ã�ã
�JèVí û î�ã�Ù�è²Û-â�Ý�Ûqó�áaÙôÚ�âJÚ¤åuÚ�è²î}Ú �*èVå�Ú�Ý²â È÷ â�Ûqå�ã!è²ämý²ÜQãpó�Û�ã�å�Ù�ã�å�Ý û Ý²î�Ý²ì�Ú�á*èVî¶ì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIå1èVå-å�ÙJãpþLÞuÛqå1å�Ú�í�ãyÛdåuã û å�Ý�ä¶ã!á#Ú�ä¶ãpÚ}é/Ú}åwÚ�Û1ÜQÝ�ÞqåuÙåuÝ â9ó�á#î�ã*èVå�ã�è Û�í�èVî�î�ÙJÝ�î}ã èVâ�äàÜpÙJã*Þ�ã�Ú¤å�ÛqÙJÝ�óJî�äàöLã È 
 ãCí�è²Þ�ß å�Ù�èVå&å�Ù�ã å�Ý û Ý�î}Ý�ì²Ú�áCè²îì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIå�ó�Û�ã*ä ÙJãCÞuã ù è²Û%ä¶ã!Û�áCÞ�Ú�ö�ã*ä Ú�â ; ã*á#å�Ú�Ý²â 9 ú Ú�Û%ö�è�Ûqã!ä Ý�âGè$Ûqí�è²î}î-ÙJÝ�î}ã�á#ó¶å|Ú�â�Û�Ú�ä¶ãåuÙJã�öJóJî�ß�ÝVéwè&Ûqå�Þuó�ávåuóJÞuã È 0 ä¶Ú��/ãCÞuãCâIå�ådø û ã�ÝVé1åuÝ û Ý²î�Ý²ì²Ú�áCè²îmì²Þaè²ä¶Ú�ãCâIå�Û�ÙJÝ²ó�î�ä�ö�ã�ä¶ãCþ�âJã!äé4Ý�Þyè�Ù�Ý²î�ã�ö�Ú¤åuÚ}âJì�åuÙJã�ö�Ý²óJâLäJèVÞuø�ÝVé3å�ÙJã�Ûqå�Þuó�á#å�óJÞuã È +�ãCõ²ã*ÞqåuÙJãCî�ã*ÛuÛ*ý¶ÜQã%ãCí û î�Ý`ø�åuÙJã�Û�è²í�ãåuÝ û Ý²î�Ý²ì²Ú�áCè²î�ì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIå�ãCõ�ãCÞuøIÜpÙ�ãCÞuãyÚ}âLÛqÚ�ä¶ã%èVâ�ä�è`åjå�ÙJã�öLÝ�óJâ�äJè²Þ�ø�Ý²é?å�ÙJã%Ûqå�Þuó�ávåuóJÞ�ã È ë Ý²Þuã

û Þuã*áCÚ�Û�ãCî�ø²ý/ÛqåuèVÞ�å�Ú�âJì�é4ÞuÝ²í è²â�Ú�âJÚ¤åuÚ�è²î3äJÝ²í�èVÚ�â ÜpÚ}å�ÙJÝ�ó¶å%è²â9ø�áCÞuè�áaß�Ý�Þ�äJè²í�èVì²ã!ä �CÝ�âJã²ý/Üjã
ó�Û�ã�å�ÙJã$å�Ý û Ý�î}Ý�ì²Ú�áCè²îQì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIåôè`åôå�Ù�ã�þLÞuÛqå�å�Ú�íôã�Ûqå�ã û å�Ýçâ9ó�áCî}ã!è`å�ã�èGÛqí�èVî�î ù Ý�âJã$áCãCî�î ú



�1�
äJè²í�èVì²ã!äçèVÞuã*è È�÷ â Û�óJö�Û�ã*òIóJã*âIå�å�Ú�í�ã�Ûqå�ã û Û�Üjã�ä¶Ý�â�ÝVå"ó�Û�ã�è²âIø9í�Ý²Þuã�å�Ù�ã&å�Ý û Ý�î}Ý�ì²Ú�áCè²îì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIå-è²â�ä �dóLÛdåwÞuãCî�ø�Ý²â�å�Ù�ãyÛqÙ�è û ã�ì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIå8é4Ý�Þ1ãCõ²Ý�î}õ9Ú�âJì�å�ÙJãpÚ�âIå�ãCÞ�éAè²áCã È Ø�ÙJã �mêTÛqÙLè û ãÚ�Ûpá#î�èVí û ã*ä$è`å�å�ÙJã%åuÝ û Üjè²î}î?è²â�ä$è�é4Ý�ÞuáCã�Ú�Ûpè²á#å�Ú�âJì�Ý²â�å�ÙJã%í�Ú�äJä¶î�ã|ÝVé8Ú}åuÛyÞ�Ú�ì²ÙIå�Üjè²î}î ù Ûqã*ãæ3Ú�ì²óJÞuã � ê ù è úqú Èj÷ å�Ú�Ûyí�ã*Û�ÙJã!ä�ÜpÚ¤åuÙ ��< � � á#ãCî�î�ÛCý�å�ÙJã�Ú�âJÚ}å�Ú�èVî�é4Ý²Þaá#ã|Ú�Û g = 1.

èVâLä Ç�� å�Ú�í�ã*Û
Ûqå�ã û Û"è²Þ�ã û ãCÞ�é4Ý²Þuí�ã*ä È Ø�ÙJã43�ÞuÚ 5�åuÙ ãCâJã*Þ�ì�ø ÞuãCî�ã*è�Ûqã�Þaè`åuã&Ú�Û κ = 5

È Ø�ÙJã�å�Ý û Ý�î}Ý�ì²Ú�áCèVîì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIåQâ9ó�á#î�ã*èVå�ã!ÛjèôäJè²í�è²ì²ã!ä �CÝ�âJã%è`å�å�ÙJã%ÞuãCã*â�åuÞuè²âIåjá#Ý�Þ�â�ãCÞ�è²Û�ã
� û ã*á#å�ã*ä ù Û�ãCã%æ3Ú}ì�óJÞuã
� ê ù ö úqú È Ø�ÙJãCâ�è�á#Þaè²áaß&Ûqåuè²ÞqåaÛQÞuóJâJâ�Ú}âJì�óJâIåuÚ}î?Ú}å�á#óJåuÛ�åuÙJã|öLÝ¶ä¶ø$è`å�å�Ù�ã Ç�� åuÙ�åuÚ}í�ã�Ûqå�ã û È

� _�� � {�� � r��

� e�� � b�� � x
�
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�Ï?ÌmÖ�� � �?ê�Û�Ù�è û ã � ö�Ý²ó�â�äJèVÞuø á#Ý²âLä¶Ú¤åuÚ}Ý�â�Û ù è ú ý�Ú�âJÚ}å�Ú�èVî�äJèVí�èVì�ã*ä�CÝ�âJã�Ý²ö¶åaèVÚ�âJã*ä ö9ø åuÙJã�å�Ý û Ý�î}Ý�ì²Ú�áCèVî-ì�Þuè�ä¶Ú}ã*âIå ù ö ú È2q Þuè�áaß¶Û�é4Ý�Þ�è$î}ÝIè²äÚ}âIåuãCâ�Û�Ú¤ådø
g = 1.5625 ù á ú ý g = 1.9531 ù ä ú ý g = 2.4414 ù ã ú ý g = 3.0518ù é ú È

� õ�ãCâIå�ó�è²î}î�øçÜQã�á#Ý²âLÛqÚ�ä¶ãCÞôè 9 êTäçåuã*ÛqåôáCè�Ûqã �ôè�öLã!èVí�ÜpÙJÚ�áaÙÓÚ�ÛôÛ�Ú}í û î�øÓÛqó û�û Ý�Þqåuã*ä èVåÚ}åuÛjådÜjÝ�î}Ý`ÜjãCÞjã
�9å�ÞuãCí�Ú}å�Ú�ã*Ûpè²â�ä�Ú�Û�õ²ã*ÞqåuÚ�á*èVî�î}ø�î�Ý�è�ä¶ã*ä�Ý²â�å�Ù�ã%áCãCâIå�ã*ÞpÝVé3Ú¤åaÛ�å�Ý û éAè�á#ã È Ø�ÙJãÙJã!èVî}å�Ù9ø û ÙLè²Û�ãjÙLè²Û-âJÝ`Ü �wÝ²óJâJì�8 Û-í�Ý¶ä¶óJî�ó�Û
E = 1.

è²â�ä �-Ý�Ú�ÛuÛqÝ�â�Þaè`åuÚ}Ý
ν = 0.3

ÜpÙJÚ�î}ã�åuÙJã
äJè²í�èVì²ã!ä û Ù�è�Ûqã�Ú�Û%áaÙ�èVÞaè²á#å�ãCÞuÚ �Cã*ä öIø E = 0.3

èVâ�ä
ν = 0.3

È�� ø Û�ø9í�íôãCå�Þuø Ý²â�î}ø�Ý�âJã
é4Ý�óJÞqåuÙ ÝVé�å�ÙJã�ä¶Ý²í�è²Ú}â Ú�Û�í�ã*Û�ÙJã*ä�ÜpÚ¤åuÙ Ç � � � � Þ�ã!ávåaèVâJì�óJî�è²Þ�áCãCî�î�Û È Ø�ÙJã
3�ÞuÚ65ôåuÙ ã*âJãCÞuì²øÞuãCî�ã*è�Ûqã�Þaè`å�ãpÚ�Û

κ = 250
È ; åuèVÞ�å�Ú�âJì|é4ÞuÝ²í è|óJâJÚ}å�é4Ý�ÞuáCã²ýIè`å�ã!è²áaÙôå�Ú�í�ã�Ûdåuã û Ú}åQÚ�Ûwí�óJî¤åuÚ û î}Ú�ã*äö9ø�è|éAè²á#å�Ý�Þ

1.0488
È ��â�æ3Ú}ì�óJÞ�ã � Üjã û î�ÝVåQå�ÙJã�Ú�Û�Ý�Û�óJÞ�éAè²áCã*Û1Ý²émå�ÙJã�ÙJã*è²î¤åuÙ9øôä¶Ý�í�èVÚ�â�è`é�åuãCÞÇ ý ð ý Ç�� ý Ç!ð ý 1 � è²â�ä 1 ð åuÚ}í�ã�Ûqå�ã û Û ù å�ÙJã�ö�ã*è²í Ú�Û|äJã#é4Ý²Þuí�ã*ä è²áCáCÝ²Þaä¶Ú�âJì&åuÝ�åuÙJã�ãCî�è²Ûqå�Ú�á

ä¶Ú�Û û î�è�á#ã*íôã*âIå ú È
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g = 1. ù è ú ý g = 1.27 ù ö ú ý g = 1.61 ù á ú ý g = 2.04 ù ä ú ý

g = 2.60 ù ã ú ý g = 3.30 ù é ú È
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