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Xt = x + µt + σWt
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d äNå � � �m��æ����B� yFljç è å � é ��� å �B� y � � � ã y ã � l � � � æ � yF� � (Ω,F , (Ft)t∈[0,T ], P)
� �����u�������æ�� yFl%y æfæ � � �A�����B��æV�B�

(Ft)t∈[0,T ]
f½ë � y æfæ � � �

σσ∗ ��� ã ���}�oæ������rìF� å � é �A����� fK �m�
D ã � y å � ��y � � ] � f � fSy �£�F�}�m� � �B���A� � ��� å æ�� ã æ��g� d � � R

d f�Z � é ��� τ := inf{t ≥
0 : Xt 6∈ D} f W �F��æ�� å � ��y0� ��íB� l yF� ��� � � � ��æ � � � �����~� ����� � ì yFl [0, T ]

� �����
N
��� � �æ ��� ��æ�î

(ti = ih)i∈[[0,N ]]

î
h = T/N ã � ����ís�����%æ ���m�¬æ��rï � fJN ��� � � å � � � τN := inf{ti ≥
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0 : Xti 6∈ D} f%_ � ��y � � y æ � ��y ã l �u���B�A����í y ���rìF� � ��� � ��� �B� f
y � å y ����������� yFl �}�F� ���

x ∈ D
î å � ���x��� �½í Ex[.] = E[.|X0 = x]

î � � � � � � � ���H�������©� y ������� �
Err(T, h, f, x) = Ex[f(XT )1τN>T ] − Ex[f(XT )1τ>T ]
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Ex[f(XT )1τ>T ]
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Err(T, h, f, x)
� y �£������æ ã �æ � �m� y æ�������� � � � �ky æfæ�� � � y ��� å ���>����� å �bæ �m� �g���bï y �����B��� �������� { � �k��� � � f

K �m�Ã�½æ éi� æ � � � � yFl l æ�� � � � �B��� � � l æ>�B�
Err(T, h, f, x)

íF�rìB�m� � �±���A� l � ��� ��y ��� � � fMN �
��%è pFt�	wy � å W � y �A��� � N � � �kè®�m� pFt�	 î � �-� � �.ìB� å îb� � ����� � � å � � ����yF� � � � ��� � �� � l l � å�å ���}��æ � �B��� � � � ��æfæ���æ y ��� � � { � �0y ��� å ã � ����� � � å �bæ �m� �g��� R � l � � æ � ��� � �¢î ��� y �� � � æ � �©�F��� å � ��y ����æ y � å � �A� � ��� �B��æ f æ y ���ræ � � � �½íH� ������� � æ � � �®æ������J� � � � �B� å �������B���f��mf � f
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Err(T, h, f, x)
�Yy æÃ�����J� �wy � å l � � � � ã �F��� å � å y �Ã� � å � � 1/2

��f � f � f
h
f�ë �yFl æ �®æ���� � � å ������%è p�v
	 ��� y �Dî � � �Ty³l yF� íB� � l y æfæT� �JN ���~� � � � ��æfæ ��æ�î������V�����J� � ã �F��� å��� l å æY� � ��� � � �Vy � � ����� � æ�� � ��� �B� � � æ � �S�x��� å � �0y � �½æ fP ��� l l ������%è pFt�	 î � �·æ � y ��� å y �Ã� { � y ��æ����B� y � å � � � � � � �����B� � ��æ�� l � � � � Err(T, h, f, x)� �·���A��æ��J� � � yFl:� y æ��u� � �����u� yFl � ä æ � yF� �H��� y³ç�� � � ��� y � ����yF� � � � ���zf<N �±�����ræ � � ��� î� ��� { ���m� å ������æ � � ��æ�� l �PæT��������� � y æ��O� �My �0� ����� � æ�� � ��� �B�s� � � yFl�� ä æ�� yF� ��æ � ��� � �0�bæT� �� yF� ��� � � l yx� ������� � ��æQ�L� � ��y ����� ��y ��� � yFlµé � y � � �
æ � � � �>����� å � ��y ���®� �Ty0� � l ��� ä y ælæ��g�

ã yF� � � � � �B�A��� �B�4�ræk� � ���m� å � é ��� å y æ y � � � å � � � å � �0y � � fK �m�
D ⊂ R

d ã � y å � ��y � � � � ����� � � ��� D = ∩m
i=1D

i, m ∈ [[1, d]]
� �A� � ������

(Di)i∈[[1,m]]
yF� �

d äNå � � �m��æ����B� yFl � yFl�� æ�� yF� ��æ � �����)�A�B� ä � � �S� � � ����� � æ � � ��� �F� fU � å � � æ ����� y ã l �¦æ � �©�F��������ælæ�� � �B�J� � ��� ��æ���� ��������� ã �B��� å yF� � � � � ����� � ��� � �����B�
v(t, x) := Ex[f(XT−t)1τ>T−t]

î � �H� ã � y ��� y �·� � � � � � { � y ��æ � �B� y �L� � å � � 1
2

��f��mf � f
h
� � �

Err(T, h, f, x)
fI æ�� � ��� y æ �bï � å � ����%è pFt�	 îz���A� l � y å ����ís��� � � ���®����� � � y�� � � � � � �bæYæ ��� l�l �����>�B���y æfæ � � � y ��� å ���O�������aìF� � æ����©�F�:� � ����� � � l�l � å � � � � ��æfæ y ã �.ìB������� ã �B��� å yF� �£] �����Y�.ìB� � äæ����©�F� ã �m� ��í å � é �A� å y æ~����� å �bæQ� y � � �0���®���A� ã �B��� å yx� � � � ���A��� � � � ��æfæ � ��� �¼� �� { ���fæk����� å � �0y ��� dgfN �����A�]æ��J� � � yFlJ� y æ��L� ��ç�� � � ��� y �³è®�F��� �B�µî � � � � yxl�� æ � yF� ��æY� � � ����� � æ � � ��� �B�½æY� � � yxl��æ�� yx� ��æ � � ��� � ��í y � �B���¢î � � yF� � y ã l �u��� � ã � y ���¾����� y æ �©� �S���F��� � å �bæQ� � � ã �A��� �B�±� ������4�.ìF� � æ ���©�F�Dî\� { ��� � å � ��í·� � ��ì©���B��æ � ��æ�� l �PæH� ã � y ����� å ã �¼P � ��í � ��� å � P ����� ?
	of\h �

å � � �rìF�O������� � � � � � { � y ��æ � �B� � �O����� �4�½æ��O�½æ�� yFl ��� � ����� ������æ ã y æ � å �B� h y �©l � ��� æ � { ä� y ��æ � �B�½æ fAh �A�%æ � �©�F��������ælæY� �
v
�bæY���m� å � å � � � ���A�bæ l y æ �(æ ���m� fi_i� � � y ����� � � �m��� � yFl�}�F� ���u� � ìS��� � î:���A� �0y ��� å ��� � � l � � �ræ y � yFl � ��� � yFlky � å � �F��æ��ræ �Pæu��� � y ì©����í�íF�S� åæ � �S�x��������æfæV� � �B�}� � ��� ��æk� �

v
�A� ���u����� ã �F��� å yF�Q� � � y ���B� ä æ � �S�x��� å � �0y ��� f
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_i� � � y ��� � � � � � yxl �}�F� ����� � ì©��� � î<���A�s� ��� � � � { � y ��æ � �B�¾�bæL�����s� � � l � � � � yF� � æ ��� �� � �Yy � � � � � å � � �O��� y � y � � æT���Ã� � � � �.ìB�V����� � �B�VìB� � íB�m� � � ��y ��� fAI æ � y � å yF� å �B����� ������ræ ����yF� � � � ��� �bæ³����� a � � ã � � í � { � ��y �J� l y �����B�,î,æ � � h yFl y �±y � å h � ã yF� � � hkhV?Fp�	y � å P � � �����B� rH� � � å �m� y � l æ fë � � � �B�J�dæ � y � yFl ��� � � y ���rìB� � � ��� � � ��� �B� � �m����� å ã y æ�� å �B� ���A� � � � � ��� � � ��� � �W �dæ � y ��������� î R:l � yF� �B��� y � å ³� ã �g��� W �  pBr�	�� �B� � � � ��� �½í �����`æ�� �½æ������rì©��� � � � �����Z � � � � � l �m�T� � � ã l � ����f � f � f ���A� å � ��y ��� f�U � l � � �V� �H���A� a � � ã � � í~� { � ��y �}� l y �����B�,î � �å �w�A�F���A� � å ��� � � é �A�����A����� � ��æQ��� � y � å ������æ �����O� � � � � å � � �O�ræ � � � ���A� y ��� �F� yFl l �� ��� y �}� � fJc �F��� yFl æ �H��� y �k������� � ��� � � � yFl ì yF� � y � � � y æfæ � � � y ��� å ���H�����&è®�B����� WYyF��l ���æQ��� �0y ��� � �ræ ã �¨� �B��æQ� � � � ��� �B�9æ ��yFl�l � � f´ë �¬æ�� � � l � � � � � �m� å ���-�����ªæ�� � � l y ��� �B���f��mf � f©y>� � � � � �F��æ � ��y ����� åÃå � �0y � � fBcOyF� � l � î�� �½æ ��� y å � � � � l�l � �½íO������� � � � ��æfæ � ��� ����H� { ���Pæ ��� � �
D
y �u�B���4� � ����� å �bæ �m� �g���bï y �����B�-��� � ��æ�î � � � � l�l � � � ��� � ��� l � y ìF��æ

Dh := ∩m
i=1D

i
h, Di

h := {y ∈ R
d : y−Ci

√
hni ∈ Di} � ��� � � ni å � ���F����æ������b� ����� ������ ����� ���0yFlby æfæ � � � y ��� å �������A� � yFl � ä æ � yF� � Di f¯ë � � � l l æ��m� ��� y �Dî � � � æ ����� y ã l ��}�oæ������rìF� � �B��æ � y ���Pæ

Ci

î������ræ �A� � � ���B� � ��� � å �ræ � � �m���b��� � � � � l l ����í yFl�l � � æ:��� � � � �.ìB������ l � y å ����íÃ��� ��� ���4������� � � � � å ��ìB� l �B� � �m��� fë � � � ����� �B�4��� y �k� � y �B�A� å � � � ��æ � �B� yxl æ �m����� ��í½î ã �x���4�����³� { � y ��æ � �B� � ��æ�� l � y � å����� � � ��� � � ��� �F� � � � � � å � � � � �B� l å ã � å � � �rìF� å ã � å � � � � � � � � ���A� y �����B��æ ��� � � ������ � ��� � �´ç�� � y å � �¢î  l y ælæ�� ���0y � y � å � �B� � ç  � ?B?
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Ñ.Þ�Û ß�Ú�ß@Û<Ò�� ë �`æQ� y �����B� �>��y � � � ��æ�� l �Pæw��� P � � ��� �B� CSf c � � � � � � yFl� ��æ�� l �Pæ yF� �s� � ��æ��m����� å ��� P � � ��� �B� rAf%h ��� �¾� �F� éi��� ����� � � ��� � � ��� �F��� � � � � å � � ���ræ��y ����� �YyF� � � ��y ��� f�h �A�~� � �©� � æ�� � ����� ��y � � � ��æ � l �fæ yF� � å ��ìB� l �B�J� å � � P � � ��� �F� t�fAN �P � � �����B� v � �`íF�rìB�Ãæ�� � ��æ � �S�F��������æfæw� � �B�J� � ��� ��æw� �

v
� �����B� ä æ � �S�F��� å � ��y � ��æ fë � � �B� � l � å �¾� � P � � �����B� q ��ìB� � ����í¨�J�dælæ�� ã l �·� { ��� ��æ � �B��æ y � å �B�J� ��� � � ã l � � æ fI ���J� � å � � ��æ I�y � å ç7yx� � � ��æ��J� � ���rìF� l�� å ��ìB�F��� å ���~�����b� � �©� � æT� � ��� � ���A� � yxl �J�B�����fæ� �B� � � � ��� �½íL����� y æ �©� �A���F��� � ã �m� y ìS��� � � � �����Y�.ìF� � æ ���©�F� y � å ����� � � l�l � å ��� y � � � � �A� l� � y ���B� ä æ � �S�x��� å � �0y ��� f
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	 ����������������������
������� ���"!$#%�&�'���(�)�

ë ��æ �����J�dæ��~�B� � å � ��y ����æ y ���bæ é ��æ I ælæ�� � �A��� �B�
*,+.-

D = ∩m
j=1D

j, ∀j ∈ [[1, m]], Dj := {y ∈ R
d : yj > bj

0}
î � ��� � �

m ∈ [[1, d]]
f

ë ������� � � å � � �
*,/ � - h ���

d äNå � � �m��æ����B� yFl � � � � ��æfæ (Xs)s≥0

� y æ ���A� � � � �
Xs := x+σ0Ws

î � ��� � �
W
�ræ

y æQ� y � å yF� å d äNå � � �m��æ����B� yFl0ç è y � å σ0σ
∗
0 =






Σ 0

0 Id−m






�ræ y æfæ � � � å ��� ã �k�}�dæ ä
r



� ���rìF� å � é ��� ��� y � å Σ
�bæ y�� � ��� � l y �����B� �0y � � � { � � ��� � �S� � � � �m���fæ

(ρij)(i,j)∈[[1,m]]2
fh ������������íB� �

m ∈ [[1, d]]
�ræY������æ yF� � y æb��� y æfæ � � �A�����B� *,+.- f

P �����J�dæ � *,/ � - î *,+.- yx� ��� � � � ��� � fz_ � �Vy íB�rìF� � �}�oæ������rìF� � � y æ�� ��y ã l � � �A� � ��� �B� f� � å � é ��� ∀(t, y) ∈ [0, T ] × R
d, v(t, y) := Ey[f(XT−t)1τ>T−t]

f
N � ����� � � l l � � � ��í�î©��� å � � *,/ � - î *,+.- î � � y ælæ�� � �

*�� - h ��� � ��� � ��� �B�
f
ì y ���bæ ����æ �B�Ã����� ã �B�A� å yF�Q�BfFh �A� y æfæ � � � y ��� å � ��� � �����B� v ã � l �F��ídæ���

C
1/2+α/2,1+α
b ([0, T ] × D̄) ∩ C1,2([0, T ) × D), α > 0

îe� f � f ����� � � � { �ræ �Pæ y� �B��æ � y ���
C > 0

î½æ f � f
|v|∞,[0,T ]×D̄ + |∇v|∞,[0,T ]×D̄ + sup

(x, y) ∈ D̄2, (s, t) ∈ [0, T ]2,

x 6= y, s 6= t

|∇v(s, x) −∇v(t, y)|
|s − t|α/2 + |x − y|α ≤ C.

N � � yx� ��� � � l yF� î©�����ræ � � y ��æk��� y �b����� � ��� � ��� �B�
f
�bæ y � l � y æQ�

C1+α
b (D̄)

f�ë �%æ �}� � � � �� � P � � �����B� v æ�� � � ��� ��� � �B� å �������B��æk�B� f
���s� ã � y ��� *�� - ���¦æ � � �®æ��J� � � yFl<� y æ���æ f

��� � � �'� � ��! ����� ��� ����� ! � �
� ����� ������! �

� Þ�Û<Ó5ÒaÛ0Ü Î *
	 ÒaÒaÓzÒ%Û���ß�Ú Ð�ÙD×âÓ�Ð ÝÁÓzÒ%ÑaÞ�Û`ÖdÓzÒ�ÒaÛ0áâÚ½Ñ.Û0Ô / ÒaÓ�ÃÐ�×MÚ�Ð Ü8Ó Ña×âÓ�Ð�×MÐ
Ú Ð ÓzÒ.ÑaÞ�Ú�Ð�Ñ - ��� � ���"! � * / � -�� *,+.- � ��� *�� - ������� ��������� � � �
� � �

Err(T, h, f, x) = C1

√
h + o(

√
h)

� �
���
C1 = C0

m∑

i=1

Ex[1τ i≤T,∧j∈[[1,m]]\{i}τ j>τ i(∂yi
v(τ i, Xτ i))], τ i := inf{s ≥ 0 : X i

s =

bi
0}, C0 =

E0[s
2
τ+]

2E0[sτ+]

� ���������
s0 := 0, ∀n ≥ 1, sn :=

∑n
i=1 Gi

� �����
Gi � ���
���

�&� �&��� � ���'� ��� � ����� ����� ������� � ��� ! ���! �� � �&� � � � � � ���
τ+ := inf{n ≥ 0 : sn > 0} �

" ��� � ��� � æ ��� � � � P � � � ?�	 y � å � I  GT?�v�	 ��� y � E0[s
2
τ+]

2E0[sτ+]
= −ζ(1/2)√

2π
= 0.5823 . . .

î
� ��� � �

ζ å �m���F����æ a � � ��y ��� � æ$# �m� yÃ� ��� � �����B� fU � å � � �B� ��� � ��� �m��� y æfæ � � �A�����B��æ * / � - î * + - î *�� - î����A�O��� { � h ��� � � � � � � � � �.ìB��æ����� yF� � � ��yF�g� � � �����Ã��� � � � � � yFl � � � � � å � � � ã � � � � �.ì©� �½í������Ã��� � � � � � � å � � 1
2

� ������4� ��� � � f _ � � ���A�bæ�î �����`æ�� � � l y ��� �B�¾� �
(Xti)0≤i≤N

�bæ>�}� � � � � � � å � � y � � å � é � å
å � �0y � �µîM� yF� � l�� Dh := {y ∈ R

d : ∀i ∈ [[1, m]], yi > bi
0 + C0

√
h} � �½æ ��� y å � �

D := {y ∈ R
d : ∀i ∈ [[1, m]], yi > bi

0}
f

ë � å �m���F��� τN
Dh

]`� ��æ � f
τDh

d ����� å �ræ � � �m��� ]�� ��æ � fz� �B����� �����B��æ d � { ���b��� � � ��� � � �����ræ
å � �0y � � Dh f

t



� Þ�Û<Ó5ÒaÛ0Ü � � � ����! � *,/ � - � *,+.- � *�� - � � � �(�� �

Err′(T, h, f, x) := Ex[f(XT )1τN
Dh

>T ] − Ex[f(XT )1τ>T ] = o(
√

h).

� Û0Ü8Ú�Ò���� � ���(��� ����� � ��� ����� ! ����� ����� ���,��� �,��� �
Xs = x + µs + σWs, D :=

{x ∈ R
d : (Ax)i > bi, ∀i ∈ [[1, m]]} ������� �

A = (a1 a2 . . . am)∗
� � ��� � � �(�

m
�

� ���
��� � � � �,� � ���(� ����� ��� #%� � � � � ��� �
�	� ! �,������� � � ��� � ����� � �&�'��� ���$� � ����� �
�%� � � ��� ���
���
� ! � �&� ��


Λ � � �
���.�����
ith

����� ��)� ��� � � σ∗ai

‖σ∗ai‖
� ���

i ∈ [[1, m]]
� ��� ����� ����! � �
���
���

����� � � ��� ! �
��� � � ��� ������� ��� ! ��� � ����� � ��� {Span((σ∗aj)j∈[[1,m]])}⊥ � #%��� � ���� �
��� �����
� �'��� ��� ! �,��������� � ��� � �,����������� � � � �
�(� ���(� � � ��� � � ��� � � �&� � � ���"�������$� ���!���&�'��� f

Err(T, h, f, x) = E0[f0(W̌T )(1τ
DN

0
>T − 1τD0

>T )]

���������
W̌

� � � � ����� ��� ���
d � � �
! ���(���'���%����� ����� ���&� � ! ���&�'��� � �
��� � �  �� ���&� �!� ��! � �&����


σ0σ
∗
0 =






Σ 0

0 Id−m






� � ��� ∀(i, j) ∈ [[1, m]], Σij = 〈σ∗ai, σ
∗aj〉/(‖σ∗ai‖‖σ∗aj‖)

�

����� ����! � �
�
D0

� ���
� � �
D0 := ∩m

j=1D
j
0

� ������� � � ��� �����
j ∈ [[1, m]], Dj

0 := {y ∈
R

d : yj > bj
0}, bj

0 =
bj−aj ·x
‖σ∗aj‖

��� ��� ��� �
���
τDj

0
:= inf{s ≥ 0 : W̌s 6∈ Dj

0}, τN
Dj

0

:=

inf{si ≥ 0 : W̌si
6∈ Dj

0}
� ���$�(�� �

τD0 := ∧m
j=1τDj

0
, τN

D0
:= ∧m

j=1τ
N
Dj

0

� ������� ���!��� �'���

f0
� � �
� � �

f0(y) = exp(σ−1µ · Λ−1y − ‖σ−1µ‖2

2
T )f(x + σΛ−1y)

�
� ����� ����!$#%�&�'��� *�� - � � � ��� � ��� ��� � � v0 � ��� � � ��� � �$���,��� ��� ����� � ���"������� � � � � � ����� �
�&�'���
�
� *�� - � � � � ��
 #���� �����&�&��� � ����� ��� � ����� �
� �'��� � � ������� ������� ��� ! ��� ��� ����� ��
 #(� �(���'���
����! � �
�(�  ���� � � � � � �,� � ��� �
� ����� #%���  �'��� � ����� ������! � ��! �  � ����� � �,��� �
��� � ����! ���
����� ��� ����� � �.���
! � � � � �
��� ��� � � � �

Dh := {x ∈ R
d : (Ax)i > (b + C0e

√
h)i, i ∈

[[1, m]]}, e = (‖σ∗a1‖, ..., ‖σ∗am‖)∗
�

� ��� � ��� � � ���(� � �
� ����� �(��� � � #(� � � �,��� � � �&�&�)� � ���
m = 1

� ����� � �&� � �(��� ��� ! � � �'���
����� � ���&� � � � � ���(� � ����� #%��� � � ��! � �$� � � �����&�&������� ��� � � � �
! ���(���'���%��� � ����� � � ����� ��� #������ ��� �����
��� � ��� �&� � � � ��� � ����! � �
� ��� � �
! �
� ��� � � #(� � ����� � � ��� #���� #�� � � � �)� ����� � � � ����� ���,��� ���
����� ��� � � � � �����'��� � ����� � �,��� � �
��� ��� ���(��� ����� � �&�'���.�
� *,+.- �

� �tÕ�Ü8Û<Ò�×MÖdÚ á � ÛjÙ�Õ�áTÑaÙ

N �s�����bæ@æ � � ��� �F� � �V� � �.ì©� å ��æ � � �k��� � � � � � yFl ����æ �fæ y � å � � � � yF� �Y����� � �g����� å ��� � �h ��� � � � � Cw� � ���4��������æ � yFl%a � � ã � � í � � ��� � � ��� �F� ��� y � � � ã � � ��� �4� � � yxl lof_i� � � h �A� � � � � @ î � � å � � �rìF� 1√
2−1

E[f(XT )(
√

21τ2N >T −1τN >T )]−E[f(XT )1τ>T ]

= o(
√

h).
h ��� a � � ã � � í³� { � ��y �}� l y ��� �B�~��� � �A��� ����� � �F��æ��ræ �Pæ:��� y ��� � � { � �0y ������í ã �y è®�B����� WYyF��l � � �g����� å ����� éi� æ �V��� ��� ���4����� lof � f æ f � � ������� � ��ìS���B��æV� ��� y ��� �F� f

ë �O�}�B�����Y�B�A����� y ���B� �Y� � ��� � � ��� �F�£�bæY��� � � � � � yFl l �ul ��ælæY� { �J� ��æ �rìF�L��� y �£����� a � � ä
ã � � í®� � � � � å � � �s��� y � � �m����� � ��æ>��� � � é ���s�����s��� � ��æQ��� � f h ���¼è®�B����� WYyF��l �®��æ ��� ä��y ��� � å � � �rì©� �½í ��� � � h �A� � � � � C�yFl æ �£� y æ ã � � �B��æ � � � � �����B� y æ ��yFl�l � � � � ��� � � � yFlì yF� � y � � � f

v



/ ×�Ô�×MÜ8Û0Ð�ÙD×âÓ5Ð�Ú�á%ÖdÓ5Ð�Û � ë � � �B�½æ�� å � �Hy � � � äNå � � � ��æ � �B� yxl � �bæ ���-y æfæ �m� � � l�l � � � �½í����� ç l yF��� ä P©� ��� l ��æ ä è®� � ���B� å � � yx� � � æ�î S1
t = S1

0 exp(σ1W
1
t + (r − σ2

1

2
)t), S2

t =

S2
0 exp(σ2(ρW 1

t + (1 − ρ2)1/2W 2
t ) + (r − σ2

2

2
)t)
î � ��� � �

W
�ræ y æ � y � å yF� å ã � å � ä� �m��æ����B� yFl¯ç è f\_ � �>y¦éA{ � å é � yFl ��� � � T

î y íB�£ìB�m� æ � � � � �
K
y � å ��� � ��æ ��� l å B

î���A�
D := {(s1, s2) ∈ R

2 : s1 > B, s2 > B} f2ë � yF� �4������� � ��æ ��� å � � � � � ���S� ä� ��í
E[e−rT

1τ>T h(ST )]
î � ��� � �

h
�bæ y æ � �©�F��� y ��� � � { � �0y �����B� � � ����� ��� å � � y ��� �� ��� � ��� �F� ��� y � �F���·� { �J� � �fæ®��� ����� � y æ��±� �>y å �bíF��� yxl ã yx��� ��� � �F�A�����B� fyë � � y�� �

h(s) := 1
?
K,ε(s1)1

?
K,ε(s2)

� �����
1

?
K,ε(s1) = 0, if s1 ≤ K − ε

î
1

?
K,ε(s1) = 1 if s1 ≥

K
î y � å � � ã �m� � � �m� � � ��æ � ����� æ � �S�x���)� ����� � �J� l y ������í � ��� � �����B� 1

?
K,ε(s1) =

10ε−3(s1 − (K − ε))3 − 15ε−4(s1 − (K − ε))4 + 6ε−5(s1 − (K − ε))5.
h ���� � ��ì©� �B��æ � ��� � �����B�

h
æ y ���bæ é ��æH����� � � � � y ��� ã � l ��� ��y � å æ �����J� � � � �B� å � ��� �F��æ ��� � �y æfæ � � �A�����B� *�� � - î å � é �A� å ��� P � � ��� �B� vSf C îB��� y �¯íB� yF��y ����� ��æ *�� - �bæ � � l£éil l � å ��� å � �*,+.- î *,/ � - î �m� f G:� �F�}�dæ ����� �B� @ q î y æ&æ��©�B� y æ

K > B + ε
f " �A� � y � æ��A� � ��� y ������ � �B� å � ��� �F��æ � �m�©�A� � � å �B� v0

����� � � å � � � å � � a � ��yF��� r¾yF� �³æ y ���ræ é � å ��æ � ��í yæ � y � å yF� å �� � æ y ���.ì yF� íF� � �m��� y � å �����L� { � l � � ��� � �F��� � � l æ � ã � y ����� å � � K � �0�0y0@Dv©f_ � �
r = .04, σ1 = σ2 = .3, ρ = .5, S1

0 = S2
0 = 100 = K, B = 90, T = 1, ε = 5

� �� � � ���A���³������æ � y � å yx� å è®�B����� ä WYyF� l � y ��� � � { � ��y ��� �B�µî©����� a � � ã � � í y ��� � � { � ��y ä�����B� y � å ����� � � ��� � � ��� �B�¾� � �F�}�dæ � å � � h ���m� � � � C4� � �
106 � y ����æ fMh ��� � � � � � �m� � �ì yFl ���³� y æ ã �m� � � � � ���A��� å � ����� 106 � y ����æ y � å 15000
��� � ��æ·æQ���m��æ f

R:� ��� � � � yxl}� � y � U � ã � y æ � å ì yx� � y � � �³��æ ��� ��y ��� �
MC MC Shift Romberg Reference

N = 20 .180807 0.12295 0.124209 0.122017

N = 50 .159831 0.121661 0.123736 0.122017

N = 80 .15251 0.12184 0.122422 0.122017

N = 110 .147821 0.121735 0.122145 0.122017

N = 140 .144559 0.122581 0.122338 0.122017

N = 170 .142827 0.122393 0.122717 0.122017

MC MC Shift Romberg Reference

N = 20 .146365 0.106928 .298985 .10413

N = 50 .132417 0.105984 .230244 .10413

N = 80 .127643 0.106117 .205762 .10413

N = 110 .12445 0.106048 .191531 .10413

N = 140 .122845 0.106683 .182411 .10413

N = 170 .121412 0.106549 .175806 .10413
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h ��� � � å ����� � ����� 95% ä � �B� é å � � � �-� ����� � ì yFl �ræ®��æfæ � ����� yFl l � � ��� yFl ��� 1.5 10−3 f_ � � ����� � � � � � � � yxl æ�� � ã æ � � ìB�£��� y �>����� y æfæ � � � y ��� å � � ��� � � � yFl ì yF� � y � � �s�bæ l � � � ���� y � �������B���³� � ����� a � � ã � � ís� { � ��y �}� l y �����B� f_i� � ��y ��� � � � � � yFl �}�B�����V� � ì©� � ��y � y ��� ��yFl ������æ ��� �B� � �B� � � � ��æ������ ã �m� y ìS���B� � � ������
o(
√

h)
y ���}� yF� ����í���� h ���m� � � ��C©f5ë �w� y ìF�Ã���F�O� { �}� � � � �m��� yFl l � � � ��� y æ �bïm� å

q



y � �B��æQ� y ���>� { �}�F��� ���Dî y � � ��� � ���³��� � �½æ>�B�S�~��� y �³�����0��� � � � � � yFl\� ��æ �>�bæ�æ �0yFl�l � ���� y �
O(h3/2)

f
	 ��ß@Û<Ò�×�Ü�ÛjÐ5ÑaÙ�×�Ð Þ�×��5Þ�Û<Ò8Ô�×MÜ8Û0Ð�Ù�×MÓ5Ð�Ù � ë �£����� � � å � � �£��� � � y d äNå � � �m��æ����B� yFl� � å � l%� � �V� �A� � � � � å �0���F��� y ìB�w����� � � ����� � � å æ � �S�x��������æfæ�� �Ty ælæ�� � �A�����B� *�� - fP �m�

d ∈ N
∗, d > 2

f]ë � � �B��æ�� å � �¾y d äNå � � �m��æ����B� yFl&ç è Xs = x + σ0Ws

î� ��� � �
W

�bæ y
d äÁå � � � ��æ � �B� yFl æQ� y � å yF� å ç è y � å ∀(i, j) ∈ [[1, d]]2, (σ0σ

∗
0)ij =

1i=j + α
d−1

1i6=j, α < 1
îVæ��~��� y �

σ0σ
∗
0

� y æ å � � � � y ��� å � y íB�B� yFliy � å �bæ:������æe�J�dæ�� ���rìF�
å � é ������� fIë � � y�� � D := {x ∈ R

d : xi > 0, ∀i ∈ [[1, d]]} y � å � � yF� � � ����� � ä��æQ��� å � � y ��� � � { � ��y ��� ��í£�����s�©� y ������� � Ex[h(XT )1τ>T ]
� ��� � � ∀x ∈ D, h(x) =

∏d
i=1 1K<Si

0 exp(sxi)

f ê � � �
S0 ∈ R

d �ræ y
éA{ � å ìB� � ��� ��y � å s
�ræ y�éA{ � å æ � yxl � �`yF� ��� �mfc �F���³��� y �

h
�bæk���F� y æYæ � �©�F��� y æ � � ����� � � å ��� *�� - fh ��� � ��æ�� l �Pæ ã � l � � � y ìB� ã � � �¾� ã � y � �A� å � ����� d = 5, T = 1, K = 100, α = s =

.05, Si
0 = 95, xi = .85, ∀i ∈ [[1, d]]

f\h ��� � � � � � �m� � ��ì yFl ���4� y æ ã � �m� � � � �A�A��� å� �����0���A�]æ � y � å yx� å è®�F����� ä WYyF��l �w� � � � � å � � � � � � 2× 106
� y ����æ y � å 2× 104

æQ��� �½æ fN � � � � ��æ
R:� ��� � � � yxl}� � y � U � ã � y æ � å ì yx� � y � � �³��æ ��� ��y ��� �

MC MC Shift Romberg Reference

N = 30 .128265 .0833072 .0821488 .0847798

N = 60 .115335 .0838812 .0832571 .0847798

N = 90 .111043 .0857746 .0851829 .0847798

N = 120 .105783 .0840571 .083779 .0847798

N = 150 .104819 .0852239 .0857012 .0847798

N = 180 .10276 .0852529 .0852469 .0847798

MC MC Shift Romberg Reference

N = 30 .11168 .0763648 .18754 .069879

N = 60 .101939 .0768374 .152264 .069879

N = 90 .098633 .0784061 .141044 .069879

N = 120 .0945224 .0769788 .129368 .069879

N = 150 .0937689 .0779463 .124412 .069879

N = 180 .0921404 .0779695 .120608 .069879
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Monte-Carlo Estimation in function of the number N of time steps

Standard estimation
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Reference value

h ���%æ��bïm�³� � �����
95% ä � �B� é å � � � �~� ����� � ì yFl �ræk��æfæ � ����� yFl l � �m�©� yFl ��� 1.5 10−3 fR ìB� �5�����B��íB� � � yF� � ���F�£��� å � � ����� y æfæ�� � �A��� �B�½æ�� � ����� �0y � � �����m� � � � æ������� � � � � � �����B�¨��� � ���A� �����ªíF�rìB��æ`íB�©� å � ��æ�� l � fTI�l ���A�B��íB� � � � y �7���F�Ãæ y �¨y � � � � � ���� y ��� �u�bæ � � � � yF� � � ��y ��� ��� y � ����� a � � ã � � í¾� { � ��y �J� l y ��� �B� � � � ����� � � ��� � � � yFl� � y �,î � �%æ ��� l l � ã æ�� � ìF�~��� y �b���k� � �.ì©� å ��æ y æ �0yFl�l � � � � ��� � � � yFl ì yF� � y � � � f

�
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	 � ��� �
� �'���%��� � ���'� �&�'���(� � ��� � ���(����� �����&� � � �

_ � � æ � �S�F��� � �A� � ��� �B��æ
g(t, x)

îY�������A�F� y ��� �B�
Hg(t, x)

æQ� y � å æ � � � ���A� ê ��æfæ � y ���y � � � { � �
g
��f��mf � f

x
fih � � � å � � �rì y ���rìB��æ yF� � å �m���F��� å ã � ∂β

t g(t, x), β ∈ N
∗ f

ë � � � l l � � � �s�����Yæ yx� �k���x� y ��� �B�
C
] � �

C ′ d\� � �TyFl l½é �������oî����B� ä ����í y ���£ìB� � �B��æ � y ���Pæ� ��� � � � � l l y ���J� yx� � � �F� �O� � � �A�A� y ��� �B�½æ n ����� � �0y � å � �J� � å �B� D
î
T
î
σ0

î}� �
f
î

ã �A�Y����� �0� � l�l ���x� å � �J� � å �F�£�����L��� � ã � � � � ��� � ��æ ���m��æ N y � å �����L��������� yFl ì yFl ���
x
fµë � � ��æ � � ìB�u�����H���x� y ��� �B�

c
y � å c′

� � �L� �B�½æ � y ���fæ yFl æ �4� � å �m�}�m� å �m���~� � T
y � å

f
f " ���A� � �}�oæfæ�� ã l � å � �J� � å �m� � ��æ � � � ����� � �F��æ � y ���Pæ yF� ��� { � l � � ��� l � � � å � � y ��� å fN �����A� � � l�l � � � �½í

Opol(h)
]�� ��æ�� f

O(h)
d æ � y � å æ � � � ��ìB� �Q� ��� y ������� � R(h)

æ�� � �£��� y �
∀n ∈ N

î � � � æ � � �
C > 0

î �B�A�e� y æ |R(h)| ≤ Chn ]�� ��æ�� f |R(h)| ≤ Ch
dT] ����� � � ���sl��� �

x
dgf
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	 -�� � � ����! � *,/ � - � � ���(��� ����� � ��� ��� � # �#%�
��� �&�
! � �
S, S ′ � # #���� � ���"������� � � T

� �
���
0 ≤ S ′ − S ≤ ∆ ≤ T

�$������� � ��� � � �
p ≥ 1

� ������� � � ��� � ��! � � ���(��� � ���
�
c > 0

� ���
C
� ��� ��� ���(� � � ��� � � �

η ≥ 0
� ��� �

�(���
a.s 

P[ sup
t∈[S,S′]

‖Xt − XS‖ ≥ η
∣
∣
∣ FS] ≤C exp

(

−c
η2

∆

)

,

E[ sup
t∈[S,S′]

‖Xt − XS‖p
∣
∣
∣ FS] ≤C∆p/2.

_ � �wy � � �©� � � � ����� éi� æ �H����� ��� yxl ��� �·� � � � � � � ��� W � y �A��� �Hr î�� r ��� � a���?B?
	of h ����F���A� � � �A� ��� yFl ��� � � y æ�� l��~� � l l � � æ ��� � � ����� éi� æ �T�B�A�b� �\��� � � ����� çYZ  � ���m�©� yFl � ��� ��æ f

�%� � � ��� ��� ��� ����� ������! 	 ��� 
 #(� �(���'���.��� ����� � �

K �m�s��æ ã � ��� � � �F�A� l � ���£�����tæ � ��� � � � � ����� � � �©� � fT_ � � æ ��î � � �V� �����4����� � ��� � �sy æy æ � � � � ��� � � � � � ���Pæ®� � ����� � ��� � ��� �B�
v
fbU æ�����í h y �©l � � � { � y ��æ����B��æ�î � ������� �� ��� � � å � � �k���A�b�.ìF� � æ ���©�F� ��� � � æ:� � ���A��� � � � ��ælæ ���u�����V� � ��ì©� �B��æ å ��ìB� l �B� � � ��� ] ������.ìB� � æ����©�F� ã �m� ��í å � é ��� å y æV����� å �bæQ� y � � ��� � �����~� � � � ��æfæV���u����� å � �0y � � � �A� � � �� { ���fæk����� å � �0y � � dgfjë � é � yFl�l��£� �B� �ml � å ����æ � ��íu���A� y æ �©� �S���F��� � � � å � �J� � å � � � �w� ������ � ��æ � yFl � å �aìF� � æ����©�F�Dî y æ � � l l%y æk� �PæY��������í ��y ã � l � � � � � �B�J� � ������æ�î y � å ����� å �bæ �m� �g���� { ���k��� � � fia � � yFl l � ��í>��� y �k����� � ��� � ��� �F�

v
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DC î � � �V� � ���
E



Err(T, h, f, x)= Ex[v(T ∧ τN , ΠD̄(XT∧τN ))] − v(0, x)

=
N−1∑

i=0

Ex[
(

v(ti+1 ∧ τN , ΠD̄(Xti+1∧τN )) − v(ti ∧ τN , ΠD̄(Xti∧τN ))
)

]

=
N−1∑

i=0

Ex[1τN >ti

(

v(ti+1, ΠD̄(Xti+1
)) − v(ti, Xti)

)

].

N ��� � � å � � � ∀t ∈ [0, T ), τt := inf{s ≥ t : Xs 6∈ D} fza � � yFl�lMyFl æ �s��� y �V���A� � �A� � ��� �B�
v
æ y ���ræ é ��æb����� GTZLR







(∂tv + 1
2
tr(Hvσ0σ

∗
0))(t, y) = 0, (t, y) ∈ [0, T ) × D,

v(t, .)|∂D = 0, t ∈ [0, T ], v(T, y) = f(y), y ∈ D̄.

] CBd
ê �m� � �¢î

(v(s ∧ τt, Xs∧τt))s∈[t,T ]

�ræ ys�0yF� ��� �½í yFl � f�N � � � � ��æ
Err(T, h, f, x) =

N−1∑

i=0

Ex[1τN >ti1τti<ti+1
(v(ti+1, ΠD̄(Xti+1

)) − v(τti , Xτti
))].

� Û0Ü8Ú�Ò���� ����� � ���
��� ��� ���  � � � #%! ����� � ��� ����� ��������� ��� � � ���&� � ���$� � ����� � � � ��� ���&��� � �� �'��� ��� ����� ��
 �
� � �
! � � � ���&�����  ���� � � �
� ����� � � ����� � ����� ��
 � ��� � ��� #%��� � � � � � � � � � �
���
	����� �

Z � é ��� ∀j ∈ [[1, m]], τ j
t := inf{s ≥ t : Xj

s = bj
0}
fJP ��� � �

P[τ j
ti = τ k

ti
|Fti] = 0, j 6=

k
îe�B���¬íF�m�Pæ

P[Xti+1
6∈ D|Fti] =

∑m
j=1 E[1τti<ti+1,τti=τ j

ti

P[Xti+1
6∈ D|Fτ j

ti

]|Fti ]

≥ 1
2
P[τti < ti+1|Fti]

f
� Û0Ü8Ú�Ò������ ����! ����� � � �  � � �����&��� � ��� ����� �� � ∑N−1

i=0 Px[τ
N > ti, τti ≤ ti+1] ≤

2
∑N−1

i=0 Px[τ
N = ti+1] ≤ 2

� ����� � � ������� �������&�
� ��� ����� � � � ����)� ����� ��� � � ��� � ����! � ���
��� � � � � � � � � � ����� ��� ��� � � � � � �)� � ��� ����� ��)�(��� �
� � � � � �����

U æ � ��í *�� - y � å K � �0�0yÃtH� �~� ã � y � �
Err(T, h, f, x) =

N−1∑

i=0

Ex[1τN >ti1τti<ti+1
{∇v(τti , Xτti

) · (ΠD̄(Xti+1
) − Xτti

) + o(h1/2)}]

=
N−1∑

i=0

m∑

j=1

Ex[1τN >ti1τ j
ti

<ti+1,τti=τ j
ti

∂xj
v(τ j

ti , Xτ j
ti

)(Xj
ti+1

− bj
0)

+] + o(h1/2).

_ � � ���A� l y æQ�³� ��� yFl ��� � � �H�½æ�� å ���A�H� { � l � � � �L� { � � ��ælæ�� �F��� � �����H� � � � � � ��� �B�·�F� D̄
î� yF� � l �

ΠD̄(y) = (b1
0 +(y1−b1

0)
+, ..., bm

0 +(ym−bm
0 )+, ym+1, ..., yd)

y � å yFl æ��L��� y �
∀(j, k) ∈ [[1, m]]2, j 6= k, ∀s ∈ [0, T ]

î
∂xk

v(s, y)|y∈Rd:yj=bj
0

= 0
fih ���ræk�bæ y æ�� � � l �� �B�½æ�� �����m� � �³� � ����� �`yF� � ��� y �

v
ì y ���bæ ����æ �B�

DC f0ç � æ �©�s� �g� � � î y æfæ � � �S��� �F� *�� -
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y � å ������� � ��ì©� �F��æ yF� íB� � �m���fæ � � å � � �rìF�
Err(T, h, f, x) =

m∑

i=1

Ex[1τN≤T ∂xj
v(τN , ΠD̄(XτN ))(Xj

τN − bj
0)

−] + R + o(h1/2)]`r�d� ��� � �
|R| := |

N−1∑

i=0

m∑

j=1

Ex[1τN >ti1τ j
ti

<ti+1,τti 6=τ j
ti

∂xj
v(τ j

ti , ΠD̄(Xτ j
ti

))(Xj
ti+1

− bj
0)

+]|

≤ C
√

h
N−1∑

i=0

m∑

j=1

∑

k∈[[1,m]], k 6=j

Ex[1τN >ti1τ j
ti

<ti+1,τti=τk
ti

|∂xj
v(τ j

ti , ΠD̄(Xτ j
ti

))|].

Z � é ��� ∀η > 0
î
V jk(hη) := {y ∈ R

d : |yl − bl
0| ≤ hη, l ∈ {j, k}} f:G �A� yxl æ��

COjk := {y ∈ R
d : yl = bl

0, l ∈ {j, k}} f%c �F���s��� y � ∀(t, y) ∈ [0, T ] × COjk ∩
D̄, ∇v(t, y) = 0

f\h ����æ�î ��� � � K � �s�0y t î y ælæ�� � �A�����B� *�� - y � å a � ��yF��� q � �
å � � �rìF����� y � � � � h

æ �0yFl l � ���B�½íB�
|R| ≤ C

√
h

N−1∑

i=0

m∑

j=1

∑

k∈[[1,m]], k 6=j

Ex[1τN >ti1Xti∈V jk(h1/4)1τ j
ti

<ti+1,τti=τk
ti

×|∂xj
v(τ j

ti , ΠD̄(Xτ j
ti

)) − ∂xj
v(τ j

ti , ΠD̄(ΠCOjk(Xτ j
ti

)))|] + Opol(h)

≤ C
√

h
N−1∑

i=0

m∑

j=1

∑

k∈[[1,m]], k 6=j

Ex[1τN >ti1X
τ

j
ti

∈V jk(h1/8)1τ j
ti

<ti+1,τti=τk
ti

×|Xτ j
ti

− ΠCOjk(Xτ j
ti

)|α] + Opol(h) = O(h
1
2
+α

8 ) := o(h1/2).

G:l ��ídíF� ��íÃ�����bæ l y æ �V��æ ��� ��y ���L������� ] r�d � � � � � ��æ
Err(T, h, f, x) =

m∑

j=1

Ex[1τN≤T ∂xj
v(τN , ΠD̄(XτN ))(Xj

τN − bj
0)

−] + o(h1/2)

:=
m∑

j=1

Ej + o(h1/2).

]�t�d
� Û0Ü8Ú�Ò���� � � ��!$# �(��������� ���(� � � � # � � � ��� � ��� � � � � ��� �(�� � � � ��� ����� � #������ � �
� ����� ���&� � � � �%� ! � � � ���$������#%��� � � � �

X
������� ��
 #(� �(���'��� � � � � �  ���� � � � ��� ����� ��� � ���

��� � � ���&� � ��� � � ����� � � � �������&��� � � �'��� ��� � � � � � ���'��� #%��� � � � � ��# #%��� 
 �
! � � ��� � � �
� � � � � �������� � ��� ������� ��� � � � ��� � ������! � � #%���  � �����.���(� �$����� #%� � � � � � � � � ��� ��� ����������� � �.�����
� ���"��� � � � � ��� ���(� � *�� - � � � � � � ��� ���$� ��� ����� ��� � � ���&� � ��� � �"�!���&�'���

v
�

ë �³�A� � å �g� y � l ���A� y æ �©� �A���F��� � ã � � y ì©��� � � � E1
f�h ���³�F����� � ��� � � æ � �B� l å ã �³� y � äå l � å � {AyF� � l�� � �Ã���A�Hæ yF� � ��y �Ff�h ��� � � l l � � � ��í K � �0�0y î � ���dæ �b� � �©� � �bæ\�J�dæ ���}�F��� å��� I ���J� � å � {®I�y � å æQ� � �B��í l � � � l � ��æO�B� ����� ç � � � ��� y �¬æ��g��������í�îJ�bæb����� ��y ��� ���S� l��� � å � å f
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� Û0Ü Ü�Ú�����Ù 	�Ü8ß�Ñ.Ó Ña×�Ö ×�Ð�Ô�Û0ß@Û0Ð�Ô�Û0Ð�ÖdÛ$ÓzÝ ÑaÞ�Û Þ�×TÑDÑa×MÐ � Ña×�Ü�Û Ú Ð�Ô ÑaÞ�Û
Ó��5Û<Ò�ÙDÞ�ÓµÓzÑ
� � ����! � *,/ � - �$*,+.- � � ��� ∀i ∈ [[1, m]], τ i := inf{t ≥ 0 : X i

t = bi
0}, τN,i :=

inf{tj := jh ≥ 0 : X i
tj
≤ bi

0}
��� � � �(��� ∀y ∈ R

+,∗ �

Px[
√

h
−1

(X1
τN − b1

0)
− ≥ y, τN ≤ t, τN,1 ≤ ∧m

i=2τ
N,i]

−→
N

(1 − H(y))Px[τ
1 ≤ t, τ 1 < ∧m

i=2τ
i]

��������� � � ���
��� ����� � ���'� �&�'���(����� ����� ������! 	 �
H(y) := (E0[sτ+])−1

∫ y
0 dzP0[sτ+ >

z]
� ����� � �
! �
��� � ����� � ��� ! ���

[0, T ]
�

N � � � å � � �����ræ�� l y ��������� � ��æ � yxl � å �.ìF� � æ ���©�F� ZN :=
√

h
−1

(X1
τN − b1

0)
− � � E1

î � �� � �V� �����k����� � � � �J�B���m���fæ
X2, ..., Xm

î�� � ����� � � ��� � l y ��� å � yx� �e� � X ���s��� � � æ:� �
X1y � å y � y å½å ����� �B� yxl � � ��� � l y ��� å (m − 1) äÁå � � � �½æ�� �F� yFl�ç è X̃

��� å � �J� � å � ����� � X1y � å (X i)i∈[[m+1,d]]
fBc�yF� � l�� î ∀i ∈ [[2, m]], X i

s = ρ1iX
1
s +(1−ρ2

1i)
1/2X̃ i−1

s , X̃ i−1
0 =

(xi
0−ρ1ix

1
0)/(1−ρ2

1i)
1/2.

P �m� yFl æ��
(ρ1.X

1
s +(1−ρ2

1.)
1/2X̃ .−1

s )2,m := (ρ12X
1
s +(1−

ρ2
12)

1/2X̃1
s , ..., ρ1mX1

s + (1− ρ2
1m)1/2X̃m−1

s ) = (X2
s , ..., Xm

s ) := X2,m
s , Xm+1,d

s :=
(Xm+1

s , ..., Xd
s )._ � � �A�F� y ��� �B� yFl�� �F�<ìF� ����� � � � � ��� ��� � � å � � � ∀y ∈ R

d−1, ΠD̄2,d(y) := ((y1 − b2
0)

+ +
b2
0, ..., (ym−1 − bm

0 )+ + bm
0 , ym, ..., yd−1)

f�h ������� ���
E1

î å � é ��� å � � ]`t�d î �V� ������æ
E1 =

√
hEx[ZN1τN≤T ∂x1v(τN , b1

0, ΠD̄2,d((ρ1.(b
1
0 −

√
hZN)

+(1 − ρ2
1.)

1/2X̃ .−1
τN )2,m, Xm+1,d

τN ))]

=
√

hEx[ZN1τN≤T ∂x1v(τN , b1
0, ΠD̄2,d((ρ1.b

1
0 + (1 − ρ2

1.)
1/2X̃ .−1

τN )2,m, Xm+1,d
τN ))]

+R1,� ��� � �
R1 :=

√
hEx[ZN1τN≤T

(

∂x1v(τN , b1
0, ΠD̄2,d((ρ1.(b

1
0 −

√
hZN)+

(1 − ρ2
1.)

1/2X̃ .−1
τN )2,m, Xm+1,d

τN ))

−∂x1v(τN , b1
0, ΠD̄2,d((ρ1.b

1
0 + (1 − ρ2

1.)
1/2X̃ .−1

τN )2,m, Xm+1,d
τN ))

)

].

U � å � � *�� - ����� � �A� � ��� �B�
∂x1v

�bæ � �B�������©�A�B��æ y � å ã �B��� å � å f<GT� �B�J�dæ�� ��� �F� q���� � ���%è pFt�	 íB�£ìB��æk�����³����� � � ��� � ������í ��y ã � l ��� � � � ZN

�B�£��������ìB� ���
τN,1 ≤ T

fjë �³������æ
å � � �rìF� ��� � ��K � �s��y®E ã � � �F�<ìF� � íB� � � � � � l y � ��� y � � � �

h
æ �0yFl l � �A�B��íB�

E1 =√
hE[Z]Ex[1τ1≤T,∧m

j=2τ j>τ1∂x1v(τ 1, Xτ1)] + o(
√

h) + R1,
� ��� � ������� å �ræ � � � ã �S��� �F�� ��� � ��� �F�"� �

Z
�rætíB�£ìB�m� ã � H å � é ��� å � � K � �s��y EAfba � � yxl l ����í ��� y � E[Z] =

E[s2
τ+ ]

2E[sτ+ ]
= C0

� � é � yFl l � � ã � y � � E1 =
√

hC0E[1τ1≤T,∧m
j=2τ j>τ1∂x1v(τ 1, Xτ1)] +

o(
√

h)+R1.
c � � î ��� � �)y ælæ�� � �A�����B� *�� - � � � y ìF� |R1| ≤ Ch

1+α
2 Ex[Z

1+α
N 1τN,1≤T ]

f
@B@



h ����æ�î ã ��G:� �B�J�dæ �������B� q � � ��%è pFt�	 ��� � � � ��æ
R1 = O(h

1+α
2 )

� ��� � � � � � � l �m����æ������� � �S� � f
2

� Û0Ü8Ú�Ò���� ����� � ����� ��� � � �
� ����� #%� �  �'��� � #%��� ������� ��� ��� ��������� � � ��� � �(��� � ��� ! �
��# #��,� � �
��� �
� ����� � ��!$#%�"�'� � �'���(� � � � � � �,������� ����� � ��� ! ��� � � � � ����� ����! � �
�

D
�

� Û0Ü8Ú�Ò�� Î�� � � � ���!� � � ��� ����� � � �����&�'��� � ��� ������� � � � � � � � ��!$# �(��������� ���(� � �����
! � �
� � � � ����� �	� �
�.���
����� � � ��# #���� ����� #%� �  �'��� � ����� ������! � ���(��� ��� � �
� � ��� �
��� � ��� �� �
� �'���(� ���

f
���(� � � �(� �,� ��� � � *�� - � �$� ��� � ��� ��� � � � #%���  � ��� � ��! � ����� ���'����� � ��� �� �
� �'���(� �
� � �����&�'���  � ��� �
� ����� ����� ��� ��� �
� � ����� � � � � � � � � ��! � ���
��� �,����� � � � � ����� �

����� � � � � ��� � � � � � � � � �����&�&������� ��� � �%����� �&� �,��� �%� �&�"���)�

�%��� � ��� ��� ��� ����� ������! � � � ��� � �����&�'���.��� ��� � � �

N � �����ræ
æ�� ã æ�� � �����B� � � å �m� y � l ��� � ����� yF� íB� � � ���Pæ ��� � � W �dæ � y ����� �A� î RTl � yF� �B�A�y � å �� ã �g�Dî�æ � � � W �  pFr�	 î � y � ã ��� � � l � � � å ���u� � �.ìB���B� �V� � ��� � � ��� �B� � ��æ�� l � f½ë ��V� � ���
Err′(T, h, f, x) = Ex[f(XT )1τN

Dh
>T ] − Ex[f(XT )1τ

Dh>T ]

+Ex[f(XT )1τ
Dh>T ] − Ex[f(XT )1τ>T ] := E1 + E2._i� � �!a � �0yF���¾?®� � å � � �£ìB�0��� y �w�B��� � �B� l å æ��A� � � ��æQ� l � � �s� � h ��� � � � � @ ��� y ���ìF� �������B��íF�±����� å � �0y � � å � �J� � å æ>�B� h

� �u� y ìB�
E1 = C1

√
h + o(

√
h)
î � ��� � �

C1 å �m���F����æO���A� � �F��æ � y ���³� ��� � � å � � � å � � �����>�©�A�F��� å �����m� � � �®f}_ � � E2
� � y å y �A�æ�� � �~� å � y æ ��� � � � W �  pBr�	 � �B� � � � ��� �½í0���A��æ��m��æ�� ���£ìS� � � � � ����� Z � � � � � l �g�b� � � ã l � ���f��mf � f ����� å � ��y ��� f_ � �Ãy íB�£ìB�m�

c ∈ R
d î l �g�Ã��æ å � ���x��� ∀η > 0, Dη := {y ∈ R

d : y − ηc ∈ D} fë � å � é ��� τDη := inf{s > 0 : Xs 6∈ Dη}
y � å � � � ��� � � å � � � � � ��yxl l x ∈ D����� �0y ��������í J x

c : η −→ Ex[f(XT )1τDη >T ]
f2ë �¦æ ��� � ã � l � � ��� y �u��� å � � �����y æfæ � � �A�����B��æV� � h ��� � � � � C îS����� ��y ����� �½í J x

c

�ræ å ���}� � �m����� y ã l �L��� η = 0
y � å � � �

c = (1, ..., 1
︸ ︷︷ ︸

m

, 0, ..., 0
︸ ︷︷ ︸

d−m

)
îi�B����� y æ

∂ηJ x
c (η)|η=0 = −Ex[∇v(τ, Xτ).c1τ<T ] = −

m∑

i=1

Ex[∂xi
v(τ i, Xτ i)1τ i≤T,∧j 6=iτ j>τ i ].] vBd_i� � � ]ovFd³� �����A� � å � � �rìF����� y � E2 = J x

c (C0

√
h) − J x

c (0) = ∂ηJ x
c (0)C0

√
h +

o(
√

h) = −C1

√
h + o(

√
h)
� ��� � �®� � �.ìB��æV���A� h �A� � � � � f

2

�%��� �
	 � ��� ��� ��� �  �K �m�4��æ å � é ��� Xη
s := Xs − ηc, τD,η = inf{s > 0 : Xη

s 6∈ D} fYc �x��� ��� y �
τDη = τD,η fkZ � �A�F������í ∆η := Ex[f(Xη

T + ηc)1τD,η>T ] − v(0, x)
î � �·� y ìB�·���
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� å �m����� � � ����� l � � ��� � � ∆η/η
y æ

η −→ 0
fiN � � � � ��æ

∆η = Ex[f(Xη
T + ηc)1τD,η>T ] − Ex[f(Xη

T )1τD,η>T ]

+Ex[f(Xη
T )1τD,η>T − v(T ∧ τD,η, XT∧τD,η)]

+Ex[v(T ∧ τD,η, XT∧τD,η)] − v(0, x) := ∆η,1 + ∆η,2 + ∆η,3.

P � � � �
(Mt)t∈[0,T ] := (v(t ∧ τ, X0,x

t∧τ ))t∈[0,T ]

�bæ y¾��yF� ������í yFl � y � å τD,η < τ
î � �� � y å � l � íF�m� ∆η,3 = 0

fc �F��� ��� y �
f(Xη

T )1τD,η>T = v(T ∧ τD,η, Xη
T∧τD,η)

f " ��� yFl æ��¾� y æ
τDη −→

η−→0, a.s

τ
f³_i� � � I æfæ � � �S��� �F� *�� - î

v
�bæ � �B�����������B��æ l�� å ���}� � �m����� y ã l � f�h ����æ�î³�B��� íB�g�Pæ

limη−→0 ∆η,2/η = −Ex[∇v(T ∧ τ, XT∧τ ).c]
f

" �>���A� �F����� � � y � å îaæ���� � � � � y æfæ � � � å f
��� ã � � �B����� �����F��æ l � å ���}� � � ����� y ã l � � �e� ã ä� y ���

limη−→0 ∆η,1/η = Ex[∇f(Xτ ).c 1τ>T ]
f}a � � yFl�l ����í ∀x ∈ D̄, v(T, x) = f(x)� � �V� � ���

∂ηJ x
c (η)|η=0 = −Ex

[(

∇v(T ∧ τ, XT∧τ ) −∇f(XT )1τ>T

)

.c
]

= −Ex[1τ≤T∇v(τ, Xτ ).c]

� ��� � � � � �
c = (1, ..., 1

︸ ︷︷ ︸

m

, 0, ..., 0
︸ ︷︷ ︸

d−m

)
� � �.ìB��æ ] vBdgf

2

� Û0Ü8Ú�Ò�� ÎzÎ � ��! ����� �'��� ���(� � �
� ������� #������&��� �,��� � ��� � �(��� �� #(� � � � � � ��� � ��� �%� � �� �
#%��� ��� � ��� ��� ��� ����� ��
 #�� � ���
� ��
 #%��� � ���'��� ��� ����� ���
� �&�
��� �&�
! � �����(���
� �'� � � � #�� � ��� � � � �
� � � � �(��#%� ��� ����� ��� � 	 ��� � � � �

� � Ó5Ü8Û�ÙDÜ8Ó,Ó ÑaÞ�Ð�Û0ÙDÙ�ß�ÒaÓzß@Û<ÒaÑ.×MÛ0Ù�ÓzÝ
v
Õ�Ð�Ô�Û<Ò *,+.- ØzÙDÕ�� ÖV×âÛjÐ5Ñ®ÖdÓ5Ð�Ô�×TÑa×MÓ5Ð�Ù

Ñ.Ó�ÝNÕ�á��2á�á *�� -

N ������� � ��� l ��æ � � ��� �F� � � y æfæ�� � � *,/ � - î * + - f(ë �±�B� l�� å � yFlL� � ��� ����� � y æ��
d ≥ 2, m ≥ 2

feN � å �m� å î � � � m = 1
����� å � �0y � � D

�bæÃæ � �S�x��� y � å æ � y � å yx� å� ��æ�� l �Pæ�î ã y æ � å �B� �����Ã� { � l � � ����� { � � ��æfæ � �B�±� � ���A� å � �½æ���� � � � ����� � � l�l � å ç è�î � y �
ã ����æ � å ��� å � � �rìF������� � �m�©�A� � � å æ � �©�F��������ælæV� � *�� - f
h ���bæHæ � � ��� �F� �ræ å �£ìS� å � å �������Ã� � �s� yF� �fæ f�N � P � ã æ�� � �����B� vSf�@L� � � � � yFl�l ���A�³� { � l � � � �� { � � ��æfæ � �B��� � ����� � � l l � å �A� y � � � � ��� l ��� å � � *,+.- y � å yFl æ � æ � y ��� y � �B��� � � l � ����fæ å � � �rì y ���rìB��æH� � å � � �m��æ����B� CSf\U æ�����í ���A��æ�� � ��æ�� l �Pæ y � å æ�� � �¼æ � y � å yx� å GeZOR��� � ����� ������æ � �>�����m� å � � �rìB�w� � P � ã æ�� � ��� �B� vSf C æ � � �&æ�� � � � � ��� � �B� å � �����B��æV���¼íB�g�*�� - � �A� �

d = m = 2
f
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	 � 
 #�� � ���
� ��
 #%��� � ���'��� ��� ����� ���,� � � ��� � � � ��������� * + - � ������� � � ���&� � ��� � ����� ��� � �

c �F��� éi� æQ�b��� y �
Px[τ > t, Xt ∈ [y, y + dy)] = |det(σ−1

0 )|Px̃[τ̃ > t, X̃t ∈ [z, z + dz)]
] q�d

� ��� � �
x̃ = σ−1

0 x, z = σ−1
0 y, X̃t = x̃ + Wt

� � ���
W
æ � y � å yx� å ç è�î D̃ := {z ∈

R
d : (σ0z)i > bi

0}, τ̃ := inf{s ≥ 0 : X̃s 6∈ D̃} fR �©� y �����B� ] qBd íB�£ìB��æ0���A� � { � � ��ælæ�� �F�5� � ���A� � � l l � å å � �½æ���� � � � X
��� å � � *,+.- � �� ��� � ��� �F� � � ����� å � ��æ ��� � � � ����� � � l l � å æ � y � å yx� å ç è ��� y � �B�VìF� { � �F���

D̃
��� y ��V� � ����æ y æ y � � ����� � æ�� � ��� �B� � � � yFl � æ�� yx� ��æ f<h ��� å � ��y � � D̃

�bæ���� � � � ä � �bæ � C∞ y � å��� � � �>�����³� ��yF� �~� � ����� � �B�A�>�B� ���A�>���A����æ��A��� � �
S

d−1 � � ��� � � ����� ��y �V������ìB� � ��� {� �
D̃
�ræ y �A� ���0yFl å � ��y ���H� �Ã������æ�� �½æ��O� �MW � y ìF� l � W � yFEFt�	 ] æ�� � å � é ������� �B�u� y íB� @ q� � �����bæ � � � � � � � � � dgfSZ �m���F������í>�����bæT� ��yF� � ã � Γ := D̃∩S

d−1 î � � å � � �rìB� ��� � � � fz@ qB?� � ����� y ã �.ìB� � � � � � � � � �³��� y � � �³� y ìF� yuP ��� � � ä K � �B�½ì©� l l ��æ �}� � � ��yFl å � � � � �J�dæ�� ��� �F�� � ����� K%y � l yF� � ä ç � l � ��yF� � �F�}� ��y ��� �L� � � ���A�s� l l � �A��� �>Z � � � � � l �m�³� � � ã l � � �F�
Γ
î<� f � f�����0��� � ��yFl �bïm� å � �ríB� � � �A� � ��� �B��æ (mj)j∈N∗

� �
∆Sd−1

� � ���!y ��� � �����B��� � ��yxl ã y æ��ræ� �
L2(Γ)

y � å �������m�bíB�m�<ì yFl ����æ (λj)j∈N∗
yF� ��æ f � f

0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ ... ↑ +∞ f
I æ y å � � � � � � �B�½æ�� �����m� � �u� �eR ��� y ��� �B� ]oCSf CBd ��� çYy�� ��� l �dæ y � å PS� ���Pæ � çkPA? � 	 î � �
å � � �rìF������� � � l l � � � ��í
�&ÒaÓzß@Ó5ÙD×TÑa×MÓ5Ð Î���� ���

D̃ � ��� � ��� � � �
��� ��� � � �
�
0

���(� �$� ���
� � � ��� � � ��� � ��!$#%�	�
�
��� ����� �����&�'��� ��� �(��� � � � #(� � � �)� � � � �(���

∀(t, x, y) ∈ R
+∗ × D̃2, x = rθ, y = ρη, (θ, η) ∈ (Sd−1)2, (ρ, r) ∈ (R+∗)2

Px[X̃t ∈ dy, τ̃ > t] =
e−

ρ2+r2

2t

t(ρr)
d
2
−1

+∞∑

j=1

Iνj

(
ρr

t

)

mj(θ)mj(η)ρd−1dρdσ(η)

:= qt(x, y)dy, νj = (λj + (d
2
− 1)2)1/2,

���������
λj

� � ��� � # � mj
� � � �$����� ��� �����  ���� ��� � � ��� � # � ����� � ��� ! ��� ������� ��� ����� � �"�!���&�'���(� �

���
∆Sd−1

���
Γ
� ��� ����� � ��� � #%�&� � � �
� � ��� � ��� #%��� � � ��! � ���

Iν
����� ��� � � ����� ! ��� � � ���

� � � � � ��� ���!��� �'��� ��� ���������
ν
�

� Û0Ü8Ú�Ò�� Î�� �����.��� ��� � � ��� � � � #�� ���
�&�'��� 	 � � � ���'� ��� � �
� �
� ����� � � � �
! ���(���'���%���
�,��� �)� � � � � �
� ���(� � �,��� � � ���
!$#�� � ��
 � ���(���'��� ��� ����� ��� ��� ��� ��� � ! ��������� ��� �
! � ��� �
���(� �$� ���(��� ��� � � � ��� � #������&��� � ����� � � � �
� � ���
�&�
��� ����� ������� ��� ���,� � � ����� � � ��� � �����
� � � � �
���"! ��� ��� � ��� � �
� � � � � ���&� �.� ��� � � � � ��� � ��� �%� �&�
��� ���,� � � ���"� � � � � ��� ���
�(� � �
� ���������
� � �)� �&� ��� � ����� � ������� � � � � ����� �
� �'���(�)� � � ����� ��� � � � � ��� � � � � ����� ���'����� � ��� �� � ���
� � � � ����� � � � � � �
	  � � ��� �����'� ��� �)�

� Û0Ü8Ú�Ò�� Î � � � ����� � #������&���!�,��� �
d = m = 2

����� ��� �����  ���� ��� � � � � � # � �����$� ����! ��� �������� ��� ����� � ���!��� �'���(� � � � �
� �
λj = (πj/ω)2 � ��� � # � mj(θ) =

√
2
ω

sin(πj
ω

arg(θ)) � �

@ t



���������
ω ∈ (0, 2π)

� � ����� � ����� � ��� ����� � ��� �)� � ���
m > 2

� ��� ��� � �����(�� � ��� ����� �
��
 #�� � ���
� ��
 #%��� � ���'��� � �"��� �%����� ��� � � ���������	)��� � � � � � � ��� ��� � � ��! ! � � � �(� 	 � � # � 	�� � �
� �� � � ��! � � �����&��� � � ��� ����� � ���(�� �'��� ��� ����� � � ��� �����  ���� ��� � � � � � ��� � ��� ��! � ��� � � �

� Û0Ü Ü�Ú Î � � Ú�Ô�×âÚ á(ÖdÓ5Ð�ÑDÒ�Ó5á¯Ó5Ý�ÑaÞ�Û¬Ô�Û<Ò¢× ��ÚjÑa× �5Û0Ù ÃÞ�Û0Ð
d = m = 2� ��� � � �� ���

ω ∈ (0, π)
� � ���

D̃ := {x = (r cos θ, r sin θ) ∈ R
2 : r > 0, θ ∈

(0, ω)} � � ��� � ���(� �
D̃

� � � � ���  ��
 � ��� �)� � ��� �����
R > 0, T > 0

� ��������� ��
 � ���
#�� ���
� �� � � ���(��� � ���
�

C := C(R, T ), c, ξ
�)� �'� ∀(t, x, y) ∈ (0, T ]×(D̃∩B(0, R))×D̃

�
x = (r cos θ, r sin(θ)), y = (ρ cos(η), ρ sin(η)), (θ, η) ∈ (0, ω)2, (ρ, r) ∈ (R+∗)2

�
��� � �(���

qt(x, y) + |∂tqt(x, y)|+ |∇xqt(x, y)| ≤ C

tξ
exp

(

−c
|r − ρ|2

t

)

� ��� ∃α0 > 0
�

sup
(x, x′) ∈ (D̃ ∩ B(0, R))2,

x 6= x′ = (r′ cos(θ′), r sin(θ′))

|∇qt(x, y) −∇qt(x
′, y)|

|x − x′|α0
≤ C

tξ
exp

(

−c
|r − ρ|2 ∧ |r′ − ρ|2

t

)

.

h ���~� � �©� � � � ����� y ã �.ìB� K � �0�0y �bæk�J�dæQ���J�B��� å ��� I ���}�m� å � {¦çOf
 � � � ��� �� �� �&�'��� ��� *�� - �������

d = m = 2

N � a � �0yF���7@ r¾� � � � ����� �B��� å ��� y � � � � æ��J� � � yFlby ��í l ��æu� � ����� � �B�A�oîT�B��� � �B� l å� { � � ��æfæ±���A� � � l l � å �A� y � � � � �A� l
q
��� ��� ��� æ � �0y æ�� � � � æ � y � å yF� å  y �½æfæ�� y �

� � � ��� l æ fTh � ã � � � � � �ræ��oî\�����bæ � y � ã � å �B��� � ���m�¨����� y ��í l �4� � ����� � �B�A� �V� ������æ
ω = π/m0, m0 ∈ N

∗ f©_ � � �B� � � � �ríB� � yxl � � � ã l � �^]oCFd î��B��� � y ����æ � y ã l �ræ�� y~� �B����� � ä�����B� ã �m� � � �m� ����� � � l�l � å ��� y � � � � ��� l q
y � å ����� å � ��æ ��� � � � ����� � � l l � å ç è ��� ������ � ��� y ���e��� y � � æ ��� ]`q�dgf " ���V����� � � � � � � å � å � � ��æY��� y � � � � æ�� � �O� yF� ��� � � l yF�:� � ��� � l y ä�����B� � �©��� � � � ���fæ�î � � ��� ��æ��J�B� å � ��í£��� y ��í l ��æ���� y �³� y ìF�Ã�����H� � ��ì©���B��æ � � � � îJ��� å � �æ���� � y ã l � y ælæ�� � �A��� �B��æk�F� ����� é � yxlM� �B� å �������B� f

�B�A�³� y æk������� ��æ�� yFl	� æ � �S�x��������æfæ� � �F�}� � ������æ � � � ���A�¼æ�� l �A�����B�
v
� � � � � ã l � � ]oCBd î y � å ��� � � � *�� - �bæ&æ y ���bæ é � å f�ë ���� � íB�rìF� y æ � �©�F���A����ælæ � ��æ�� l � � � � �����&æ�� l �A�����B�

v
� ��] CBdY� � � íB�m��� ��yFl � � ��� � l y �����B�� �©��� � ��� ���Pæ f ë ��� ��� � � å � � � I æfæ � � �S��� �F�

* � � - h ��� � �A� � ��� �B�
f ∈ C2+α

b (D̄), α > 0
î

f |∂D = Tr(Hfσ0σ
∗
0)|∂D = 0

y � å
d(supp(f), b0) ≥ 2ε > 0.

�&ÒaÓzß@Ó5ÙD×TÑa×MÓ5Ð Î � � � ����! � *,+.- � * / � -�� * � � - � � ���
D := {x ∈ R

2 : x1 >

b1
0, x2 > b2

0}, σ0σ
∗
0 =






1 ρ

ρ 1




 , ρ ∈ (−1, 1)

� ��������� ��
 � ��� �
α′ > 0

�)� �'������� �����	)� �

� � � �"�&�'���
v

��� � � � � � � ������� � �
C

1/2+α′/2,1+α′

b ([0, T ] × D̄)
� � � #(� ���&� ��� � � � *�� - � �

@Dv



�)� � � � � ��� �

� � � ��� �z_i� � � G:� �B�J�dæ�� �����B� @DCw� � å � � �rìF�³��� y �V� � � ã l � �!] CBd � y æ y ������������æ�� l �A�����B�
v ∈ C1,2([0, T ) × D) ∩ C0

b ([0, T ] × D̄)
fK �m� ��æ%��� � ���F���\��� y � y æ yk� �B��æ��m����� � � �Y� � �����Iæ �����J� � � � �F� å ����� �B�³��� * � � - y � å �������y å � yFlJ� �B��� � � l � � K � �0�0y�@Dv ���A� � �³� { �bæ �fæ α0 > 0

æ f � f
v ∈ C1/2+α0/2,1+α0([0, T ]×

B(b0, ε) ∩ D̄)
fW ���©�dæ��0��� �
D1

��� ã � y C3 å � �0y � �¥æ f � f d(D̄1, b0) ≥ ε/3 > 0
y � å {x ∈ R

2 :
|x − b0| ≥ ε, x ∈ ∂D} = {x ∈ R

2 : |x − b0| ≥ ε, x ∈ ∂D1}
fV_i� � � �������� � ����� ������æ ��æ�� å ��� W � y �S��� �4N�� � �~_i� � � å �0y � � _i� � qxt�	 ���¼� � �aìF� ����� ã �B�A� å yF�Q�PS� � y � å � � ��æQ��� ��y ����æ y � å h ��� � � � ��vSf�C·W � y �A��� �Ht � � � K PAUOqFE�	 î � � å � � �£ìB�£��� y �

v ∈ C1+α/2,2+α([0, T ] × D̄1)
fzG �A�

α′ := α ∧ α0
fih ����� � �©� � �bæ � � � � l �m��� f

2

� �&Ó5Ð�ÖVáMÕ�ÙD×MÓ5Ð

N � �����ræL� y �J� �b� �H� ã � y ����� å y �·� { � y �½æ�� �F� � ��æ � l � � � � ����� � � y�� � ��� � � ��� ������æ �}� ä� � yFlY� y æ�� � �³y å �ræ �m� �m��� l � � � l l � å ç�� � � ��� y � è®�x��� �F� ��� y � � � ��� y ���s� � �.ì©� å � å � �� y å æ � �©�F���A����ælæk� � �B�J� � ������æk� � �����®æ�� l �A�����B�£� � �����³��� å � ��l � ����í WYy � � � � ä Z � � � � � l �m�� � � ã l � �®f,ë ��� { � l �B� ��� å �����0� { � l � � � � y æ �©� �A���F��� � å �ræ � � � ã �S��� �F��� � �����0�aìF� � æ����©�F�y ã �aìF� ���A� ã �B��� å yx� � ��� y ��� y å � � ��ì©� �B��æ l�� ã � � � � � yF��yF� ��� � �bïm� å y æ0���A� l � y å ����í��� ��� � � ����� � � y�� � ��� � � î�æ��m� � %è pFt�	 f<h ��� � � ��� � � ��� �F� � �g����� å � � �F�}�dæ � å ���4� � ä� � �.ìF�®���A� � �B�VìB� � íB� � � � ��y ��� yFl æ ��í y ìF� � � � � �bæ�����í � ��æ�� l �Pæ fTI � y ��� ��yFl ������æ ��� �B�� �B� � � � ��æb���PæV�J�dæfæ � ã l �³� { ���m��æ����B� ��� yH� � å � �k����yF� � � � ��� ��� y � ����� ç�� � � �A� y � �B��� fë �H� � �B�J�dæ�� å � � W � y �S��� �³N N�N � � �Kè®� � pxt 	:y �±� �����������rìB� yFl íF� � � ��� � ���4� { ���m� å ������ � ��ì©� �B��æ ã �B��� å yx� � � � ��� � � ��� �B� ����íB� �A� ��yxl å � ��y � ��æ y � åªå ��� ��æ � �B� � � � � ��ælæ���æ å �bæ ä� � �m���rï � å � �����¨����� R � l � � æ � ��� � � f�N �Pæ������ � � �m��� � yxlOy � å �©� � � � � � yFl�y � yFl � æ �bæ � � l l� �B� � � � � � � � ����� �k� ��æ�� yx��� � f
h ��� �0y � � � �F���£ì y �����B�H��� y � l � å ��æ ��� å � yFlz� ����� � �F��� � yFlz� y æ ��æ � � � ��æ ��� � � è y ��� ä� �0y ��� � yFl´é � y � � � f N � å � � å î � � ��� � � l ��� y ælæ��m�fæ�î �B���s� � ���m� å � é ����æ>����� å � �0y � �±� �y ã yF� � ��� � �F�A�����B� y æ y � � � å � � � å � �0y ��� f%_ � � ����� � � � �m��� � � yF� �0�B� l �-y ã l �s���� � � y �e� � � ��� l ��íB� �A� ��yxl ��� � ����� � y æ��b� � ã � å � � �m��æ����B� yFl å � �0y � �½æ:� � y&ç l yF��� ä P©� ��� l ��æ����yF� � � � ���Jf
W �B� � � � �A� ��í � � � ����� � � { ��� ��æ � �B�½æ���� ã �bídíB� � å � � �m��æ����B��æ�î l �m�V�½æb�J�B�����V�F�A�V��� y �k������ � ��y ����� �½íb� � � � �Pæ ��� ã � å �B��� � �B� � � � �Ã�����(æ � �©�F��������ælæ\� � �B�}� � ��� ��æ � � ��������� å � � l�� ä� ��í � ��� � �����B�

v(t, x) = Ex[f(XT−t)1τ>T−t]
f�I � � ��� � î � � � æ � � �Yæ �}� � � yFlzy ��í l ��æ�î�� �� �����£ì yxl � ��� l�� � � � æ �}� � � yFl � � ��� � l y �����B� � �S� � � � �m���fæ�î � � � y �·� { ���m� å ����� � �g����� å � �� �0y íB��æ<���O� { � � ��æfæ �����e� ��y �½æ������ �B� å �m��æ�� � �>y æ y æ�� � � � æ � y � å yx� å  y ��ælæ�� y � � � � �A� l æ fN �4��� y � � y æ��¢îi��� å � � æ���� � y ã l � y æfæ � � �A�����B��æY�B� f
î � ��� y ìF�~�����³��æ�� yFl æ � �S�x��������æfæ� � �F�}� � ������æk�B�

v
î y � å ã �F���4���A�~� { � y ��æ � �B� y � å � � � � � � �����B� � ��æ�� l �PæV��� l å � � ��� fK �m� ��æ � �m����� �B�L��� y �%���A�e� � �©� � � � ���A� �0y ��� � ��æ � l �fæ � �B� l å � � ��� � � v � y å y ���A� � � � �ê��Bl å � �~� �F����� �����B�½æ éi� æ �
æ � y ��� yFl å � � �rì y ���rìF� � � ���-� { �}�B�A� ����� yFl í � � � ��� �F� l�� ��� y��� �ríB� ã �F� � ���©� å � � ���A� ã �F��� å yF�Q�Bf h ���bæ � �B� l å yFl l � � ��� � � l y|{ ����� ã �B��� å � å ����æfæ

@ q



y æfæ � � �A�����B� �B�
f
f

� ��Ù 	�Ü8ß�Ñ.Ó Ña×�Ö¼à@Û0Þ�Ú ��×MÓzÒÃÓ5Ý�ÑaÞ�ÛªÓ ��Û<Ò�ÙDÞ�Ó,Ó Ñ

h ���bæ®æ � � ��� �F�·�bæ å � å � � y ��� å ���£�����H� � �©� � � � K � �0�0y£E ����� � � å � � � å � � P � � ��� �B� t�f C� �B� � � � ��� �½í ����� y æ �©� �A���x��� � ã �m� y ìS��� � � � �����±�.ìB� � æ ���S�x� fkN �5����� � � l�l � � � �½í�î � ���� �m� l�� ��æ��³���A�~�A�F� y ��� �B�½æk� ��� � � å � � � å ��� h �A� � � � � @~y � å K � �s��yHEAf
� �
	 � ����!$#%� ���&� � �
����� #����������!� � ��� ����� �  ��������� ��� � ��� ����� ��
 �
���&�
! �

ë � éi� æ �Yæ � y ��� y �B��� äNå � � �m��æ����B� yFl}� ��æ�� l � å ������� P � ��í � ��� å � P ����� ?
	of
� Û0Ü Ü�Ú Î � * ��Ù 	�Ü8ß�Ñ.Ó Ña×�Ö�×MÐ�Ô�Û<ß@Û0Ð�Ô�Û0Ð�ÖdÛ`Ó5ÝIÑaÞ�Û`Ó ��Û<Ò�ÙDÞ�Ó,Ó Ñ�Ú�Ð�Ô8ÑaÞ�Û�Ô�×�Ù��
ÖdÒaÛ<ÑDÛ Û���×âÑ¦Ña×MÜ8Û - � ���

W � � � ��� � ��� � �
� � �
� �,� � � 	 ��� ���
x > 0

� ��� � ���(��� �����
����� ����! � �
�

D :=] −∞, x[
� � � �(�� � � ��� � � �

y ≥ 0

lim
h−→0

P0[τ
N ≤ t, (WτN − x) ≤ y

√
h] = P0[τ ≤ t]H(y).

]`Iwf @Dd
����� � �
! �
�
� � � �"��� � ��� ! �
�

t ∈ [0, T ]
�

� � � ��� ��R ��� y ��� �B� ]`I>f�@ d �bæ y å � � � � � � �B��æ��m����� � � �O� �}K � �s�0yLr � ��� P � � � ?�	A� � �:yéA{ � å
t
f2ë � å � � �rìB�£�����4����� � � ��� ��� � �F� [0, T ]

��æ�����í Z ����� ä l � � � yx� íB� � � ���fæH���F������í ��� y ������ lof � f æ f � ��]`I>f�@Dd å � é ����æ y æ � ����� � � �4� �~] å �bæ � �B����� �����B��æ d ��� � � � y æ � ��í � ��� � ��� �F��æy � å ��� y �������Ãæ � � � l � l � � ���L�ræ � �B�����������B��æ ] æ � ��� f í f � � � ã l � � � f�CSf�r ��� � Z ����� @�	 d � �P � ã æ � � ��� �F� I>f�CSf 2_i� � � ��� � �B�,î � � y æfæ � � �
m ≥ 2

y � å � � � � �m� å ���H�����
� � � ��� ��� � ��! ! � 	 	Bf
K �m�e��æ éi� æQ�yæ ��� � ��� y � ∀(t, y) ∈ [0, T ]×R

+,∗, ζN(t) := Px[
√

h
−1

(X1
τN,1 − b1

0)
− ≥

y, τN ≤ t, τN,1 ≤ ∧m
i=2τ

N,i] −→
N

(1 − H(y))Px[τ
1 ≤ t,∧m

i=2τ
i > τ 1] := ζ(t)

f�ë ��V� � ���
ζN(t) = Px[

√
h
−1

(X1
τN,1 − b1

0)
− ≥ y, τN,1 ≤ t]

−Px[
√

h
−1

(X1
τN,1 − b1

0)
− ≥ y, τN,1 ≤ t, τN,1 > ∧m

i=2τ
N,i]

:= (ζ1
N − ζ2

N)(t).

]�Iwf CBd
_i� � � K � �0�0y£@ �Ã�B����íB�g�Pæ

ζ1
N(t) −→

N
ζ1(t) := (1 − H(y))Px[τ

1 ≤ t]
]�Iwf�r�d
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����� � � ���sl�� �B�
[0, T ]

fiK �m�b��æY��� � � ���H����� � �B��� � � l � �
ζ2
N

fAI æ yH� �B��æ � �����m� � �>� � �����æ � � �B��í`è yF��� �.ì4� � �B�J� � � � � �
X
��� � � � ��æ

ζ2
N(t) = Ex[1∧m

i=2τN,i≤t1τN,1>∧m
i=2τN,iP[

√
h
−1

(X1
τN,1 − b1

0)
− ≥ y, τN,1 ≤ t|F∧m

i=2τN,i ]]

:= Ex[1∧m
i=2τN,i≤t1τN,1>∧m

i=2τN,iξN(X1
∧m

i=2τN,i ,∧m
i=2τ

N,i, t)]

� �����
ξN(X1

∧m
i=2τN,i ,∧m

i=2τ
N,i, t) = PX1

∧m
i=2

τN,i
[
√

h
−1

(X̃1
τ̃N,1 − b1

0)
− ≥ y, τ̃N,1 ≤ t −

∧m
i=2τ

N,i]
� ��� � �

(X̃1
t )t≥0

�bæ y æQ� y � å yF� å ç è � � ����æ � yx� ������í �}�B�����
X1

∧m
i=2τN,i

y � å
τ̃N,1 := inf{ti := ih ≥ 0 : X̃1

ti
≤ b1

0}
f

_ � �Vy íF�rìB�m� yx� ã � � ��yx� �£� � � � yF� �b������� � ì yxl K := [K,K] ⊂ (b1
0, +∞)

� �&æ � l � �
ζ2
N(t)� �����H� � �0� yF� �fæ f

ζ2
N(t) = Ex[1∧m

i=2τN,i≤t1τN,1>∧m
i=2τN,i1X1

∧m
i=2

τN,i∈KξN(X1
∧m

i=2τN,i ,∧m
i=2τ

N,i, t)]

+ Ex[1∧m
i=2τN,i≤t1τN,1>∧m

i=2τN,i1X1
∧m

i=2
τN,i 6∈KξN(X1

∧m
i=2τN,i ,∧m

i=2τ
N,i, t)]

:= ζ21
N (t) + ζ22

N (t).

_ � {
ε > 0

f½ë �³��� � æ ��� � ��� y �V�B��� � y � � ���©�dæ�� K(ε), N0 := N0(ε,K(ε))
æ f � fA� � �

N ≥ N0

î
ζ2
N(t) = (1 − H(y))Px[∧m

i=2τ
i < τ 1, τ 1 ≤ t] + O(ε).

]`I>f�t�d
� ����� ��� � ���

ζ21
N (t)

� ë�� ����� éi� æQ�
ζ21
N (t) =

(

ζ21
N (t) − (1 − H(y))Px[∧m

i=2τ
i < τ 1, τ 1 ≤ t, X1

∧m
i=2τ i ∈ K]

)

+(1 − H(y))Px[∧m
i=2τ

i < τ 1, τ 1 ≤ t] − R(t,K)

� ��� � �
R(t,K) = (1 − H(y))Px[∧m

i=2τ
i < τ 1, τ 1 ≤ t, X1

∧m
i=2τ i /∈ K]

fzc �x���L��� y �
0 ≤ R(t,K) ≤ Px

[

∧m
i=2 τ i ≤ T, X1

∧m
i=2τ i ≥ K

]

+Px

[

∧m
i=2 τ i ≤ T, X1

∧m
i=2τ i ∈ (b1

0,K]
]

:= R1(K) + R2(K).

K � �s��yÃtu� � y å � l�� íF�rìB��æ R1(K) ≤ C exp(−c (K−x1)2

T
)
f " �4�������F����� � � y � å î

R2(K) −→
K−→b10

0
f ê � � � �oî � � �

ε > 0
� � � y � � ���©�dæ � K = K(ε)

æ f � f
ζ21
N (t) =

(

ζ21
N (t) − (1 − H(y))Px[∧m

i=2τ
i < τ 1, τ 1 ≤ t, X1

∧m
i=2τ i ∈ K])

)

+(1 − H(y))Px[∧m
i=2τ

i < τ 1, τ 1 ≤ t] + O(ε)

:= δN (t) + (1 − H(y))Px[∧m
i=2τ

i < τ 1, τ 1 ≤ t] + O(ε).

@ E



_ � � ���A�T��� � �
δN(t)

� �T� ��� � � å � � � ����� � � l l � � � ��í K � �0�0y�� ���dæ �T� � �©� � �bæ<�J�dæQ���J�B��� å���H���A�~�m� å � � ������æ�� � �����B� f
� Û0Ü Ü�Ú Î ��� ���

X̃1 � � � ���'� ��� � �
� � 	 � �
��� ���'� � � �
����#����
���
x̃

�
� � � �� ����� ��!$#(� ���
�
��� ���� ���� K = [K,K] ⊂ (b1

0, +∞)
���������

Px̃[
√

h
−1

(X̃1
τ̃N,1 − b1

0)
− ≥ y, τ̃N,1 ≤ u] −→

N
(1 − H(y))Px̃[τ̃

1 ≤ u]

�"��� � ��� ! ��� ���
(x̃, u) ∈ K × [0, T ]

�

_i� � � K � �0�0y£@ E î ∀ε > 0, ∃N0 := N0(K(ε), ε)
î�æ f � f

N ≥ N0

δN (t) = (1 − H(y))

{

Ex[1∧m
i=2τN,i≤t1∧m

i=2τN,i<τN,11X1
∧m

i=2
τN,i∈K×

PX1
∧m

i=2
τN,i

[τ̃ 1 ≤ t − ∧m
i=2τ

N,i]] − Px[∧m
i=2τ

i < τ 1, τ 1 ≤ t, X1
∧m

i=2τ i ∈ K]

}

+ O(ε)

:= (1 − H(y))

(

Ex[1∧m
i=2τN,i≤t1∧m

i=2τN,i<τN,11X1
∧m

i=2
τN,i∈Kξt(X

1
∧m

i=2τN,i ,∧m
i=2τ

N,i)]

− Ex[1∧m
i=2τ i≤t1∧m

i=2τ i<τ11X1
∧m

i=2
τi∈Kξt(X

1
∧m

i=2τ i,∧m
i=2τ

i)]

)

+ O(ε).

c �F���w��� y �
ξt(x, u) = Px[τ̃ ≤ t − u]

�ræ � �F����� �����B�½æL� �
(x, u) ∈ (b1

0, +∞) × [0, t]
fa � � yFl�l ��� y �

τN,i a.s−→
N

τ i, i ∈ [[1, m]]
î y � å ã �±� �B�������©�A��� � X1

∧m
i=2τN,i

a.s−→
N

X1
∧m

i=2τ i

f
" ��� � y � � ��� ��� ��� y �H���A� l y � � �

(τ 1,∧m
i=2τ

i, X1
∧m

i=2τ i)
�bæ y ã æ�� l �A��� l�� � �B�������©�A�B��æ��f��mf � f ����� K � ã ��æfíF��� � � y æ�� � � f�ë �H���©�½æ å � � �rìF� ã �±� �B�VìB� � íB� � � �£��� l y � ��� y � � � �

N
l yF� íB�L�m���B��íB�
δN (t) = O(ε), ζ21

N (t) = (1 − H(y))Px[∧m
i=2τ

i < τ 1, τ 1 ≤ t] + O(ε).
]�Iwf vBd

� ����� ��� � ���
ζ22
N (t)

� h ��� yF� íB� � � ���Pæ � ����æ��O��� � �B��� � � l �����bæe��� � �'yF� �b���������]æ�� � � l yF����H���A�dæ���� ��� � � å � � � å ���H� � � y �V�����³��� ��� æ R1(K), R2(K)
y ã �.ìB� fN � å �m� å îzæ���� � � ξN ∈ [0, 1]

�F���®íB�m�fæ
ζ22
N (t) ≤ Px[∧m

i=2τ
N,i ≤ T, X1

∧m
i=2τN,i ≥ K] + Px[∧m

i=2τ
N,i ≤ T, X1

∧m
i=2τN,i ∈ (b1

0,K]]

:= RN
1 (K) + RN

2 (K).

_i� � ��K � �0�0yHts� �&íF�m�
RN

1 (K) ≤ C exp(−c (K−x1)2

T
)
fzh ���~� � ��ì©� �B�½æ � ���F� � ��� � KíB�rìF��æ

RN
1 (K) = O(ε)

f�ë�� � ���H��� � î
RN

2 (K) := (RN
2 (K) − R2(K)) + R2(K)

f " ������k�F���k� y � å îB����� � � � � � �\� ���B� � �k� � K � ��� l å æ R2(K) = O(ε)
f " �H�����k�x����� � � y � å î� � � ����� å ��� � � � � � � (RN

2 − R2)(K)
îzæ���� � �

τN,i a.s−→
N

τ i, i ∈ [[2, m]], X1
∧m

i=2τN,i

a.s−→
N

X1
∧m

i=2τ i

î � �����£�����]æ yF� � yF� íB� � � ���Pæ � �³� � � l � � � å ��� � �B��� � � l δN (t)
î � � å � � �£ìB� ã �� �B�VìF� � íF� � � �O� � l y � ∃N0 := N0(K, ε), N ≥ N0, |(RN

2 −R2)(K)| ≤ ε.
ê � � � �oî � � �

N := N(K, ε)
l yF� íB�V� ���F��íB�,î � � �V� �����

ζ22
N (t) = O(ε)

� ��� � �����oíB�m����� �e� ����� ]`I>f�vBd
@ ?



íB�rìF��æ ]`I>f�t�dgfi_i� � � ]`I>f�t�d î ]`I>f rBdYy � å ]`I>f�CBd�� � å � � �rìB�³������æ�� � � l � � �B�VìF� � íF� � � �w� �
ζN

���
ζ
� � �Vy�éA{ � å t ∈ [0, T ]

f
h ���u����� � � ��� ��� � ���

t ∈ [0, T ] å � � �rìF��æ ��� � � ���A� �`yF� �³��� y �
ζN(t)

�bæ y£� � � � l y ���£ìB�
å �bæQ� � � ã �A��� �B� � �A� � ��� �B� � ����� � �B�������©�A�B��æ l � � � �Dî¯æ�� � yFl æ�� ���A� yF� íB� � � ���Pæ y �4�����
ã ��íB� �A��� ��íH� � ������� � �©� � � �\K � �0�0y£@ � f 2

� � � � ��� ��� ��� � ��! ! ��	 	 �

K �m�%��æ å � é ��� ∀(x, u) ∈ K = [K,K]×[0, T ], K > b1
0, ΨN(x, u) = Px[

√
h
−1

(X̃1
τ̃N,1−

b1
0)

− ≥ y, τ̃N,1 ≤ u]
fM_ � ��y¼éA{ � å x ∈ K î K � �s�0y @ � � ��� l å æL��� y � ΨN (x, u) −→

N

(1−H(y))Px[τ
1 ≤ u] := Ψ(x, u)

���A� � � � �0l � �F�
u ∈ [0, T ]

fBK �m�T��æT��� � æ���� � ��� y �� � �Vy
éA{ � å u ∈ [0, T ]
� �~� y ìB������������� � � ���'� �F�<ìF� � íB� � � � ��f � f � f

x ∈ K f�ë�� � ���
ΨN(x, u) = Px[

√
h
−1

(X̃1
τ̃N,1 − b1

0)
− ≥ y] − Px[

√
h
−1

(X̃1
τ̃N,1 − b1

0)
− ≥ y, τ̃N,1 > u]

:= Ψ1
N(x) − Ψ2

N(x, u).

ë �����¨���A� ���F� y �����B��æu� �³h �A� � � � � @ îe� ��� � � å � � � �½í ∀a ≥ 0, τ̄a := inf{n ∈ N :

sn > a} î � � �V� ����� Ψ1
N(x) = Px[

√
h
−1

(X̃1
τ̃N,1 − b1

0)
− ≥ y] = P0[(sτ̄

(x−b1
0
)/

√
h
−

(x − b1
0)/

√
h) ≥ y]

fzR ��� y ��� �B� ] @ ?�d���� � � � P � ��� ?�	 íB�£ìB��æ
limb→∞ P0[sτ̄b

− b ≥ y] =
1−H(y)

f½ê � � � �oî
Ψ1

N(x) −→
N

(1− H(y))
���A� � � � �0l � �B�

x ∈ K f½ë � å ��ìF� l �B� Ψ2
Nl � � �b� �������L� � �S� � � � K � �s��y~r>��� � � �����æ yF� � � � � � � �m� � �¢î � �F��� � � l�l ����í³��� y � � � � y ��bæ � l y ���L����� � � ��� � ��æ �Pæ f�ë ��íB�g�

Ψ2
N(x, u) = P[(sτ̄

(x−b1
0
)/

√
h
− (x − b1

0)/
√

h) ≥ y, τ̄(x−b10)/
√

h > φ(u)/h]

=
∫ ∞

0
P[τ̄(x−b10)/

√
h > φ(u)/h, (x − b1

0)/
√

h − sφ(u)/h ∈ [z, z + dz)]

×P[sτ̄z − z ≥ y].

ë �Ãæ�� l ���~����� y ã �.ìF��� ������í ��yFl �������®��� � �m����� ��� æ Ψ21
N , Ψ22

N , Ψ23
N

� ��æ �}� � ���£ìB� l��-y æfæ � ä� � y ��� å ��� �����±� ����� � ì yFl æ (0, ε(x − b1
0)/

√
h)
î

(ε(x − b1
0)/

√
h
î

(x − b1
0)/(ε

√
h))
î

((x − b1
0)/(ε

√
h),∞)

� � �Vy � yF� ã ��� ��yF�Q� ε ∈ (0, 1)
f " ����� y æ

Ψ21
N (x, u) ≤ P[

(1 − ε)(x − b1
0)√

h
√

φ(u)/h
≤ N (0, 1) ≤ x − b1

0√
h
√

φ(u)/h
]

≤ P[
(1 − ε)(x − b1

0)

T 1/2
≤ N (0, 1) ≤ x − b1

0

T 1/2
] ≤ Cε(K−b10)

T 1/2

CFp



����� � � ���sl��u� � �
x ∈ K fjë � yFl æ��u� y ìB�

Ψ23
N (x, u) ≤ P[N (0, 1) ≤ (1 − ε−1)

x − b1
0

φ(u)1/2
] ≤ P[N (0, 1) ≤ (1 − ε−1)

K − b1
0

T 1/2
]

≤ CT 1/2

K − b1
0

ε

1 − ε

� ��� � �±�rææ ��� l l ����� � � ���^��f � f � f
x ∈ K fM_i� � � ���A��æ�� � � � �A�A� y ��� �B�½æ � � å � � �£ìB�Ã��� y �� � �

N
l yF� íB�¼� �A�B��íB�,î

Ψ22
N (x, u) = (1 − H(y))Px[τ̃

N,1 > u] + O(ε)
î � ��� � ������ � ��æ ���bæu����� � � ��� ��f � f � f K feN �0����� � � � � � � � � �0y � ��æH����æ ��� � Px[τ̃

N,1 > u] :=
γN(u, x) −→

N
γ(u, x) := Px[τ̃

1 > u]
����� � � ���sl�� �B� K f�ë �¼���x��� ��� y � 1 −

γN(u, x) = P0[supi∈[[0,φ(u)/h]] X̃
1
ti
≥ (x − b1

0)]
�bæ å � � � � y æ�����ís� � x

î æ��u��� y �
γN(u, .)�bæ>� � �m� � y æ�� �½í f\P � � � �������`æ�� � � l � l � � �����bæ � �B����� �����B��æ�î � � å � � �rìF������������� � � ��� ��� ���æ�����íH������æ yF� � yF� íB� � � ���Pæ y æb���4������� � �S� � � � K � �s��y4@ � f

c � � î � �0� y ìB�¼æ ��� � �-��� y � � � �>y¦éS{ � å � yF��yF� �g��� � x ∈ K î u ∈ [0, T ]
î � ��� y ìF������³�A��� � � � � � �B�VìB� � íB�m� � � � ����� � ��æ��J� � �k���Ã�����O�F����� � fiK �g�k��æk��� � æ���� � ����� � �B���������� � � ��� � �F�<ìF� � íB� � � � fzh ��� l � � � �

Ψ
�bæY���A� � � � �0l �u� �B�����������B��æk�B� K× [0, T ]

fSh ���bæ� � y å æ
∀ε > 0, ∃η := η(ε), ∀(x, x′) × (t, t′) ∈ K2 × [0, T ]2, |t − t′| + |x − x′| ≤ η,

|Ψ(x, t) − Ψ(x′, t′)| ≤ ε. ]�Iwf�q�dN �u� yF� ��� � � l yF� î |t−t′| ≤ η ⇒ supx∈K |Ψ(x, t)−Ψ(x, t′)| ≤ ε
fFK �g�:��æ:��� � � �F��æ�� å � �yH� ��íF� l yF� í � � å Λ := {si}i∈[[1,a]]

� �
[0, T ]

� �����³æQ��� �
s = si+1 − si ≤ η

fzP � � � � � � �Vy
éA{ � å t ∈ [0, T ]

� ��� y ìB�~����� � � ��� � �B�VìB� � íB�m� � �>� �³æ�� yF� ����� � � � ��æ
∀ε > 0, ∃N0 = max

i∈[[1,a]]
N0(si), N ≥ N0, sup

i∈[[1,a]]
sup
x∈K

|ΨN(x, si) − Ψ(x, si)| ≤ ε.]�Iwf � dc �F��� ��í ��� y � ã �F��� ΨN(x, .), Ψ(x, .)
yF� ��� � �m� � y æ�� �½í � ��� � �����B��æ � � å � � �£ìB� ��� � �]`I>f q�d î ]`I>f � d

∀t ∈ [si, si+1], Ψ(x, si) − Ψ(x, si+1) + Ψ(x, si+1) − ΨN(x, si+1)

≤ Ψ(x, t) − ΨN (x, t) ≤ Ψ(x, si+1) − Ψ(x, si) + Ψ(x, si) − ΨN (x, si),

∀ε > 0, ∃N0, N ≥ N0, supt∈[0,T ] supx∈K |Ψ(x, t) − ΨN (x, t)| ≤ ε

� ��� � �¦æ��A� � æV���A� � �F� ���V����� � � ��� ��� �0y � å � � � � l �m����æY���A�~� � �©� � f 2

CS@



/ � ÛjÙ�Õ�áTÑaÙ
Ú�à@Ó5Õ�ÑÃÑaÞ�Û ��×MáMáMÛ0Ô Þ�Û<Ú½Ñ �zÛ0Ò�Ð�Û0áBØ�ß�ÒaÓ,ÓzÝYÓzÝ � Û0Ü Ü8Ú Î �

" ����� � ����� � � � ���©� l æY���4������� � �S� � � � ����� K � �s�0y �bæY���A� � � l l � � ����íÃ� å � ����� � �
∀x > 0, ∀µ > ν ≥ 0, Iµ(x) < Iν(x).

]�çOf @Dd
a � l y ��� �B� ]�çOf @DdJ��y æ%� � �.ìF� å ã ��� �B����æ ��� � � �F� qBE�	 f _i� � � � å � ����� � �L?Af�qAf�rFt � � I ã ��yx� � ä� ���fï y � å P ����íB��� � � yFl æ �ÃíF�m�b��� y � exp(z) = I0(z) + 2

∑∞
n=1 In(z)

f�ê � � � �oî ��� � ������e� { � l � � ��� � { � � ��æfæ � �B�w� � ����� � � l�l � å �A� y � � � � ��� l î�æ�� � G:� �B�J�dæ�� �����B� @DCby � å a � �0yF���@ t î y � å � � � yFl l � ��íw��� y � νn := nπ/ω > n
î ]�ç�f�@Dd � ��� l å æ

qt(x, y) ≤ 2 exp(− r2+ρ2

2t
)

tω

∑∞
n=1 Iνn

(
rρ
t

)

≤ 2 exp(− r2+ρ2

2t
)

tω

∑∞
n=1 In

(
rρ
t

)

≤ exp(− |r−ρ|2
2t

)

tω
.

G �A�
At :=

∑∞
n=1 ∂t(sin(νnθ) sin(νnη)Iνn

(
rρ
t

)

)
fT_z� � � ����� � � � � ��� � � � � � � l y ��� �B�½æ�B� � � å � é � å ç ��æfæ � lk� ��� � ��� �F��æ�î´æ � � � � � � � l y ?Af qSf�CFq ��� � ILP � C�	 î\�B���³íB�g�Pæ |At| ≤

rρ
2t2
∑∞

n=1(Iνn+1 + Iνn−1)
(

rρ
t

)

≤ C rρ
t2

exp
(

rρ
t

) fih ����æ�î
exp

(

− r2+ρ2

2t

)

|At| ≤ C rρ
t2

exp
(

− |r−ρ|2
2t

)

≤ C(R2

t2
+ R|r−ρ|

t2
) exp

(

−c |r−ρ|2
2t

)

≤ C(R2

t2
+ R

t3/2 ) exp
(

−c |r−ρ|2
t

)

≤ C
tξ

exp
(

−c |r−ρ|2
t

)

� ��� � �¦íB�£ìB��æk����� � ��æ � l � � � � �����³��� � � å � � �£ì y ���£ìB� fh ��� ã �B��� å � å ����æfæ y � å ê��Fl å � �>� �B����� ����� � � � � �����`í ��y å ��� ���w�ræ&æ � � � ��� � � � � ��� � � ����4� ã � y ��� f K �g�³��æ®æ��A� � ���A��æ��u� � �B�J� � ��� ��æ � � � �����H� yF� ��� yFl å � � �£ì y ���£ìB�w� � �����Ã��� y �� � � ��� l ��f � f � f ����� éi� æ �Ã� yF��yF� �m��� �mfMh ��� �¾� �F� l å ã �s� ã � y � ��� å � � � �����0�x����� � �B�A��æ� {AyF� � l�� � �4������æ yF� � ��y �Bf5çYyF� �³� y � å � yxl � � l y ��� �B��æ � ��� l å
∂x1qt(x, y) = −x1

t
qt(x, y) + ρ

t2ω
exp

(

− r2+ρ2

2t

) ∞∑

n=1

sin(νnη)×
{

sin((νn − 1)θ)Iνn−1

(
rρ
t

)

+ sin((νn + 1)θ)Iνn+1

(
rρ
t

)}

.

h ���~� � ��ìS���B��æ yF� íB� � � ���Pæ�íB�£ìB�³���A�%æQ� y ��� å � �B��� � � l � � � |∂x1qt(x, y)| fc � � îM����� � �dæ � �Næ�� �½íB� l yx� � ��� � � � �·���A�0� { � � ��ælæ����B�-� �
∂x1qt(x, y)

�bæ³�����u�B�A�0��� äìB� l ì©� ��íÃ����� � � å � é � å ç ��æfæ � lM� ��� � ��� �F��æY� � l � � ��æ �V� � å � � f�h ����æ�î � ��� y ìB�³���H� � �.ìB������ ê �Bl å � �k� �B����� ������� � � �
gt(x, y) := ρ

t2ω
exp

(

− r2+ρ2

2t

) ∞∑

n=1

sin(νnη) sin((νn − 1)θ)Iνn−1

(
rρ

t

)

:= ρ
t2ω

exp
(

− r2+ρ2

2t

)

Bt(x, y).

CBC



P ��� l l ã � å � � � � � � � � �A�A� y ��� �B� � ��íB�m�V��� y �
|∇xBt(x, y)| ≤ Cρ

t

{

exp
(

rρ

t

)

+
∞∑

n=1

Iνn−2

(
rρ

t

)}

.

c � � î æ���� � �
z ∈ R

+∗ î ��� � � � ��� y ��� �B� ?Af�qAf CFp � � � ILP � C�	
Iν(z) =

1

π

∫ π

0
exp(z cos(γ)) cos(νγ)dγ − sin(νπ)

π

∫ ∞

0
exp(−z cosh(t) − νt)dt.

_i� � � �����ræb� { � � ��æfæ����B� � �k�bæV� y æ�� l�� æ � �m�®��� y � ∀n ∈ N, z > 0, In(z) = I−n(z)
y � å

∀ν > 0, ∀ε > 0

|Iν − I−ν|(z) ≤ C
∫ ∞

0
exp(−z cosh(t)) exp(νt)dt

= C
∫ 1

0
exp(−z

2
(u−1 + u))u−(1+ν)du ≤ Cz−(ν+ε)

∫ 1

0
u−(1−ε)du ≤ C

ε
z−(ν+ε).

h ����æ�î � � �VyFl�l
ε > 0

|∇xBt(x, y)| ≤ Cρ

t

{

exp
(

rρ

t

)

+ ε−1
(

rρ

t

)−(2−ν1+ε)

1ν1<2

}

.
]MçOf CBd

h y�� �
(x, x′) ∈ (B(0, R) ∩ D̃)2

îzæ f � f
r < r′

fJ_ � �
α0 ∈ (0, 1]

��� ã �&æ��J� � � é � å l y ��� ��B�,îi� � � � � ��æ
|gt(x,y)−gt(x′,y)|

|x−x′|α0
≤ ρ

t2ω
exp

(

−ρ2

2t

) [∣
∣
∣exp

(

− r′2

2t

)

− exp
(

− r2

2t

)∣
∣
∣ |Bt(x, y)|

+ exp
(

− r′2

2t

)

|Bt(x
′, y) − Bt(x, y)|

]

× |x − x′|−α0 := (A1
t + A2

t )(x, x′).

a � � yFl�l ����íw��� y � |x − x′| ≥ |r − r′| y � å |Bt(x, y)| ≤ C exp
(

rρ
t

) � � å � � �£ìB�
A1

t (x, x′) ≤ Cρ
t3

exp
(

−ρ2

2t

)

sups∈[r,r′] exp
(

− s2

2t

)

|r − r′|1−α0 × exp
(

rρ
t

)

≤ C
tξ

exp
(

−c |r−ρ|2
t

)

.

]MçOf�r�d
ë � yxl æ��k� y ìF�

A2
t (x, x′) ≤ Cρ

t2
exp

(

− r′2+ρ2

2t

)

supu∈[0,1] |∇xBt(ux+(1−u)x′, y)||x−
x′|1−α0 .

ê �m� � �¢î ��� � � ]MçOf CBd�� ��íB�g�
A2

t (x, x′) ≤ Cρ2

t3
exp

(

− r′2+ρ2

2t

){

exp
(

r′ρ
t

)

+ ε−1
(

rρ
t

)−(2−ν1+ε)
1ν1<2

}

×

|x − x′|1−α0 .

N �
ν1 ≥ 2

î\����� y ã �aìF� � �B��� � � l ���díF�m���A� �u� ����� ]MçOf rBd íF�rìB�4�����³æ � y ��� � � ���0� � ������ � �F�}�dæ ����� �B� � � ���
α0 = 1

î:� f � f �����¦í ��y å � �m���u�bæ K � ��æ � �����fï � �B�������©�A�B��æ f P � ��� � ���� � �B�µî � � � �F��æ�� å � � ���A� � y æ�� ν1 < 2
f
CFr



N � |x − x′| ≤ r
î � � å � � �rìF� ��� � � ������� � ��ìS���B��æV� { � � ��ælæ�� �F�®��� y � � � �

ν1 > ε

A2
t (x, x′) ≤ C

(1∧ε)tξ
exp

(

−c |r′−ρ|2
t

)

(1 + r1−α0−(2−ν1+ε))

≤ C
(1∧ε)tξ

exp
(

−c |r′−ρ|2
t

)

(1 + rν1−1−ε−α0).

]MçOf t�d
" � �������F����� � � y � å îi� � |x − x′| > r

î � � �V� �����
A2

t (x, x′) ≤ Cρ
t2

exp
(

− r′2+ρ2

2t

)

|Bt(x, y) − Bt(x
′, y)| × |x − x′|−α0

≤ Cρ
t2

exp
(

− r′2+ρ2

2t

) (
∑∞

n=1(νn − 1)Iνn−1

(
rρ
t

)

+
∑∞

n=1

∣
∣
∣Iνn−1

(
rρ
t

)

− Iνn−1

(
r′ρ
t

)∣
∣
∣

)

× |x − x′|−α0 := Cρ
t2

exp
(

− r′2+ρ2

2t

)

(D1
t + D2

t ).]MçOf vBd_i� � � ����� � � � � ��� �m� � � � � l y �����B��æM�B� � � å � é � å ç ��ælæ�� l©� ��� � ��� �F��æ�îaæ��m���m�©� y �����B� ?Af�qAf CFq� � � I³P � C
	 î y � å æ � � � � |x − x′| > r
�F���®íB�m�fæ

D1
t ≤ Crρ

t

∑

n≥1(Iνn−2 + Iνn)
(

rρ
t

)

r−α0 ≤ Cr1−α0ρ
(1∧ε)t

exp
(

ρr
t

) {(
rρ
t

)−(2−ν1+ε)
+ 1

}

≤ C
1∧ε

exp
(

rρ
t

){

ρ
t
+
(

ρ
t

)ν1−1−ε
rν1−1−ε−α0

}

. ]MçOf�q�da � � yFl�l ��� � � � ��� � l yH?Af�qAf�@ Ew��� � � � I³P � C�	 î�� f � f
∀ν > −1/2, Iν(z) =

(1
2
z)ν

π1/2Γ(ν + 1
2
)

∫ 1

−1
(1 − u2)ν−1/2 cosh(zu)du.

ê �m� � �¢î
D2

t ≤ C
{

|Iν1−1

(
rρ
t

)

− Iν1−1

(
r′ρ
t

)

| + ρ|r−r′|
t

exp
(

r′ρ
t

)}

|x − x′|−α0

≤ C
{(

ρ
t

)ν1−1 |rν1−1 − r′ν1−1| +
(

ρ
t

)ν1 |r − r′| + ρ|r−r′|
t

}

exp
(

r′ρ
t

)

|r − r′|−α0

≤ C
{(

ρ
t

)ν1−1 |r − r′|ν1−1−α0 +
(

ρ
t

)ν1

+ ρ
t

}

exp
(

r′ρ
t

)

. ]MçOf � dG:l ��ídíF� ��í ]MçOf qBdYy � å ]�çOf � d � ����� ]MçOf vBd � � å � � �rìF�³��� y � � � � |x − x′| > r

A2
t (x, x′) ≤ C

(1 ∧ ε)tξ
exp

(

−c
|r′ − ρ|2

t

)
{

1 + |r − r′|ν1−1−α0 + rν1−1−ε−α0

}

.]MçOf�E�dh y�� �³��� �
ε > 0

æ f � f
ν1 − 1− ε > 0

f�P �m�
α0 = ν1 − 1− ε

fA_z� � �+]�çOf t�d�y � å ]�çOf�E�d������� � �S� � �ræ � � � � l �g��� f
2

� Û0Ü8Ú�Ò�� Î � ����� � #������&� ���"����� ��� � ��� � ��� ���
� ����� #%���  �'��� ����� � ������� ���(��� � ��� � ���������
� � ��� �'����� � � � ��! ������� � #%�&�
! ��� � � ����� ��� � � �

φ1
����� ��� � � ����� � ����� ��� ����� � �"�!���&�'��� ���

����� � ��� � #%�&� � � �
� � ��� � ���#%� � � � ��! � ��� ����� � ��#�� � ���&� � �
� � � � � �
! ���(���'���%��� � � ���!�,� � ���
� ��� � ��� � ����� �

ω
� ���  ��� � ��
 � � ��� �(�� � � ����! � 
 � !$#�� � �%��� �  �
� � �� �'� � � � �� 	 � �

���(� �
φ1(x) = O(rν1), ν1 = π/ω

�������
x −→ 0

� ��� � � ���������&�&������� � � ��� ����� ���,� �

Cxt



� ��� � � ����� � � � ���
� � �
qt(x, y) =

∞∑

i=1

exp(−Eit)φi(x)φi(y)
��������� �����

(Ei)i∈N∗
� ��� �����
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