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µ
032

uε

6\' '*6?h k>E  "S0j.*08h k>+5"S V ��-,"7JY0O98+,.#6?-MK
u(x, y) =

∑

k∈ZN

û(x, k)e2iπk·y ,

@  i9b *98+,.* 
µ =

∑

k 6=0∈ZN

|û(x, k)|2δ

(

ξ −
k

|k|

)

,

@ Aq #JY δ 6\'4"?A, �� 6?JY%b. hs%I'*' V
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A|�;�T�}�T¨1���}�_�y�=��g�G�iÅ#�r���?��\�KU�C«d��¨;�K�}���}¨E�?�i�������b�K�r��\¨.�}�n�.�K¨1�r��r�t�;����¬#ª��C«����rª#� ��G�1�?�r�y¨k�b���_�i�r�t©K�G�=�1Àb���M�?�G�r��}�_���?�

A0 �K�}� A1 ® � �X�=�;���K�r�G¬#ª
η
�?���J�n�G���t�M�?�}�=�G�K�

¨1�����r�.�K�_�9���p�K�r�b��¨E�p�.�Z�?�i�G¬��1�C«d�;�;���?���\�C«d�X�G�n�r��r�y�n�y�;® �Q���K�r����p«d�K�.���;�=«d�N�K�?�r���G�
�r�b�Z�

A1 = A0(1 + η).
�9���p�.�n�}�K�9�n

η
�t�U�r���C�?�r�y¨E�?��f�r�

(−1; +∞)
�K¬}�=���t�G�r���{�_��Ä��}�;�}«d�p�r�}�n�t�b���r�r���G�9�r�}�n�

η
�y�w�f�r�X�n�t���b�n�.�n�G�1�?�;������® ��®

|η| << 1
®/BY����n�?�i���G¬#ª

χ
�r���T¨.�}�K�?��¨E�r��r�y�_�r�y¨w±���}¨1�r�t�K�

�nv�r���T�?�;���i���o�=¨;¨;�����t���¬#ªJ���}���_�
A1 ��«d�T�=�1Àb���N�G¨1�K�b�=�}¨E�?�i©#�i�CªX�r��}�r�K�

A(x) = (1 − χ(x))A0 + χ(x)A1 = A0(1 + ηχ(x)).

»



�����g�V�_�G�#�n�?�²¬��K���}����²���b��Á�r�1�
Ω ⊂ RN

�	«w�i�r�Á¬��K�}�}���n�?ª
∂Ω = ΓD ∪ ΓN

�P�n�b�
±�K�{�K�t©K����r�K�}�?¨;�T�r��r�X�

f ∈ H−1(Ω)
�K�}�

g ∈ L2(∂Ω)
�b«d�+¨1���}�r�t�=��w�r�}�N±�K�t�t�Z«w�i���

¬��K���}�}�n�?ªX©j�K�i�}�T���r��¬��t�;�

−
���i©

(A∇u ) = f
�t�

Ω
u = 0

���
ΓD

A∇u · n = g
�K�

ΓN ,







Â ��Æ

«w���y¨.� ���=�G�M�.�N�������yÄ����J�_���i���r�t�K� �i�
H1(Ω)

® ��ª#���y¨;�n�t�tª�«��X«9�n���\�r���G�i�}�i�G�t�;�J�n�
�K¬�ÉC�¨E�?�i©��Y±�}�}¨E�?�i�����n^�?���\�Cª#�b�

J(χ) =

∫

Ω

j1(u) dx+

∫

ΓN

j2(u) ds,

«w����r���?���²¬��K���b���n�?ª´�t���r��K�.�n�p�y�o�=�;À}����� �K���tª��K�
ΓN

�r�i�}¨;�
u = 0

�t�JÀ�Å=��°�K�
ΓD

®�� �o�K�?�r���G�G�r�}�n�N�r���V�i���?�;�K�.�n�b���
ji
�n�?�X�np¨;�t���r�

C3 «w�M�?�³�K�=��Ä��b�Z�r�X���r�Z«9�?�
¨1���}�=�i�r�t�K�}�®'�}�K�N�;Å��n�G���t�K�^«d�o���r�r���G�k�r�}�n�N�r����r�X�;Å=�t�_�?�f��¨1�K�b�C�.�n���

C > 0
�_�}¨.�

�r�b�Z���±�K�p�n�#ª
u ∈ R

�

|ji(u)| ≤ C(|u|2 + 1), |j′i(u)| ≤ C(|u| + 1), |j′′i (u)| ≤ C.

� �¨;�K���.�r�K�=�G�K�?�g�r��¬=�?�i�N�K�}���i���r�9�?��_�r�?�y¨E�r�t©K�\�K�?�r���G�=�r�t�K�}�w�K�r�g�����?�_�t¬��t�K®
¯Y�?�_�}�k�t�����?�}�Z�T�?���k�C«������}���_���\�}�j©K�k���?��?¨1�?�i¬��� ©K���i�}�k�k±�.�K¨1�r�t�K�}��

Θ
±���

A1�n�b�
1 − Θ

±�K�
A0 ��«w�M�?� Θ ∈ (0, 1)

�=«d�T�=�1Àb���N�G�_�;�p�n����=�G�t�?�r�i¬��t�T�=��r�t�K�}�

Uad =

{

χ ∈ L∞(Ω; {0, 1}),
�_�}¨.�V�r�b�Z� ∫

Ω

χ(x) dx = Θ|Ω|

}

.
Â 
�Æ

� �N�n�?�{�?����=ªX�r�X�=�;À}���\�?���N�C�.�n�r�r�t���G�b���i���w�n��K�}�p�C�?�}�=ªK®
�����������	���
� �!�����i 4.*%8E?E�BE %8JLKM %chlk/EQ6?"L+,9; �� 0*k>"76?hf%cE!9b �'G6FKc-fk/JY0 $ Em #h "BAq 2�0cE?Em0 @ 6?-�K0^k/"L6?hi6��O%8"76�08- k>JY0 $ E  �h

inf
χ∈Uad

J(χ).
Â »KÆ

¯p�i�r�������K�����?�K¬��t�;� Â »KÆ+�}�K�k¬��;��´�;Å��?�;�}�r�t©K�;�tªz�C�?�}�=�t��´¬#ªz�k���n�}�k�K{�����k���K� ����t��n�r�t�K�z�?���;���rª�¸i¹;º��w¸ ¼Zº��w¸t¹j½º��p¸I¾=¹Eº��s«��V���?�K�����r�JªK�;�k�n�}�n�r�}�;�f�K�����?����¨.�z¬}�K�r�� ���
�r�}�g�r�i�G���t�i±ª��t���G�K�?�_�}�k���r�t�K�X�?�}�Z�d�r���\�n�G���t�i�r�}�=�g�}�K�?�K�k�;�r��

η
�y�d�r�X�n�t��®��9���g�_�X�K�i�

�n�G���t�i�r�}�=�k�K�rª#�k���r�n�?�t¨+�n Â »KÆw«w�t�t�v�?���;�Á¬b�k�r��t�nÅ=���¬#ª��}�_�t���
H � �G���K�r���r���9�r�}�;�K�?ªK®� ���g�G�n�r�t©Z�Z�?�i���²±�K�g�t���?�r�=�=�b¨1�t���o�?���y�{�}�;« �G�1�?���=�²�y�{�r�}�n�g�X�n�#ª²�r�i�G���t�k�K�;�}�;�.�n� ��t��Z�?�i���}�{�n Â »KÆ{¨;�n�Á���n�\¬b�X�r�K�t©K����¬#ªV�?���G���K�G���K�;�}�i���Z�r�t�K���G�;�r���=�²«w�}�;�?��K�Y�r�}�;ª

�n�?�G�n�G�;�}�K¬��t�f�?���K���N�r�X�n�t�&�n�G���t�M�?�}�=�J�n�}���r���K¨.�|®������g�r���J�?�nÃ��k�Kd�r�i�G���t�y¨1�i�Cª²«��
¬��;�K�t��«w�M�?�V�?���N�r�i�G���t�T�1Å��n�G���t� Â »�ÆE®

¯Y�?�_�}�k�t�����r�b�Z�\�r���X�K�k�}�i�i�r�}���k���T¨1�K���?�?���C�
η
�y�g�r�X�n�t���^«��k�b��_±���r� �V�r�¨;�K�}� ��K�.�=��Y�1Å=�}�K�}�r�i�����i���?���G�C�.�Z�r�+�Ä��}�Z�?�i���Á�n�b���i�²�r���k�K¬=ÉC��¨E�?�i©��T±���}¨1�r�t�K�|® § �t�}¨1�f�r���

¨1�#���X¨;�i����p�G�n�r�?�MÅ
A
�t� Â ��Æw�y�p�n�²� �G�}�T±���}¨1�r�t�K���n

η
�}�?���+�r�K�t�=�r�t�K�

u ∈ H1(Ω)
�y�

�n�b�n�tª��?�t¨g«w�i�r���?��r�b��¨E�9�r�
η
�}�n�b�V«d�T¨;�K�V«w�?�M�?�

u = u0 + η u1 + η2u2 +O(η3).
Â ¼�Æ

¼



·&�t���K���i�}�f�?���y�p�n�}�?�Z�?�{�t� Â ��Ædª��t�;�y���d�?���r��T�Ä��}�n�r�t�K�}��±�K�
(u0, u1, u2)

−
���i©

(A0 ∇u0 ) = f,
u0 = 0

���
ΓD

A0 ∇u0 · n = g
�K�

ΓN ,







Â ½nÆ

−
���i©

(A0 ∇u1 ) =
�=�i©

(χ A0∇u0 ),
u1 = 0

�K�
ΓD

A0 ∇u1 · n = −χA0∇u0 · n
�K�

ΓN ,







Â ��Æ

−
�=�t©

(A0 ∇u2 ) =
�=�t©

(χ A0∇u1 )
u2 = 0

�K�
ΓD

A0 ∇u2 · n = −χA0 ∇u1 · n
�K�

ΓN .







Â ��Æ

�w��G�K�rÃ´�r�b�Z�
u0 �=�#���J���K���=��b��}� �K�

χ
�n�b���r�#�}�V�K���tª

u1, u2 �=�;���;�}�}�V���
χ
®

§ �t�G�i�y�n�?�iª��=«��\�X�nÃ��T� ���jª#�i���9�1Å=�}�n�b�_�t�K�V�i���r�}�T�K¬=ÉC��¨E�r�t©K�g±���b¨E�r�t�K���?�k���1�

J(χ) =

∫

Ω

j1(u
0) dx + η

∫

Ω

j′1(u
0)u1 dx + η2

∫

Ω

(

j′1(u
0)u2 +

1

2
j′′1 (u0)(u1)2

)

dx

+

∫

ΓN

j2(u
0) ds+η

∫

ΓN

j′2(u
0)u1 ds+η2

∫

ΓN

(

j′2(u
0)u2 +

1

2
j′′2 (u0)(u1)2

)

ds+O(η3).

�p��K�t�¨1�r�t���T�r�}�Y�?�;�X�n�t�}�=��&�r��r� «d�Y�t���?�r�=�=�b¨1�Y�\±�}�}¨E�?�i���
Jsa

«w�}�t¨.�X�����iªX�=��b��}���
�K�

u0, u1, u2

Jsa(u0, u1, u2) =

∫

Ω

j1(u
0) dx+ η

∫

Ω

j′1(u
0)u1 dx

+η2

∫

Ω

(

j′1(u
0)u2 +

1

2
j′′1 (u0)(u1)2

)

dx

+

∫

ΓN

j2(u
0) ds+ η

∫

ΓN

j′2(u
0)u1 ds

+η2

∫

ΓN

(

j′2(u
0)u2 +

1

2
j′′2 (u0)(u1)2

)

ds.

Â ¹ �Æ

���i�b�n�t�iª���«d�{¨�n���=�1À}�}�Y�?���Y�Cª#���y¨;�K�P�_�}�K�b�{�K�=�?�i�G�t��n�r�t�K�o�}�r��¬��i�� «��\�n�?�Y�t���r�;�?��_�r���
�t�|®
�����������	���
� �!�\� �i s.*%8E?E ?'Ghs%8E?E=%chlk/EQ6?"L+,9; �� 0*k>"76?hf%cE=9b �'G6FKc- k/JY0 $ Em #h "BAq i'# *.*08->9cn
08J^9b #J %I'GP8hlk/"d0c"L6�.f0 2gk>JY0 $ E  �h _�� e r=->%chf #EQP

inf
χ∈Uad

{

Jsa(χ) = Jsa(u0, u1, u2)
} Â ¹K¹�Æ

@ Aq #JY Jsa

6\'s9b L< -/ ^9 $ P]_��;T e %c->9 u0, u1, u2 %cJY `'#08EQ+5"76�08-,'f0 2 "BAq i'G"S%8"S s *)�+,%c"L6�0c-q'
_�� e rl_�� e r _�� e JY �'7kq *.#"L6?C8 #EQP V

�9���²�?��_�J�n\�r�}�²�}�n���;�o�t�J���;©K�K�r���!�?�z�r�}�Á�C�?�}�=ª��ng�r��� �_�}�K�b�����=�r�t�G�i���Z�?�i���
���?�K¬��t�;� Â ¹K¹jÆd�n�}�V�M�.�w©Z�n�?�i���}�d�K����;�.�n�t�i���Z�?�i���}�;®

½




o�������� ����� W Aq i%I'GP8h k>"S08"76�.  ^[�kq%c-q'G6�08- _)� e 6\'�%b.#"L+,%cE?EQPs+5-,6 2�0cJGh @ 6?"BA JY �'7kq *.#" "d0"BAq l.*Aq%cJY%b.#"d #JG6\'G"L6�.!2*+5->.#"L6�0c-p_S%
2�%;.�" "?A,%8" @  g'YA,%8E?E5+�'# gEm%8"S #J 6?- o� �hs%8JYN�� V � e V ��->9; ^ *98r
6?-,"7JY0O98+,.#6?-MK

rη = η−3
(

u− u0 − ηu1 − η2u2
)

,6?"=6\'` *%8'*6?EFPs'# ^ #-1"S0f'#%8"76\'B2*P
−
986?C

(A∇rη ) =
986?C

(χ A0∇u2 )
rη = 0

0c-
ΓD

A∇rη · n = −χA0 ∇u2 · n
0c-

ΓN ,







2*JY0ch @ A56�.^A @  `9; *98+,.* �"BAq i% k/JG6�08JG6� G'G"76?hf%c"d 

‖∇rη‖L2(Ω)N ≤
C

min(1, 1 + η)

@ Aq #JY "?A, `.*0c-q'G"d%c-," C > 0
9b0O G'4-/08"	9b Skq #->9 08-

η
->0cJ 08-

χ V
&�'�� � 7 .�,�� , 352�=��
	 ;

H �
+-7 ,/: 4�57 :

¯Y�U�G���_�U�K�=�?�i�X�K�b�=���_�t�K�X���?�K¬}�i��G��n�?���{�r�X�n�t�b�K�k�}�i�i�r�}���Y���?�K¬��t�;� Â ¹�¹�Æ��y�&�t�i� � �b���_����t���r���k�_��}�_�\�?�}�Z�g�M�g�=�#��p�}�n�{���=�G�M�\�X�G�i���t�G�i��;�{�i�����;����?�K��® �9����r�;±�K�?�g«d�N�?�;�y�ZÅ
�i�p¬�ªo�}�_�t���

H � �G��K�r���?��®
�9���o���;����?�K�&���?�=¨1������r�G±���f¨;�K�G���=�?�i���Á�r���V�r��t�nÅ��Z�r�t�K� �K Â ¹K¹jÆ\�t�+�r� ¨1�K�b�_�y�=�;�

� �_��Ä��}�;�}¨;� Â �G�t���t�k�t�;�t��� �K�k���K�.Æf�n{¨.�b�n�.�K¨E�?�;�?�t�_�r�y¨G±���b¨E�r�t�K�b�
χn

�K�}�z�?� �}���r�+�r�
�r�}�T�i�t�G�M�Y�t� Â ¹�¹�Æ9�K�}���M�.�Y�K�?�r�#¨;�t�n�r���V�_�?�n�r�T�Ä��}�n�r�t�K�}�®UÇY���r�J�X�r��¬}�r�Ä����;�b¨1�g�r����r�
�1Å=�y�C�.�T�o�t�t�k�i�+�=��}�_�i�Cª

θ
�r�}¨.�Á�?�}�Z�

χn

¨;�K�#©K��r����p«d��KÃ#�iª ��� �r� θ �t� L∞(Ω; [0, 1])
®

� �9���;���K�r�9¬#ª
u0, u1

n, u
2
n

�r�}�p�_���i�=�?�i���}���n Â ½nÆ1� Â ��ÆE���n�}� Â ��Æ^�?��r���¨E�?�i©��;�tªK�n���r�r�=¨1�y�Z�r���
�r�
χn

Â �r��¨;�n�t���r�}�n� Â ½KÆ��������9���n�Y���;���;�}���K�
χn

Æ1®��Q���+Àb�?�_�p�C�?�;�|�=�i�p�t�9���K�rªX�r�G�}���r�
�r�²�r���V�i�t�G�M�k�i�z�?���J©Z�n�?�y�Z�r�t�K�b�n�s±���r�f���t�n�r�t�K�z�K Â ��Æg�?�Á��¬=�?�K�i� �?�}�Z�

u1
n

¨1���#©K�;�?�K���
«d��nÃ#�tªG�r�

u1 �i� H1(Ω)
«w���y¨.���y�d�r�}�N�_���i�=�?�i���V�K

−
�=�i©

(A0 ∇u1 ) =
�=�t©

(θ A0∇u0 )
�t�

Ω
u1 = 0

�K�
ΓD

A0 ∇u1 · n = −θ A0∇u0 · n
���

ΓN .







Â ¹�¾KÆ

�9���G�X�n�t�z�=�	�J¨;���M�Cª ¨1�K�G���g±�r��� Â ��Æg«w���;�?�f«d�G���;��� �r���}�K�?�g�r���?���X�i�t�G�M�N�t� �r���
���?�=�=�}¨E�

χn∇u
1
n

® § �i�}¨;�G�r���y�\�?�;�?� �y�NÄ��}�K�=�.�Z�?�t¨K�|«d�J¨;�n� �}�r�
H � �k���K�r���?��®��²�K�?�

���?�¨;�t�r�;�tªK�#±���p�f���i©��;�V�r���C�w±���b¨E�r�t�K�
φ ∈ H1(Ω)

«w�}�t¨.��©Z�n���y�r����9���
ΓD

�#�r�}�N©Z�n�?�t� ��r�t�K�b�n�	±�K�?�+�}�t�n�r�t�K�o�K Â ��Æd�y�
∫

Ω

A0∇u2
n · ∇φ dx = −

∫

Ω

χnA
0∇u1

n · ∇φ dx.
Â ¹���Æ

�9���G�_��Ä����;�}¨;�
u2

n

�y�\�K¬#©#�t�K�}�r�iª�¬��K���b�=�� �i�
H1(Ω)

�n�}�P�^���Á�?�����r��¬}�r�Ä�����}¨1���P�M�
¨1���#©K�;�?�K���Y«d��KÃ#�iª��?�²�V�t�t�k�i�

u2 �i� H1(Ω)
® �9�}�JÄ��}��_�r�t�K� �t�\�?��À}�}� «w���y¨.� �t�t�k�i�

�Ä��}�n�r�t�K�X�y�9�r�n�r�y�CÀ}���G¬#ª
u2 ®��}�K�t�i�Z«w�t�������n�r�?�K� Â �r�;�g�_��¨E�?�i���)
}®I¾\�t�Á¸t¹ �jº±ÆE�#«d�{�=���=�}¨1�

�



±�?�K� Â ��ÆP�?�}�Z�
∇u1

n

�=��b��}�����t�i�����n�?�iª\���
χn

�?���?�K�����+�p�}�r�;�b�=� � �=������r����?�t�K�����b��?�n�r���
q
�������G�K�K����;���}���n��K�.�=�;� ��#�?���N�rª��f¬b���P�n�«w���y¨.�V�y�

q(x, ξ) = −
A0∇u0(x) · ξ

A0ξ · ξ
ξ.

� �gÃ#���Z«°±�?�K� A^�;�G�X�k¾�® �+�r�b�Z�9�r���
H � �G����_���?�p�K��k�_��¬b�_��Ä��}�;�}¨;�{�K χn

�t�d�nv�r���
�Cª#�b�

µ(dx, dξ) = θ(x)
(

1 − θ(x)
)

ν(dx, dξ)

«w����r�
ν
�t���w���?�K¬}�K¬��t�i�i�Cª{�G���K�r���r�U«w�M�?�N�r���_���¨1�^�?�

ξ
®��9����r�;±�K�?�K�j�n���}�iª#�t���$�9����K�?�;�

¾=®I¾=�=«d�T�=����}¨1�g�r�b�Z�

lim
n→+∞

∫

Ω

χnA
0∇u1

n · ∇φ dx =

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇φ dx

−

∫

Ω

∫

SN−1

θ(1 − θ)
A0∇u0 · ξ

A0ξ · ξ
ξ ·A0∇φ ν(dx, dξ).

�Q���r�?�=�=�}¨1�t���X�k�X�Z�r�?�iÅ
M(x)

���1À}������¬�ª

M =

∫

SN−1

ξ ⊗ ξ

A0ξ · ξ
ν(x, dξ)

Â ¹ 
�Æ

«d�g��¬=�?�K�i�V�r�b�Z�w�r�}�T�i�t�G�M�p�K Â ¹ ��Æ��y�
∫

Ω

A0∇u2 · ∇φ dx = −

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇φ dx+

∫

Ω

θ(1 − θ)A0MA0∇u0 · ∇φ dx

±�K�N�K�#ªÁ�_�G�#�n�?�Á�?��_�T±���}¨1�r�t�K�
φ
«w���y¨.� ©Z�n���y�_�}��\�K�

ΓD

®'�9���b�
u2 �y�\�r���X�}���tÄ�����r�K�t�=�r�t�K���i�

H1(Ω)
�n

−
���i©

(A0 ∇u2 ) =
�=�i©

(θ A0∇u1 ) −
���i©

(θ(1 − θ) A0MA0∇u0 )
�i�

Ω
u2 = 0

�K�
ΓD

A0 ∇u2 · n = −θ A0∇u1 · n+ θ(1 − θ) A0MA0∇u0 · n
�K�

ΓN .







Â ¹�»KÆ
� �Á���Z«¶¨;�K� �}���r�J�r�z�?��� �t�t�k�i�V�t� �?���Á��¬=ÉC�¨1�r�t©K��±���b¨E�r�t�K�

Jsa(χn)
® § �t�}¨1�Á�r���

�;�f¬b�����=�t�����9�K
H1(Ω)

�t�
L2(Ω)

�n�}�V�t�
L2(ΓN )

�n�?�g¨;�K�G�}��¨E��=«d�T����_�t�tªX�K¬=�.�n�t�

lim
n→+∞

Jsa(χn) = J∗
sa(θ, ν) = Jsa(u0, u1, u2)

«w����r�
u0, u1, u2 �n�?�Y���Z« �r�K�t�=�r�t�K�b���K|�r�}�{�?�;�y�ZÅ=��o�C�.�Z�r�g�Ä��}�n�r�t�K�}� Â ½nÆE� Â ¹�¾KÆ1� Â ¹�»�ÆE�

�?��r�b��¨E�r�t©K��iª�®%���p�t�9���Z« �G�C�.�n�}���K�?�V�X�Z�r�r�;�9�?�G���r�Z©��Y�?���\±�K�t�t�Z«w�i���G�?��r���i�®
�\�Z�����b� ��� �µ� � �!� � W Aq `JY #Em%#[�%8"76�08-(032s_�� � e 6\'4"?A5+�'

min
(θ,ν)∈U∗

ad

{

J∗
sa(θ, ν) = Jsa(u0, u1, u2)

} Â ¹¼�Æ

�



@ Aq #JY Jsa(u0, u1, u2)
6\':9; �<=-> *9 $ P _��;T e r u0, u1, u2 %8JY 1'#08EQ+5"76�08-,':0 2(_�� e r _���� e r_�� � e r JY G'7k, *.�"76?CI #EQPIrg%c->9 U∗

ad

6\'`9b L< -/ ^9 $ P

U∗
ad =

{

(θ, ν) ∈ L∞(Ω; [0, 1]) ×P(Ω, SN−1)
'G+,.^A "BAq%c" ∫

Ω

θ(x) dx = Θ|Ω|

}

,
Â ¹j½nÆ

@ Aq #JY j"?A, f'# �" 032�k/JY0 $ % $ 6?EQ6?"7P1hs ^%8'G+5JY G' P(Ω, SN−1)
6\'j9; �<=-> *9p6?-D_�� e V�� 0cJY 4k>JY #n.#6\'� #EQPIr

� V "BAq #JY i Y[;6\'G"L'4%c" Em *%8'*"	08-/ �hi6?-,6?hi6��O �J (θ, ν)
032j_���� e r

� V %c-,P:hi6?-,6?hi6��O �J (θ, ν)
0 2p_�� � e 6\'j%8"7"d%c6?-> *9 $ P1%:hi6?-,6?hi6��#6?-MK1'� *)#+, �-/.* χn

0 2
_�� � e 6?- "?A, ]'# �-,'� &"BAq%8"

χn

.*08-�CI #JLKM G' @  *% NcEQP8n��1"S0 θ 6?-
L∞(Ω)

r
ν
6\'&"BAq 

H
nShf *%I'G+5JY `032

(χn − θ)
r %8-/9

limn→+∞ Jsa(χn) = J∗
sa(θ, ν)

r
� V %c-,P h`6?-�6?h`6��#6?-MKp'� *)#+, �-/.* χn

0 2j_��<� e .*08-�CI #JLKM G' 6?- "BAq k>J^ �CO6�08+�'`'� #-q'# `"S0 %hi6?-,6?hi6��O �J
(θ, ν)

0 2f_���� e V

o�������� ����� � 'G6?h k>Em #J*r %cE $  �6?" 2�08JGhs%8E r hf #"?A,0 9�2�08J .*08h k>+5"76?-MK1"?A, fEQ6?hi6?"�' 032 u1

n%8-/9
u2

n

6\'4"S0j%I'*'G+5hs �"BAq%c"="BAq '# *)#+, �-/.^ 
χn

032`.^A,%8JY%;.�"S �JG6\'G"76�.g2*+5->.#"L6�0c-q' 6\'=k, �JG6�0O986?n
.*%8E?EQPp0I'#.#6?E?Em%8"76?-MKcr	6 V  V χn(x) = χ(x, nx) @ A, �JY y → χ(x, y)

6\'
Y
n k, �JG6�0O986�. V:W A, �-,r+�'G6?-MK 2�08JGhs%8E>" @ 0cnd'#.^%cEm %I'GP8h k>"S08"76�.4 Y[�k,%8-q'G6�0c-q'l6?"
6\'
kq08'*'*6 $ Em "S0 .*08h k>+5"S �"?A, lEF6?h`6?"L'032

u1
n

%8-/9
u2

n

r %I' @  #E?E %I'4"BAq =< J*'G"Ln 0cJY9b #J .*08JGJY *.#"d0cJ4"d #JGh 2�0cJ
u1

n

r 6 V  V

u1
n(x) = u1(x) +

1

n
u11(x, nx) +O

(

1

n2

)

.

� % Nc6?-MKp%0� 08+5JG6� #J  ^[Gk,%8-,'G6�08- 0 2
χ
%8'

χ(x, y) =
∑

k∈ZN

χ̂(x, k)e2iπk·y ,

@  i.^%c-].*08h k>+5"S ` ^[�k>EQ6�.#6?"7EQP

u11(x, y) =
∑

k 6=0∈ZN

iχ̂(x, k)
A0∇u0 · k

2πA0k · k
e2iπk·y.

W A�6\'�%8E?Em0 @ '4"d0iJY *.*08C8 #J�"BAq �EQ6?h`6?"ak>JY0 $ Em #h 2�0cJ
u2 @ 6?"BA "BAq H nShs *%I'G+5JY $  #6?-MK Kb6?C8 �-,r%I'46?-po  #hf%cJYN�� V � r $ P

ν(x, ξ) =
1

θ(1 − θ)

∑

k 6=0∈ZN

|χ̂(x, k)|2δ

(

ξ −
k

|k|

)

.
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	 ��-Z"BA�6\'f'# ^.#"76�08-qr�%I' @  #E?Eg%8'j6?-Z"BAq 4k>JY #C 6�0c+�' 08-/ Gr "?A, j6?-�"d dKbJY%8-/9&0 2
"BAq f0 $��  *.�"76?CI �2*+5-/.�"76�08- @ %I'�-/08"	986?JY *.#"LEFP 9b Sk, �-/986?-MK:0c-]"BAq f.*Aq%cJY%b.#"d #JG6\'G"L6�.�2*+5-/.�"76�08-
χ
_ $ +5"`6?h k>EF6�.�6?"7EQPR"?A5JY08+bKIA "BAq &'#08EF+5"L6�0c-q']032&"?A, &'*"S%8"S  ^)#+,%8"76�08-,' e V-� .#"7+,%8E?EQPU0c+5J

%^k;k>JY0O%b.*AD9;0  �' -/08"`%*kbk/EQPZ986?JY *.#"LEFP]"S0 %8-�0 $�  *.#"L6?C8 2*+5-/.�"76�08- @ A, �JY 1"?A, p6?-,"S dKcJ^%8->99b Sk, �-/9I' 08-
χ
%I'*r,2�0cJ` Y[�%chlk/Em Gr

J(χ) =

∫

Ω

((1 − χ)j0(u) + χj1(u)) dx.

¹ 



�G-/9b * *9Ir % 2*"d #J�"BAq '# *.*08-/9 0cJY9b #J  Y[�k,%8-,'*6�0c-&6?-]"?A, `%chlk/EQ6?"L+,9; lkq%cJY%8hs �"S #J
η @  KM �"

Jsa(u0, u1, u2) =

∫

Ω

j(u0) dx+η

∫

Ω

j′(u0)u1 dx+η2

∫

Ω

(

j′(u0)u2 +
1

2
j′′(u0)(u1)2

)

dx
Â ¹ ��Æ

@ 6?"BA j = (1−χ)j0+χj1
V �G"!6\'l.#Em *%8J�"?A,%8" "?A, 	Em%8'*"!"d #JGh 6?-:_�� � e 6\'	.#+ $ 6�. @ 6?"?AfJY G'7k, *.�""S0

χ
r @ A56�.^A hs *%8-,' "?A,%8" @  4.*%8-p-/08"
+�'# H nShf *%8'*+5J^ G'�_ @ A�6�.*Ap%8J^ hf #JY #EQPi)#+,%b9cJY%8"76�.6?-

χ e "S0 k,%I'*' "d0j"?A, 4EQ6?hi6?"�%c->9jJY �E %#[j'*+,.*A1%c-]0 $��  *.�"76?C8 2*+5-/.�"76�08- Jsa
V�� 0 @  �C8 �J*r 6 2@  i%I'*'G+5hf �"?A,%8"g"?A, �" @ 0s6?-�"d dKbJY%8-/9I' Aq%8C8 f%8E '#0 %f'Ghs%8E?E .*0c-,"7JY%I'G"g0 2�08JY9; �J η r 6 V  V

j1(v) = j0(v) + ηk(v) ∀v ∈ R,

"BAq #-qr "BAq �'� *.*08-/9 0cJY9b #J  Y[�k,%8-,'*6�0c-&P86� #Em9I'

Jsa(u0, u1, u2) =

∫

Ω

j0(u
0) dx+ η

∫

Ω

(

j′0(u
0)u1 + χk(u0)

)

dx

+η2

∫

Ω

(

j′(u0)u2 +
1

2
j′′(u0)(u1)2 + χk′(u0)u1

)

dx

6?- @ A�6�.*A]"?A, �JY f%cJY s08-�EQP %c"ghs0I'G"l)#+,%b98J^%8"76�.i"d #JGh '�6?- χ V �i f.*%8- "BA�+�'�k,%I'*' "S0j"BAq 
EQ6?hi6?" $ Ps+�'G6?-MK H nShs ^%8'G+5JY G'4%I' $  �2�0cJY f%8-/9 0 $ "S%86?- %sJY #Em%#[�%c"L6�0c-&JY �'G+5EQ" V
&�' & � 7 .�,�� , 352�=��
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�Q� �r�}�t� �_��¨E�?�i��� «��z���?�=¨1��� �t� �r�©K�;�.�r�z�K�.�=�;�Á¨;�K�G�}�K�r���È�?� �r�}�³���?�;©#�i���}�������K®
�Y�K�G�;�tªK��«��GÀ}�.�_�N�r��t�nÅ²�r���o�t�K�r���G�K�G���i�i�r�b�=�J���?�K¬��t�;� Â »KÆT¬�ª �}�r�i�����}�K�G�K���;���t�� ��r�t�K�´�r�}�;�K�?ª³�n�b�z�r�}�;�°«����X�nÃ���� �r�G�K�i�w�K�k�}�i�i�r�}���²�K�rª��G�=�?�n�?�t¨K® �9�����?��r���M�?�i�}�
�r�G�K�i� � �n�G���t�M�?�}�=�p�?�;�y�ZÅ=��G�}�r��¬��i�� �?���?�}�&���=�U�?�+¬��p�r�}�{�?�n�G�Y�K� Â ¹�¼�Æ Â «w���y¨.�X�t�����n�
�r���r�}�r�y�_�t���G�K�9�;Å#�}�t�K�i�����o¬��;�t�Z«È�t� �w�;�X�K�rÃ �}® ��ÆE®

�9���Y�?�;�y�ZÅ��n�r�t�K�X�n Â »KÆ&�t�d�N¨1�y�K�?�r�t¨�n�}�?��r���i�{¸t¹j½º��r�b�Z��«d�Y�}�Z«��?�¨�n�t��® A|�;���}�UÀ}�.�C�
�=�;À}���d�r���p�r� � ¨;�K�i�t�� G � ¨;�i���_�}�r�9�_�;� Gθ ⊂ RN2 �nP�n�t�=�����k���K����i���N�r�;�b�_���?���K¬��?�n�t�����
¬#ª²�G�MÅ=�t�����r���G�C«d�����}�K�r��

A0 �n�}�
A1 �t� ���?�K���K�r�r�t�K�}� 1 − θ

�K�}�
θ
�?��r�b��¨E�?�i©��;�tªK®

��Y�?�������}���_���f�K�r���t�r�n�?�r�����y¨X�r�}�t�X�r�1�
Gθ

�n\�_ª#�G�G�1�r�?�y¨o�X�Z�?�r�y¨1���k�}�K�G�n�´�1Å=���t�t¨;�M�
¨.�}�K�?��¨E�r��r�t��n�r�t�K���t�Á�?�;�?�G�g�K&�r���G�X�Z�?�r�iÅ²�;�t�K��#©j�K�i�}�� Â �r�;�k�K® �}®J¸t¹1º��s¸ ¼nº��s¸t¹¼Zº��&¸t¹j½�º��
¸I¾=¹Eº±Æd«w���y¨.�V�y�w���K�9�?�Ä����t�?��V�i���r�}�N�_��Ä��}�;��®
�\�Z�����b� ��� �µ� � �!��� W Aq `JY #Em%#[� *9l2�0cJGh`+5Em%c"L6�0c-(0 2f_�� e 6\'

min
(θ,Aeff )∈Ueff

ad

{

J∗(θ, Aeff) =

∫

Ω

j1(u) dx+

∫

ΓN

j2(u) ds

} Â ¹ ��Æ

@ Aq #JY 

Ueff
ad =











(θ, Aeff) ∈ L∞(Ω; [0, 1] × R
N2

),
'G+,.^A:"?A,%8"��

∫

Ω

θ(x) dx = Θ|Ω|, Aeff(x) ∈ Gθ(x)
% V  V x ∈ Ω











,
Â ¾ �Æ

¹K¹
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u
6\' "BAq +5-,6�)#+, '#0cEQ+5"L6�0c-&6?-

H1(Ω)
0324"BAq Aq0chf0^KM �-�6��  *94k>JY0 $ E  �h

−
9c6?C

(Aeff∇u ) = f
6?-

Ω
u = 0

08-
ΓD

Aeff∇u · n = g
0c-

ΓN .







Â ¾=¹�Æ

� 08JY 	k>J^ ^.#6\'# �EFPIr
� V "BAq #JY i Y[;6\'G"L'4%c" Em *%8'*"	08-/ �hi6?-,6?hi6��O �J (θ, Aeff )

032f_�� � e r
� V %c-,P:hi6?-,6?hi6��O �J (θ, Aeff)

032:_�� � e 6\' %8"7"d%c6?-> *9 $ P&%:hi6?-,6?hi6��#6?-MK&'# *)�+, #->.* χn0 2Z_�� e 6?- "?A, ]'# �-,'� "BAq%c"
χn

.^0c-,C8 �J7K; �' @  *% NcEQP8n��1"S0 θ 6?-
L∞(Ω)

r
An =

χnA
1+(1−χn)A0 H

n .*08-�CI #JLKM G'="S0
Aeff r %8-/9 limn→+∞ J(χn) = J∗(θ, Aeff)

r
� V %c-,P1hi6?-,6?hi6��#6?-MK&'# *)�+, #->.* χn

0321_�� e .^0c-,C8 �J7K; �'j6?-Z"BAq 4k>JY #CO6�08+�'s'# �-,'# j"S0]%
hi6?-,6?hi6��O �J

(θ, Aeff)
032j_�� � e V

�9���o�X�K�i�³�?��r���i�f�Kd�?���y�k�r�¨1�r�t�K�z�y�N�?�}�Z�f�r�����_�X�K�i�9�n�G���t�M�?�}�=���K�rª��G�=�?�n�?�t¨X�K
Â ¹���Æ��y�9���r��¨1�y�_��iª Â ¹¼�ÆE®
�\�Z�����b� ��� �µ� � �!��� W Aq �' A,%^k, `0*k>"76?h`6��O%c"L6�0c-jk/JY0 $ Em #h _�� � e 6\' "BAq �'# ^.*0c->98n 0cJY9b #J�%^k/nk>J^0#[;6?hf%c"L6�0c- 0 2s_�� � e 2�0cJ4'Ghf%cE?E %8h k>EF6?"L+,9; η V
�\�Z�|���Y� �}�K�

|η| << 1
�P«d�k�}�_�f�r�}�G�r�X�n�t�s�n�G���t�M�?�}�=�k±�K�?�+���y�o���;©#�t�r�� ¬#ª �v�K�_�.�n�

¸t¹ �jº|±���9�r���T�}�K�G�K���;���t�;���X�r��}�r�K�
Aeff

Aeff = A0 + θηA0 − θ(1 − θ)η2A0

(
∫

SN−1

ξ ⊗ ξ

A0ξ · ξ
dν

)

A0 +O(η3),
Â ¾K¾KÆ

«w����r�
ν
�y���r���

H � �G��K�r���?�U�t�}�=�}¨;��f¬#ª\�r���w�r�Ä����;�b¨1� {χn}
�_�b¨.�N�r�b�Z�

An = χnA
1+

(1−χn)A0 H � ¨;�K�#©K��r����}�r� Aeff
Â �?�;�X�n�?Ãw�?�}�Z�v�r�}¨.�T�d±�K�?�+�}�t�9«9�K�P�K�i�?����=ªp�K¬��?�n�t�����
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�p�?��� ���K�G�K���;���t�;���
�r��}�r�K�
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θ
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Ueff
ad
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ad
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u = u0 + η u1 + η2u2 +O(η3),
�i�{�y�{���K�r�i�tª��_��;���?�}�Z�

u0, u1, u2 �K�r�f���?�¨1�y�r�;�tªo�?���k�r�K�t�=�?�i���}�p�K Â ½nÆ1� Â ¹j¾KÆE� Â ¹j»KÆ1���?� ��r�b��¨E�r�t©K��iª�®��v�t�}�K�i�tªK�#«d�Y�X�nÃ��{�+�r�¨;�K�}�J�K�.�=�;�d�K�rª��G�=�?�n�?�t¨Y�1Å=�}�n�b�_�t�K�J�K
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u @ 6?"?A]J^ G'7k, ^.#"	"S0 η 6\'`+5-�6 2�08JGh
6?-
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ji

|ji(u) − ji(u
0) − j′i(u

0)(u− u0) −
1

2
j′′i (u0)(u− u0)2| ≤ C|u− u0|2o(1),
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@ Aq #JY o(1)
6\'`% +5-,6 2�0cJGh`EFP $ 08+5-/9b *9 2*+5-/.�"76�08- @ A�6�.*ApKM0  �'�"d0 T @ 6?"?A |u− u0|
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�\�Z�����b� ��� �µ� � �!����� W A, JY �E %#[� *9 'Ghs%8E?E %chlk/EQ6?"7+,9b k>J^0 $ Em �h _���� e .*%8- $   *)#+56?CI%cnEm #-,"7EQP '#08EQC8 *9 $ PpJY G'G"7JG6�.�"76?-MK&"BAq f'# #" 0 2�k>JY0 $ % $ 6?EF6?"LP]hf *%I'G+5JY �' P(Ω, SN−1)

r49b L< -/ ^9
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min
(θ,ν)∈Usl

ad

J∗
sa(θ, ν)
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@ Aq #JY Usl
ad ⊂ U∗

ad

6\'�9; �<=-> *9 $ P

Usl
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(θ, ν) ∈ L∞(Ω; [0, 1]) ×P(Ω, SN−1),
'G+,.*Ap"BAq%c" �

∫

Ω

θ(x) dx = Θ|Ω|, ν(x, ξ) = δ(ξ − ξ∗(x))
% V  V x ∈ Ω
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ν
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θ V
�\�Z�|���Y� �v�p�_�t�G���t�M±ªg�r�}�s±�K�?�+���y��±�K�

J∗
sa(θ, ν)

«w�}�t¨.�\�y�|�t�k�}�i�y¨1�i�^�t�
ν
��«d�&�t���r�?�#���}¨1�

�n���K�ZÉC�K�t���p�_�?�n�r�
p0 �r�K�t�=�r�t�K���t� H1(Ω)

�K

−
�=�t©

(A0 ∇p0 ) = j′1(u
0)

�t�
Ω

p0 = 0
�K�

ΓD

A0∇p0 · n = j′2(u
0)

�K�
ΓN .
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�w��G�K�rÃo�r�}�n��b�i�tÃK�
u0 �b�r���f�K�jÉC���i���{�_�?�n�r� p0 �=�#��p�}�n�{�=��b��}���K� (θ, ν)

®#�9���T�K���n�
�n��?���t�g�K�ZÉC�K�t���g�C�.�Z�r�+�t�p�r�o��i�t�G�i�b�Z�r�

u2 �t� J∗
sa(θ, ν)

®#�Q�b�=�;�����+���i�r�t���tª#�i��� Â ¾K»�Æ9¬#ª
u2 �n�b���i���?�;�K�.�Z�?�i�}�o¬#ª��}�n�r�?����K�}�Á���K�t���J�?���k�?�n�G�T±��� Â ¹�»�Æp�f���M�?�i�}�i�t��Á¬�ª p0 �	«���K¬��?�n�t�

∫

Ω

j′1(u
0)u2 dx+

∫

ΓN

j′2(u
0)u2 ds = −

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇p0 dx

+

∫

Ω

θ(1 − θ)A0MA0∇u0 · ∇p0 dx,

«w���y¨.�T�t�|���Z« �1Å=���t�t¨;�M�?�iª\� �X���s�t�
M
�Z�=�1À}�}��\¬#ª Â ¹�
#ÆE�j�n�}�g�?���b�|�t�

ν
® �����r�s���?�¨;�t�r�;�tª

«d�g�b�j©K�

J∗
sa(θ, ν) =

∫

Ω

j1(u
0) dx+ η

∫

Ω

j′1(u
0)u1 dx+ η2

∫

Ω

1

2
j′′1 (u0)(u1)2 dx

+

∫

ΓN

j2(u
0) ds+ η

∫

ΓN

j′2(u
0)u1 ds+ η2

∫

ΓN

1

2
j′′2 (u0)(u1)2 ds

−η2

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇p0 dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)A0MA0∇u0 · ∇p0 dx.
Â ¾n¼�Æ

� ���tªY�?���U�y�K�_�^�?�;�?� �i� Â ¾n¼�ÆP�=�;���;�b� Â �t�t����K�r�tª�Æ	�K�
ν
�_�t�}¨1�

u0 �n�}� p0 �K�r�s�t�}�=��b��}�=�;����n
ν
Â �K�}�

θ
ÆE®%���t���t�k�t�;�t���

J∗
sa(θ, ν)

«w�i�r�T�?��r���¨E�P�?�
ν
�n�G�K�}���.�	�r�w�G�t���t�k�t�;�d�w�r¨�n�y�n�

� �X���d±���b¨E�r�t�K�G���f�?���p¨1���#©K�1Å+�r�1�&�Kb���?�K¬b�n¬��t�i�i�CªN�G����_�}�r���
P(Ω, SN−1)

®%�9����r�;±�K�?�
�n�#ªV�k�t���t�G�i��;�

ν∗
¨;�K��¬b�f�r����t��¨1���V¬#ª��n���K�r����p�G�i���t�G�i��;�{«w���t¨.���y�Y� B{�t�?��¨\�G���r�

¨1���}¨1����r�.�Z�r���o�n�Y�k���i�?�¨1�r�t�K�
ξ∗

«w���y¨.�V�G�t���i�G�t�;���9�r���\±�}�}¨E�?�i���

ξ ⊗ ξ

A0ξ · ξ
A0∇u0 ·A0∇p0.

�w��G�K�rÃo�r�}�n�
ξ∗

�=�#��Y���n�{���;���;�}�����
θ
®#���}�_�?���;�?�G�K�?�K�}�?�;�}�t��¨1�t���J�X�G�i�}�i�G�t�;�;�

ν∗¬#ª��r��� B{�i�.�K¨f�X�K�?�g¨;�K�}¨;�;���r�.�Z�?��²�n�
ξ∗

�=�#���{�}�n�N¨.�}�n�}�K�
θ
�
u0, u1 �K�}� p0 ®��9�#�}�

�K�}��¨�n���r���C�?�r�y¨E�k�r�}���k�t���t�G�i���Z�r�t�K���t�
ν
�?� �?���²�r��¬}�r�1�X�n

P(Ω, SN−1)
�X�K�����K

B{�i�.�K¨g�X�K�?�_���d�n��r���\�Cª#���
ν(x, ξ) = δ(ξ − ξ0(x))

®
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o�������� ���L�5� �G-H"BAq .*%I'# @ A, �JY A0 6\']6\'#08"7JY0*k>6�.�r @  .*%8- .*08h k>+5"S  ^[Gk/EQ6�.#6?"LEQP
"BAq j0*k>"76?hf%cE=986?JY *.#"L6�0c-

ξ∗ V �B2s #6?"?A, �J
∇u0 0cJ

∇p0 CI%c-,6\'YAq �'*rl"?A, �-Z%c-,P:986?JY *.#"L6�0c- 6\'
0^k/"L6?hs%8E V�� "BAq #J @ 6\'# Gr "BAq i0^k/"L6?hs%8E
986?JY *.#"L6�0c-]6\'  *%I'G6?EQPj'� * #-1"S0 $  

ξ∗ =
e− e′

‖e− e′‖

6 2
e 6= e′, ξ∗⊥e

6 2
e = e′,

@ Aq #JY e = ∇u0/|∇u0|
%8-/9

e′ = ∇p0/|∇p0| V
¯wõ�?�;�o��i�t�G�i�b�Z�r�t�K�°�K{�?�����G��K�r���?�

ν
�w��® �K®È�i�}¨;�K�?�b���?�n�r�t��� �r���²���=�r�t�X�n��B{�t�?��¨

�X�K�?��¨;�K�}¨;�;���r�.�Z�?��X���
ξ∗(x)
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�K�
θ

J∗
sa(θ) =

∫

Ω

j1(u
0) dx +

∫

ΓN

j2(u
0) ds+ η

∫

Ω

j′1(u
0)u1 dx+ η

∫

ΓN

j′2(u
0)u1 ds

+
1

2
η2

∫

Ω

j′′1 (u0)(u1)2 dx+
1

2
η2

∫

ΓN

j′′2 (u0)(u1)2 ds

−η2

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇p0 dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)A0M∗A0∇u0 · ∇p0 dx

«w�i�r�
M∗ =

ξ∗ ⊗ ξ∗

A0ξ∗ · ξ∗
.

� �J¨;�n� �n�y�r�V��i�t�G�i�}�n�r�
u1 �i� �r�}�GÀ}�?�_�T�K�.�=�;�g�?�;�?� �i�

η
® � �}¨;�G�K���K�i� «��G�}�r�G�r���

�K�ZÉC�K�t���
p0 ¿��+���i�r�t���tª#�i��� Â ¾K»�Æ�¬#ª u1 �n�b�f�t���r��K�.�Z�r�t���T¬#ª+�b�n�r�?����n�b�k���K�t���T�r�}�Y�r�K�G�±�K� Â ¹�¾�ÆU�f���i�r�t���i�t���¬#ª

p0 �=«d�\�K¬=�.�n�t�
∫

Ω

j′1(u
0)u1 dx+

∫

ΓN

j′2(u
0)u1 ds = −

∫

Ω

θA0∇u0 · ∇p0 dx.

�9����r�;±�K�?�{«d�T�=��=�b¨1�

J∗
sa(θ) =

∫

Ω

j1(u
0) dx+

∫

ΓN

j2(u
0) ds− η

∫

Ω

θA0∇u0 · ∇p0 dx

+
1

2
η2

∫

Ω

j′′1 (u0)(u1)2 dx+
1

2
η2

∫

ΓN

j′′2 (u0)(u1)2 ds

−η2

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇p0 dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)A0M∗A0∇u0 · ∇p0 dx.

���p�y�d�r������G�r�i�G���t�T�X�Z�r�r�;�9�?�J¨1���k�}�=�r�g�r�}�N�=�;�?�i©Z�n�r�t©K�\�n
J∗

sa

«w�M�?���r���_���¨1�d�?�
θ
®

�U��� ��� ���L� � W Aq Z0 $�  *.#"L6?C8 2*+5->.#"L6�0c- J∗
sa(θ)

6\' ��J��*.^A, �" 986 �  #JY #-,"76�% $ Em Z%c->9 6?"L'
9b #JG6?C8%8"76?CI `6?-&"BAq i986?J^ ^.#"76�08-

s ∈ L∞(Ω)
6\'lKb6?C8 �- $ P

∂J∗
sa

∂θ
(s) = −η

∫

Ω

sA0∇u0 · ∇p0 dx− η2

∫

Ω

sA0∇u1 · ∇p0 dx

−η2

∫

Ω

sA0∇u0 · ∇p1 dx+ η2

∫

Ω

s(1 − 2θ)A0M∗A0∇u0 · ∇p0 dx,

@ Aq #JY p1 6\'�%c->0c"?A, �J %;9 � 086?-�"g'*"S%8"S �r 9b L< -> *9 %I'4"?A, 4'#0cEQ+5"L6�0c-&6?- H1(Ω)
032

−
986?C

(A0 ∇p1 ) = j′′1 (u0)u1 +
986?C

(θA0 ∇p0 )
6?-

Ω
p1 = 0

08-
ΓD

A0∇p1 · n = j′′2 (u0)u1 − θA0∇p0 · n
08-

ΓN .
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�\�Z�|���Y� �v�³¨1���k�}�=�r���?���²�=�;�?�t©j�n�r�t©K���n
J∗

sa

«w�i�r� �?��r�b��¨E�G�r�
θ
�d«d��À}�.�C�o���1À}���

�r�}�k�=��r�t©Z�Z�?�i©��f�K
u1 «w�i�r� �r���_���¨1�{�?� θ �i� �r���G�=�t�r��¨E�?�i��� s ∈ L∞(Ω)

�v�=�;���K�r���²¬#ª
z = ∂u1

∂θ
(s)

® ���X�y�k��K�r�t�iª³�r�;��³�r�b�Z�
u1 ∈ H1(Ω)

�t���}� ��¨.���1�X�=������r����?�t�K¬��t��«w�i�r�
�?��r�b��¨E�9�r�

θ
�n�}�V�?�}�Z�

−
�=�t© (

A0 ∇z
)

=
�=�i©

(sA0∇u0)
�t�

Ω
z = 0

�K�
ΓD

A0∇z · n = −sA0∇u0 · n
�K�

ΓN .







Â ¾ ��Æ

�9����V«d�T�}�j©K�
∂J∗

sa

∂θ
(s) = −η

∫

Ω

sA0∇u0 · ∇p0 dx+ η2

∫

Ω

j′′1 (u0)u1 z dx

+η2

∫

ΓN

j′′2 (u0)u1 z ds− η2

∫

Ω

sA0∇u1 · ∇p0 dx

−η2

∫

Ω

θA0∇z · ∇p0 dx+ η2

∫

Ω

s(1 − 2θ)A0M∗A0∇u0 · ∇p0 dx.

�v�T�;�t�i�G�t�}�Z�?�
z
�t�X�r�}�Y�n¬��Z©K�w�;Å#�}�r���r�r�i���|�n«d�p�}�r�w�r�}�Y�K�jÉC���i�����_�?�n�r�

p1 ®������i�r�t���tª#�i���Â ¾�½nÆ�¬#ª
z
�n�b� Â ¾ ��ÆU¬#ª

p1 «��\���1�
∫

Ω

j′′1 (u0)u1z dx−

∫

Ω

θA0∇p0·∇z dx+

∫

ΓN

j′′2 (u0)u1z ds = −

∫

Ω

sA0∇u0·∇p1 dx,

«w���y¨.�Vª#�t�;�y���9�?���T�=��r�i�?��o±�K�?�+�}�t�}®
2


o�������� ���L��� �G- "?A, .*%8'� 0 2 .*08h k>EQ6�%c->.* h`6?-�6?h`6��O%c"L6�0c- @  �Aq%cCI "BAq%c" j1(u) = fu%8-/9
j2 = gu V W A5+�'^r @  9b *98+,.* �"BAq%c"�"?A, �<=J*'*"!%;9 � 0c6?-,"!6\' p0 = u0 V W Aq #-qr
%8- 0^k/"L6?hs%8E986?J^ ^.#"76�08-

ξ∗
6\'�%4C8 *.�"S08J 0cJG"?A,0YKM08-/%8E�"d0

A0∇u0 r @ A�6�.*As6?h k>EQ6� �'l"BAq%8" M∗A0∇u0 = 0 V
�G- 08"BAq #J @ 08JY98'^r @  `0 $ "S%86?-

J∗
sa(θ) =

∫

Ω

fu0 dx+

∫

ΓN

gu0 ds−η

∫

Ω

θA0∇u0 ·∇u0 dx−η2

∫

Ω

θA0∇u1 ·∇u0 dx.

� Ps+�'*6?-�K  *)#+,%8"76�08-U_�� � e @  i.^%c-&JY @ JG6?"S �"BAq �'# ^.*0c->9 0cJY9b #J4"S �JGh 6?-
η
'G+,.^A:"?A,%8"

J∗
sa(θ) =

∫

Ω

fu0 dx+

∫

ΓN

gu0 ds−η

∫

Ω

θA0∇u0 ·∇u0 dx+η2

∫

Ω

A0∇u1 ·∇u1 dx.

� 6?-/.* u1 9b Skq #->98'�EQ6?-/ ^%cJGEQPi0c- θ @  40 $ "S%86?-p"?A,%8" J∗
sa(θ)

6\' %`->0c-,nS-> dKM%8"76?CI )#+,%b9cJY%8"76�.
2*+5->.#"76�08-j032

θ
%8->9 "BA�+�' 6\'	.*08-,C8 ^[ V �G-�kq%cJG"L6�.#+5Em%cJ*r %8-,P Em0O.*%8E�h`6?-�6?h`6��O #J 6\'g-> *.* G'*'#%8JG6?EFP

% KbEm0 $ %cE!hi6?-,6?hi6��O �J V
&�'�� � �5,/6�2�7 � 3 	�,/:�7 6 = 	�� 7 ? 3>2�� 7 � 4 ��? 352�= �
� �T���Z« �_�r�}��ªo�n���K¬�ÉC�¨E�?�i©��Y±�}�}¨E�?�i���V�?�}�Z�Y���;���;�}���p�K���r���\���?���=�i����

J(χ) =

∫

Ω

j(∇u) dx,

¹¼



«w����r�
j : RN → R

�t�Y�
C3 ±���}¨1�r�t�K�²�?�Z�?�t�_±ª#�i���J���=�Ä��}�n�r�T���r�Z«9�?��¨;�K�}�=�i�r�t�K�b�;® ���K��1Å��K�k�}�i���b�o�r�t�k�}�i�N���r�Z«9�?��¨1�K�b�=�M�?�i���²�y�w�r�b�Z�Y�?���;�?�N�;Å#�y�_�?�g�J¨1���}�C�.�n���

C > 0
�_�}¨.�

�r�b�Z���±�K�p�n�#ª
λ ∈ RN

�

|j(λ)| ≤ C(|λ|2 + 1), |j′(λ)| ≤ C(|λ| + 1), |j′′(λ)| ≤ C.

�9���d±���}¨1�r�t�K�
J
�y�&���r�r�=¨1�y�Z�r���T�?�{�?���p�_�?�Z�?�w�Ä��}�n�r�t�K� Â ��Æv±���

u
®��²�nÃ#�t���T�\�_�X�n�t�}�K� ����t�M�?�}�=�g�_��¨1�K�b� � ���?���;���1Å=�}�K�}�_�t�K�G�t� J «��w��¬=�?�K�i�G�?���Y��¬=ÉC�¨1�r�t©K�9±���}¨1�r�t�K�J���r�r�=¨1�y�Z�r���

�r�k�?���N�C�.�Z�?�g��Ä��}�Z�?�i���}� Â ½KÆE� Â ��ÆE�b�n�}� Â ��Æ

Jsa(χ) =

∫

Ω

j(∇u0) dx+ η

∫

Ω

j′(∇u0) · ∇u1 dx

+η2

∫

Ω

(

j′(∇u0) · ∇u2 +
1

2
j′′(∇u0)∇u1 · ∇u1

)

dx.

Â ¾ ��Æ

�9���T�r�G�K�i�v�n�G���t�M�?�}�=�\���?�K¬��t�;� «��T¨1���}�r�t�=��9�t�9�?�#�}�

inf
χ∈Uad

Jsa(χ)
Â � �Æ

«w����r�
Jsa

�y�{�=�;À}������¬#ª Â ¾ ��Æp�n�b�
u0, u1, u2 �K�r�f�_���i�=�?�i���}�p�Ks�r���k�C�.�Z�?�+�Ä��}�n�r�t�K�}�Â ½KÆE� Â ��Æ1� Â ��Æd�?��r���¨E�?�i©��;�tªK®

� �\���Z« ¨;�K�G���=�?�Y�?���\�r��t�nÅ��Z�r�t�K�X�K Â ���Æ1®��v�KÃ��t���k�f�r�Ä�����}¨1�{�nv¨.�}�K�?��¨E�?�;�?�t�_�r�y¨
±���}¨1�r�t�K�}�

χn

«w�}�t¨.� ¨1����©��;�?�K���p«d��nÃ#�tª � � �r� θ �i� L∞(Ω; [0, 1])
�^«��X�n�t�?��K��ª�Ã��}�Z«

�r�b�Z�N�i�?�T�K�?�r�#¨;�t�n�r��� �r�K�t�=�r�t�K�b�
u1

n, u
2
n

¨1�K�#©��;�?�K�+«d��KÃ#�iª��?�
u1, u2 �t� H1(Ω)

«w���t¨.�
�n�?�f�r���X�r�K�t�=�r�t�K�}�g�K Â ¹j¾KÆ1� Â ¹�»�ÆE�|�?��r���¨E�?�i©��;�tªK® �p�Z«d�;©K�����?��¨;�K�G���=�?�f�?���X�t�i�G�i�\�K
Jsa(χn)

«��U���;���\�r�p�b�K�?�P�r�Y�r�����i�t�G�M���i�N�r���dÄ��b�K�=�.�Z�?�t¨�±�}�}¨E�?�i���
j′′(∇u0)∇u1

n·∇u
1
n

®
¯Y�f�n�t�r���K�=ªÁ�?�n�y� �t�³�_��¨E�r�t�K� �}® ¾��v«d�XÃ#���Z« �?�}�Z�

∇u1
n

�=�;���;�b���N�t�i�}��n�?�tªÁ�K�
χn�r�}�r�����K� ���}�_��}�=� � �=���	�;�?�;���r�y�n���K���;�.�Z�?�K� q �^�}�K�G�K���;����K�}�g�nd�K�.�=�;�*}�|�r�}�J�_ª#�+¬��K�

�n�«w���y¨.���y�
q(x, ξ) = −

A0∇u0(x) · ξ

A0ξ · ξ
ξ.

�9����r�;±�K�?�K�=�n���}�iª#�t���X�f�?��r���i�w�i���r�}�N�_���t�?�M�p�K��9����K�?�;� ¾�® ¾��=«��T�=���=�}¨1�g�?�}�Z�

lim
n→+∞

∫

Ω

j′′(∇u0)∇u1
n · ∇u1

n dx =

∫

Ω

j′′(∇u0)∇u1 · ∇u1 dx

+

∫

Ω

∫

SN−1

θ(1 − θ)

(

A0∇u0 · ξ

A0ξ · ξ

)2

j′′(∇u0)ξ · ξ ν(dx, dξ).

�Q���r�?�=�=�}¨1�t���X�k�X�Z�r�?�iÅ
N(x)

�=�1À}�}���¬#ª

N =
1

2

∫

SN−1

j′′(∇u0)ξ · ξ

(A0ξ · ξ)2
ξ ⊗ ξ ν(dξ)

Â ��¹jÆ

«d�{Àb�}�n�t�iªo�K¬=�.�n�t�o�?���T�r��t�nÅ=��V�K¬=ÉC��¨E�r�t©K�g±���b¨E�r�t�K�

J∗
sa(θ, ν) =

∫

Ω

j(∇u0) dx+ η

∫

Ω

j′(∇u0) · ∇u1 dx

+η2

∫

Ω

(

j′(∇u0) · ∇u2 +
1

2
j′′(∇u0)∇u1 · ∇u1

)

dx

+η2

∫

Ω

θ(1 − θ)A0NA0∇u0 · ∇u0 dx,

Â ��¾KÆ

¹j½



«w����r�
u0, u1, u2 �n�?� �r�K�t�=�r�t�K�}�V�n+�r��� �?�;�y�ZÅ=�� �_�?�n�r� �Ä��}�n�r�t�K�}� Â ½KÆE� Â ¹�¾�ÆE� Â ¹�»�ÆE�

�?��r�b��¨E�r�t©K��iª�®%� �T�}�j©��Y�?�#�}�w���?�Z©K���X�r�}�\±�K�t�i�Z«w�t���k�r���_���i�®
�\�Z�����b� ��� �µ� � �!��� � W A, J^ �Em% [�%8"76�08- 0 2s_ �;T e 6\'

min
(θ,ν)∈U∗

ad

J∗
sa(θ, ν)

Â � ��Æ

@ Aq #JY U∗
ad

6\' 9b L< -/ *9 $ P:_�� � e V � 08JY lk>J^ ^.#6\'# �EFPIr
� V "BAq #JY i Y[;6\'G"L'4%c" Em *%8'*"	08-/ �hi6?-,6?hi6��O �J (θ, ν)

032j_ � � e r
� V %c-,P:hi6?-,6?hi6��O �J (θ, ν)

0 2p_ � � e 6\'j%8"7"d%c6?-> *9 $ P1%:hi6?-,6?hi6��#6?-MK1'� *)#+, �-/.* χn

0 2
_ �MT e 6?- "?A, ]'# �-,'� &"BAq%8"

χn

.*08-�CI #JLKM G' @  *% NcEQP8n��1"S0 θ 6?-
L∞(Ω)

r
ν
6\'&"BAq 

H
nShf *%I'G+5JY `032

(χn − θ)
r %8-/9

limn→+∞ Jsa(χn) = J∗
sa(θ, ν)

r
� V %c-,P h`6?-�6?h`6��#6?-MKp'� *)#+, �-/.* χn

0 2j_ �;T e .*08-�CI #JLKM G' 6?- "BAq k>J^ �CO6�08+�'`'� #-q'# `"S0 %hi6?-,6?hi6��O �J
(θ, ν)

0 2f_ � � e V

o�������� ���L� 	 �gJY0*kq08'*6?"76�08- � V � �&Kc6?C8 G':%(.^0chlk/Em #"d pJ^ �Em% [�%8"76�08-�032 "BAq 'Ghs%8E?El%8hin
k>EF6?"L+,9; `k>JY0 $ E  �h _ �MT e @ A�6?Em 1"?A, �JY 6\' ->0&'G+,.^AUJ^ G'G+5EQ" 2�0cJ "BAq 1.*0cJGJY G'7k,08-/986?-MK Em%8JLKM 
%8h k>EF6?"L+,9; 	k/JY0 $ Em #h _3 ^[�.^ Sk>"g6?- % 2� @ '7k, *.�6�%cE .*%I'# �'�� '# * ����MT@�^r � � � e V

¯Y�k�t�³�r�}�V���?�;©#�t�K�}�k�r�¨E�?�i��� Â �r�;��·&�?�K�����r�M�?�i��� ��®t¹ �Æ\«d��¨�n�!�r�i�G���t�i±ª Â ����ÆT¬#ª
¨1���}�r�t�=��r�t���k�K���tªo�r�i�G���t�T�y�n�G�i�b�Z�r���9�i�b�C�?��K�V�ns�n�t�P�����?�_�t¬��t�\¨;�K�G�����r�M�?��®
�\�Z�����b� ��� �µ� � �!��� � W A, JY �E %#[� *9 'Ghs%8E?E %chlk/EQ6?"7+,9b k>J^0 $ Em �h _ � � e .*%8- $   *)#+56?CI%cnEm #-,"7EQP '#08EQC8 *9 $ PpJY G'G"7JG6�.�"76?-MK&"BAq f'# #" 0 2�k>JY0 $ % $ 6?EF6?"LP]hf *%I'G+5JY �' P(Ω, SN−1)

r49b L< -/ ^9
$ P _�� e r�"S016?"L'f'G+ $ '# #" 0 20� 6?JY%b. hs%I'*'# G' V � 08J^ 4k/JY *.�6\'# #EQPIr4"?A, �J^  ^[;6\'G"�' %8- 0^k/"L6?hs%8E
9b �'G6FKc-&'#08EQ+5"76�08-(032

min
(θ,ν)∈Usl

ad

J∗
sa(θ, ν)

Â ��
�Æ

@ Aq #JY Usl
ad ⊂ U∗

ad

6\'j9b L< -/ *9 $ P(_�� � e V ��+5JG"BAq #JGhf0cJY Gr	"BAq j0*k>"76?hf%cE � 6?JY%b.fhs%I'*' H n
hs ^%8'G+5JY 46?-U_ � � e 9b0O �'�->08"�9b Skq #->9 08-]"?A, `9; �-,'G6?"LP θ V
�\�Z�|���Y� �v�²�;�t�t�k�t�}�n�r�

u2 �t� �r���J�}�r�©��t�K�b�\±�K�?�+���y��±�K�
J∗

sa

«d�J�i���?�r�=�=�}¨;�o��À}�.�C�
�K�ZÉC�K�t���p�_�?�n�r�

p0 ���d�r���N�r�K�t�=�r�t�K���t� H1(Ω)
�K

−
�=�t©

(A0 ∇p0 ) = −
�=�t©

j′(∇u0)
�t�

Ω
p0 = 0

�K�
ΓD

A0∇p0 · n = j′(∇u0) · n
�K�

ΓN .







Â ��»KÆ

� �\�r�#�}�9�K¬��?�n�t�
∫

Ω

j′(∇u0) ·∇u2 dx = −

∫

Ω

θA0∇u1 ·∇ p0 dx+

∫

Ω

θ(1−θ)A0MA0∇u0 ·∇ p0 dx.

¹ �



�9���\�K¬�ÉC�¨E�?�i©��g±���}¨E�?�i�����t�9�?�#�}�9�i�t�����n�w«w�i�r���r���_���¨1�9�r�G�r�}�
H � �G���K�r���r� ν

J∗
sa(θ, ν) =

∫

Ω

j(∇u0) dx+ η

∫

Ω

j′(∇u0) · ∇u1 dx− η2

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇ p0 dx

+
η2

2

∫

Ω

j′′(∇u0)∇u1 · ∇u1 dx

+η2

∫

Ω

θ(1 − θ)
(

A0NA0∇u0 · ∇u0 +A0MA0∇u0 · ∇ p0
)

dx.

�v�f�G�t���i�G�t�;�
J∗

sa

«w���t¨.�V�t�d�t�i�}��n�9�t�
ν
�t�d�i�d����K�}�K�J�?�+�.�nÃ��

ν
����� B{�i�.�K¨{�X�K�?�U�t�V�

�=�t�r��¨E�?�i���
ξ∗

«w�}�t¨.���G�i���t�G�i���w�t�
SN−1 �?���\±�K�t�i�Z«w�t���f±���}¨1�r�t�K���n ξ

h(ξ) =
(A0∇u0 · ξ)(A0∇ p0 · ξ)

A0ξ · ξ
+

1

2

(j′′(∇u0)ξ · ξ)(A0∇u0 · ξ)2

(A0ξ · ξ)2
.

�w��G�K�rÃ²�r�}�n�T�r���X���=�r�t�X�n�&�=�t�r��¨E�?�i���
ξ∗(x)

�=�;���;�b���T�K�
∇u0(x)

�n�}�
∇p0(x)

¬��=�
���K�9���

θ(x)
®

2

¯wõ�?�;��¨.�}�����_�t���
ν
�K���?���p�K���r�t�G�K� B{�i�.�K¨d�X�K�?�s¨1���}¨1����?�?�n�r���f�n�

ξ∗(x)
��«d�d��¬=�?�K�i�

�n� ��¬=ÉC�¨1�r�t©K�G±���}¨1�r�t�K� �?�}�Z�f���;���;�}���+�K���tªÁ���
θ
®�ÇY�r�i��� �n���K�i� �r�}�o�K�jÉC���i���

p0 «��
�K¬��?�n�t���f�}�;« ±�K�?�+���y�N±���9�r���T��¬=ÉC�¨1�r�t©K�g±���}¨1�r�t�K�

J∗
sa(θ) =

∫

Ω

j(∇u0) dx− η

∫

Ω

θA0∇u0 · ∇ p0 dx− η2

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇ p0 dx

+
η2

2

∫

Ω

j′′(∇u0)∇u1 · ∇u1 dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)h(ξ∗) dx.

�v�f�=������r����r�y�Z�r�
J∗

sa

«w�M�?�o�?��r�b��¨E�d�r�
θ
«d�{�n�t�?��K��ªkÃ#���Z«��?�}�Z�

u1 �y� �}� ��¨.���1�9�=������ ��;���?�t�K¬��i�d«w�i�r�G�r���_���¨1�v�?�
θ
�K�n�b�N�?���b���M�s�?�;�X�n�t�}���_�t�G���tªT�r�\�;�t�t�k�t�}�n�r�d�r���w�=��r�t©Z�Z�?�i©��

�n
u1 ®��9����r�;±�K�?�p«d�g�=�;À}���g�+�r�¨1���}�J���jÉC�K�t���9�_�?�n�r� p1 ���&�?���g�r�K�t�=�?�i���J�i� H1(Ω)

�K

−
�=�t©

(A0 ∇p1 ) =
�=�t© (

j′′(∇u0)∇u1
)

−
�=�t©

(θA0∇ p0)
�t�

Ω
p1 = 0

���
ΓD

A0∇p1 · n =
(

θA0∇ p0 − j′′(∇u0)∇u1
)

· n
�K�

ΓN .







Â �K¼�Æ

� �N�=��=�b¨1�g�r�}�n�
∂J∗

sa

∂θ
(s) = −η

∫

Ω

sA0∇u0 · ∇ p0 dx+ η2

∫

Ω

sA0∇u0 · ∇p1 dx

−η2

∫

Ω

sA0∇u1 · ∇ p0 dx+ η2

∫

Ω

s(1 − 2θ)h(ξ∗) dx.


o�������� ���L� � �G-]"?A, �'7k, *.�6�%cE
.*%I'# 
j(∇u) = |∇u|2

%c->9
A0 = αI

r�08-/ f.^%c-(.*Aq *.*N
"BAq%8"

p0 = 2u0/α
%8-/9p"BAq 0^k>"76?hs%8Eg9c6?JY *.�"76�08- 032fEm%ch`6?-/%8"76�08-U6\'j%c"  *%b.*A k,086?-�" k, #JGn

k, �-/986�.#+5Em%8J�"S0
∇u0 r Kb6?C 6?-�K "BAq #- h(ξ∗) = 0 V

¹ �



&�'�� � .)4� 	�,/:�7 6 =�	 ��7 ? 352 � 7 � 4 ��? 352�=��
�w���_���i�?�w�r�t�k�t�y�n�9�r�k�?�����r�\�ns�_��¨E�r�t�K����®I»f���K�y�o±�K�p�n���K¬�ÉC�¨E�?�i©��g±���}¨E�?�i�����=�;���;�}���i���
�K�V�r�}���}�=ÅP���}�K�k��iª

J(χ) =

∫

Ω

j(A∇u) dx.

§ �t�}¨1�G�?���o�K�i���;¬��.�o�y�N�r�i�t�K���?�iª �=�	�	�;�?�;���+�K�}� «��J�r�}�n�t�&�}�r�X�i�N�i� �?���X�#���G�;�?�t¨�n�&�;Å ��n�G���t���|«d�G�i�}�����i���G�K���.�_��i©���g�t� ���i©#�t�����_���k�X�=�;�?�K�i�y�;®��9���X¨;�K�?�r���_���K�}���i�����_�X�K�i�
�n�G���t�i�r�}�=�N�r�¨;�K�}� � ���?�=����;Å=�}�n�}�r�t�K�o�y�

Jsa(χ) =

∫

Ω

j(A0∇u0) dx + η

∫

Ω

j′(A0∇u0) · (A0∇u1 + χA0∇u0) dx

+η2

∫

Ω

j′(A0∇u0) · (A0∇u2 + χA0∇u1) dx

+
1

2
η2

∫

Ω

j′′(A0∇u0)(A0∇u1 + χA0∇u0) · (A0∇u1 + χA0∇u0) dx,
Â ��½nÆ

«w����r�
u0, u1, u2 �K�r�w�r�K�t�=�r�t�K�b���n Â ½nÆ1� Â ��ÆE���n�}� Â ��ÆE���r���_���¨1�r�t©K��iª�®��9���w�?�;�y�ZÅ��n�r�t�K�+�KÂ �#½nÆ��?�Ä����t�r���d�r���N�K�����t�t¨�Z�r�t�K���K%�9����K�?�;� ¾�® ¾+�?�G�r���?�;�T�=������r����w�r�;�?�X�;® § Ã#�i���}�i���

�r�}�N�=�1�.�n�t�t�w�K�}�o�t���r�?�=�=�}¨1�t���X�fÀ}�.�C�Y���jÉC�K�t���w�_�?�n�r�
p0 �}�r�K�t�=�r�t�K���i� H1(Ω)

�n

−
���i©

(A0 ∇p0 ) = −
���i©

(A0j′(A0∇u0))
�i�

Ω
p0 = 0

�K�
ΓD

A0∇p0 · n = (A0j′(A0∇u0)) · n
�K�

ΓN ,







Â ����Æ

«d�+�K¬��?�n�t�Á�o�r���_���i�g�r�t�k�t�y�n�{�r�o·U�r���b���_�i�r�t�K� �}®i¹j»G«w�i�r���?���+±���i�t�Z«w�t���o�?�;�y�ZÅ=���±�}�}¨ ��r�t�K�b�n�

J∗
sa(θ, ν) =

∫

Ω

j(A0∇u0) dx+ η

∫

Ω

j′(A0∇u0) · (A0∇u1 + θA0∇u0) dx

−η2

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇ p0 dx+
1

2
η2

∫

Ω

θ
(

j′′(A0∇u0)A0∇u0
)

· A0∇u0 dx

+η2

∫

Ω

θj′(A0∇u0) · A0∇u1 dx+ η2

∫

Ω

θ(j′′(A0∇u0)A0∇u0) · A0∇u1 dx

+
η2

2

∫

Ω

(j′′(A0∇u0)A0∇u1) · A0∇u1 dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)

∫

SN−1

h1(ξ) ν(dx, dξ),

«w����r�
u0, u1, u2 �n�?� �r�K�t�=�r�t�K�}�V�n+�r��� �?�;�y�ZÅ=�� �_�?�n�r� �Ä��}�n�r�t�K�}� Â ½KÆE� Â ¹�¾�ÆE� Â ¹�»�ÆE�

�?��r�b��¨E�r�t©K��iª��=�n�}�

h1(ξ) =
(A0∇u0 · ξ)(A0∇ p0 · ξ)

A0ξ · ξ
+

1

2

(

j′′(A0∇u0)A0ξ
)

· A0ξ

(

A0∇u0 · ξ

A0ξ · ξ

)2

−
(

j′(A0∇u0) + j′′(A0∇u0)A0∇u0
)

· A0ξ
A0∇u0 · ξ

A0ξ · ξ
.

§ �t�}¨1�
J∗

sa(θ, ν)
�=��b��}���w�t�i�}��n�?�tªJ�K�V�r���

H � �G����_�}�r� ν ���i�p�t�w�G�t���t�k�t�;����¬�ªo�?�KÃ��t���
ν
����� B{�i�.�K¨Y�G���r���t�V�k�=�i�?�¨1�r�t�K�

ξ∗
«w���y¨.�o�G�t���t�k�t�;���

h1(ξ)
�i�

SN−1 ® �9���b�;�=�K���t�

¾ 



·&�?�K�����r�M�?�i���'�}®i¹Z½#���r���\�G�i�}�i�G�t��Z�?�i���V�K
J∗

sa

¨;�K�V¬��T�_�t�G���t�MÀ}���o¬#ªJ¨;�K�}�r�t���;�?�i���k�K�}�iª
�r�i�G���t�T�t�K�G�i�}�n�r���w�i�b�C�?��K���K��K�i�|�����?�r�i¬��t�N¨1���G�b���_�i�r���;® �&©K����?�}�n�t�tªK�

J∗
sa

�y�p�=���	�;�?�;� ��r�y�n¬}�i�N«w�i�r�Á�r���_���¨1�Y�r�
θ
�P�n�}���t���r�?�#���}¨1�t���o�V�_��¨1�K�b���K�jÉC���i���{�_�?�n�r�

p1 �P�_���i���r�t�K���t�
H1(Ω)

�n

−
�=�t©

(A0 ∇p1 ) =
�=�t© (

θA0(−∇p0 + j′(A0∇u0) + j′′(A0∇u0)A0∇u0)
)

+
���i© (

A0j′′(A0∇u0)A0∇u1
) �i�

Ω

p1 = 0
���

ΓD

A0∇p1 · n = θA0
(

∇ p0 − j′(A0∇u0) − j′′(A0∇u0)A0∇u0
)

· n

−
(

A0j′′(A0∇u0)A0∇u1
)

· n
���

ΓN ,





































Â ����Æ
«d�g��¬=�?�K�i�V�r�}�N�=�;�?�i©Z�n�r�t©K�

∂J∗
sa

∂θ
(s) = η

∫

Ω

sj′(A0∇u0) · A0∇u0 dx− η

∫

Ω

sA0∇u0 · ∇p0 dx

−η2

∫

Ω

sA0∇u1 · ∇ p0 dx+ η2

∫

Ω

sj′(A0∇u0) · A0∇u1 dx

+η2

∫

Ω

s(j′′(A0∇u0)A0∇u0) ·A0∇u1 dx

+
1

2
η2

∫

Ω

s(j′′(A0∇u0)A0∇u0) ·A0∇u0 dx

+η2

∫

Ω

sA0∇u0 · ∇p1 dx+ η2

∫

Ω

s(1 − 2θ)h1(ξ
∗) dx.


o�������� ���L� � �G- "BAq i'7k, *.�6�%cE=.^%8'# 
j(A∇u) = |A∇u|2

%c->9
A0 = αI

rl"?A, �JY s6\'s%
JY #hf%cJYNb% $ EFP1'G6?hlk/Em : ^[Gk/EQ6�.#6?"�'#0cEQ+5"L6�0c-qr ->%chf #EQP1"BAq p0^k/"L6?hs%8E	9b #-q'G6?"7P θ 6\' .*0c-q'G"d%c-," V

�G-/9b * *9Ir	08-> s.*%c- .*Aq *.*N "?A,%8"
p0 = 2αu0 rl%8-/9 "BAq f0*k>"76?hf%cE 9c6?JY *.�"76�08- 0 2 Em%ch`6?-/%8"76�08-

6\' %8"	 *%b.*A`k,086?-,"!k,%8JY%cE?Em �E "S0
∇u0 V �f 4"BA�+�' 2�08+5-/9 h1(ξ

∗) = −α2|∇u0|2
%c->9

J∗
sa(θ) = α2‖∇u0‖2

L2(Ω) + η2α2‖θ∇u0 + ∇u1‖2
L2(Ω).

�B2
θ(x) = θ0

6\' %�.*08-,'*"S%8-�"�r�"BAq #-
u1 = −θ0u

0 '#%8"76\'B<  �' _�� � e %8-/94"BAq �'# *.*08-/9 "d #JGh 6?-
"BAq l% $ 0cCI !2�08JGhi+5Em% 2�0cJ J∗

sa(θ)
C8%8-�6\'YAq �'^rqk>JY0cC 6?-�K4"BAq%8"

J∗
sa(θ0)

6\'l%b.#"L+,%cE?EQP h`6?-�6?h`+5h V
&�'�� � 4�.�352�1 .�7 .)= ,/6�:
� �{¨1���}�r�t�=��U���Z« �N�r� � ¨;�K�i�t��k�f���M�?�i�}�i�g�i���K���U���?�K¬��t�;���K��® �K®s�_�©K��?�K�}�C�.�Z�?�Y�Ä��}�n�r�t�K�}��n�?�{���r�r�=¨1�y�Z�?��G�?�k�k�_�t�����i�g�K¬=ÉC��¨E�?�i©��p±���}¨1�r�t�K�|® �}���r�r����r�G�K�?�K��«d�g�K�t�r�k¨;�K�}�r�y�=�;���r���
¨;���_�\�K��G�+�}�M�?� � ���#ª=�_�y¨;�9���?�K¬}�i����=��® �K®��r�}�+¨1�#���J¨;�i����.�9�n��r���N���	�	�;�?�;���p�C�.�Z�?�T�Ä��}� ��r�t�K�b��¨�n�X¬��g�=���	�;�?�;���d�K�M�?���K�����G�r���ªX�_�}�K�r�p�r���g�r�K�k�{�K��K�G�1�?�rªf�K�d�k�y¨1�?���_�r�?�}¨1�r���?�
Â � �Cª#���y¨;�K�p�1Å��n�G���t��«������y�!¬����r����r�G� � ��t���C�?�t¨;�M�Cª³«w�}�;�?��� ¨;�K�}�=�b¨E�r�t©#�M�Cª´���?�K¬��t�;�
�y�g¨;�K���}�i�����r���n� �;�y�K�_�r�y¨1�i�Cª��_ª=�_�r�;�JÆ1®������g�r�i�G���t�y¨1�i�Cª�«��k�r���C�?�r�y¨E�\�K�}�?�r�;�t©K���w�r�V�C«d�
�_�?�Z�?�N�Ä��}�n�r�t�K�}�p�i�Á¨;�K�}���}¨E�?�i©#�i�CªK��¬��=�Y�?���f�?�n�G�N�?��r���i�?�w«d�K�}�t�������t���r�?���T±�K�{�G�K�?�

¾=¹



�Ä��}�n�r�t�K�}�®�� �T¨1���}�r�t�=��d�K�J�K¬�ÉC�¨E�?�i©��Y±�}�}¨E�?�i���J�r�b�Z�p�=�;���;�b���d�K�J�C«d�f�_�?�n�r���
u
�n�b�

v

J(χ) =

∫

Ω

j(u, v) dx,

«w����r�
u
�y�Y�r���X�r�K�t�=�r�t�K�²�K Â ��Æp«w�i�r� ¨1�#���J¨;�i����.�

A(x) = A0(1 + ηχ(x))
�K�}�

v
�y�

�r�}�N�_���i�=�?�i���V�K
−
���i©

(B ∇v ) = f̃
�i�

Ω
v = 0

���
ΓD

B ∇v · n = g̃
�K�

ΓN ,







Â 
 �Æ

«w�i�r���G�=�	�	�;�?�;���Y¨;�K�}�=�b¨E�r�t©#�M�CªJ�r�;�b�_���

B(x) = (1 − χ(x))B0 + χ(x)B1 = B0(1 + ηχ(x)).

¯Y�Y¬b�;±�K�?�N«d�+�K�?�_�}�k�N�r�}�n�Y�r�}�+�t���?�;���?�K�}�
j
�y�p�K&¨1�y�K�?�

C3 «w�i�r� �K�=��Ä��b�Z�r�T���r�Z«9�?�¨1���}�=�i�r�t�K�}�|«w�M�?�N�r���_���¨1�|�r�Y�M�.�P�C«d�p�n�?�K���G�;���.� Â �?���U��¬=ÉC�¨1�r�t©K��±���}¨1�r�t�K�+¨;�K���y�T�K�|«���i�
�=��b��}�\�K�T�w¬��K���b���n�?ªY�t���r�;���?�K�Z«w�M�?���K���v�n�#ª{¨;�K�}¨;�;�=�?�}�n���K���=�i�r�t�K�b�n�K�=���J¨1���i�Cª�ÆE®�� �
�=����n�?�J¬#ª

ju, jv
�M�.�+�b�n�r�r�y�n�&Àb�?�_� � �K�.�=�;�N���;�?�i©Z�Z�?�i©����s�n�}� juu, jvv , juv

�M�.�f�r�¨;�K�}� ��K�.�=��9���;�?�i©Z�Z�?�i©���®
�²�nÃ#�t���X�G�_��¨1�K�b� � ���?���;�9�K�rª��G�=�?�n�?�t¨g�1Å=�}�K�}�r�i���V«w�i�r���?��r�b��¨E�9�r� η «d�T�K¬��?�n�t�

Jsa(ui, vj)i,j=0,1,2 =

∫

Ω

j(u0, v0) dx+ η

∫

Ω

(

ju(u0, v0)u1 + jv(u
0, v0)v1

)

dx

+η2

∫

Ω

(

ju(u0, v0)u2 + jv(u
0, v0)v2

)

dx

+
1

2
η2

∫

Ω

(

juu(u0, v0)(u1)2 + 2juv(u0, v0)u1v1 + jvv(u0, v0)(v1)2
)

dx,
Â 
}¹�Æ

«w����r�
u0, u1, u2 �n�?�G�_���i�=�?�i���}�\�n Â ½KÆE� Â ��ÆE���n�}� Â ��ÆE�v�r���_���¨1�r�t©K�;�tªK�P«w�}�i�t�

v0, v1, v2�n�?�V�r�K�t�=�?�i���}�+�K{�r�i�G�t�t�K�f��Ä��b�Z�r�t�K�b�+�t�#©K�K�t©#�i�}�
B0 �t�}�C�?����³�n

A0 �K�f�r��}�_���® �9���
�?�;�y�ZÅ��Z�?�i���J�n��r���N�r�¨;�K�}� � ���?�=����r�X�n�t�|�n�G���t�M�?�}�=�T���?�K¬��t�;� �t�9���K�rªX�r�X¨1���G���=�r�g±��� ��t�Z«w�i���V�r�}�X�k�;�r���=� �=���r¨;�r�t¬b���Á�t� �r���G���?�;©#�t�K�}�T�r�¨1�r�t�K�}�®��9���X�K¬=ÉC��¨E�?�i©��f±�}�}¨E�?�i���
¬��¨1���G��

J∗
sa(θ, ν) = Jsa(ui, vj)i,j=0,1,2«w����r�

u0, u1, u2 �n�?�Y���Z« �r�K�t�=�r�t�K�b���K|�r�}�{�?�;�y�ZÅ=��o�C�.�Z�r�g�Ä��}�n�r�t�K�}� Â ½nÆE� Â ¹�¾KÆ1� Â ¹�»�ÆE�
�?��r�b��¨E�r�t©K��iª��&�n�}�

v0, v1, v2 �_���i���r�t�K�}�f�np�?�����r�K�k�V�r��t�nÅ=��z��Ä��b�Z�r�t�K�b�+«w����r�o�r���
�r��}�r�K�

A0 �y�p�?�;���y�K¨;���¬#ª B0 ® �w�;�X�n�?ÃV�r�}�n�Y�r�}�;�?�N�t�{�J�r�i�����i� H � �G���K�r���r� ν �r�t�}¨1��r�}�N�r�K�k�\�G�y¨1�?���_�r�?�}¨E�?���r�
χ
�n������K�?�9�t��¬b�K�r���Ä��}�n�r�t�K�}� Â ��Æ9�n�b� Â 
 �Æ1®

�Q�N�K�.�=��P�r�g�_���Z« �r�b�Z�
J∗

sa(θ, ν)
�y�v�1Å=���t�t¨;�M�?�iªg�i�t�����n�^�t�

ν
«d�&�}�r�&�C«d�w�i�b�=�;���;�}���;���

�K�ZÉC�K�t���.�
p0, q0

�b�_���i�=�?�i���}�d�n

−
�=�t©

(A0 ∇p0 ) = ju(u0, v0)
�i�

Ω
−
�=�t©

(B0 ∇q0 ) = jv(u
0, v0)

�t�
Ω

p0 = q0 = 0
�K�

ΓD

A0∇p0 · n = B0∇q0 · n = 0
�K�

ΓN .















Â 
�¾KÆ
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�9�����_�T�K�ZÉC�K�t���p�_�?�n�r��w�K�i�t�Z«È�b�d�r�X�;�t�t�k�t�}�n�r�
u2, v2 �n�}�V�?�k��¬=�?�K�i�

J∗
sa(θ, ν) =

∫

Ω

j(u0, v0) dx + η

∫

Ω

(

ju(u0, v0)u1 + jv(u
0, v0)v1

)

dx

+
1

2
η2

∫

Ω

(

juu(u0, v0)(u1)2 + 2juv(u0, v0)u1v1 + jvv(u0, v0)(v1)2
)

dx

−η2

∫

Ω

θA0∇u1 · ∇p0 dx− η2

∫

Ω

θB0∇v1 · ∇q0 dx

+η2

∫

Ω

θ(1 − θ)

(
∫

SN−1

h(ξ) ν(x, dξ)

)

dx.
Â 
 ��Æ

«w�i�r�
h(ξ) =

ξ ⊗ ξ

A0ξ · ξ
A0∇u0 ·A0∇p0 +

ξ ⊗ ξ

B0ξ · ξ
B0∇v0 · B0∇q0.

Â 
�
�Æ
�9���9�G�i�}�i�G�t��Z�?�i���G�n

J∗
sa(θ, ν)

«w�i�r�G�r���_���¨1���r�
ν
¨;�n�k¬��p�K¨.���t�;©���N¬#ª+� B{�i�.�K¨d�X�K�?�

ν∗
¨;�K�}¨;�;���r�.�Z�?��J�n�w�k�=�t�r��¨E�?�i���

ξ∗
Â �i�}���;���;�}�=����9�K

θ
Æ�«w���y¨.���k�t���t�G�i���d�r�}�{±�}�}¨ ��r�t�K�

h(ξ)
®��9����r�;±�K�?�K�=�K�b¨1�N�n���n�t�|���r�i�G���t�N�y�n�G�i�b�Z�r���w�n�?�T�K�=�?�i�X�K�|�G�t¨;�r���C�?�r�}¨1�r���?��

±�K�9�?���y�w�+���i�r�t���t�T�i���K��� Â �K�w�;©��;���+���i�r� � ���#ª#�r�y¨;�.ÆU�}�r��¬��i���®

� � ¦1� �	�T¡�¦��g�w£�� �#���P v¦;¥�¦.  $
�8')( *�+-,/.).0,/+-1�.)2�354�6879,/:<;8+-183>=/352@?
� ���K�;�}�;�.�n�t�i��V�?�����?��r���M�.�X�ng�r�}�����r�©#�i���}�X�_��¨E�?�i���´�?� �r���²�rª=�C�?�;� �n\�i�t����K�r�t�;���
�;�y�K�_�r�y¨1�i�CªK®�� �p¨1�K�b�_�y�=�;�U�k�iÅ#�r���?��&�n��C«��T�t�i�}��n�s�y�r�n�r�?�K�}�t¨9���b�K�r���«w�i�r�X�;�y�K�_�r�y¨9���?�K� ��;�r�r�t��

A0 = 2µI4 + λI2 ⊗ I2, A1 = 2µ(1 + η)I4 + λ(1 + η)I2 ⊗ I2,

«w����r�
η
�y�g�J�_�X�K�i���}�n�.�n�G�;�r�;���}��® �K®

|η| << 1
®������g�J¨.�b�n�.�K¨E�?�;�?�t�_�r�y¨g±���}¨1�r�t�K�

χ
�n

�r�}�T�r��K�t�K�o�=¨¨1�����t��V¬#ªo���b�K�r�
A1 «��\�t���r�?�#���}¨1�g�r�}�T�k�iÅ#�r���?�T�;�y�K�_�r�y¨1�i�CªX�?�;�}�r�K�

A(x) = A0
(

1 + ηχ(x)
)

.

�����&�\�_�G�#�n�?�f¬��K���b�=��k�K���;�X�r�1�
Ω ⊂ R

N �n«w�i�r�G¬b�����}���K�rª ∂Ω = ΓD∪ΓN

���n�}�f±�K�
�K�t©K��Á�t�����=�i�}�J±�K�.¨1���

f ∈ L2(Ω)N
�K�}�

g ∈ L2(∂Ω)N
�|«d�k¨;�K�}�r�t���;�g�r���k±���i�t�Z«w�i�}�

¬��K���}�}�n�?ªX©j�K�i�}�T���r��¬��t�;�

−
�=�t©

(A e(u) ) = f
�t�

Ω
u = 0

���
ΓD

A e(u)n = g
���

ΓN ,







Â 
�»KÆ

«w����r�
e(u) = 1

2

(

∇u+ (∇u)T
) �=����n�?��d�r�}�\�_�r�.�n�t�V�r�;�b�_���®����p�t�9«d�;�t�PÃ#���Z«w�J�?�}�Z�

Â 
#»KÆg�K���k�i�?�+�V�}���tÄ����J�r�K�t�=�?�i��� �t�
H1(Ω)N

®)�Uª#���y¨;�K�i�tª²«d�k«9�n���\�r���G�t���i�G�t�;�J�K�
�K¬�ÉC�¨E�?�i©��Y±�}�}¨E�?�i�����n^�?���\�Cª#�b�

J(χ) =

∫

Ω

j1(u) dx+

∫

ΓN

j2(u) ds,
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«w����r�g�r�}�T�i���r��K�.�n�}�}�
ji
�K�r�\�n�¨1�y�K�?�

C3 «w�M�?���K�=��Ä��b�Z�r�\���r�Z«9�?�V¨1���}�=�i�r�t�K�}�®¯Y�?�_�}�k�t�����?�}�Z�T�?���k�C«������}���_���\�}�j©K�k���?��?¨1�?�i¬��� ©K���i�}�k�k±�.�K¨1�r�t�K�}��
Θ
±���

A1�n�b�
1−Θ

±���
A0 ��«w�i�r� Θ ∈ (0, 1)

���K�}�V�r��¨;�n�t�t�i���G�=�;À}���i�r�t�K� Â 
�Æ��K^�r�}�N�K�=�G�y�r�r�i¬}�i�
�r�1�

Uad

�=�?���T�y�n�?�K�\�n�G���t�M�?�}�=�T�K���r�t�G�K�|�=��r�t�K�����r��¬��t�;� �y�

inf
χ∈Uad

J(χ).
Â 
�¼�Æ

� �X�b��_±���r�����r�¨;�K�}� � ���?�=��\�1Å=�}�n�b�_�t�K� «w�M�?�z�r���_���¨1�T�r�
η
�i� �r�}�o�C�.�Z�?�X�Ä��}�Z�?�i���

�n�b�o�t���r���T��¬=ÉC�¨1�r�t©K�g±���}¨1�r�t�K�

u = u0 + η u1 + η2u2 +O(η3).

·&�t���K���i�}�f�?���y�p�n�}�?�Z�?�{�t� Â 
#»KÆ�ª#�i��t���w�r���?�;�\�Ä��}�n�r�t�K�}�d±���
(u0, u1, u2)

−
�=�i©

(A0 e(u0) ) = f
�t�

Ω
u0 = 0

�K�
ΓD

A0 e(u0)n = g
�K�

ΓN ,
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#½nÆ

−
�=�t©

(A0 e(u1) ) =
�=�t©

(χ A0 e(u0) )
�t�

Ω
u1 = 0

���
ΓD

A0 e(u1)n = −χA0 e(u0)n
���

ΓN ,
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−
�=�t©

(A0 e(u2) ) =
�=�t©

(χ A0 e(u1) )
�t�

Ω
u2 = 0

���
ΓD

A0 e(u2)n = −χA0 e(u1)n
���

ΓN .
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§ �t�G�i�y�n�?�iª���«��J�X�KÃK�o� ���jª#�i���N�1Å=�}�K�}�r�i���z�i�z�?���o��¬=ÉC�¨1�r�t©K�X±�}�}¨E�?�i���!�n�}�³���;���i��¨E� ��t���o�?���X�?�;�X�n�t�}�=��Y�?�;�?� «��k�K¬��?�n�t� �r���k±���}¨1�r�t�K�
Jsa(u0, u1, u2)

���1À}�����Á¬#ª Â ¹ �Æ
Â �;Å�¨1�;���+�r�b�Z�G���Z«

u0, u1, u2 �K�r�o©K�¨1�r��� � ©Z�n�t���� ±���b¨E�r�t�K�b�?Æ1® � �J�?�#�}�k�K¬=�.�n�t�z�r���
�Ä����t©Z�n�t�;���w�n/BY�;À}���i�r�t�K� ��®t¹g�i���r�}�T�;�y�K�_�r�y¨1�i�Cªo¨1�����?�1Å#�®
�����������	���
� � �����i s.*%8E?E ?'Ghs%8E?E=%chlk/EQ6?"L+,9; �� 0*k>"76?hf%cE=9b �'G6FKc- k/JY0 $ Em #h "BAq i'# *.*08->9cn
08J^9b #J %I'GP8hlk/"d0c"L6�.f0 2gk>JY0 $ E  �h _ � � e r=-/%8hs �EFP

inf
χ∈Uad

{

Jsa(χ) = Jsa(u0, u1, u2)
} Â » �Æ

@ Aq #JY Jsa(u0, u1, u2)
6\'�9b L< -/ ^9 $ Pp_��bT e r=%8-/9 u0, u1, u2 %cJY '#08EF+5"L6�0c-q' 0 2 "?A, 'G"d%c"d 

 *)�+,%c"L6�0c-q's_ � � e rl_ � � e r _ � � e JY G'7k, *.�"76?CI #EQP V
�8'�� � 7 .�,�� , 352�=��
	 ;

H �
+-7 ,/: 4�57 :

¯Y�k�}�r�}�K��� Â » �ÆN�y�+�t�t� � �b���_���³¬��¨�n�}�r�V�i�X�=�#��k���n�X�K���k�i�X�Á�G�t���i�G�t�;��k�t�!���;����?�K��®
�9����r�;±�K�?�+«d�k�?�;�y�ZÅ��i�N¬#ª��}�_�t���

H � �G��K�r���?��p±�K�t�i�Z«w�t���V�r���G���?�=¨1������r�k�t� § ��¨E�?�i���
��®I¾=® A|�;�

χn

¬��{�T�r�Ä�����}¨1� Â �G�i���t�G�i��i�}�N�K�&�}�n�.Æ&�n|¨.�}�K�?��¨E�r��r�y�_�r�y¨U±�}�}¨E�?�i���}�&«w���y¨.�|�
���k�r�T�\�r��¬}�r�Ä����;�b¨1�w¨1����©��;�?�K���^«d��KÃ��tª � � �r�T�\�t�i�G�i�U�=�;�b�_�i�Cª θ �i� L∞(Ω; [0, 1])

® � �
�=����n�?�w¬�ª

u0, u1
n, u

2
n

�?���p�r�K�t�=�r�t�K�}�&�n Â 
#½KÆE� Â 
 ��ÆE���n�}� Â 
 ��Æ��?��r�b��¨E�?�i©��;�tªK�K���r�r�=¨1�y�Z�r���

¾ 




�r�
χn

® � ¬#©��t�K�b�_�tªV«d�+��¬=�?�K�i���?�}�Z�
u1

n

¨1�K�#©��;�?�K��p«����nÃ#�iªV�r�
u1 �i� H1(Ω)N

«w���y¨.�
�y�d�r���N�r�K�t�=�r�t�K���n

−
���i©

(A0 e(u1) ) =
���i©

(θ A0 e(u0) )
�t�

Ω
u1 = 0

���
ΓD

A0 e(u1)n = −θA0 e(u0)n
���

ΓN .
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�v���b�K�?�Y�?���r���G�t�i�G�i�N�i� Â 
 ��Æ{«d�G���;���ÁÀb�?�_�\�r��¨1���k�}�=�r�G�?���G�i�t�G�M�N�K
χne(u

1
n)

¬#ª
�G��K�}�d�n

H � �G����_�}�r���;®��#���?�K� Â 
 ��ÆU«d�gÃ#���Z« �r�}�n�
e(u1

n)
�=��b��}���9�t�i�����n�?�iªX���

χn�r�}�r�����K� ���}�_��}�=� � �=���	�;�?�;���r�y�n���K���;�.�Z�?�K� q �^�}�K�G�K���;����K�}�g�nd�K�.�=�;�*}�|�r�}�J�_ª#�+¬��K�
�n�«w���y¨.���y�

q(x, ξ) = −
σ0ξ ⊗ ξ + ξ ⊗ σ0ξ

2µ|ξ|2
+

(µ+ λ)(σ0ξ · ξ)ξ ⊗ ξ

µ(2µ+ λ)|ξ|4
«w�M�?�

σ0(x) = A0e(u0)(x).
Â »K¾KÆ

�9���o¨;�K�G���=�.�Z�?�i��� �K9�r���y�+�rª#�+¬��K�&�y�+��¨;�t���r�r�t¨�n�s�?��r���i�+�i� �?��� �{�K�r���i� � § ���?�r�tÃ#�G�K�©Z�n�?�t�n�r�t�K�}�K�Z���?�i�}¨;�i�}�i� Â �_��&�K® �}®P�?���&���?�#�n=�n �9����K�?�;� ¾�® �}®i¹�¹��i�X¸t¹Eº±ÆE®%�9���;�|�j�=����n�?�i���
¬#ª

θ(1− θ)ν(dx, dξ)
�r�}�

H � �G����_�}�r�{�n|�?���T�_��Ä��}�;�}¨;� χn

���n�}�V�n�����tª#�i�}� �9����K�?�;�
¾=®I¾=�=«d�T�=����}¨1�g�r�b�Z�

lim
n→+∞

∫

Ω

χnA
0e(u1

n) · e(φ) dx =

∫

Ω

θA0e(u1) · e(φ) dx

−

∫

Ω

∫

SN−1

θ(1 − θ)fA0(ξ)A0e(u0) ·A0e(φ) ν(dx, dξ).

«w����r�
fA0(ξ)

�y�d�+±�K�}�_�?� � ���?���;�&�?�;�}�r�K�w�=�;À}�����P�#±�K�9�n�#ªJ�rª��G�G�1�?�r�y¨p�X�n�r�?�t¨;�� σ, σ′
�

¬#ª
fA0(ξ)σ · σ′ =

σξ · σ′ξ

µ
−

(µ+ λ)(σξ · ξ)(σ′ξ · ξ)

µ(2µ+ λ)
.

Â » ��Æ
�Q���r�?�=�=�}¨1�t������±�K�}�_�?� � ���?���;�g�r��}�_��� M(x)

�=�1À}�}��P�v±�K�+�K�#ªÁ�_ª#�G�G�1�?�r�y¨G�X�Z�r�?�iÅ
σ
�

¬#ª
Mσ · σ =

∫

SN−1

fA0(ξ)σ · σ ν(x, dξ),
Â » 
#Æ

«d�J�K¬=�.�n�t� �r�}�n�+�r�}�J«����nÃ �i�t�G�M�k�i�
H1(Ω)N

�K
u2

n

�y�
u2 ���r���V�����yÄ��}�o�_���i���r�t�K�z�t�

H1(Ω)N
�n

−
�=�t©

(A0 e(u2) ) =
�=�t©

(θ A0 e(u1) ) −
�=�i©

(θ(1 − θ) A0MA0 e(u0) )
�t�

Ω
u2 = 0

���
ΓD

A0 e(u2)n = −θ A0e(u1)n+ θ(1 − θ) A0MA0e(u0)n
�K�

ΓN .
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§ �t�}¨1�f�r�}�k��+¬�������i�����g�n

H1(Ω)
�i�
L2(Ω)

�n�b�²�t�
L2(ΓN )

�K�r�G¨1���k�b�K¨E���	«��G¨;�K�
����_�t�tªX�}�K�?�d�r�G�?���T�i�t�G�M�p�t���r���T��¬=ÉC�¨1�r�t©K�{±���}¨1�r�t�K�

lim
n→+∞

Jsa(χn) = J∗
sa(θ, ν) = Jsa(u0, u1, u2)

«w����r�
u0, u1, u2 �K�r�d���Z«´�r�K�t�=�?�i���}���nb�r���w�?�;�y�ZÅ=��k�_�?�Z�?�9�Ä��}�Z�?�i���}� Â 
=½nÆ1� Â »�¹�ÆE� Â »K»�ÆE�

�?��r�b��¨E�r�t©K��iª�®��9���;�?�1±���r�g«��dÉC�}�_�p�}�j©��g�}�r�Z©���X�?���\±�K�t�t�Z«w�i���k�?��r���M��®
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�\�Z�����b� ��� �µ� � � �\� W Aq `JY #Em%#[�%8"76�08-(032s_��;T e 6\'4"?A5+�'
min

(θ,ν)∈U∗

ad

{

J∗
sa(θ, ν) = Jsa(u0, u1, u2)

} Â »n¼�Æ

@ Aq #JY U∗
ad

6\' 9b L< -/ *9 $ P:_�� � e V � 08JY lk>J^ ^.#6\'# �EFPIr
� V "BAq #JY i Y[;6\'G"L'4%c" Em *%8'*"	08-/ �hi6?-,6?hi6��O �J (θ, ν)

032j_���� e r
� V %c-,P:hi6?-,6?hi6��O �J (θ, ν)

0 2p_�� � e 6\'j%8"7"d%c6?-> *9 $ P1%:hi6?-,6?hi6��#6?-MK1'� *)#+, �-/.* χn

0 2
_��;T e 6?- "?A, ]'# �-,'� &"BAq%8"

χn

.*08-�CI #JLKM G' @  *% NcEQP8n��1"S0 θ 6?-
L∞(Ω)

r
ν
6\'&"BAq 

H
nShf *%I'G+5JY `032

(χn − θ)
r %8-/9

limn→+∞ Jsa(χn) = J∗
sa(θ, ν)

r
� V %c-,P h`6?-�6?h`6��#6?-MKp'� *)#+, �-/.* χn

0 2j_��bT e .*08-�CI #JLKM G' 6?- "BAq k>J^ �CO6�08+�'`'� #-q'# `"S0 %hi6?-,6?hi6��O �J
(θ, ν)

0 2f_���� e V
¯p�}�K�i���K���}�_�tªÁ���\�i� § ��¨E�?�i��� �}® �}�^«d�J¨;�K� �}�r�Z©��+�?�}�Z� Â »n¼�Æ\¨;�n� ¬��X�K¬=�.�n�t���� ¬#ª

À}�.�C�p�?�;�y�ZÅ=�t��� Â 
�¼�Æ9�n�b���_��¨1�K�b�o�X�nÃ#�t���G�r�}�+�_�X�K�i�^�K�G���i�i�r�b�=�+�K�rª#�G�=�r�K�r�y¨ Â �t�}�C�?����
�nv�r���T�?�;©��;�.�_�g�K�.�=��.Æ1®

�8' & ��18352)+-,/.)2�3 ; ? =���6�2�352�=���:
¯Y���t�V�r�¨E�?�i��� ��® 
+«d�{�r�t�k�}�i�i±ªG�r���g�?�;�y�ZÅ=��X�r�X�n�t�	�K�G���i�i�r�b�=�{���=�r�t�G�i���Z�?�i���J���?�K¬��t�;�
Â »K¼�Æd¬#ªV�r���Z«w�t���k�r�}�n�Y�K���r�t�G�K�|�G�t¨;�r���C�?�r�b¨E�r�}�r���w¨;�n���K�i«9�jª=�9¬b�T±�����}���t���r���+¨;�t���r�
�n��_�t�G���t�T�K�w�.�n��Ã � �K���{�t�K�k�t�}�n�r��®
�\�Z�����b� ��� �µ� � � ��� W Aq JY #Em%#[� *91'*hs%8E?E	%8h k>EF6?"L+,9; k>JY0 $ Em #h _�� � e .^%c- $  'G6?hlk/EQ6 <  *9
$ P JY �'G"LJG6�.#"L6?-�K "?A, `'� #"l032lk>JY0 $ % $ 6?EQ6?"LPphs *%I'G+5JY �' P(Ω, SN−1)

r	9; �<=-> *9 $ P _ � e r "S0 6?"L''G+ $ '# #"�0 2�� 6?JY%b.`hs%I'*'# G' V � 0cJY lk>JY *.#6\'� #EQPIr�"?A, �J^ i ^[;6\'G"�' %8-(0^k/"L6?hs%8E 9b �'G6FKc- '#08EQ+5"76�08-
032

min
(θ,ν)∈Usl

ad

J∗
sa(θ, ν)

Â »�½nÆ

@ Aq #JY Usl
ad ⊂ U∗

ad

6\'j9b L< -/ *9 $ P(_�� � e V ��+5JG"BAq #JGhf0cJY Gr	"BAq j0*k>"76?hf%cE � 6?JY%b.fhs%I'*' H n
hs ^%8'G+5JY 46?-U_�� � e 9b0O �'�->08"�9b Skq #->9 08-]"?A, `9; �-,'G6?"LP θ V
�\�Z�|���Y� �v�p�_�t�G���t�M±ªg�r�}�s±�K�?�+���y��±�K�

J∗
sa(θ, ν)

«w�}�t¨.�\�y�|�t�k�}�i�y¨1�i�^�t�
ν
��«d�&�t���r�?�#���}¨1�

�n���K�ZÉC�K�t���p�_�?�n�r�
p0 �r�K�t�=�r�t�K���t� H1(Ω)N

�n
−
�=�t©

(A0e(p0) ) = j′1(u
0)

�t�
Ω

p0 = 0
���

ΓD

A0e(p0)n = j′2(u
0)

���
ΓN .
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�9���T�����n�^�n��r���y�Y���jÉC�K�t���Y�C�.�Z�r�+�t�9�?�J�;�t�t�k�t�}�n�r�
u2 �i� J∗

sa(θ, ν)
®��Q�}�=�����.�nÃ#�i�}�G�r���

�?¨;�n�y�n�����?�#���}¨E�d�n Â » ��Æ&«w�M�?�
u2 �K�}�X�t���r�;���?�n�r�t���N¬#ªX�}�K�_�.�;�#�n�}�V�=�K�t���+�r���\�r�K�G�p±�K�Â »�»KÆ�«w�i�r�

p0 ��«��\��¬=�?�K�i�
∫

Ω

j′1(u
0) · u2 dx+

∫

ΓN

j′2(u
0) · u2 ds = −

∫

Ω

θA0e(u1) · e(p0) dx

+

∫

Ω

θ(1 − θ)A0MA0e(u0) · e(p0) dx,
Â » ��Æ

¾n¼



«w���y¨.�J�y�U���Z«°�;Å#�}�i�y¨1�i�r�tªX� �X���Y�t�
M

�K�}�G�?���b�U�t�
ν
® § �t�}¨1� Â »���Æs�y�U�r���{�K���tªk�r�;�?� �i�

�r�}�f��¬=ÉC�¨1�r�t©K�f±���}¨E�?�i���
J∗

sa(θ, ν)
«w���y¨.� �=��b��}���g�K�

ν
�P�r���G�?�n�G�k�K�r�����G�;���g���g�i�

·&�?�K�����r�M�?�i��� ��®t¹ Xª#�t�;�y���Y�r�}�n�g�����iª B{�i�.�K¨+�X�K�?�_���p�t�
ξ
�������?�o¬��k¨;�K�}�r�t���;�?����n�b�

�r�b�Z�p�?���N�K���r�t�G�K�
ν
�=�#���p���K�{�=�;���;�b���K�

θ
® �9���N���=�r�t�X�n� B{�t�?��¨T�X�K�?�

H � �k���K�r���?��y�w�_���}�b���_�?����Z�p�f���i�?�¨1�r�t�K�
ξ∗(x)

�r�b�Z�p¨;�K�V���K�r�i�tªX¬b�N¨;�K�G���=�?����K�d�?���\�k�t���t�G�i��;�
�n

fA0(ξ)A0e(u0) · A0e(p0) =
1

µ
(A0e(u0))ξ · (A0e(p0))ξ

−
µ+ λ

µ(2µ+ λ)
((A0e(u0))ξ · ξ)((A0e(p0))ξ · ξ) ,

Â ¼��Æ
«w����r�

fA0(ξ)
�t�9�?���\�r��}�r�K�w�=�1Àb������t�V±���r�f���y� Â » ��ÆE®

2¯wõ�?�;�+��i�t�G�i�b�Z�r�t�K�z�K9�r���
H � �G����_�}�r� ν ����® �K®��?�;���y�K¨;�i�}�V�?���J�?�;�}�r�K� M ¬#ª �r���

�K���r�t�G�K���r��}�_���
M∗ = fA0(ξ∗)

Â ¨;�K�?�r���_���K�}���i���V�r���?���J�.�n��Ã � �K���k�y�n�G�i�b�Z�r�G�t� �r����=�t�r��¨E�?�i���
ξ∗
ÆE�^�K�}� �}�_�t�����n���n�t�²�?���J�K�jÉC���i���N�_�?�Z�?�

p0 �r���;�t�t�k�t�}�n�r� u1 �t� �r���kÀ}�.�C��K�.�=����?�;�?� �t�
η
��«d�\�K¬=�.�n�t���n���K¬=ÉC��¨E�r�t©K�g±���b¨E�r�t�K�

J∗
sa(θ)

J∗
sa(θ) =

∫

Ω

j1(u
0) dx+

∫

ΓN

j2(u
0) ds− η

∫

Ω

θA0e(u0) · e(p0) dx

+
1

2
η2

∫

Ω

j′′1 (u0)u1 · u1 dx+
1

2
η2

∫

ΓN

j′′2 (u0)u1 · u1 ds

−η2

∫

Ω

θA0e(u1) · e(p0) dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)M∗A0e(u0) · A0(p0) dx.

�U��� ��� �!��� W A, 	0 $��  ^.#"76?CI a2*+5-/.�"76�08- J∗
sa(θ)

6\' �aJ �^.*Aq #"�986 �  #JY #-,"76�% $ Em l%c->9�6?"�' 9; �JG6?C8%8n"76?CI 6?-&"BAq i986?JY *.#"L6�0c-
s ∈ L∞(Ω)

6\' Kb6?CI #- $ P
∂J∗

sa

∂θ
(s) = −η

∫

Ω

sA0e(u0) · e(p0) dx− η2

∫

Ω

sA0e(u1) · e(p0) dx

−η2

∫

Ω

sA0e(u0) · e(p1) dx+ η2

∫

Ω

s(1 − 2θ)M∗A0e(u0) · A0e(p0) dx.

@ Aq #JY p1 6\'�%c->0c"?A, �J %;9 � 086?-�"g'*"S%8"S �r 9b L< -> *9 %I'4"?A, 4'#0cEQ+5"L6�0c-&6?- H1(Ω)N
032

−
986?C

(A0e(p1) ) = j′′1 (u0)u1 +
986?C

(θA0e(p0) )
6?-

Ω
p1 = 0

08-
ΓD

A0e(p1)n = j′′2 (u0)u1 − θA0e(p0)n
08-

ΓN .
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�9���T���?�#�nv�y�w�r�i�G�t�t�K�9�r�G�r�b�Z�w�n/A|��k�X����®t¹ �}�=�_�G«d�N�r�n±�;�tªo�_Ã#�t�V�i�®

o�������� �!��� ��"g6\'i6?-,"S �J^ G'G"76?-MK "d0p.*08h k>+5"S s ^[Gk/EQ6�.#6?"LEQP "BAq s0^k/"L6?hs%8E 9c6?JY *.�"76�08-

ξ∗
0 2

Em%ch`6?-/%8"76�08-qr�%c"lEm *%I'G"l6?- "BAq `'G6?h k>Em .*%I'# @ A, �- "BAq j0 $�  *.#"L6?C8 l2*+5-/.�"76�08- 6\'i"?A, j.*08hin
k>EF6�%8->.* �r=->%chf #EQP

j1(u) = f · u
%c->9

j2(u) = g · u
r @ A�6�.*A:6?h k>EQ6� �' p0 = u0 V�� -& ^%8'GP.*08h k>+5"S%8"76�08-1_7'# * ���@� e ' A,0 @ '�"?A,%8" ξ∗ 6\'l%8-p �6FKM �-�CI *.#"d0cJ 032 σ0 = A0e(u0)

%8'^'#0O.�6�%c"d *9
@ 6?"BA ω1

r "?A, ` #6FKM �-�CI%cEQ+, f032
σ0 032 'Ghf%cE?Em �'*"l% $ '#08EF+5"d CI%cEQ+, VfW A, �-

fA0(ξ)A0e(u0) ·A0e(u0) =
ω2

1

2µ+ λ
,

¾�½



%8-/9�k>EF+bK Kb6?-MK "?A56\'  Y[�k>J^ G'*'G6�08-16?-�"d0j"?A, 2�0cJGh`+5Em% 2�08J4"BAq �JY �E %#[� *9 0 $��  *.�"76?C8 2*+5-/.�"76�08-,r%8-/9s+�'G6?-MK  *)�+,%c"L6�0c-Z_��<� e r @  �KM �"

J∗
sa(θ) =

∫

Ω

f · u0 dx+

∫

ΓN

g · u0 ds− η

∫

Ω

θA0e(u0) · e(u0) dx

+η2

∫

Ω

A0e(u1) : e(u1) dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)
ω2

1

2µ+ λ
dx.

�8'�� * 3 �5,/2 � =�� : 3 �57 : : 	�, :�7 6 = 	 ��7 ? 352�� 7 � 4 ��? 352�=��
�9���o�?�n�G�X�G�1�?���=� «����rÃ=�g±���N�K¬=ÉC��¨E�?�i©��G±���}¨E�?�i���}�T�?�}�Z�k�=�;���;�}� ��� �r���V�C�?�?�K�i� �K�
�K�J�r���\�C�?�r���r�U�r��}�r�K��® § �i�}¨;�Y�G���_�9�n|�?���{�}�;�����o¨;�K�G���=�.�Z�?�i���}���K�r�{©K��rªG�_�t�G�i�y�n���r�
�r�}���r�N�n�t�r���K�=ªJ���;�r±�K�?�G����t�²�_��¨E�r�t�K�b�#��®I»G�n�}� �}® ¼}��«d�N¨1�K���?�;���p�K���.�r�;�t©K��9�t���K�t©#�i�}�
�r�}�T�G�K�i���?��r���M�.�9«w�M�?���K���Y�_�����;� �}�����}�w�=�;�?�n�t�y�;®

���i�.�C�p«d�T¨1���}�_�y�=����?���T�K¬�ÉC�¨E�?�i©��g±���}¨E�?�i���

J(χ) =

∫

Ω

j
(

e(u)
)

dx,

«w����r�
j
�t�T���r�k�#�K�r�²±�}�}¨E�?�i��� �K�}�

u
�y�{�r���X�r�K�t�=�r�t�K� �n&�?���X�C�.�Z�r�G��Ä��b�Z�r�t�K� Â 
�»�ÆE®

�²�KÃ��t���G�X�_��¨1���}� � �K�.�=�;�9�_�X�K�i�|�K�k�}�i�i�r�}���T�1Å=�}�n�b�_�t�K�V«��T��¬=�?�K�i�

Jsa(χ) =

∫

Ω

j
(

e(u0)
)

dx+ η

∫

Ω

j′
(

e(u0)
)

: e(u1) dx

+η2

∫

Ω

(

j′
(

e(u0)
)

: e(u2) +
1

2
j′′

(

e(u0)
)

e(u1) : e(u1)

)

dx,

Â ¼�¾KÆ

«w����r�
u0, u1, u2 �n�?���r�K�t�=�?�i���}�k�np�?���²�C�.�Z�?�V��Ä��b�Z�r�t�K�b� Â 
#½KÆE� Â 
 ��ÆE���K�}� Â 
 ��ÆE�U�?� ��r�b��¨E�r�t©K��iª�®�¯ ¨1���k�}�=�?�n�r�t�K�|�#�_�t�G�i�y�n�U�r�T�?���Y�}�r�©��t�K�b�s�K�����;��ª#�i��t�}�s�r�}�Y�?�;�y�ZÅ��Z�?�i���k�K

Â ¼�¾KÆ

J∗
sa(θ, ν) =

∫

Ω

j
(

e(u0)
)

dx− η

∫

Ω

θA0e(u0) : e(p0) dx− η2

∫

Ω

θA0e(u1) : e(p0) dx

+
η2

2

∫

Ω

j′′
(

e(u0)
)

e(u1) : e(u1) dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)h2(ξ) ν(dx, dξ),

«w����r�
u1 �t�k�?���Á�r�K�t�=�r�t�K�´�r� Â »=¹�Æ1�U�?����À}�.�C�o���jÉC�K�t���J�C�.�Z�r�

p0 �t�k�?���Á�r�K�t�=�r�t�K���t�
H1(Ω)N

�n

−
���i©

(A0 e(p0) ) = −
�=�t©

j′
(

e(u0)
) �i�

Ω

p0 = 0
���

ΓD

(A0e(p0))n = j′
(

e(u0)
)

n
�K�

ΓN















Â ¼���Æ

�n�b�

h2(ξ) =
1

µ
A0e(u0)ξ · A0e(p0) ξ −

µ+ λ

µ(2µ+ λ)
(A0e(u0)ξ · ξ)(A0e(p0)ξ · ξ)

+
1

2
j′′

(

e(u0)
)

q(x, ξ) : q(x, ξ)¾ �



«w����r�
q(x, ξ)

�y�G�=�1Àb����!¬�ª Â »K¾�ÆE® �^� �G�i�}�i�G�t�;�
J∗

sa

�U«w���t¨.�!�t�k�t�i�����n�k�i�
ν
�U�i�G�t�

�;�}�K����� �?���?�KÃK�
ν
���N� BY�t�.�K¨G�X�K�?�N�t�³���=�t�r��¨E�r�t�K�

ξ∗
«w���t¨.�z�G�t���t�k�t�;���

h2(ξ)
�i�

SN−1 ®�¯põ�r��U�;�t�t�k�t�}�n�r�t�K�k�n ν �K�?���w�K¬�ÉC�¨E�?�i©��d±���}¨E�?�i��� J∗
sa(θ)

�t�U�=�	�	�;�?�;���?�t�K¬��i�w«w�i�r�
�?��r�b��¨E�9�r�

θ
«w�M�?���=�i�?�¨1�r�t�K�}�K�|�=�;�?�t©j�n�r�t©K�\�K�t©K��o¬#ª

∂J∗
sa

∂θ
(s) = −η

∫

Ω

sA0e(u0) : e(p0) dx+ η2

∫

Ω

sA0e(u0) : e(p1) dx

−η2

∫

Ω

sA0e(u1) : e(p0) dx+ η2

∫

Ω

s(1 − 2θ)h2(ξ
∗) dx,

«w����r�
p1 �y�p�G�_��¨1���}�V���jÉC�K�t���p�C�.�Z�r���}�r�K�t�=�r�t�K���i� H1(Ω)N

�n

−
�=�t©

(A0e(p1) ) =
�=�t© (

j′′
(

e(u0)
)

e(u1)
)

−
�=�t©

(θA0e(p0))
�i�

Ω

p1 = 0
���

ΓD

(A0e(p1))n =
(

θA0e(p0) − j′′
(

e(u0)
)

e(u1)
)

n
�K�

ΓN .
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§ �¨;�K�}��«d�T¨1�K�b�_�y�=�;�d�?���T�K¬=ÉC��¨E�?�i©��{±�}�}¨E�?�i���

J(χ) =

∫

Ω

j
(

Ae(u)
)

dx.

���?�w¨;�K�?�r���_���K�b�=�i�}�k�r�¨;�K�}� � �K�.�=��d�r�X�n�t�|�n�G���t�M�?�}�=�T�1Å=�}�K�}�r�i���V�y�

Jsa(χ) =

∫

Ω

j(A0e(u0)) dx+ η

∫

Ω

j′(A0e(u0)) : (A0e(u1) + χA0e(u0)) dx

+η2

∫

Ω

j′(A0e(u0)) : (A0∇u2 + χA0e(u1)) dx

+
1

2
η2

∫

Ω

j′′(A0e(u0))(A0e(u1) + χA0e(u0)) : (A0e(u1) + χA0e(u0)) dx,

«w����r�
u0, u1, u2 �K�r�V�_���i�=�?�i���}�f�n Â 
#½nÆ1� Â 
 ��ÆE�&�K�}� Â 
 ��ÆE�s�?��r�b��¨E�r�t©K��iª�® � ����K�r�t�iª

¨1���G���=�r�\�i�?�w�?�;�y�ZÅ=���J±���r�f���t�n�r�t�K�
J∗

sa

���=�;À}���������

J∗
sa(θ, ν) =

∫

Ω

j(A0e(u0)) dx + η

∫

Ω

j′(A0e(u0)) : (A0e(u1) + θA0e(u0)) dx

−η2

∫

Ω

θA0e(u1) : e(p0) dx+
1

2
η2

∫

Ω

θ(j′′(A0e(u0))A0e(u0)) : A0e(u0) dx

+η2

∫

Ω

θj′(A0e(u0)) : A0e(u1) dx+ η2

∫

Ω

θ(j′′(A0e(u0))A0e(u0)) : A0e(u1) dx

+
η2

2

∫

Ω

(j′′(A0e(u0))A0e(u1)) : A0e(u1) dx+ η2

∫

Ω

θ(1 − θ)

∫

SN−1

h3(ξ) ν(dx, dξ),

«w����r�
u1 �t�{�r�}�k�r�K�t�=�r�t�K�²�r� Â »=¹jÆE�	«d�+�t���?�r�=�=�b¨1�� �n�Á���jÉC�K�t���g�_�?�n�r� p0 �_���i�=�?�i���²�t�

H1(Ω)N �n

−
�=�i©

(A0 e(p0) ) = −
���i©

(A0j′(A0e(u0)))
�t�

Ω

p0 = 0
���

ΓD

(A0e(p0))n = (A0j′(A0e(u0)))n
�K�

ΓN ,
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�n�b�o«w�i�r�

h3(ξ) = 1
µ
A0e(u0)ξ · A0e(p0)ξ − µ+λ

µ(2µ+λ) (A
0e(u0)ξ · ξ)(A0e(p0)ξ · ξ)

+j′(A0e(u0))A0q(x, ξ) + j′′(A0e(u0))A0e(u0) : A0q(x, ξ)

+
1

2
j′′(A0e(u0))A0q(x, ξ) : A0q(x, ξ).

�9���V�K¬=ÉC��¨E�r�t©K�J±���}¨E�?�i���
J∗

sa

�s¬b��i�}�Á�t�i�����n�k«w�M�?�³�?��r�b��¨E�+�?�²�?���
H � �G����_�}�r� ν �s�y��G�i�}�i�X�n�}±�K�d� BY�t�.�K¨w�X�K�?�

ν∗
�t�G�r���g�=�t�r��¨E�r�t�K�

ξ∗
«w���y¨.�X�G�i���t�G�i���

h3(ξ)
�t�

SN−1 ®� �}¨;�o�n���n�t�³�_�t�G���i�V�t�K�G�i�}�n�r���+�n�?�J���=�r�t�X�n��±�K�N�?���y�f�}�r��¬��i���®Á¯wõ�?�;�k�;�t�i�G�t�}�Z�?�i���
�n
ν
���r�����K¬�ÉC�¨E�?�i©��o±�}�}¨E�?�i���

J∗
sa(θ)

�y�X�=������r����r�y�n¬��t�V«w�i�r�°�?��r�b��¨E�G�r�
θ
�n�}�´�i�?�

�=�t�r��¨E�?�i���}�n�P�=��r�t©Z�Z�r�t©K�\�y�
∂J∗

sa

∂θ
(s) = −η

∫

Ω

sA0e(u0) : e(p0) dx+ η

∫

Ω

sj′(A0e(u0)) : A0e(u0) dx

−η2

∫

Ω

sA0e(u1) : e(p0) dx + η2

∫

Ω

sj′(A0e(u0)) : A0e(u1) dx

+η2

∫

Ω

s(j′′(A0e(u0))A0e(u0)) : A0e(u1) dx

+
1

2
η2

∫

Ω

s(j′′(A0e(u0))A0e(u0)) : A0e(u0) dx

+η2

∫

Ω

sA0e(u0) : e(p1) dx + η2

∫

Ω

s(1 − 2θ)h3(ξ
∗) dx,

«w����r�
p1 �y�p�G�_��¨1���}�V���jÉC�K�t���p�C�.�Z�r���}�r�K�t�=�r�t�K���i� H1(Ω)N

�n

−
�=�t©

(A0 e(p1) ) =
�=�t© (

θA0
(

− e(p0) + j′(A0e(u0)) + j′′(A0e(u0))A0e(u0)
))

+
�=�t© (

A0j′′(A0e(u0))A0e(u1)
) �t�

Ω

p1 = 0
���

ΓD

(A0e(p1))n = θA0
(

e(p0) − j′(A0e(u0)) − j′′(A0e(u0))A0e(u0)
)

n

−
(

A0j′′(A0e(u0))A0e(u1)
)

n
�K�

ΓN .
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�K�
x = 0

(A e(u))n = 0
�K�

ΓN1

(A e(u))n = (0,−1)T
�K�

ΓN2,















«w����r�
ΓN1 = {(x, y) s.t. x ∈ (0, 1)

�n�}�
y ∈ {0, 2}} ∪ {(1, y) s.t. y ∈ (0, 0.95) ∪

(1.05, 2)}
�K�}�

ΓN2 = {(1, y) s.t. y ∈ (0.95, 1.05)}
®

¯wõ�?�;�d»�g�M�?�;�.�Z�r�t�K�b���r���Y�r���_���i�r�t���\�K���r�t�G�K�}�=���_�t�K�}�s±�K�
η = −0.1

�n�}�
η = −0.99�n�?�U�r���Z«w�N��� ���i�����?�d» Â �r��¨;�K�i���r�}�n���}�n�?Ã\¨;�K�t�K�.�|¨1���r�?��r���K�}�g�?�Y�?���d�_�r���	�;���X�Z�r��r�y�n�õÆE®

�9���V�t�n�_�r��k����r�i���z�t�kÄ����M�?���r�t�k�t�y�n�N�?�²�?���o�}�r�}�K�d�r���K�r�k¨�n���r�t�t�;©K��N«w�i�r�³�C«d�²¬}�K�?�
�X�nÃ#�t���´�

90
�=��K�?�;� �n�����i� �Z���r��� �b���_�i�r�t�K� «w���;�?�²�?��� �i���K� �y���n���}�i�t��P�{�K�t©#�i���

�r�}�;���?���+�t�G���r���r�r�t�K���r�b�Z�Y�?���f�K�����?����¨.�����;©K��i���b�������;�?�T±���p�r�}�f�r�G�K�i���n�G���t�i�r�}�=�
¨;���_���=�G�i�����{©K�;�?ªJ«d�;�t�|¬��T�}�_�����Z�p�t����C�p�t���_���k�N¨�K�r��9«w������r���N�K�G���i�i�r�b�=�N�y�w���n�
����¨1��?�?�n�?�i�tªJ�_�G�r�G�K�i��®

� �o���Z« �?���?� �?���r�}�X�i�����²¨;�K���?�i�t�;©��;�T���?�K¬}�i����^±�K�N«w�}�t¨.�
Ω = (0, 2) × (0, 1)Â ���t�?¨1�?�1�?�i��� ¬#ª �� ���!�r�?�t�K���K�t��.Æ�«w�i�r� �r�}�!�r�K�G� �_�?�n�r�z��Ä��b�Z�r�t�K� «w����r�

ΓN1 =
{(x, y) s.t. x ∈ (0, 2)

�K�}�
y ∈ {0, 1}} ∪ {(2, y) s.t. y ∈ (0, 0.45) ∪ (0.55, 1)}�n�b�

ΓN2 = {(2, y) s.t. y ∈ (0.45, 0.55)}
® ���i�����r�V¼²�_�}�Z«p�\�r���V�K�=�?�i�X�K�d�=���_�t�K�

±�K�X¨;�K�G���t�t�K�}¨1�V�k�t���t�G�i���Z�r�t�K��«w�i�r�
η = −0.99

® �w�;�X�n�?Ã �K� �v�t�K�}�r�²½��?�}�Z�G�?���
¨1���#©K�;�?�K��}¨1�\�y�p�f�}¨.�²Ä����t¨.Ã��;�w�?�}�n���?���k»�X�i�r�;�.�Z�?�i���}�p�=�����K®#�9�}�t�{�=��r�i�����t�{�=������ ��;���\±�?�K� �?���X�}�r�}�n���?�r�b�r�T�=���_�t�K� �K¬��?�n�t����� �t� �r���X�y�n�?�K�G�n�G���t�i�r�}�=�J¨�K�r� Â �r�;�G�K® �}®
¸t¹Eº��Y¸ »ZºõÆ1�&«w�}�Z�?�;©��;�f�r����¨.���K�y¨1�V�np�?����©K�K�t���G�V¨;�K�}�_�r�.�n�t��� Â �i{�i�G�t�f�r�#� �_�X�n�t���s�r���

��»



���i�����?�²¼�¿ &��K�G���t�t�K�}¨1���G�t���i�G�t��n�r�t�K� �Kg�?���²�t�K���´¨;�n���?�i�t�;©��;��¿
η = −0.99

��©��K� ����G� � ¼ ��o®

�C«d���r���t�³¬}�K�?�N�r�}�n�f�t�i�}Ã � ���z�?���J�C«d�²�y�n�?�K�J¨;�K�}¨;�;���r�.�Z�?�i���}�T�np�_�r��� �G�n�r��r�y�n��«w�M�?�
�r�}�N�r�.�K¨1�r�t�K�²�t�����P�b�r�;�b�²�_�t�G���tª��r�V���t�?�n������K�.Æ1®#�Q�²�?���y�{¨�K�r�+�K�}�{�r�G�K�i���n�G���t�i�r�}�=�
�n�t�K���r�i�r�}� �r�������t� ���K�\¬��G�}�r��Á±�K�N�_�?�n�b���n�.�Á�_�r�?�}¨E�?���.�n���K�=�?�i�G�t��n�r�t�K� Â «w���;�?�k�r���
�n�G���t�i�r�}�=�Y�t�U�i�=Àb���M�?��Æ1® � �)�v�t�K�}�r�$�\«d�Y�����k�r�T�?���{¨;�K�G���t�t�K�}¨1�p�T�r�;�?� �r�N���;�}�K�i�t�;�
�r�}�g�}�r���_��}¨1�g�n^�G�iÅ#�r���?���=�i���K�.�=����?�f��¬=�?�K�i���k¨1�y�K�?�_�y¨;�K���=���_�t�K���C�.�n�r�r�t���f±�r��� �r���
�K���r�t�G�K�|�=��r�t�K���n��v�t�K�}�r�T¼�®

�9���N�=���_�t�K���ns�n���n�.¨.�V�y�9�}�r��V�r�G�?��_�w�r���T�f���i�r�t���i�T�t�������w¨;���_�g±���p¨1�K�G���t�y�n�}¨;�
�G�i�}�i�G�t��Z�?�i���T���?��r�;���r���\�i�N�r�¨1�r�t�K� ��®7½#® �9���U¨1���G���=�?�n�r�t�K�}�K���=���X�n�t�g�y�

Ω = (0, 2)×
(0, 0.8)

Â �=�y�r¨;�r�;�r�t�;���o¬#ªV½n»�¹�
T�?�r�y�n�}�K�t��.ÆE®%� �{À}�.�C�p�K�����tªG�r���?�;�{±�K�.¨1���&�?�K�K�;�r�����#��® ��®
«d�\¨;�K�}�r�y�=�;�w�X�r�i�����i�\�t�����=�i�}�k�_�?�n�r�\�Ä��}�n�r�t�K�

−
���i©

(A e(u) ) = 0
�t�

Ω
u1 = u2 = 0

���
x ∈ (0, 0.1)

�n�b�
y = 0

u2 = 0
���

x ∈ (1.9, 2)
�n�b�

y = 0
(A e(u))n = 0

�K�
ΓN1

(A e(u))n = (0,−1)T
�K�

ΓN2,























«w����r�
ΓN1 = {(x, 0) s.t. x ∈ (0.1, 0.45)∪(0.55, 0.95)∪(1.05, 1.45)∪(1.55, 1.9)}∪

{(x, y) s.t. x ∈ {0, 2}
�n�}�

y ∈ (0, 0.8)} ∪ {(x, 0.8) s.t. x ∈ (0, 2)}
�K�}�

ΓN2 =
{(x, 0) s.t. x ∈ (0.45, 0.55) ∪ (0.95, 1.05) ∪ (1.45, 1.55)}

® § �¨1���}�P�w«d�Á�n�}���iª
�r�;�}�K�?�n�r�;�tªw�?���&�?���r��s�i���K���|«w���t¨.�Tª#�t�;�y�g�r���?�;���C�.�Z�r�U�Ä��}�Z�?�i���}����K�}�\«��s�G�t���t�k�t�;�U�r���
�r��� �nb�r���w¨;�K�G���t�t�K�}¨1���;®��9���p¨1���r�?��r�b���}�=�t���Y���=�r�t�X�n�=�=���_�t�K�}� Â �Zõ�?�;�U» {�i�r�;�.�Z�?�i���}�.Æ
�n�?�\�_���Z«w���t� ���t�K���?�*��¿��r���ªV�K�r�\�_�t�G�i�y�n���=�K�V�r�}�N¨1�K���?�?�K�rªG�nv�r���T�y�n�?�K�\�n�G���t�i�r�}�=�
¨;���_�g�t��«w�}�t¨.���r�}�\�C«��k�K�=�?�i�X�K�^�=��r�t�K�}�w�K�r�\�=������r���� Â �_��G¸i¹;ºõÆ1®

�p�;Å��\«d�+�G�i�}�i�G�t�;�f�r���k���K�?� �ns�?���k�_�r�.�n�t���?�;�}�r�K���b�t�=¨;�K�i�t�;�����K�Á�V�_�}¬��=���X�n�t�
ω
�=��® ��®

J(χ) =
∫

ω
|e(u)|2dx

�b���9���?��r�;���r���o�t���_��¨E�r�t�K��
b® 
b®%�9�}�N�=�K�X�n�t���t�d�?���T�����i�
�?Ä��b�n�?�

Ω = (0, 1)2
�^«w���y¨.� �y�T�=�y�r¨;�r�;�r�t�;���Á«w�i�r� �K¼�» 
V�r�?�t�K���K�t���	�r���X�r��¬	�=�K�X�n�t� �t�

�K¼
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���i�����?� �}¿ &����G���i�y�n�b¨1���k�t���t�G�i���Z�r�t�K�°�Kg�n�°�n�.¨.�!«w�i�r�´�r�}�r����t�������¿��r�i�}�K�t���t�����
Â �?�K�bÆ1���+�}�M�?�i���t�T�t���K�}� Â ¬��n�_�?�K�JÆE®

η = −0.99
��©��K�t���G� � »���o®

ÉC�}�_�
ω = Ω

�}�n�}�o�r�}�N�C�.�Z�r�T��Ä��}�Z�?�i���V�y�

−
�=�t©

(A e(u) ) = 0
�i�

Ω
u = 0

�K�
ΓD

(Ae(u))n = (0, 0)T
�K�

ΓN1

(Ae(u))n = (0,−1)T
���

ΓN2,















«w����r�
ΓD = {(x, 0) ∈ R2 s.t. x ∈ (0, 1)}

�
ΓN1 = {(x, y) ∈ R2 s.t. x ∈

{0, 1}
�n�}�

y ∈ (0, 1)}
�n�}�

ΓN2 = {(x, 1) ∈ R2 s.t. x ∈ (0, 1)}
® �9���X�?��r���i�r�t���

�K���r�t�G�K�&�=��r�t�K�|���_���Z«w� �t� ���t�K���?��¹ }�|�i�#��Ã#�\�t�tÃK�X��¬��r�y�=���k«w�i�r� �C«d�����t�i�y�n�.�;®��9���
¨1���#©K�;�?�K��}¨1�{�t�w�r�G�#�n�r�����d¨�n��¬��N¨.���¨.Ã���J��� ���t�K���?�G¹K¹�®

� �Y�b��_±���r� �r���Y�?�n�G�p�_�r�.�n�t�G���K�?� �G�t���i�G�t��n�r�t�K�G±�K�&�r���Y�r�����_�U¨�n���r�t�i�©K��s«w�M�?�
�;�i�r�}�;�

ω = Ω
���K�g�J�r�G�K�i�t�;�{�_��¬b�_�;�

ω = (0.9, 1.0) × (0.9, 1.1)
�K�r�����}�V�r���f�i���K�=�t���

±�K�.¨1���K�r�;�$���t�K���?�\¹�¾=®%�9���Y�?�n�G�w�G�t���i�G�t��n�r�t�K�G�t���=�K�}�9±�K�s�?���p�t�K���N¨�n���r�t�i�©K��s«w�M�?�
ω = (1.8, 2.0) × (0.4, 0.6)

�n�}�Á�C«����=������r����T©Z�n�t�����{�KU�?���X�n�G���t�M�?�}�=�G�}�n�.�n�G�;�r�;�
η
�}�r�;�*���i�����r�G¹���®
���i�}�K�i�tª³«d�V�G�t���t�k�t�;���?���V�}�K�?� �nY�?�����C�?�r���r��&�t�#¨�n�t�i���!�K�´� �r��¬����K�X�n�t�

ω
�

��® ��®
J(χ) =

∫

ω
|Ae(u)|2dx

�U�K�k�=�y�r¨;�}�?�_��� �i���_��¨E�r�t�K� 
}® 
}® ���t�?�_�f«d�V¨;�K�}�r�y�=�;�+�r���
�?�n�G�N�rÄ��}�K�r�T�=���X�n�t�|���t���K���i���X�_�?�n�r�+�K�}���_��¬b�_�;�

ω = Ω
�K�p�K�i�?����=ªo¨;�K�}�r�t���;�?��V±�K�

�r�}�V�_�r�.�n�t� �G�t���t�k�t��n�r�t�K�³�t� ���i�����?�²¹ }® �9���J�?��r���M�?�i�}�²�K�=�?�i�X�K���=���_�t�K�³�r���Z«w�z�t�
���i�����?�N¹�
f�t�U�r�K�?�n�t�tªG���	�	�;�?�;����«w�}�;�J«d�Y�G�t���i�G�t�;�{�r���\�_�r�?��?�;��«w���t¨.�^�#�n���t����C���r�+�b�;�
�y�w�_���k�«w�}�Z�p�r���?���r�y�r�i���b®

���



���������
	S��9���; "� ,-�+�&')�+����')�+0�,- "�+��� ��% , �$�;��,-�
	A��*+,�'E( 	�C ,1  "��	 	 �� ! 
��' ,-� C?��	��! 
�+��,-*+*�#
*+��,�C�	�C ,1 D "��	8 
��(2

η = −0.1 3 ����*���')	1587-9;:=<

0 10 20 30 40 50 60

0.09

0.091

0.092

0.093

0.094

0.095

0.096

0.097

0.098

0.099

�������
	�����������������	������������
���! ���	�"#�%$& ��
�'�( )	+*%�,�.-/���
�,-/��01*2 ������3$4��	� ��
�5��67�8*%	����
η =

−0.1 9 ����:��8-;�2<�=%>�?A@

B�C



���i�����?�f¹j¾=¿ § �r�.�n�t�o�G�t���t�k�t��n�r�t�K�V±�K�d�r�}�N�_�����_�w¨;�K���r�t�i�©K�;��¿��Z©K�;���r�}�g«w�}�K�t�\���K�X�n�t�
Â �t�1õ�EÆE�b�K�9�K���G�_�}¬��=���X�n�t� Â �r�t�K���.Æ1®

η = −0.1
�#©K�K�t���G� � ¾�» �o®

§ �¨;�K�}���iª�«��²¨;�K�}�r�y�=�;�G�?���Á�r���K�r�o¨;�K���?�i�t�;©��;�
Ω = (0, 1) × (0, 2)

Â �=�y�?¨1�?�1�r�t�;���
¬#ª ��½Z¼�»��r�?�y�n�����i���?Æ\«w�i�r�

η = −0.1
�n�b�z�r�}���?�n�G�J�t�����=�i�}� �_�?�Z�?�V���+¬��1±���r��® � �

¨1���G�}�n�?�9�r���Y�k�t���t�G�i���Z�r�t�K�X�Z©��;�s�?���p«w�����i�{�=�K�X�n�t�X«w�i�r�G�r�}�Y�K�}�p�Z©K��&�N�_�X�K�i�b¬b�jÅ
ω = (0.9; 1.0)× (0.9; 1.1)

¨1�t���r�p�?�k�r���\�t���K���i���+±�K�.¨1�g�K�o�r���\�?�i������®��Y�;�?�T�n���K�i�J�r���
�K���r�t�G�K�|�=��r�t�K�}�9�K����i�����?�k¹�¼G�n�?�g©��;�?ªJ�=������r����w±�?�K� �r�����_�\�n%���i�����r���p»k�n�}� ¹ �}®
��� � �v�#���µ�#�����!� � ���b� �9���y�G«����rÃz�}���G�}�n�r�r�y�n�t�tªz¬b��;� �_�}���b���_�?��´¬#ªz�r���:��& �\§
���?�nÉC��¨E� &  
b� �½³�nk¨;�#�K���;�.�Z�r�t�K� ¬b�;�C«���;� &����t�i�z�n�b� �}�?�K�}¨1���g�K�}�È¬#ª �?���z¯$& �
���?�nÉC��¨E�$�\Ç#��B � · � �n��r���*���?�;�b¨.���²�i���y�_�r�?ªJ�n%�w��r��K�?¨.�|®
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