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RN × R+

uε(0, x) = u0
ε(x)

´�³
RN

¹º®¬¥�½¿¥�©�®¬¥�ªF³¬Åi³¬°)¹º³
uε(t, x)

´�§�¶Æ¼�°b±�Ç¬¸�¥VÈiÉÊÄd¶]¸�ª¬¥�«¦·7ªF³¬¼-©¯´�°b³ �ÆË ®¬¥�¼�°=¥-Ì�¼�´�¥�³E©�§
A(x, y)

¶]³¬«
c(x, y)

¶]½¯¥K½¯¥�¶]¸D¶]³¬«�§¯ªFÌ�¼�´�¥�³E©�¸Â­�§¯±�°<°]©¯®�Í3°bªF³¬«¬¥�«Î·7ª¬³¬¼-©¯´�°b³F§Ï«F¥-Ðf³¬¥-«Ñ·7°b½
x ∈ RN

Á ©¯®¬¥h±Î¶]¼-½¯°dÉ
§¯¼�°]Ç¬´�¼oÄd¶]½¯´�¶]Í¬¸�¥ Ã ¶]³F«

y ∈ TN
Á ©¯®¬¥Î±�´�¼-½¯°b§¿¼�°bÇF´�¼�Äd¶]½¿´Ò¶]Í¬¸�¥�´�³�©¯®¬¥ÎªF³¬´�©¨©¯°b½¯ª¬§ ÃV��Ë ®¬¥�Ç3¥-½¯´�°=«

ε´�§'¶�§¯±Î¶]¸�¸�Ç3°b§¿´�©¯´�Äb¥�Çf¶]½¯¶]±�¥-©�¥-½�¹º®F´�¼O®Ó´�§�´�³E©¯¥�³¬«¬¥-«¦©�°�²b°�©¯°nµ�¥-½¯° ��Ô ª¬½¿©¯®¬¥�½¿±Î°]½¯¥�©�®¬¥Î±Ñ¶d©¯½¯´SÈ
A
´�§h§_­<±�±�¥-©�½¿´�¼dÕfª¬³¬´�·7°]½¯±�¸�­�ÇD°b§¿´�©�´ÂÄb¥�«¬¥-Ð¬³¬´�©¯¥ �hÖ ·�¼�°bªF½¯§¯¥�©�®¬¥'ª¬§¯ª¬¶]¸6»<¼O®¬½¯¾=«¬´�³¬²b¥�½h¥�Àiªf¶X©�´�°]³�´�§

½¯¥�¼-°)Äb¥�½¿¥�«¦¹º®F¥�³
A ≡ Id

Í¬ª<©�ÕG§¿´�³¬¼-¥�©¯®¬¥�½¿¥Î´�§B³¬°n¶]«F«¬´�©¯´�°b³f¶d¸0«¬´�Ì�¼-ª¬¸�©r­]Õ�¹#¥ÎÅd¥�¥-ÇÓ©�®¬¥�²b¥�³F¥�½�¶d¸
·7°b½¯±×°]·Ï¥�Àiªf¶X©�´�°]³ Á �b�Â��Ã ´�³n©�®¬¥�§¯¥�Àiª¬¥-¸ Á ¹º®¬´�¼O®A¼�¶]³�ÍD¥�´�³E©¯¥�½¯ÇF½¯¥-©¯¥�«Ø¶]§�´�³E©�½¯°=«¬ª¬¼-´�³¬²�¶�³¬°b³nÙ%¶d©
¸�°=¼�¶]¸�¸�­�ÇD¥�½¯´�°<«F´�¼�±�¥-©¯½¯´�¼ ÃV�
Ë ®¬¥Ñ§¿¼�¶]¸�´�³¬²�°]· Á �b�Â��Ã ´�§B©�®f¶d©'°]·[§¯¥�±�´ÂÉÊ¼�¸�¶]§¯§¿´�¼�¶d¸	¶]³f¶]¸Â­<§¿´�§ Á §¿¥�¥Î¥ � ² �ØÚÜÛ)Ý Õ ÚßÞdÝ Õ ÚS�)àdÝ Õ ÚS�b�VÝ Õ ÚÂ��á�Ý Õ

ÚÂ�)â�Ý Õ ÚÂ��ãdÝ Õ ÚS�)ÞXÝ Õ ÚS�)äXÝÒÃVå ´Â·0©�®F¥�ÇD¥�½¯´�°<«�´�§K½¯¥-§¯¼�¶d¸�¥�«�©�° � ÕD´�©h¶]±�°bª¬³E©¯§h©�°Î¸�°=°bÅ"¶d©h¸Ò¶]½¿²b¥]Õ%©�´�±Î¥�¶]³F«
æ
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§¯Çf¶]¼-¥]ÕbÄd¶]½¿´Ò¶]Í¬¸�¥�§0°d·3°]½¯«¬¥-½
ε−1 � � ©�¸�¥�¶]§_©	´�³�©¯®¬¥M¼�¶]§¿¥M¹º®¬¥�³ A ≡ Id

¶]³¬«
c(x, y) = c0(x)+c1(y)

Õ
©�®¬¥-½¯¥�´�§'¶�¹#¥�¸�¸SÉrÅi³¬°)¹º³ ©¯®¬¥�°]½¿­A·7°b½¨©�®¬¥Ñ¶]§¿­=±�ÇF©�°d©�´�¼�¸�´�±�´�©�°d· Á �b�Â��Ã ¹º®¬¥�³

ε
²b°=¥�§B©�°�µ�¥�½¿° �"! ­

ª¬§¯´�³¬²n¤$# ! ¶]§_­=±ÎÇF©¯°]©�´�¼�¥VÈ<Çf¶d³¬§¯´�°b³ °b½�©�®¬¥"³¬°d©�´�°]³ °]·(§¿¥�±�´ÂÉÊ¼�¸Ò¶d§¯§¯´�¼�¶]¸Ï±�¥�¶]§¿ª¬½¯¥-§ Á °b½�¤ ´�²]³¬¥�½
©�½�¶d³¬§¿·7°b½¿±Î§ Ã ©�®¬¥�®¬°]±Î°b²]¥�³¬´�µ�¥�«AÇ¬½¿°bÍ¬¸�¥�± ´�§B´�³A§¯°b±�¥o§¯¥-³¬§¯¥�©�®¬¥�%9´�°]ªFÄ=´�¸�¸�¥'©¯½�¶]³¬§¿Ç3°]½¿©B¥�Àiªf¶X©�´�°]³
·7°b½(¶Î¼�¸Ò¶d§¯§¯´�¼�¶]¸2Çf¶d½¿©�´�¼�¸�¥�¹º®¬´�¼O®n´�§K©�®¬¥'¸�´�±Î´Â©M°]·�©�®F¥'¹[¶)Ä]¥�·7ª¬³¬¼V©�´�°]³

uε

�'& ³n°]©¯®¬¥�½K¹[°b½¿«¬§�Õ3·7°b½(¶d³
´�³¬´Â©�´Ò¶d¸9«f¶d©O¶Î¸�´�Ä=´�³¬²Ñ´�³Æ©�®¬¥

n
ÉÊ©¯® ! ¸�°=¼O®nÍf¶d³¬«A¶]³¬«�ª¬³F«¬¥�½¨§¿°b±Î¥'©�¥�¼O®F³¬´�¼�¶]¸0¶]§¿§¯ª¬±�ÇF©¯´�°b³¬§(°b³n©�®¬¥

! ¸�°=¼O®Ñ§¿Ç3¥-¼-©�½¯¶]¸I¼-¥�¸�¸3Ç¬½¿°bÍ¬¸�¥�± Á �b� ãiÃ Õ=©¯®¬¥(§¿¥�±�´ÂÉr¼-¸Ò¶]§¿§¯´�¼�¶]¸%¸�´�±Î´Â©�°]· Á �b���)Ã ´�§[²b´ÂÄb¥�³ÑÍi­�©�®F¥�«F­=³f¶]±�´�¼
°]·6©¯®¬¥¨·7°b¸�¸�°)¹º´�³¬²)((¶]±�´�¸Â©�°b³¬´�¶]³Ñ§_­=§¿©�¥-±×´�³�©�®F¥�ÇF®f¶]§¯¥�§¯Ç¬¶]¼�¥

(x, θ) ∈ RN × TN

Á �b�ÜábÃ {

ẋ = ∇θλn(x, θ)

θ̇ = −∇xλn(x, θ)

¹º®¬¥�½¿¥�©�®¬¥�(h¶]±Î´�¸�©¯°b³¬´Ò¶d³
λn(x, θ)

´�§�Ç¬½¿¥�¼-´�§¯¥-¸�­ ©�®¬¥
n
ÉÊ©�® ! ¸�°<¼O® ¥-´�²b¥-³EÄ]¶d¸�ª¬¥�°d· Á �b� ãiÃ Á §¿¥�¥ Ú ÞdÝ Õ

ÚÂ�)à�Ý Õ ÚS�b�VÝ Õ ÚS��áXÝ Õ ÚS�)âdÝ Õ ÚÂ��ãXÝ Õ ÚS�)ÞdÝ Õ ÚS�)ädÝ ·7°b½M±�°b½¿¥�«¬¥-©�¶]´�¸�§ ÃQ�
Ö ª¬½2¶]Ç¬Ç¬½¿°E¶]¼O®¨©�° Á �b�Â��Ã ´�§9«F´
*3¥�½¯¥-³E©9§¯´�³¬¼�¥�¹#¥�¼�°b³¬§¿´�«¬¥-½9§¯ÇD¥�¼-´Ò¶]¸b´�³¬´�©¯´Ò¶]¸�«f¶X©O¶[©�®¬¶d©�¶]½¯¥G±Î°b³F°<¼O®¬½¿°dÉ

±Ñ¶d©¯´�¼dÕE®f¶�Äb¥(µ-¥�½¿°�²b½¯°]ª¬ÇÎÄ]¥�¸�°=¼�´Â©r­�¶]³¬«Îµ�¥�½¿°o¶]Ç¬ÇF¸�´�¥-«�·7°]½¯¼�¥ �,+ ¶d±Î¥-¸�­o©�®F¥h´�³¬´�©¯´Ò¶]¸¬«¬¶d©O¶�´�§	¼�°b³F¼�¥�³=É
©�½�¶X©�´�³F²o¶d©K¶oÇ3°]´�³E©

(xn, θn)
°]·2©¯®¬¥BÇ¬®f¶]§¿¥�§¿Çf¶]¼-¥B¹º®F¥�½¯¥ ∇θλn(xn, θn) = ∇xλn(xn, θn) = 0

�,& ³
§¯ª¬¼O®Æ¶�¼�¶]§¯¥dÕ%©¯®¬¥BÇ¬½¯¥VÄ=´�°bª¬§'((¶d±Î´�¸�©�°]³¬´Ò¶]³Î§¿­=§¿©¯¥�± Á �]�qábÃ «F¥�²b¥-³¬¥�½¯¶d©�¥-§ Á ´Â©�§M§¿°b¸�ªF©¯´�°b³"´�§M¼�°b³¬§_©O¶]³E© Ã
¶]³¬«o´�§�ªF³f¶]Í¬¸�¥[©�°B«¬¥-§¯¼�½¿´�ÍD¥�©�®¬¥MÇF½¯¥�¼-´�§¿¥K«<­<³¬¶]±Î´�¼�°]·%©�®F¥�¹�¶�Äb¥º·7ª¬³¬¼V©�´�°b³

uε

� ¤¦¥M¥QÈF®F´�Í¬´Â©	¶]³¬°]©¯®¬¥�½
¸�´�±�´�©KÇ¬½¿°bÍ¬¸�¥�± ¹º®F´�¼O®A´�§B¶]²b¶]´�³�¶�»<¼O®F½¯¾=«¬´�³¬²]¥�½¨¥�Àiªf¶X©�´�°]³n¹º´�©�®AÀiªf¶]«F½�¶d©¯´�¼oÇD°]©�¥-³i©¯´Ò¶]¸ �-& ³A°]©¯®¬¥�½
¹[°b½¿«¬§�¹#¥�ÍFª¬´�¸�«�¶�§¯¥-À=ªF¥�³¬¼-¥Ñ°]·#¶]Ç¬ÇF½¯°�È<´�±Î¶d©�¥'§¯°b¸�ªF©�´�°b³¬§�°]· Á �b���)Ã ¹º®¬´�¼O®Ø¶]½¿¥�©�®F¥oÇ¬½¯°=«¬ª¬¼V©B°]·#¶
! ¸�°=¼O®�¹�¶�Äb¥Ñ¶]³¬«Ø°]·Ï©�®¬¥�§¯°b¸�ªF©�´�°b³�°]·[¶]³Ø®¬°b±�°b²b¥�³F´�µ�¥-« »<¼O®¬½¯¾=«¬´�³¬²b¥�½B¥-À=ª¬¶d©�´�°b³ �ÎÔ ªF½¿©�®F¥�½¯±�°b½¿¥]Õ
´�·�©�®F¥�·7ª¬¸�¸.(h¥-§¯§¯´�¶]³�©�¥-³¬§¯°b½¨°d·Ï©¯®¬¥ ! ¸�°<¼O®n¥-´�²b¥-³EÄ]¶d¸�ª¬¥

λn(x, θ)
´�§hÇ3°b§¿´�©¯´�Äb¥�«¬¥-Ðf³F´�©�¥�¶X©

(xn, θn)
Õ

¹[¥�Ç¬½¿°�Ä]¥Î©¯®f¶d©�¶]¸�¸G©�®¬¥�¥�´�²b¥�³<·7ª¬³¬¼-©¯´�°b³F§¨°]·M¶]³Ø®¬°b±�°b²b¥-³¬´�µ-¥�« »<¼O®¬½¿¾<«F´�³¬²b¥-½¨¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ ¶]½¿¥�¥QÈ<Ç3°dÉ
³¬¥�³E©�´�¶]¸�¸Â­�«¬¥�¼-½¯¥�¶]§¯´�³¬²�¶d©M´�³FÐf³¬´Â©r­ � & ³"°]©¯®¬¥�½[¹#°b½¿«¬§�ÕF¹#¥¨¥VÈ<®¬´�Í¬´�©�¶�¸�°=¼�¶]¸�´�µ�¶d©�´�°b³�Ç¬®¬¥�³F°b±Î¥-³¬°b³�·7°b½
Á �b�Â��Ã §¿´�³¬¼-¥�¹[¥�Í¬ªF´�¸�«Ó¶A§¿¥�Àiª¬¥-³¬¼�¥�°]·h¶]Ç¬Ç¬½¿°�ÈF´�±Ñ¶X©�¥�§¿°b¸�ªF©¯´�°b³F§'©�®¬¶d©�«¬¥�¼�¶�­ ¥VÈ<ÇD°b³¬¥�³E©¯´Ò¶]¸�¸�­A· ¶]§¿©
¶)¹[¶�­�·7½¿°b±

xn � Ë ®¬¥n½¿°<°d©Ñ°]·(©�®¬´�§Ñ¸�°=¼�¶d¸�´�µ�¶d©�´�°b³ Ç¬®¬¥-³¬°b±�¥�³¬°]³ ´�§�©�®¬¥�±Ñ¶d¼�½¯°]§¯¼�°]Ç¬´�¼�±Î°=«¬ª¬¸�¶XÉ
©�´�°]³ Á ´ � ¥ � ¹º´�©¯® ½¿¥�§¯ÇD¥�¼V©�©¯°

x
Ã °]·#©�®¬¥�Ç3¥-½¯´�°<«¬´�¼o¼�°=¥-Ì�¼�´�¥�³E©�§B¹º®¬´�¼O®¦´�§B§¿´�±�´�¸Ò¶d½(´�³Ø§¯ÇF´�½¯´Â©¨©�°"©�®¬¥

½�¶]³¬«F°b±Î³F¥�§¯§M©¯®f¶d©º¼�¶dª¬§¯¥-§ � ³¬«¬¥�½¿§¯°b³�/ß§K¸�°=¼�¶]¸�´�µ�¶d©�´�°b³ Á §¯¥�¥ Ú ädÝ ¶]³¬«"½¿¥-·7¥�½¿¥�³¬¼-¥�§K©�®¬¥-½¯¥�´�³ ÃV�
%9¥-©�ªF§(«¬¥-§¯¼�½¿´�ÍD¥�±�°b½¯¥BÇ¬½¿¥�¼-´�§¯¥-¸�­"©�®F¥'©r­=Ç3¥'°]·0¹#¥�¸�¸ÂÉrÇF½¯¥�Ç¬¶]½¯¥-«Æ´�³F´�©�´�¶]¸�«f¶X©O¶�©¯®f¶d©K¹[¥�¼�°b³¬§¿´�«¬¥-½ �

Ô °]½M¶�²]´�Äb¥-³"Ç3°b´�³E©
(xn, θn) ∈ R

N × T
N
¶d³¬«�¶�²b´ÂÄb¥-³"·7ªF³¬¼-©¯´�°b³

v0 ∈ H1(RN)
¹#¥¨©O¶]Åd¥

Á �b�ßâEÃ
u0

ε(x) = ψn

(

xn,
x

ε
, θn

)

e2iπ θn·x
ε v0

(x− xn

√
ε

)

¹º®¬¥�½¿¥
ψn(x, y, θ)

´�§�¶º§¯°dÉÊ¼�¶]¸�¸�¥-« ! ¸�°=¼O®'¥-´�²b¥-³F·7ª¬³¬¼V©�´�°]³�Õ�§¯°b¸�ªF©�´�°b³B°]·F©¯®¬¥	·7°b¸�¸�°�¹º´�³¬² ! ¸�°<¼O®�§¯ÇD¥�¼V©�½¯¶]¸
¼�¥�¸�¸�¥�Àiªf¶X©�´�°]³

Á �b� ãiÃ −(
«¬´�Ä

y + 2iπθ)(A(x, y)(∇y + 2iπθ)ψn) + c(x, y) = λn(x, θ)ψn

´�³
T

N ,



�

¼�°b½¿½¯¥�§¿Ç3°]³¬«¬´�³F²�©�°�©�®F¥
n
ÉÊ©¯®�¥�´�²b¥�³EÄd¶]¸�ªF¥�°b½�¥-³¬¥�½¿²]­n¸�¥-Äb¥-¸

λn

��Ë ®¬¥ ! ¸�°<¼O®n¹[¶�Äb¥
ψn

´�§�ÇD¥�½¯´�°<«F´�¼
¹º´�©�® ½¿¥�§¯ÇD¥�¼V©"©�°

y
Í¬ªF©

v0 ´�§�³¬°d©"Ç3¥-½¯´�°=«¬´�¼]ÕK§¯°
v0

(

x−xn
√

ε

) ±�¥�¶]³F§"©¯®f¶d©�©¯®¬¥A´�³¬´Â©�´Ò¶d¸K«¬¶d©O¶ ´�§
¼�°b³¬¼-¥�³E©�½¯¶d©�¥-« ¶]½¯°bªF³¬«

xn
¹º´�©¯® ¶Ó§¯ª¬ÇFÇ3°b½_©�°]·'¶]§_­<±�ÇF©¯°]©�´�¼n§¯´�µ�¥ √

ε
� Ë ®F¥ ! ¸�°=¼O® ·7½¯¥-À=ªF¥�³¬¼V­

θn ∈ TN
Õ	©¯®¬¥�¸�°=¼�¶d¸�´�µ�¶d©�´�°b³AÇ3°]´�³E©

xn ∈ RN
¶]³¬«Ó©¯®¬¥�¥�³F¥�½¯²d­Ó¸�¥VÄb¥-¸

n
¶]½¯¥Ñ¼O®¬°b§¯¥-³�§¿ª¬¼O® ©�®f¶d©

λn(x
n, θn)

´�§M§¿´�±�Ç¬¸�¥�¶]³¬« ∇xλn(x
n, θn) = ∇θλn(xn, θn) = 0

�
Ö ª¬½�±Î¶]´�³Î½¯¥�§¿ª¬¸�© Á Ë ®¬¥-°b½¯¥-± âF�ÜábÃ §¿®¬°)¹º§�©�®f¶X©�©�®¬¥(§¯°b¸�ªF©�´�°b³�°]· Á �b�Â��Ã ´�§M¶]ÇFÇ¬½¯°�È<´�±Î¶d©�¥-¸�­�²b´ÂÄb¥-³

Íi­
Á �b�ÜÛbÃ

uε(t, x) ≈ ψn

(

xn,
x

ε
, θn

)

ei
λn(xn,θn)t

ε e2iπ θn·x
ε v

(

t,
x− xn

√
ε

)

,

¹º®¬¥�½¿¥
v
´�§�©�®F¥�ªF³¬´�Àiª¬¥¨§¿°b¸�ªF©¯´�°b³�°d·G©�®F¥�®F°b±Î°]²b¥�³¬´�µ�¥-«�»<¼O®¬½¯¾=«¬´�³¬²b¥-½K¥-Àiªf¶d©�´�°b³

Á �b���EÃ






i
∂v

∂t
− «¬´�Ä

(A∗∇v) +
«¬´ÂÄ

(vB∗z) + c∗v + vD∗z · z = 0
´�³

RN × R+

v(0, z) = v0(z)
´�³

R
N

¹º®¬¥�½¿¥
c∗
´�§º¶�¼�°b³¬§_©O¶]³E©K¼�°=¥-Ì�¼-´�¥�³E©h¶]³¬«

A∗, B∗, D∗ ¶]½¿¥¨¼�°b³F§¿©O¶d³i©h±Î¶d©�½¿´�¼�¥-§�«¬¥VÐf³¬¥�«�ÍE­

A∗ =
1

8π2
∇θ∇θλn(xn, θn) , B∗ =

1

2iπ
∇θ∇xλn(xn, θn) , D∗ =

1

2
∇x∇xλn(xn, θn) .

& ³���½¯°]Ç3°b§¿´�©¯´�°b³ âF� ã ¹#¥�§¯®¬°)¹ ©¯®f¶d©B©�®¬¥�®¬°b±�°b²b¥-³¬´�µ-¥�«ØÇ¬½¯°]Í¬¸�¥-± Á �b���EÃ ´�§B¹#¥�¸�¸ÂÉÊÇ3°b§¿¥�«Ø§¯´�³¬¼�¥�©�®¬¥
ª¬³¬«¬¥-½¯¸�­=´�³¬²�°]Ç3¥-½�¶d©¯°b½B´�§�§¯¥�¸Â·ÒÉm¶]«��¿°b´�³E© �ÑÔ ª¬½¿©¯®¬¥�½¿±Î°b½¿¥]Õ�ª¬³¬«¬¥-½'©¯®¬¥Ñ¶d«¬«¬´�©¯´�°b³¬¶]¸�¶]§¿§¯ª¬±�ÇF©�´�°b³A©�®f¶d©
©�®¬¥ (K¥�§¿§¯´Ò¶d³ ©�¥�³F§¯°b½ ∇∇λn(xn, θn)

Á ¹º´Â©�® ½¯¥-§¯ÇD¥�¼V©�©�°ÓÍD°]©�® Äd¶]½¿´Ò¶]ÍF¸�¥�§
x
¶]³¬«

θ
Ã ´�§ÑÇ3°b§¿´�©¯´�Äb¥

«¬¥-Ðf³F´�©�¥dÕE¹[¥KÇ¬½¯°)Ä]¥K©¯®f¶d© Á �b���EÃ ¶]«¬±�´�©¯§�¶B¼�°bª¬³E©�¶]Í¬¸�¥º³iª¬±�ÍD¥�½Ï°]·3¥�´�²b¥�³EÄd¶]¸�ªF¥�§Ï¶]³¬«�¥�´�²b¥�³F·7ªF³¬¼-©¯´�°b³¬§
¹º®¬´�¼O®¦¶]¸�¸�«¬¥-¼�¶�­ ¥VÈ<Ç3°]³¬¥�³E©�´�¶]¸�¸Â­A¶d©'´�³FÐ¬³¬´�©r­ Á §¯¥�¥���½¯°bÇD°b§¯´Â©�´�°b³ â<�qÛbÃQ� & ³¦§¿ª¬¼O® ¶�¼�¶]§¯¥dÕG·7°b½¯±�ª¬¸Ò¶
Á �b�ÜÛbÃ «¬¥VÐf³¬¥-§�¶�· ¶]±�´�¸�­�°]·G¶]Ç¬ÇF½¯°�È<´�±Î¶d©�¥ Á ¥VÈ<Ç3°]³¬¥�³E©�´�¶]¸�¸Â­ Ã ¸�°=¼�¶]¸�´�µ-¥�«�§¿°b¸�ªF©¯´�°b³F§�°]· Á �]����ÃO�
%9¥-©¨ª¬§¨´�³¬«¬´�¼�¶d©¯¥'©�®¬¶d©�©�®F¥o¼�¶]§¿¥o°]·�©�®¬¥�Ð¬½¯§¿©�¥�´�²]¥�³EÄd¶]¸�ª¬¥ Á ²b½¿°bª¬³¬«�§_©O¶d©¯¥ Ã

n = 1
¹º´�©¯®

θ1 = 0¹�¶]§h¶]¸�½¯¥�¶d«F­�§¿©¯ª¬«¬´�¥�«Æ´�³ Ú âdÝ Á ·7°]½º©¯®¬¥�§¯ÇD¥�¼-©¯½�¶]¸�Ç¬½¿°bÍ¬¸�¥-± ½�¶X©�®¬¥-½K©¯®f¶]³"©�®¬¥'¥-Äb°]¸�ªF©¯´�°b³"¥�Àiªf¶X©�´�°]³ ÃV�
Ë ®¬¥¨¼�¶]§¿¥�°]·�Ç¬ª¬½¿¥�¸Â­ÑÇD¥�½¿´�°=«¬´�¼h¼�°=¥-Ì�¼�´�¥�³E©�§ Á ´ � ¥ � ©¯®f¶d©M«¬¥-Ç3¥-³¬«"°b³¬¸Â­Ñ°b³

y
¶]³F«�³¬°]©M°b³

x
Ã ´�§[¼-°b±�É

Ç¬¸�¥V©�¥�¸Â­�«¬´
*3¥�½¿¥�³E©K¶]³¬«�¹[¶]§º§¿©¯ª¬«¬´�¥-«"´�³ Ú ã]Ý �,& ³¬«¬¥�¥-«�Õf´�³�©¯®¬´�§[¸Ò¶d©¿©�¥�½#¼�¶]§¿¥¨©�®¬¥-½¯¥¨´�§[³¬°o¸�°=¼�¶]¸�´�µ�¶d©�´�°b³
¥ *3¥�¼-©�¶]³¬«Ó°]³¬¥ÑÇ¬½¿°)Äb¥�§�©¯®f¶d©�Õ6·7°b½�¶�¸�°]³¬²b¥�½B©�´�±Î¥�§¯¼�¶]¸�¥ Á °d·º°b½¯«¬¥-½

ε−1 ¹º´Â©�®¦½¿¥�§¿Ç3¥-¼-©�©¯° Á �b�Â��Ã_Ã Õ
©�®¬¥�®¬°b±�°b²b¥-³¬´�µ-¥�«¦¸�´�±�´�©(´�§'¶]²E¶]´�³¦¶Æ»<¼O®¬½¯¾=«¬´�³¬²b¥�½�¥�Àiªf¶X©�´�°]³ ¹º´�©¯®¬°bªF©�©�®F¥Ñ«¬½¿´�·�©'¶]³¬« À=ª¬¶]«¬½�¶X©�´�¼
Ç3°]©¯¥�³E©�´�¶]¸I´�³ Á �b���EÃV�

á=�	�M��

�=���¨�����6�2��
��
& ³Ø©¯®¬¥�Ç¬½¯¥-§¯¥�³E©'§¯¥-¼-©�´�°b³A¹[¥�²b´�Ä]¥�°bª¬½B±Ñ¶d´�³A¶]§¿§¯ª¬±�ÇF©�´�°b³¬§-Õ�§¿¥-©�§¯°]±Î¥�³¬°]©�¶d©�´�°b³A¶]³¬« ¶�·7¥-¹ ÇF½¯¥VÉ
¸�´�±�´�³¬¶]½¿­�½¿¥�§¯ªF¸�©�§º³¬¥-¥�«¬¥-«Æ´�³"©¯®¬¥BÇ¬½¯°=°]·�°]·�©�®¬¥B±Î¶]´�³�½¿¥�§¿ª¬¸�©¯§K´�³�»<¥�¼V©�´�°]³ â<�
¤¦¥0Ð¬½¯§¿©�¶d§¯§¯ªF±Î¥�©�®¬¶d©�©�®F¥�¼�°=¥-Ì�¼�´�¥�³E©�§

Aij(x, y)
¶]³¬«

c(x, y)
¶d½¯¥�½¯¥�¶]¸ Õ)ÍD°bª¬³F«¬¥�«�ÕX¶]³F«���¶d½�¶d©¯®���°=«¬°b½_­

·7ª¬³¬¼-©¯´�°b³F§ Á ±�¥�¶d§¯ª¬½¯¶]Í¬¸�¥�¹º´�©¯®Ó½¯¥-§¯ÇD¥�¼V©o©�°
y
¶]³F« ¼�°b³E©�´�³iª¬°bª¬§'´�³

x
Ã Õ0¹º®¬´�¼O® ¶d½¯¥�ÇD¥�½¿´�°=«¬´�¼o¹º´�©¯®

½¯¥�§¿Ç3¥-¼-©h©�°
y
� & ³n°]©�®F¥�½º¹[°]½¯«¬§-ÕI©�®¬¥V­�Í3¥-¸�°b³¬²�©�°

Cb

(

RN ;L∞(TN)
) �hÔ ª¬½¿©¯®¬¥�½¿±Î°b½¿¥]Õf©�®F¥'©�¥-³¬§¯°]½



� ����������	
���
��������	����
������������	�����	��������������������

A(x, y)
´�§�§_­=±Î±�¥-©¯½¯´�¼hª¬³¬´Â·7°b½¯±�¸�­�¼-°<¥-½¯¼�´ÂÄb¥ ��� ³¬«¬¥-½�©�®¬¥-§¯¥B¶]§¿§¯ª¬±�ÇF©¯´�°b³¬§-Õ¬´�©[´�§[¹#¥�¸�¸ÂÉÊÅ=³F°�¹º³�©¯®f¶d©�Õ

·7°b½�¶]³E­ Äd¶]¸�ª¬¥-§o°]·(©¯®¬¥"Çf¶]½¯¶]±Î¥V©�¥-½¯§
θ ∈ TN

¶]³¬«
x ∈ RN

Õ	©�®¬¥�¼�¥-¸�¸MÇ¬½¿°bÍ¬¸�¥�± Á �b� ãiÃ «¬¥-Ðf³F¥�§Î¶
¼�°b±�Çf¶]¼V©'§¿¥�¸Â·ÒÉm¶]« �¿°]´�³E©¨°bÇD¥�½¯¶d©�°b½B°b³

L2(TN )
¹º®¬´�¼O®Ó¶]«F±Î´Â©�§B¶"¼�°bª¬³E©�¶]Í¬¸�¥�§¯¥-Àiª¬¥�³¬¼-¥�°]·[½¯¥�¶d¸�´�³<É

¼�½¯¥�¶]§¯´�³¬²�¥�´�²b¥�³EÄd¶]¸�ª¬¥�§ {λn(x, θ)}n≥1

Á ½¿¥�ÇD¥�¶d©¯¥�«A¹º´�©¯®A©¯®¬¥�´�½�±�ª¬¸Â©�´�Ç¬¸�´�¼�´�©r­ Ã ¹º´�©¯®�¼�°b½¿½¯¥�§¿Ç3°]³¬«¬´�³F²
¥�´�²]¥�³F·7ª¬³F¼-©�´�°b³¬§ {ψn(x, θ, y)}n≥1

³¬°b½¿±Ñ¶]¸�´�µ-¥�«�ÍE­

||ψn(x, θ, ·)||L2(TN ) = 1 .
Ö ª¬½º±Ñ¶]´�³�¶]§¿§¯ª¬±�ÇF©�´�°b³¬§K¶]½¿¥ å

�������
	���
������o���
� Ë ®¬¥�½¿¥�¥QÈ<´�§¿©
xn ∈ RN

¶]³¬«
θn ∈ TN

§¿ª¬¼O®�©¯®f¶d©

Á á<�Â��Ã
{

(i) λn(xn, θn)
´�§º¶�§¯´�±ÎÇF¸�¥(¥-´�²b¥-³EÄ]¶d¸�ª¬¥dÕ

(ii) (xn, θn)
´�§º¶o¼-½¯´�©¯´�¼�¶]¸IÇD°b´�³E©º°]·

λn(x, θ), i.e.∇xλn(xn, θn) = ∇θλn(xn, θn) = 0.

�������
	���
������������ Ë ®¬¥'¼-°<¥VÌ�¼�´�¥-³E©�§
A(x, y)

¶]³¬«
c(x, y)

¶]½¯¥¨°d·G¼-¸Ò¶]§¿§
C2 ¹º´�©¯®"½¯¥�§¿Ç3¥-¼-©K©�°�©�®¬¥

Ä]¶d½¯´Ò¶dÍ¬¸�¥
x
´�³�¶o³¬¥-´�²b®iÍD°b½¯®¬°=°=«�°]·

x = xn �
Ë ®¬¥�³"¹[¥�§¯¥V© å

A1,h(y) :=
∂A

∂xh

(xn, y) , A2,lh(y) :=
∂2A

∂xl∂xh

(xn, y) ,
·7°b½

l, h = 1, . . . , N .

»<´�±�´�¸�¶]½(³¬°d©O¶d©¯´�°b³Ø´�§�ª¬§¯¥-«¦©�°�«¬¥�³F°]©�¥�©�®¬¥�«¬¥�½¿´�Äd¶d©¯´�Äb¥-§'°d·�©�®¬¥�·7ª¬³¬¼V©�´�°]³
c
¹º´�©¯® ½¿¥�§¯ÇD¥�¼V©�©�°�©�®¬¥

x
ÉÊÄd¶]½¯´�¶]Í¬¸�¥ � ¤ ´Â©�®�¶]³�¶]Í¬ªF§¯¥�°]·G³F°]©O¶d©¯´�°b³�¹#¥B·7ª¬½¿©¯®¬¥�½M§¿¥-©

A(y) := A(xn, y) , λn := λn(xn, θn) , ψn(y) := ψn(xn, y, θn) ,
¶]³¬«�¶d³f¶]¸�°]²b°bª¬§2³¬°]©�¶d©�´�°b³�®F°b¸�«¬§2·7°b½6¶]¸�¸E«F¥�½¯´ÂÄd¶d©�´ÂÄb¥�§6°]·

ψn

¶]³F«
λn

¹º´Â©�®�½¿¥�§¿Ç3¥-¼-©0©¯°h©�®F¥
x
ÉÊÄd¶]½¿´Ò¶]ÍF¸�¥

¶]³¬«A©�®¬¥
θ
É Ä]¶d½¯´Ò¶dÍ¬¸�¥�¥VÄd¶]¸�ªf¶X©�¥�« ¶d©

x = xn
¶d³¬«

θ = θn � ¤ ´�©�®F°bªF©�¸�°b§¿§B°]·�²b¥-³¬¥�½¯¶]¸�´Â©r­n¹#¥�¹º´�¸�¸
¶]§¯§¿ª¬±Î¥B´�³�©�®¬¥B§¯¥-Àiª¬¥�¸2©�®f¶X©

xn = 0
�

���
	���	�������� Ô °b½M¶]³E­�·7ª¬³¬¼V©�´�°b³
ρ(y)

«¬¥VÐf³¬¥-«Æ°b³
T

N
¹#¥'§¿¥-©

ρε(z) := ρ(z/
√
ε)

¹º®¬¥�½¿¥
z :=

√
εy ≡ x/

√
ε
� & ³�©�®¬¥�§¯¥�Àiª¬¥-¸(©�®F¥Æ§¿­=±�ÍD°b¸�§Î«¬´ÂÄ

y

¶]³F« ∇y

¹º´�¸�¸M§¿©�¶]³¬« ·7°b½�©�®¬¥
«¬´�Ä]¥�½¯²]¥�³¬¼-¥ ¶d³¬« ²]½�¶]«¬´�¥�³E©"°bÇD¥�½¯¶d©�°b½¿§�¹º®¬´�¼O® ¶]¼V©�¹º´�©�® ½¿¥�§¯ÇD¥�¼V©�©¯° ©�®¬¥

y
ÉÊÄd¶]½¿´Ò¶]Í¬¸�¥�¹º®F´�¸�¥Æ«¬´�Ä

¶]³¬« ∇ ¹º´�¸�¸9´�³¬«F´�¼�¶X©�¥¨©�®¬¥�«¬´ÂÄb¥�½¿²b¥�³F¼�¥�¶d³¬«n²b½¯¶]«¬´�¥-³E©h°]Ç3¥-½�¶d©¯°b½¯§º¹º®¬´�¼O®n¶]¼-©K¹º´�©¯®�½¿¥�§¯ÇD¥�¼V©�©�°�©�®¬¥
z
ÉÊÄd¶]½¿´Ò¶]Í¬¸�¥ �GÔ ´�³f¶d¸�¸�­�©¯®¬½¯°bªF²b®¬°bªF©º©¯®¬´�§MÇf¶dÇ3¥-½�©�®¬¥! �´�³¬§_©�¥-´�³"§¯ª¬±�±Î¶d©�´�°b³�¼�°b³EÄ]¥�³E©�´�°b³Æ´�§Mª¬§¯¥-« �
� ³¬«F¥�½�¶d§¯§¯ªF±ÎÇF©¯´�°b³ Á á<�Â��Ã É Á ´ Ã ´�©Ï´�§#¶'¼-¸Ò¶]§¿§¯´�¼�¶]¸f±Î¶d©¯©¯¥�½	©�°�Ç¬½¯°)Ä]¥(©�®f¶X©#©¯®¬¥

n
ÉÊ©�®Î¥�´�²b¥�³¬¼-°bª¬Ç¬¸�¥º°]·

Á �b� ãiÃ ´�§º§¿±Î°=°]©�®�¹º´Â©�®�½¯¥�§¿Ç3¥-¼-©h©�°�©�®¬¥¨Äd¶]½¯´�¶]Í¬¸�¥
θ
´�³Æ¶�³¬¥-´�²b®iÍD°b½¯®¬°=°=«�°d·

θ = θn
Á §¿¥�¥ ÚÂ� �dÝ�Ã ¶]³F«

®f¶]§h©¯®¬¥o§�¶d±Î¥'«¬´
*3¥�½¿¥�³E©�´�¶]Í¬´�¸�´�©r­�ÇF½¯°bÇD¥�½_©r­n¶]§h©�®¬¥�¼-°<¥VÌ�¼�´�¥-³E©�§(¹º´Â©�®�½¯¥-§¯ÇD¥�¼V©�©�°�©¯®¬¥�Äd¶]½¯´�¶]Í¬¸�¥
x
�

& ³i©¯½¯°=«¬ª¬¼-´�³¬²o©�®F¥�ªF³=ÍD°bª¬³F«¬¥�«�°bÇ3¥-½�¶d©¯°b½
An(x, θ)

«F¥-Ðf³¬¥-«Æ°b³
L2(TN )

ÍE­

An(x, θ)ψ = −(
«¬´ÂÄ

y + 2iπθ)
(

A(x, y)(∇y + 2iπθ)ψ
)

+ c(x, y)ψ − λn(x, θ)ψ,



�
´�©Ï´�§	¥�¶d§¿­�©�°'«¬´
*3¥�½¿¥�³E©�´�¶d©�¥ Á �b� ãiÃO��� ¥-³¬°]©�´�³¬²�ÍE­

(ek)1≤k≤N

©¯®¬¥(¼�¶]³¬°b³¬´�¼�¶]¸fÍ¬¶]§¯´�§#°]·
RN

Õ=©¯®¬¥hÐ¬½¯§¿©
«¬¥�½¿´�Äd¶d©�´ÂÄb¥-§M§�¶d©¯´�§¿·�­

Á á<�ÜábÃ An(x, θ)
∂ψn

∂θk

= 2iπekA(x, y)(∇y + 2iπθ)ψn

+(
«¬´ÂÄ

y + 2iπθ) (A(x, y)2iπekψn) +
∂λn

∂θk

(x, θ)ψn ,

Á á<�ßâEÃ An(x, θ)
∂ψn

∂xl

= (
«F´�Ä

y + 2iπθ)
(∂A

∂xl

(x, θ)(∇y + 2iπθ)ψ
)

− ∂c

∂xl

(x, y)ψn +
∂λn

∂xl

(x, θ)ψn .

»<´�±�´�¸�¶]½�·7°b½¯±�ª¬¸Ò¶]§K®¬°b¸�«Æ·7°b½h§¯¥�¼-°b³¬«A°b½¿«¬¥�½�«F¥�½¯´ÂÄd¶d©�´ÂÄb¥�§ � ! ­n´�³E©�¥�²]½�¶d©¯´�³¬²�©�®¬¥�¼-¥�¸�¸G¥�Àiªf¶X©�´�°]³¬§(·7°b½
©�®¬¥�§¯¥�¼-°b³¬« °b½¿«¬¥�½Î«¬¥�½¿´�Äd¶d©¯´�Äb¥-§Ñ¶d²E¶]´�³F§¿©

ψn

¹[¥n°]ÍF©O¶]´�³ ©¯®¬¥Æ·7°b¸�¸�°)¹º´�³F²A·7°]½¯±�ª¬¸�¶]§o©�®f¶X©Î¹º´�¸�¸ºÍ3¥
ª¬§¯¥V·7ª¬¸9´�³�©�®F¥�§¿¥�Àiª¬¥-¸ Á ©�®¬¥-´�½MÇ¬½¿°<°d·7§º¶]½¯¥B§�¶X·7¥�¸�­Ñ¸�¥V·�©M©�°o©�®¬¥B½¿¥�¶]«¬¥-½ ÃQ�
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��������������
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	�������� ���� �!�� �"����#�$��%&"'��()�$�+*-,.�$�� /�0�$�213��%0%4��5��0 �6��87+����%:9
�0�����
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∫

TN

1

2πi

[

A1,h(∇y + 2iπθn)
∂ψn

∂θk

· (∇y − 2iπθn)ψ̄n + c1,h

∂ψn

∂θk

ψ̄n

]

dy
Á á<� ãiÃ

+

∫

TN

[

A1,hekψn · (∇y − 2iπθn)ψ̄n + Aek

∂ψn

∂xh

· (∇y − 2iπθn)ψ̄n

]

dy

−
∫

TN

[

ekψ̄nA1,h · (∇y + 2iπθn)ψn + ekψ̄nA · (∇y + 2iπθn)
∂ψn

∂xh

]

dy

− 1

2iπ

∂2λn

∂xh∂θk

= 0 ,

∫

TN

[

A2,lh(∇y + 2iπθn)ψn · (∇y − 2iπθn)ψ̄n +
(

c2,lh −
∂2λn

∂xl∂xh

)

|ψn|2
]

dy
Á á<�ÜÛbÃ

+

∫

TN

[

A1,h(∇y + 2iπθn)
∂ψn

∂xl

· (∇y − 2iπθn)ψ̄n + c1,h

∂ψn

∂xl

ψ̄n

]

dy

+

∫

TN

[

A1,l(∇y + 2iπθn)
∂ψn

∂xh

· (∇y − 2iπθn)ψ̄n + c1,l

∂ψn

∂xh

ψ̄n

]

dy = 0 ,



� ����������	
���
��������	����
������������	�����	��������������������

∫

TN

[

2iπekA(y)(∇y + 2iπθn)
∂ψn

∂θl

ψ̄n −
(

A(y)2iπek

∂ψn

∂θl

)

(∇y − 2iπθn)ψ̄n

]

dy
Á á<���EÃ

+

∫

TN

[

2iπelA(y)(∇y + 2iπθn)
∂ψn

∂θk

ψ̄n −
(

A(y)2iπel

∂ψn

∂θk

)

(∇y − 2iπθn)ψ̄n

]

dy

−
∫

TN

[

4π2ekA(y)el|ψn|2 + 4π2elA(y)ek|ψn|2
]

dy

+
∂2λn

∂θl∂θk

(θn) = 0 .

¤¦¥(³¬°)¹ ²]´�Äb¥h©�®¬¥(Äd¶]½¿´Ò¶d©¯´�°b³¬¶]¸¬·7°b½¯±�ª¬¸Ò¶d©¯´�°b³F§Ï°d·9©�®¬¥¨¶dÍ3°)Äb¥(¼�¥�¸�¸3ÇF½¯°bÍ¬¸�¥�±�§�Õ=½¯¥-§¯¼�¶d¸�¥�«"¶X©M§¯´�µ�¥
ε
�

��
���� � ��� � � �	�
����
�� �0����� ���
����
	��� ���� ��¨������ �"�� ���$��%&" � ()� � �� �" %4���
ϕ(z)

� �'� ��
�� ���0�
� ��
	��� � ��%�� ��� �<�$��()� �8" 1)�� � ������ !"����  �8" 1)( ��


RN
�0 $� �

C
*-,.�$�� �0�$�213��%0%4��5��0 �6 �87+� ��%:�0� ���
� �$��%&"<;

∫

RN

[

Aε(∇y + 2iπθn)ψε
n · (

√
ε∇− 2iπθn)ϕ̄(z) + (cε − λε

n)ψε
nϕ̄

]

dz = 0 ,
Á á=���bÃ

∫

RN

[

Aε(∇y + 2iπθn)
∂ψε

n

∂θn
k

· (
√
ε∇− 2iπθn)ϕ̄+ (cε − λε

n)
∂ψε

n

∂θn
k

ϕ̄
]

dz
Á á<�ßÞEÃ

+

∫

RN

[

− 2πiek · Aε(∇y + 2iπθn)ψε
nϕ̄ + Aε 2πiekψ

ε
n · (

√
ε∇− 2iπθn)ϕ̄

]

dz = 0 ,

∫

RN

[

Aε(∇y + 2iπθn)
∂ψε

n

∂xh

· (
√
ε∇− 2iπθn)ϕ̄+ (cε − λε

n)
∂ψε

n

∂xh

ϕ̄
]

dz
Á á<�ßäEÃ

+

∫

RN

[

Aε
1,h(∇y + 2iπθn)ψε

n · (
√
ε∇− 2iπθn)ϕ̄+ cε1,h ψ

ε
nϕ̄

]

dz = 0 .

	 ( � � 1 * Ô °b½¯±�ª¬¸Ò¶ Á á=���bÃ ·7°b¸�¸�°)¹º§'§_©�½�¶d´�²b®E©¯·7°]½¿¹[¶]½¯«¬¸Â­�·7½¯°b± ¥-À=ª¬¶d©�´�°b³ Á �]�ßãiÃ ¹º®¬´�¸�¥ Á á<�ßÞEÃ É Á á<�ßäEÃ ¶]½¯¥
¼�°b³¬§¿¥�Àiª¬¥-³¬¼�¥-§(°]· Á á<�ÜábÃ É Á á<�ßâEÃO�

�

Ô ´�³¬¶]¸�¸Â­�¹[¥�½¯¥-¼�¶]¸�¸6©¯®¬¥o³¬°]©¯´�°b³�°]·	©r¹#°dÉr§¿¼�¶]¸�¥o¼�°b³EÄ]¥�½¯²]¥�³¬¼-¥Ñ´�³E©¯½¯°=«¬ª¬¼�¥-«A´�³ ÚS�-Ý Õ ÚÂ�
��Ý Á ©¯®f¶d©�¹º´�¸�¸
Í3¥¨ª¬§¿¥�«�¹º´�©�®

δ =
√
ε
ÃV�

&���� ��������	�� ��� ����
 ��� ���
fδ

� � �-� �87+� �� � � �� $� 13��()
'%�� � ���� �"��8"-�0 
L2(RN)

*
Á �)Ã ,.�$��( ����� �4�����	� ��� � � �87+�$�� � ��� �����0%0%�"��� ��� �8" � �

fδ

�2�� �"'� %:�0
'�0�
f0(x, y) ∈ L2(RN ×TN )��� � � �0�����

fδ

©r¹#°dÉÊ§¯¼�¶d¸�¥¨¼�°]³iÄ]¥�½¿²b¥�§'5 �8����%��-� �
f0

�0 �0�$� � �� �� � �0�����

lim
δ→0

∫

RN

fδ(x)φ(x, x/ε) dx =

∫

RN

∫

TN

f0(x, y)φ(x, y) dx dy

13��( ��%0%�1)�� � � ���� �� φ(x, y) ∈ L2
(

RN ;C(TN )
) *



�

Á á]Ã ���
����
�� 1)��(��0�$��( �������
fδ

��5 ��9�� � ��%4� � �� �����(�6��
��5 �8����%�� � �
f0

�� �" �������

lim
δ→0

‖fδ‖L2(RN ) = ‖f0‖L2(RN×TN ).

,.�$�� 
fδ

�4� �+��� " � � � 5 ��9�� � ��%4� � �� �����(�6��(§_©�½¿°b³¬²b¸Â­�� � �0�0�'%:�0
'�0�
f0

�0 �0�$� � �� �� � �0������� � 1

f0

�4� ��
�� ���0� �� ����6�� � �+*:6<*
f0 ∈ L2

(

RN ;C(TN)
) ��5 ���������

lim
δ→0

∫

RN

|fδ(x) − f0( x, x/δ )|2 dx = 0.

Á âbÃ ���
����
�� �0�����
δ∇fδ

�4�/��% � � �� $� 13��()
'%�� � ���� �"��8"#�0 
L2(RN )N

* ,.�$�� ���$��( � ��� �4���0�/�
��� � � �87+�$�� � ������� �0%0% "��� ��� �8" � �

fδ

� �� �" � %:�0
'�0�
f0(x, y) ∈ L2(RN ;H1(TN ))

��� � �/�������

fδ

��5 ��9�� � ��%4� � �� �����(�6��
��� � f0(x, y)
�� �"

δ∇fδ

� 5 ��9�� � ��%4� � �� �����(�6��
� � � ∇yf0(x, y)
*

âF��� �6��� ��

�X¢������
¤¦¥�Í3¥-²b´�³ ÍE­ ½¯¥-¼�¶]¸�¸�´�³F²n©�®¬¥�ª¬§¯ª¬¶]¸(¶AÇ¬½¿´�°b½¿´�¥�§_©�´�±Î¶d©¯¥�§�·7°b½o©�®¬¥�§¯°b¸�ªF©�´�°b³ °]·(©¯®¬¥Æ»<¼O®¬½¯¾=«¬´�³¬²b¥�½
¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á �b�Â��Ã ¹º®¬´�¼O® ®¬°]¸�« ©�½¯ªF¥ §¿´�³¬¼-¥A©¯®¬¥Ø¼�°=¥-Ì�¼�´�¥�³E©�§Æ¶]½¯¥A½¯¥�¶]¸ � Ë ®¬¥V­ ¶d½¯¥A°bÍF©�¶]´�³¬¥-« ÍE­
±�ª¬¸�©¯´�Ç¬¸Â­=´�³¬²�©�®¬¥B¥�Àiªf¶X©�´�°]³�§¿ª¬¼�¼-¥�§¿§¯´�Ä]¥�¸Â­�ÍE­

uε

¶d³¬« ∂uε

∂t

Õ¬¶]³¬«�´�³E©�¥-²b½�¶d©¯´�³¬²oÍE­�Ç¬¶]½¿©¯§ �

��
���� � 
 � �
� ,.�$��( � ��� �4�����
C > 0

�0 �"�� �$�� �"��� $�2� 1
ε
��� � � �0����� �0�$� � ��%:��� ���� � 1 Á �b�Â��Ã �+��� �4��� �
�

||uε||L∞(R+;L2(RN )) = ||u0
ε||L2(RN ) ,

ε||∇uε||L∞(R+;L2(RN )) ≤ C
(

||u0
ε||L2(RN ) + ε||∇u0

ε||L2(RN )

)

.


 ��
�� ��
�� 
 � � � ���
����
�� �0����� ���
����
	��� ���� ��K� �#�� �"���� �$��%&"-� ()� � �� �" �0���������$� �0 $�0� � ��% "<�����

u0
ε

�4�'� 1 �0�$� 13��(�
 Á �]�ÜâEÃ *-,.�$�� �0�$� � ��%:��� ���� � 1 Á �]����Ã � �� � � 5�()�0� � �� ���

Á âF�Â��Ã
uε(t, x) = ei λnt

ε e2iπ θn·x
ε vε

(

t,
x− xn

√
ε

)

,

5 �$��(
�
vε(t, z)

� 5 ��9�� � ��%4� � �� �����(�6��
�	��� ( �� �6�%�� � �
ψn(y)v(t, z)

��� * �+*

Á âF�ÜábÃ
lim
ε→0

∫

RN

∣

∣

∣

∣

vε(t, z) − ψn

(

z√
ε

)

v(t, z)

∣

∣

∣

∣

2

dz = 0,

�� $� 13��()
'%����� � ��
	��� � � � �0
����0 $� ��(�����% ���0 
R+ � �� �"

v
�4�����$���� $� 7+�$��� ��%:��� ���� �� 1 ���$���$��
��86 �� $�����8"

	 � ��(�
+"��0 �6���( �87+� ��� ���� 

Á âF�ßâEÃ






i
∂v

∂t
− «F´�Ä

(A∗∇v) +
«¬´ÂÄ

(vB∗z) + c∗v + vD∗z · z = 0
�0 

RN × R+

v(0, z) = v0(z)
�0 

RN

5 �$��(
�

A∗ =
1

8π2
∇θ∇θλn(xn, θn) , B∗ =

1

2iπ
∇θ∇xλn(xn, θn) , D∗ =

1

2
∇x∇xλn(xn, θn) ,



� ����������	
���
��������	����
������������	�����	��������������������

�� �"
c∗

�4�	6�� ���� � �

c∗ =

∫

TN

[

A(∇y+2iπθn)ψn·
∂ψ̄n

∂xk

ek−A(∇y−2iπθn)
∂ψ̄n

∂xk

·ψn ek−A1,k(∇y−2iπθn)ψ̄n·ψnek

]

dy .

� 
�� � ��� 
 ��
�� + °d©�´�¼-¥�©�®f¶X©M¥-Ä]¥�³�´�·2©�®¬¥�©¯¥�³¬§¿°b½
A∗ ±�´�²b®E©MÍD¥¨³¬°b³=Ér¼�°=¥�½¿¼�´ÂÄb¥]Õ<©�®¬¥¨®¬°]±Î°b²]¥�³¬´�µ�¥�«

Ç¬½¯°bÍF¸�¥�± Á âF�ßâEÃ ´�§�¹[¥-¸�¸9ÇD°b§¯¥-« � & ³¬«¬¥�¥-«�©¯®¬¥B°bÇ3¥-½�¶d©¯°b½
A∗ : L2(RN) → L2(RN)

«¬¥-Ðf³F¥�«ÆÍE­
Á âF� ãiÃ

A
∗ϕ = − «¬´�Ä (A∗∇ϕ) +

«¬´�Ä
(ϕB∗z) + c∗ϕ+ ϕD∗z · z

´�§[§¿¥�¸Â·ÒÉm¶]« �¿°]´�³E© Á §¯¥-¥ �	½¿°bÇD°b§¯´Â©�´�°]³ âF� ãiÃ ¶d³¬«�©�®¬¥-½¯¥V·7°b½¯¥�ÍE­Ñª¬§¯´�³¬²�§¯¥-±Î´SÉr²b½¿°bª¬ÇÑ©¯®¬¥�°]½¿­ Á §¯¥-¥��+*:6<* Ú �dÝ
°b½ �[®f¶]ÇF©¯¥�½�� ´�³ Úßá]àXÝÒÃ Õi°b³¬¥º¼�¶]³Î§¿®¬°)¹ ©¯®f¶d©	©�®¬¥-½¯¥º¥VÈ<´�§¿©�§Ï¶Bª¬³¬´�À=ªF¥K§¿°b¸�ª<©�´�°]³o´�³

C(R+;L2(RN))
Õ

¶]¸�©¯®¬°bª¬²b®�´Â©M±Î¶)­�³¬°]©ºÍD¥�¸�°]³¬²o©�°
L2(R+;H1(RN))

�
Ë ®¬¥Ñ³F¥VÈ=©�½¿¥�§¯ªF¸�©�¥�§_©O¶]Í¬¸�´�§¿®¬¥�§B©�®¬¥Î¼�°b³F§¯¥�½_Äd¶d©�´�°b³ °d·�©�®¬¥

L2 Ér³¬°]½¯± ·7°b½¨©¯®¬¥Î§¿°b¸�ª<©�´�°]³
v
°d·�©�®¬¥

®¬°b±�°b²b¥�³F´�µ�¥-«�¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á âF�ÜâbÃ ¶]³¬«"©�®¬¥B§¯¥-¸�·ÒÉr¶]« �¿°b´�³i©¯³¬¥�§¿§M°]·�©�®¬¥B°bÇD¥�½¯¶d©�°b½
A∗ �

&���� ��������	�� ��� 
�������� ���
v ∈ C(R+;L2(RN))

� ��� ��%:�������� � � Á âF�ßâEÃ * ,.�$�� 
Á âF�ÜÛbÃ ||v(t, ·)||L2(RN ) = ||v0||L2(RN ) ∀ t ∈ R

+ .
� ��( �
� ����( �0�$�'�
�$��(8��� ��(

A
∗ "����  �8"-�0 Á âF� ãiÃ �4�	� ��% 1)9 �<"	�3���0 $� *

	 ( � � 1 *G¤ ¥�±�ª¬¸�©¯´�Ç¬¸Â­�©¯®¬¥B¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á âF�ÜâbÃ Íi­
v̄
¶]³¬«�©�¶]Å]¥¨©�®F¥�´�±Ñ¶d²b´�³f¶d½¿­�Çf¶]½_©K©¯°�°bÍF©O¶d´�³

Á âF���EÃ 1

2

d

dt

∫

RN

|v|2 dz = Im

(
∫

RN

vB∗z · ∇v̄ − c∗|v|2 dz
)

.

� ·�©�¥-½M´�³E©�¥-²b½�¶X©�´�³F²oÍi­�Çf¶]½¿©¯§º°b³¬¥¨Ðf³¬«¬§M©¯®f¶d©º©�®¬¥B½¿´�²b®E©M®f¶d³¬«�§¿´�«¬¥B°]· Á âF���EÃ ¥�Àiªf¶d¸�§

−
( 1

2i
trB∗ + Imc∗

)

∫

RN

|v|2 dz
¶]³¬«�©�®¬¥-½¯¥V·7°b½¯¥ Á â<�qÛbÃ ´�§MÇ¬½¯°)Ä]¥�«n¶d§K§¿°<°]³�¶d§º¹#¥�§¯®¬°)¹ ©¯®f¶d©
Á âF� �bÃ 1

2i
trB∗ + Imc∗ = 0 .

& ³Ñ°b½¿«¬¥�½Ï©�°�«F°�©�®¬´�§Ï¹#¥(Ðf½¿§¿©[½¯¥-¹º½¿´�©¯¥K©¯®¬¥(¼-°<¥VÌÎ¼-´�¥-³i©¯§
c∗
¶]³¬«

B∗ ´�³Ñ¶�§¯ªF´�©O¶dÍ¬¸�¥M·7°b½¿± � � ¥�³¬°d©�´�³F²
Íi­ 〈· , ·〉 ©�®¬¥
(h¥-½¯±�´�©¯´Ò¶]³�´�³¬³¬¥-½MÇ¬½¯°=«¬ª¬¼V©h´�³ L2(TN )

¶]³¬«�ª¬§¿´�³¬²�¥�Àiªf¶X©�´�°]³ Á á<�ÜábÃ ¹[¥B¹º½¯´Â©�¥

Á âF�ßÞEÃ
c∗ =

1

2iπ
〈An

∂ψn

∂θk

,
∂ψn

∂xk

〉 −
∫

TN

A1,k(∇y − 2iπθn)ψ̄n · ψnek dy ,

¹º®¬´�¸�¥�ÍE­"¥�Àiªf¶d©¯´�°b³¬§ Á á<�ÜábÃ É Á á<� ãiÃ ´Â©M·7°b¸�¸�°�¹º§#©�®f¶d©

1

2iπ

∂2λn

∂xh∂θk

= − 1

2iπ
〈An

∂ψn

∂θk

,
∂ψn

∂xh

〉 − 1

2iπ
〈An

∂ψn

∂xh

,
∂ψn

∂θk

〉Á âF�ßäEÃ

+ 2iIm

∫

TN

A1,h(∇y − 2iπθn)ψ̄n · ψnek dy .



�

! ­�·7°b½¿±�ª¬¸Ò¶d¥ Á âF�ßÞEÃ É Á âF�ÜäbÃ ´�©º´�§M½¯¥�¶d«¬´�¸Â­Ñ§¿¥�¥�³�©�®f¶X©h¥-Àiªf¶]¸�´Â©r­ Á â<���bÃ ®F°b¸�«¬§�©¯½¯ª¬¥ �
& ³ °b½¯«¬¥-½�©�°�ÇF½¯°)Äb¥�©¯®¬¥�§¯¥-¸�·ÒÉm¶d« �¿°b´�³E©¯³¬¥�§¿§�°]·º©�®¬¥Ñ°bÇ3¥-½�¶d©¯°b½

A∗ Õ	°b³¬¥ÑÐ¬½¯§¿©�¼O®F¥�¼OÅi§�©¯®f¶d© A∗ ´�§
§¿­=±Î±�¥-©¯½¯´�¼]ÕF¹º®¬´�¼O®Æ¥�¶]§¯´�¸�­Ñ·7°]¸�¸�°)¹º§MÍE­ Á âF� �bÃ ¶]³¬«"©�®F¥�· ¶]¼V©º©�®f¶d©

B
∗

= −B∗ ÕD¶]³¬«"©�®F¥�³Æ°]Í¬§¯¥-½¿Äb¥-§
©�®f¶d©Ïª¬Ç�©�°�¶]«¬«¬´Â©�´�°]³�°d·9¶'±�ª¬¸�©¯´�Ç¬¸�¥�°]·I©¯®¬¥K´�«¬¥-³i©¯´�©r­o©¯®¬¥h°]Ç3¥-½�¶d©¯°b½

A∗ ´�§Ï±Î°b³F°]©�°b³F¥ Á §¯¥-¥ �+*:6<* Ú ��Ý Õ
�[®f¶]ÇF©¯¥�½�� & &_ÃV�

�

& ³Ó©�®¬¥Ñ³¬¥VÈ=©oÇ¬½¿°bÇD°b§¯´Â©�´�°]³Ø¹#¥Ñ¹º´�¸�¸	«¬¥�³¬°d©�¥�ÍE­ ∇∇λn

©¯®¬¥ (K¥�§¯§¿´Ò¶]³¦±Ñ¶d©¯½¯´SÈØ°]·M©�®¬¥Î·7ª¬³¬¼-©¯´�°b³
λn(x, θ)

¥-Äd¶]¸�ªf¶d©¯¥�«�¶d©M©�®F¥�ÇD°b´�³i©
(xn, θn)

Õf³f¶]±�¥�¸Â­

∇∇λn =

(

∇x∇xλn ∇θ∇xλn

∇θ∇xλn ∇θ∇θλn

)

(xn, θn) .

&���� ��������	�� ��� 
 ��� � �	�
����
�� ������� �0�$� 
-��� ()� � ∇∇λn

�4� �$� ���0��� ���'"����  $�0� �+* ,.�$�� �0�$��( ����� �4���0�
�� #��()�0�$�� ��(�
-��% � �����4� {ϕn}n≥1

� 1 ���&6��� 31)�� � ������ �� � 1
A∗ � 
���( �
� ����( 13��( �8� � � n ���$��( � ��� �4����� �

(
�8��% � �� ���� �� $� γn > 0
��� � � �0�����

Á âF�Â�)àEÃ
eγn|z|ϕn , e

γn|z|∇ϕn ∈ L2(RN) .

	 ( � � 1 * � Ç�©�°�§¿®¬´�·�©¯´�³¬²�©�®F¥�§¯ÇD¥�¼V©�½¿ª¬±×°]·0©�®F¥�°bÇD¥�½¯¶d©�°b½
A∗ ÕD¹#¥�±Î¶�­�¶]§¯§¿ª¬±Î¥�©�®f¶X©��º¥ (c∗) = 0

�
& ³Î°b½¿«¬¥�½0©¯°'ÇF½¯°)Äb¥º©�®¬¥º¥QÈF´�§¿©¯¥�³¬¼-¥h°]·�¶]³�°b½¿©¯®¬°b³¬°]½¯±Î¶]¸¬Íf¶]§¿´�§�°]·I¥�´�²b¥�³F·7ªF³¬¼-©¯´�°b³¬§0¹#¥K´�³E©�½¿°<«¬ªF¼�¥M©�®¬¥
´�³EÄb¥-½¯§¯¥B°bÇD¥�½¯¶d©�°]½M°]·

A∗ Õ¬«¬¥-³¬°]©¯¥�«ÆÍE­ G∗

G∗ : L2(RN ) → L2(RN)

f → ϕ
ª¬³F´�Àiª¬¥B§¯°b¸�ªF©�´�°b³�´�³

H1(RN)
°]·

A
∗ϕ = f

´�³
R

N
Á âF�Â�b��Ã
¶]³¬«�¹[¥�§¯®F°�¹ ©�®f¶X©

G∗ ´�§M¼�°]±ÎÇf¶d¼-© �,& ³F«¬¥�¥-«Æ±�ª¬¸Â©�´�Ç¬¸�´�¼�¶d©¯´�°b³�°]· Á âF�Â�b��Ã ÍE­ ϕ̄ ­=´�¥�¸�«¬§
Á âF�Â��ábÃ ∫

RN

[A∗∇ϕ · ∇ϕ̄− iB∗Im(ϕz · ∇ϕ̄) +D∗z · z|ϕ|2] dz =

∫

RN

fϕ̄ dz .

� ÇD°b³"«¬¥-Ðf³F´�³¬²o©�®F¥
2N

ÉÊ«¬´�±�¥�³¬§¿´�°b³¬¶]¸3Ä]¥�¼-©¯°b½_É Äd¶]¸�ª¬¥-«�·7ªF³¬¼-©¯´�°b³
Φ

Φ :=

(

2iπzϕ
∇ϕ

)

¹[¥B½¯¥V¹º½¯´Â©�¥ Á âF�Â��ábÃ ´�³�¶]²b½¿¥�¥�±�¥�³E©º¹º´�©¯®�©�®¬´�§MÍ¬¸�°=¼OÅÑ³¬°d©O¶d©¯´�°b³
∫

RN

1

8π2
∇∇λnΦ · Φ dz =

∫

RN

fϕ̄ dz .

! ­"©�®¬¥'Ç3°b§¿´�©¯´�Ä=´�©r­"¶d§¯§¯ªF±ÎÇF©¯´�°b³�°b³�©¯®¬¥�±Î¶d©¯½¯´ÂÈ ∇∇λn

´�©º·7°b¸�¸�°)¹º§º©¯®f¶d©h©�®¬¥-½¯¥�¥QÈ<´�§¿©¯§�¶ÑÇD°b§¿´�©�´ÂÄb¥
¼�°b³¬§_©O¶]³E©

c0
§¿ª¬¼O®�©¯®f¶d©

c0

(

||∇ϕ||2L2(RN ) + ||zϕ||2L2(RN )

)

≤ ||f ||L2(RN )||ϕ||L2(RN ) ,
¹º®¬´�¼O®�´�±�Ç¬¸�´�¥�§#Íi­�¶�§_©O¶]³F«f¶]½¯«�¶]½¿²bª¬±�¥�³E©

||ϕ||2L2(RN ) + ||∇ϕ||2L2(RN ) + ||zϕ||2L2(RN ) ≤ C||f ||2L2(RN ),
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·7½¯°b± ¹º®¬´�¼O® ¹#¥"«¬¥�«¬ªF¼�¥�©�®¬¥�¼-°b±�Çf¶]¼-©¯³¬¥�§¿§�°]·
G∗ ´�³ L2(RN)

ÉÊ§¿©�½¿°b³¬² �ØË ®iª¬§o©�®¬¥-½¯¥"¥VÈ<´�§¿©�§�¶d³
´�³FÐf³F´�©�¥(¼�°bª¬³E©�¶]Í¬¸�¥B³iª¬±�ÍD¥�½M°d·0¥�´�²b¥�³EÄd¶]¸�ª¬¥�§�·7°b½

A∗ �
¤¦¥n¶]½¯¥n¸�¥-·�©Î©�° Ç¬½¿°�Ä]¥n©�®¬¥Æ¥VÈ<Ç3°]³¬¥�³E©�´�¶]¸(«F¥�¼�¶�­ °]·B©�®¬¥n¥-´�²b¥-³F·7ª¬³¬¼V©�´�°b³¬§ Á ©�®¬´�§Î· ¶]¼V©�´�§ÎÀ=ªF´�©�¥

§¿©O¶d³¬«f¶]½¿«�Õi§¯¥�¥ �+*:6<* ÚÜá)Ý�ÃQ� %9¥-©
ϕn

ÍD¥K¶]³�¥�´�²]¥�³F·7ª¬³F¼-©�´�°b³�¶]³¬«�¸�¥V©
σn

Í3¥M©�®F¥h¶d§¯§¯°=¼�´�¶d©�¥-«Î¥-´�²b¥-³EÄ]¶d¸�ª¬¥
Á âF�Â�)âEÃ

A
∗ϕn = σnϕn .

%2¥V©
R0 > 0

¶]³¬«
ρ ∈ C∞(R)

Í3¥�¶Î½¯¥�¶]¸2·7ª¬³¬¼-©¯´�°b³�§¯ª¬¼O®n©¯®f¶d©
0 ≤ ρ ≤ 1

Õ
ρ(s) = 0

·7°b½
s ≤ R0¶]³¬«

ρ(s) = 1
·7°b½

s ≥ R0 + 1
¶d³¬«Æ·7°b½K¥-Ä]¥�½¿­ÆÇ3°]§¯´�©¯´�Ä]¥�´�³E©�¥�²]¥�½

k
«¬¥-Ð¬³¬¥

ρk ∈ C∞(RN)
´�³�©�®¬¥

·7°b¸�¸�°�¹º´�³¬²'¹[¶�­
ρk(z) := ρ(|z| − k).

¤¦¥¨³¬°)¹ ±�ª¬¸�©¯´�Ç¬¸Â­ Á âF����âEÃ ÍE­
ϕ̄nρ

2
k

©¯°�²b¥-©
∫

RN

ρ2
k

(

A∗∇ϕn · ∇ϕ̄n − iB∗Im(ϕnz · ∇ϕ̄n) +D∗z · z|ϕn|2 − σn|ϕn|2
)

dz =

Á âF�Â��ãiÃ ∫

RN

(

ρk|ϕn|2B∗z · ∇ρk − 2ρk ϕ̄nA
∗∇ϕn · ∇ρk

)

dz .

+ ¥VÈ=©'½¯¥-±Ñ¶]½¿Ån©�®f¶X©'§¿´�³¬¼-¥Î©¯®¬¥Î¸�¥-·�©�®f¶]³F«¦§¯´�«¬¥�°]· Á âF�Â��ãiÃ ´�§'½¿¥�¶]¸�©�®F¥Î½¿´�²b®E©�®f¶]³¬« §¯´�«¬¥Î±�ª¬§¿©'Í3¥
¶]¸�§¿°o½¯¥�¶d¸2¶]³¬«�©�®¬¥-½¯¥V·7°b½¯¥B´�©º´�§M¥�Àiªf¶]¸�©¯°
Á âF�Â��ÛbÃ ∫

RN

−2ρk Re(ϕ̄nA
∗∇ϕn) · ∇ρk dz .

%2¥V©
Bk

«F¥�³¬°]©¯¥�©�®¬¥�Íf¶]¸�¸6°]·Ï½�¶]«F´�ª¬§
R0 + k

¶]³¬«A¼-¥�³E©�¥-½
z = 0

¶]³¬«�°]Í¬§¯¥-½¿Äb¥o©¯®f¶d©�©¯®¬¥o§¯ªFÇ¬Ç3°]½¿©
°]· ∇ρk

´�§h¼-°b³E©O¶]´�³¬¥�«�´�³
Bk+1 \ Bk

�MË ®¬¥�³nÇFªF©¯©¯´�³¬²�ª¬Ç�©¯°b²b¥V©�®¬¥-½ Á â<����ãEÃ ¶d³¬« Á âF���)ÛbÃ ¶]³¬«ÆªF§¯´�³F²
¶]²E¶]´�³Ó©�®¬¥"ÇD°b§¯´Â©�´�Ä]¥�«¬¥-Ð¬³¬´�©¯¥�³¬¥-§¯§Ñ°d·(©�®F¥�±Î¶d©¯½¯´ÂÈ ∇∇λn

¹#¥�°bÍF©O¶d´�³ ·7°b½
R0

§¯ªFÌ�¼�´�¥�³E©�¸Â­ ¸Ò¶d½¯²b¥
Á √
R0 > σn

«¬°<¥-§M©�®¬¥ �¿°bÍ Ã

||ϕn||2H1(RN\Bk+1) ≤ c1

(

||ϕn||2H1(RN \Bk) − ||ϕn||2H1(RN\Bk+1)

)

¹º®¬¥�½¿¥
c1
´�§º¶�Ç3°b§¿´�©¯´�Äb¥(¼�°b³¬§_©O¶]³E©h´�³¬«F¥�ÇD¥�³¬«¬¥-³E©h°d·

k
�ÏË ®iª¬§º¹#¥'«¬¥-«¬ª¬¼-¥�©¯®f¶d©

Á âF�Â� �EÃ ||ϕn||2H1(RN\Bk+1) ≤
( c1

1 + c1

)k

||ϕn||2H1(RN\B0) .

� ÇD°b³"«¬¥-Ðf³F´�³¬²�¶�Ç3°b§¿´�©¯´�Äb¥¨¼-°b³¬§_©O¶]³E©
γ0 > 0

Íi­
( c1

1 + c1

)k

= e−2γ0(k+R0)

´�©Ï´�§	Ðf³f¶]¸�¸�­o§¿¥�¥-³Ñ©�®f¶X© Á â<��� �bÃ ´�±ÎÇF¸�´�¥-§0©�®¬¥h¥�§_©�´�±Î¶d©¯¥ Á âF�Â�)àEÃ ·7°b½Ï¶]³E­Î¥QÈ<Ç3°b³F¥�³E©
0 < γn < γ0

�
�

&���� ��� ���h
 � 
 � ��
�� 
 � � ��¤¦¥B½¿¥�§¯¼�¶]¸�¥¨©¯®¬¥¨§¯Çf¶d¼�¥BÄ]¶d½¯´Ò¶dÍ¬¸�¥�ÍE­�´�³E©�½¯°=«¬ª¬¼-´�³¬²

z =
x√
ε
,

¶]³¬«"«¬¥-Ð¬³¬¥�©¯®¬¥B§¯¥-À=ªF¥�³¬¼-¥
vε

ÍE­
Á âF�Â�
�bÃ

vε(t, z) := e−i λnt
ε e−2iπ θn·x

ε uε(t, x) .



æ¿æ
! ­�©�®F¥'¶oÇ¬½¿´�°b½¿´I¥-§¿©�´�±Ñ¶X©�¥�§M°d· %9¥�±�±Î¶ â<��� ´�©[·7°b¸�¸�°�¹º§#©�®f¶d©

vε(t, z)
§¯¶d©�´�§¿Ðf¥-§

||vε||L∞(R+;L2(RN )) +
√
ε||∇vε||L∞(R+;L2(RN )) ≤ C,

¶]³¬« ¶dÇ¬Ç¬¸�­=´�³¬²�©�®¬¥�¼�°b±�Çf¶]¼V©�³¬¥-§¯§Ñ°d·(©r¹#°dÉr§¿¼�¶]¸�¥�¼-°b³EÄb¥�½¿²b¥�³F¼�¥ Á §¿¥�¥ �	½¿°bÇD°b§¯´Â©�´�°]³ á=�ÜâEÃ Õ[ª¬Ç�©�° ¶
§¯ª¬Í¬§¿¥�Àiª¬¥-³¬¼�¥dÕº©¯®¬¥�½¿¥�¥QÈ<´�§¿©¯§�¶Ø¸�´�±�´�©

v∗(t, z, y) ∈ L2
(

R+ × RN ;H1(TN )
) §¯ªF¼O®�©�®¬¶d©

vε

¶]³F«
√
ε∇vε

©r¹#°dÉÊ§¯¼�¶d¸�¥�¼-°b³EÄb¥�½¿²b¥�©�°
v∗

¶]³F« ∇yv
∗ Õ�½¯¥-§¯ÇD¥�¼-©¯´�Ä]¥�¸�­ � »<´�±�´�¸�¶]½¯¸Â­bÕ2ÍE­Ó«¬¥VÐf³¬´�©¯´�°b³ °]·º©�®¬¥

´�³¬´Â©�´Ò¶d¸D«¬¶d©O¶FÕ
vε(0, z)

©r¹[°XÉr§¯¼�¶]¸�¥B¼-°b³EÄb¥�½¿²b¥�§º©�°
ψn(y)v0(z)

�
� ¸�©¯®¬°bª¬²]®

vε

´�§�©¯®¬¥�ª¬³¬Åi³¬°)¹º³ ¹º®¬´�¼O®¦¹º´�¸�¸ÏÇ¬¶]§¯§�©¯°Æ©�®F¥Ñ¸�´�±Î´Â©B´�³Ø©�®¬¥Î§¯¥�Àiª¬¥-¸ Õ�´Â©�´�§�§¯´�±ÎÇF¸�¥�½¨©¯°
¹º½¯´�©¯¥B¶]³"¥�Àiªf¶d©¯´�°b³�·7°b½º¶d³¬°]©�®F¥�½M·7ª¬³¬¼V©�´�°]³�Õ¬³f¶]±�¥�¸Â­
Á âF�Â�)ÞEÃ

wε(t, z) := e
2iπ θn·z√

ε vε(t, z) = e−i λnt

ε uε(t, x) .
! ­ Á âF�Â�)ÞEÃ ´Â©�·7°b¸�¸�°)¹º§[©�®¬¶d©

Á âF�Â�)äEÃ ∇wε = e
2iπ θn·z√

ε

(

∇ + 2iπ
θn

√
ε

)

vε ,

¶]³¬«"´�©º¼�¶]³"Í3¥B¼O®¬¥-¼OÅ]¥�«n©¯®f¶d©M©¯®¬¥B³¬¥-¹ ªF³¬Åi³¬°)¹º³
wε

§¿°b¸�Ä]¥�§M©�®¬¥¨·7°b¸�¸�°)¹º´�³F²�¥�Àiªf¶d©¯´�°b³
Á âF�Üá]àEÃ







i
∂wε

∂t
− «¬´ÂÄ

[A
(√

εz, z/
√
ε
)

∇wε] +
1

ε
[c(

√
εz, z/

√
ε) − λn]wε = 0

´�³
RN × R+

wε(0, z) = u0
ε(
√
εz)

´�³
RN

¹º®¬¥�½¿¥B©¯®¬¥B«¬´
*3¥�½¿¥�³E©�´�¶]¸�°bÇD¥�½¯¶d©�°]½¯§M«¬´ÂÄ�¶]³¬« ∇ ¶]¼-©M¹º´Â©�®"½¯¥-§¯ÇD¥�¼V©h©¯°�©¯®¬¥B³¬¥-¹ Ä]¶d½¯´Ò¶dÍ¬¸�¥
z
�

� � � � 	 � 	�
�����¤ ¥�±�ª¬¸�©¯´�Ç¬¸Â­�©¯®¬¥B¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á âF�qádàEÃ ÍE­�©�®¬¥B¼-°b±ÎÇF¸�¥VÈ�¼�°b³��¿ª¬²E¶d©¯¥�°d·

εφ
(

t, z,
z√
ε

)

e
2iπ θn·z√

ε

¹º®¬¥�½¿¥
φ(s, z, y)

´�§0¶�§¯±�°<°]©¯®�©�¥-§¿©�·7ª¬³¬¼V©�´�°b³o«¬¥-Ð¬³¬¥�«Î°b³
R+×RN ×TN

Õb¹º´�©�®o¼-°b±�Çf¶]¼-©	§¿ª¬Ç¬ÇD°b½¿©
´�³

R
+ × R

N � »=´�³¬¼-¥'©�®F´�§º©�¥�§_©(·7ª¬³F¼-©�´�°b³Æ®¬¶]§(¼-°b±ÎÇ¬¶]¼-©h§¯ª¬ÇFÇ3°b½_© Á ÐFÈ<¥�«Æ¹º´Â©�®Æ½¿¥�§¿Ç3¥-¼-©�©¯° ε Ã Õ%©�®¬¥¥ *3¥�¼-©Ñ°]·�©¯®¬¥n³¬°b³=ÉrÇD¥�½¯´�°<«F´�¼�Äd¶]½¯´�¶]Í¬¸�¥�´�³ ©�®F¥Æ¼�°=¥-Ì�¼-´�¥�³E©¯§�´�§�³¬¥�²]¸�´�²]´�Í¬¸�¥�·7°b½Î§¿ªFÌ�¼�´�¥�³E©�¸Â­�§¿±Ñ¶d¸�¸
ε
�AË ®¬¥-½¯¥V·7°b½¯¥�¹#¥�¼�¶]³ ½¯¥-Ç¬¸Ò¶d¼�¥Ñ©¯®¬¥�Äd¶]¸�ª¬¥Ñ°]·º¥�¶]¼O® ¼�°=¥-Ì�¼-´�¥�³E©�¶d©

(
√
εz, z/

√
ε)

Íi­Ó´�©�§ Ë ¶�­=¸�°]½
¥VÈ<Çf¶]³¬§¿´�°b³�°]·�°b½¿«¬¥�½º©r¹#°�¶]ÍD°bªF©K©�®¬¥�Ç3°]´�³E©

(0, z/
√
ε)
� & ³i©¯¥�²b½¯¶d©�´�³¬²ÑÍE­�Çf¶]½_©�§h¶]³¬«nªF§¯´�³F² Á âF�Â�)ÞEÃ

¶]³¬« Á âF�Â�)äEÃ ­=´�¥�¸�«F§

− iε

∫ +∞

0

∫

RN

vε

∂φ̄ε

∂t
dt dz − iε

∫

RN

vε(0, z)φ̄
(

0, z,
z√
ε

)

dz

+

∫ +∞

0

∫

RN

[Aε + Aε
1,h

√
εzh + 1

2
Aε

2,lh εzlzh + o(ε)](
√
ε∇ + 2iπθn)vε· (

√
ε∇− 2iπθn)φ̄ε dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

[cε + cε1,h

√
εzh + 1

2
cε2,lh εzlzh + o(ε) − λn] vεφ̄

ε dz dt = 0.

�G¶]§¿§¯´�³F²�©¯°�©¯®¬¥¨©r¹[°XÉr§¯¼�¶]¸�¥¨¸�´�±�´�©Ï¹[¥�²b¥V©M©�®¬¥¨Äd¶]½¯´�¶d©�´�°b³f¶]¸%·7°b½¿±�ª¬¸Ò¶X©�´�°]³�°]·

−(
«¬´�Ä

y + 2iπθn)
(

A(y)(∇y + 2iπθn)v∗
)

+ c(y)v∗ = λnv
∗ ´�³

T
N .
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Ë ®¬¥Ñ§¿´�±�Ç¬¸�´�¼�´�©r­Æ°]·
λn

´�±ÎÇF¸�´�¥-§�©�®f¶X©�©�®F¥�½¯¥Î¥VÈ<´�§_©�§�¶Æ§¯¼�¶]¸Ò¶]½B·7ª¬³¬¼V©�´�°b³
v(t, z) ∈ L2

(

R+ × RN
)

§¯ª¬¼O®"©�®f¶X©

Á âF�Üá<��Ã
v∗(t, z, y) = v(t, z)ψn(y).

� 
�� ����� � 	�
 � �[¤ ¥B±�ª¬¸Â©�´�ÇF¸�­ Á âF�Üá]àEÃ ÍE­�©¯®¬¥B¼�°b±�Ç¬¸�¥VÈ�¼-°b³ �¿ª¬²b¶d©�¥B°]·

Ψε(t, z) = e
2iπθn· z√

ε

[

ψε
nφ(t, z) +

√
ε

N
∑

k=1

( 1

2iπ

∂ψε
n

∂θk

∂φ

∂zk

(t, z) + zk

∂ψε
n

∂xk

φ(t, z)
)]

,

¹º®¬¥�½¿¥
φ(t, z)

´�§K¶�§¿±Î°=°]©�®�©¯¥�§¿©K·7ª¬³¬¼V©�´�°b³�¹º´�©�®�¼�°]±ÎÇf¶d¼-©K§¯ª¬ÇFÇ3°b½_©K´�³
R+ × RN � ¤¦¥BÐf½¯§_©K¸�°=°bÅ

¶d©M©�®¬°]§¯¥¨©�¥-½¯±�§M°]·6©¯®¬¥B¥�Àiªf¶d©¯´�°b³�´�³EÄ]°b¸�Ä=´�³F²�©�´�±�¥�«¬¥-½¯´ÂÄ]¶X©�´�Ä]¥�§ å

∫ +∞

0

∫

RN

i
∂wε

∂t
Ψ̄ε dt dz =

Á â<�qábá]Ã

∫ +∞

0

∫

RN

−ivε

[

ψ̄ε
n

∂φ̄

∂t
+
√
ε

N
∑

k=1

(

− 1

2iπ

∂ψ̄ε
n

∂θk

∂2φ̄

∂t∂zk

+ zk

∂ψ̄ε
n

∂xk

∂φ̄

∂t

)

]

dt dz

− i

∫

RN

vε(0, z)

[

ψ̄ε
nφ̄(0, z) +

√
ε

N
∑

k=1

(

− 1

2iπ

∂ψ̄ε
n

∂θk

∂φ̄

∂zk

(0, z) + zk

∂ψ̄ε
n

∂xk

φ̄(0, z)

)

]

dz .

�G¶]§¿§¯´�³F²�©�°�©�®F¥�©r¹[°dÉÊ§¯¼�¶]¸�¥o¸�´�±�´�©K´�³ Á âF�ÜábábÃ ¶]³F«�½¯¥�¼�¶]¸�¸�´�³¬²�©�®¬¥o³F°b½¯±Î¶]¸�´�µ�¶d©¯´�°b³ ∫

TN |ψn|2 dy = 1¹[¥¨Ðf³¬«

Á âF�Üá]âEÃ −i
∫ +∞

0

∫

RN

v
∂φ̄

∂t
dz dt− i

∫

RN

v0φ̄(0, z) dz .

¤¦¥�·7ª¬½_©�®¬¥-½º«¬¥�¼-°b±ÎÇD°b§¿¥
Ψε

¶d§º·7°]¸�¸�°)¹º§

Ψε = Ψ1
ε + Ψ2

ε · z
¹º´�©�®

Ψ2
ε =

√
εe

2iπθn· z√
ε

N
∑

k=1

∂ψε
n

∂xk

φ(t, z)ek.

� ¥V©¯©�´�³¬²�½¯´�«Æ°]·	¶]¸�¸�©¯¥�½¯±�§(±�ª¬¸�©¯´�Ç¬¸�´�¥�«�ÍE­
o(ε)

¶]³F«Æ©O¶]Åi´�³¬²�´�³E©¯°�¶]¼-¼�°bª¬³E© Á âF�Â�)ÞEÃ ¶]³¬« Á â<���)äbÃ ¹#¥
³¬¥VÈ=©�Çf¶d§¯§0©�°h©�®¬¥�¸�´�±�´�©2´�³�©�®¬¥[½¯¥�±Î¶]´�³¬´�³¬²º©�¥-½¯±�§0°]· Á âF�Üá]àEÃ ±�ª¬¸Â©�´�Ç¬¸�´�¥�«�Íi­

Ψ̄ε

�6Ë ®¬¥M¼�°]±ÎÇ¬ª<©O¶d©¯´�°b³
´�§K§¯´�±�´�¸�¶]½�©�° Ú ã]Ý Í¬ªF©�´�©h´�³EÄb°b¸ÂÄb¥-§�³¬¥-¹ ©�¥-½¯±�§(§¿´�³¬¼-¥

ψn

¶]³¬«�´Â©�§K«¬¥�½¿´�Äd¶d©�´ÂÄb¥-§¨¶]¸�§¿°Ñ«¬¥-Ç3¥-³¬«�°b³
x
�



æ �
¤¦¥�Ðf½¿§¿©K¸�°=°bÅÑ¶d©M©�®¬°]§¯¥¨©�¥-½¯±�§º¹º®F´�¼O®�¶]½¯¥¨°]·6µ�¥-½¯°�°b½¯«F¥�½M¹º´�©¯®�½¿¥�§¿Ç3¥-¼-©K©�°

z
Õf³f¶]±�¥�¸Â­

∫ +∞

0

∫

RN

[

Aε∇wε · (∇Ψ̄1
ε + Ψ̄2

ε) +
1

ε
(cε − λn)wεΨ̄

1
ε

]

dz dt
Á â<�qádãEÃ

=

∫ +∞

0

∫

RN

[1

ε
Aε

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε · (∇y − 2iπθn)ψ̄ε
nφ̄+

1

ε
(cε − λn)ψ̄ε

nvεφ̄
]

dz dt

− 1

2iπ

∫ +∞

0

∫

RN

[ 1√
ε
Aε

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε · (∇y − 2iπθn)
∂ψ̄ε

n

∂θk

∂φ̄

∂zk

+
1√
ε
(cε − λn)vε

∂ψ̄ε
n

∂θk

∂φ̄

∂zk

]

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

1√
ε
Aε

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε · ψ̄ε
n∇φ̄ dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

− 1

2πi
Aε

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε ·
∂ψ̄ε

n

∂θk

∇ ∂φ̄

∂zk

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

Aε
(√

ε∇ + 2iπθn
)

vε ·
∂ψ̄ε

n

∂xk

φ̄ ek dz dt .

� §¯´�³¬²�¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á á<� �bÃ ¹º´�©¯®
ϕ = vεφ̄

¶]³¬«Î¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á á<�ßÞEÃ ¹º´�©¯®
ϕ = vε

∂φ̄

∂zk

¹[¥h½¯¥V¹º½¯´�©¯¥K©¯®¬¥hÐ¬½¯§¿©
©r¹[°�´�³E©�¥-²b½�¶d¸�§�´�³"©¯®¬¥B½¯´�²b®E©º®f¶]³¬«"§¯´�«¬¥B°]· Á âF�qáXãiÃ ¶]§�·7°b¸�¸�°)¹º§

∫ +∞

0

∫

RN

− 1√
ε
Aε(∇y − 2iπθn)ψ̄ε

n · vε∇φ̄ dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

[ 1

2iπ
Aε(∇y − 2iπθn)

∂ψ̄ε
n

∂θk

· vε∇
∂φ̄

∂zk

+
1√
ε
Aεek · vε

∂φ̄

∂zk

(∇y − 2iπθn)ψ̄ε
n

− 1√
ε
Aεψ̄ε

nek ·
(√

ε∇ + 2iπθn
)(

vε

∂φ̄

∂zk

)]

dz dt .

�[°b±�Í¬´�³¬´�³¬²�©�®¬¥�¶dÍ3°)Äb¥�©¯¥�½¿±Î§(¹º´Â©�®n©¯®¬¥�°]©¯®¬¥�½�©¯¥�½¯±�§�´�³ Á âF�ÜádãiÃ ¶]³¬«�Çf¶]§¿§¯´�³¬²�©�°�©¯®¬¥�©r¹[°XÉr§¯¼�¶]¸�¥
¸�´�±�´�©Ï´�³ Á âF�ÜádãiÃ ­=´�¥-¸�«¬§

∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[ 1

2iπ
Aψn(∇y − 2iπθn)

∂ψ̄n

∂θk

− 1

2iπ
A
∂ψ̄n

∂θk

(∇y + 2iπθn)ψn − A|ψn|2ek

]

Á âF�ÜábÛbÃ

· v∇ ∂φ̄

∂zk

dy dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

A(∇y + 2iπθn)ψn · ∂ψ̄n

∂xk

vφ̄ ek dy dz dt .
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! ­�¥�Àiªf¶X©�´�°]³ Á á<���EÃ ´�©M¼�¶]³�Í3¥B§¯¥-¥�³�©�®f¶d©M©¯®¬¥¨Ðf½¯§_©K´�³E©�¥-²b½�¶]¸I°]· Á â<�qábÛ]Ã ¥�Àiªf¶]¸�§

Á âF�Üá �EÃ ∫ +∞

0

∫

RN

A∗∇v∇φ̄ dz dt .
¤¦¥¨³¬°)¹ ·7°=¼�ªF§M°b³�©¯®¬°b§¿¥B©¯¥�½¿±Î§�¹º®¬´�¼O®n¶]½¿¥¨¸�´�³¬¥�¶]½[´�³

z
å

∫ +∞

0

∫

RN

[

Aε∇wε · (∇Ψ̄2
εz) +

1

ε
(cε − λn)wεΨ̄

2
εz + Aε

1,k

√
εzk∇wε · (∇Ψ̄1

ε + Ψ̄2
ε)

+
1√
ε
cε1,kzkwεΨ̄

1
e

]

dz dt

=

∫ +∞

0

∫

RN

[ 1√
ε
Aε

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε · (∇y − 2iπθn)
∂ψ̄ε

n

∂xk

φ̄zk +
1√
ε
(cε − λn)vε

∂ψ̄ε
n

∂xk

φ̄zk

]

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

[ 1√
ε
Aε

1,k

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε·(∇y − 2iπθn)ψ̄ε
n φ̄zk +

1√
ε
cε1,kvεψ̄

ε
n φ̄ zk

]

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

[

Aε(
√
ε∇ + 2iπθn)vε ·

∂ψ̄ε
n

∂xk

∇φ̄ zk + Aε
1,k(

√
ε∇ + 2iπθn)vε · ψ̄ε

n∇φ̄ zk

]

dz dt

− 1

2iπ

∫ +∞

0

∫

RN

[

Aε
1,h(

√
ε∇ + 2iπθn)vε · (∇y − 2iπθn)

∂ψ̄n

∂θk

∂φ̄

∂zk

zh + cε1,hvε

∂ψ̄n

∂θk

∂φ̄

∂zk

zh

]

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

[√
εAε

1,h(
√
ε∇ + 2iπθn)vε ·

(

− 1

2iπ

∂ψ̄ε
n

∂θk

∇ ∂φ̄

∂zk

+
∂ψ̄ε

n

∂xk

φ̄ ek

)

zh

]

dz dt .

Á âF�Üá �bÃ

! ­Ñ¥-Àiªf¶d©�´�°b³ Á á<�ÜäbÃ ¹º´�©¯®
ϕ = vεφ̄zk

´�©[¼�¶]³�ÍD¥�§¯¥-¥�³�©�®¬¶d©�©�®F¥�§¯ª¬± °]·9©�®F¥(Ðf½¯§_©M©r¹[°o´�³E©�¥�²]½�¶]¸�§[´�³
©�®¬¥¨½¿´�²b®E©º®f¶]³F«�§¿´�«¬¥B°]· Á âF�Üá �bÃ ²b´ÂÄb¥-§

Á âF�Üá]ÞEÃ −
∫ +∞

0

∫

RN

Aε(∇y−2iπθn)
∂ψ̄ε

n

∂xk

·vε∇(φ̄zk)+A
ε
1,k(∇y−2iπθn)ψ̄ε

n ·vε∇(φ̄zk)
)

dz dt .

Ë ®¬¥�½¿¥-·7°b½¿¥�Ç¬¶]§¯§¿´�³¬²�©�°o©�®F¥B©r¹#°dÉÊ§¯¼�¶d¸�¥¨¸�´�±Î´Â©[´�³ Á âF�Üá �bÃ ¹#¥�Ð¬³¬«

−
∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A(∇y − 2iπθn)
∂ψ̄n

∂xk

· vψnφ̄ ek + A1,k(∇y − 2iπθn)ψ̄n · vψnφ̄ ek

]

dy dz dt

Á âF�Üá]äEÃ

−
∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A(∇y − 2iπθn)
∂ψ̄n

∂xk

· vψnzk∇φ̄+ A1,k(∇y − 2iπθn)ψ̄n · vψnzk∇φ̄
]

dy dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A(∇y + 2iπθn)ψn · v∂ψ̄n

∂xk

zk∇φ̄+ A1,k(∇y + 2iπθn)ψn · vψ̄nzk∇φ̄
]

dy dz dt

− 1

2iπ

∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A1,h(∇y + 2iπθn)ψn · (∇y − 2iπθn)
∂ψ̄n

∂θk

vzh

∂φ̄

∂zk

+ c1,hψn

∂ψ̄n

∂θk

vzh

∂φ̄

∂zk

]

dy dz dt .



æ �
! ­�¥�Àiªf¶X©�´�°]³ Á á<� ãiÃ ´�©�·7°]¸�¸�°)¹º§�©¯®f¶d©M©�®F¥�¸�¶]§¿©º´�³E©�¥�²]½�¶]¸3´�³ Á âF�Üá]äEÃ ´�§M¥�Àiªf¶]¸�©¯°

∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A1,hψnek · (∇y − 2iπθn)ψ̄n + Aψnek · (∇y − 2iπθn)
∂ψ̄n

∂xh

ψn

]

vzh

∂φ̄

∂zk

dy dz dt

Á âF�ßâbàEÃ

−
∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A1,hψ̄nek · (∇y + 2iπθn)ψn + A
∂ψ̄n

∂xh

ek · (∇y + 2iπθn)ψn

]

vzh

∂φ̄

∂zk

dy dz dt

−
∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

1

2iπ

∂2λn

∂xh∂θk

|ψn|2vzh

∂φ̄

∂zk

dy dz dt .

+ ¥VÈ=©�³¬°]©¯´�¼-¥�©¯®f¶d©B©�®F¥�Ðf½¿§¿©'¶]³¬«A©�®F¥Î§¿¥�¼�°]³¬«¦¸�´�³¬¥o°]· Á âF�ßâbàEÃ ¼�¶d³¬¼�¥-¸Ï°]ªF©B¹º´�©�®A©�®F¥Î§¿¥�¼�°]³¬«Ó¶]³F«
©�®¬¥�©¯®¬´�½¿«�¸�´�³¬¥¨°d· Á âF�Üá]äEÃ ½¯¥�§¿Ç3¥-¼-©¯´�Äb¥-¸�­�¶]³F«"©¯®¬¥�½¿¥-·7°b½¿¥ Á âF�Üá]äEÃ ½¿¥�«¬ª¬¼-¥�§K©�°

−
∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A(∇y − 2iπθn)
∂ψ̄n

∂xk

· vψnφ̄ ek + A1,k(∇y − 2iπθn)ψ̄n · vψnφ̄ ek

]

dy dz dt

Á âF�ßâF��Ã

−
∫ +∞

0

∫

RN

1

2iπ

∂2λn

∂xh∂θk

v
∂φ̄

∂zk

zh dz dt .

Ô ´�³f¶d¸�¸�­o¹#¥�¼�°b³¬§¿´�«¬¥-½K¶]¸�¸3À=ª¬¶]«¬½�¶X©�´�¼¨´�³
z
©¯¥�½¯±�§ å

1

2

∫ +∞

0

∫

RN

[

Aε
2,lh εzlzh∇wε · (∇Ψ̄1

ε + Ψ̄2
ε) + cε2,lhzlzhwεΨ̄1

e

]

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

[

Aε
1,k

√
εzk∇wε · (z∇Ψ̄2

ε) +
1√
ε
cε1,kzkwεz · Ψ̄2

ε

]

dz dt

=
1

2

∫ +∞

0

∫

RN

Aε
2,lh

√
εzlzh

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε ·
[ 1√

ε
(∇y − 2iπθn)ψ̄ε

nφ̄+ ψ̄ε
n∇φ̄

]

dz dt

− 1

2

∫ +∞

0

∫

RN

Aε
2,lh

√
εzlzh

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε

·
[ 1

2πi
∇y

∂ψ̄ε
n

∂θk

∂φ̄

∂zk

+
√
ε
( 1

2iπ

∂ψ̄ε
n

∂θk

∇ ∂φ̄

∂zk

+ ek

∂ψ̄ε
n

∂xk

φ̄
)]

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

Aε
1,h zh

(√
ε∇ + 2iπθn

)

vε ·
[

zk(∇y − 2iπθn)
∂ψ̄ε

n

∂xk

φ̄+
√
εzk

∂ψ̄ε
n

∂xk

∇φ̄
]

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

1

2
cε2,lhzlzhvε

(

ψ̄ε
nφ̄−

√
ε

1

2iπ

∂ψ̄ε
n

∂θk

∂φ̄

∂zk

)

dz dt

+

∫ +∞

0

∫

RN

cε1,hzhvεzk

∂ψ̄ε
n

∂xk

φ̄ dz dt
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¹º®¬´�¼O®�²b´�Ä]¥¨°b³"Çf¶]§¿§¯´�³F²�©¯°�©¯®¬¥¨©r¹[°XÉr§¯¼�¶]¸�¥B¸�´�±�´�©

1

2

∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A2,lh(∇y + 2iπθn)ψn · (∇y − 2iπθn)ψ̄n + c2,lhψnψ̄n

]

vφ̄ zlzh dy dz dt

Á âF�ßâEábÃ

+

∫ +∞

0

∫

RN

∫

TN

[

A1,h(∇y + 2iπθn)ψn · (∇y − 2iπθn)
∂ψ̄n

∂xk

+ c1,hψn

∂ψ̄n

∂xk

]

vφ̄ zhzk dy dz dt

+ °)¹ ª¬§¿´�³¬²o©¯®¬¥B¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á á=�qÛbÃ ¹#¥BÐf³¬«"©�®f¶d© Á âF�ßâEábÃ ½¯¥-«¬ª¬¼-¥�§K´�©�§¿¥�¸Â·�©¯°

Á âF�ßâbâEÃ ∫ +∞

0

∫

RN

1

2

∂2λn

∂xl∂xh

vφ̄ zlzh dz dt .

»<ª¬±�±Î´�³¬²Bª¬ÇÎ©¯°b²b¥-©¯®¬¥�½ Á â<�qá]âbÃ Õ Á âF�ÜábÛbÃ Õ Á âF�Üá �EÃ Õ Á âF�Üâ<��Ã ¶]³¬« Á âF�Üâ]âEÃ ­<´�¥�¸�«¬§Ï©¯®¬¥h¹#¥�¶dÅ�·7°]½¯±�ª¬¸�¶d©�´�°b³
°]· Á âF�ßâEÃO� ! ­�ª¬³¬´�Àiª¬¥�³¬¥-§¯§�°d·I©�®F¥(§¯°]¸�ªF©¯´�°b³�°]·3©�®¬¥h®¬°b±�°b²b¥�³F´�µ�¥-«ÎÇF½¯°bÍ¬¸�¥�± Á âF�ÜâbÃ Õi¹[¥h«¬¥�«Fª¬¼�¥K©�®f¶d©
©�®¬¥¨¥-³i©¯´�½¿¥�§¿¥�Àiª¬¥-³¬¼�¥

vε

©r¹#°dÉr§¿¼�¶]¸�¥¨¼�°b³EÄ]¥�½¯²]¥�§h¹#¥�¶dÅ=¸Â­�©�°
ψn(y)v(t, x)

�
& ©K½¯¥�±Î¶]´�³¬§[©�°�Ç¬½¿°�Ä]¥¨©�®¬¥B§¿©¯½¯°b³F²�©r¹#°dÉr§¿¼�¶]¸�¥B¼�°b³EÄb¥-½¯²b¥-³¬¼�¥'°]·

vε

� ! ­�%9¥�±�±Î¶ âF��� ¹#¥'®¬¶)Ä]¥

||vε(t)||L2(RN ) = ||uε(t)||L2(RN ) = ||u0
ε||L2(RN ) → ||ψnv

0||L2(RN×TN ) = ||v0||L2(RN )

Íi­B©¯®¬¥[³¬°]½¯±Î¶]¸�´�µ�¶d©¯´�°b³¨¼-°b³¬«¬´Â©�´�°]³�°]·
ψn

�GÔ ½¯°b± ©¯®¬¥�¼�°]³¬§¯¥-½¿Äd¶d©�´�°b³�°d·f¥�³¬¥-½¯²]­'°]·f©¯®¬¥[®¬°]±Î°b²]¥�³¬´�µ�¥�«
¥�Àiªf¶d©¯´�°b³ Á â<�ÜâEÃ ¹#¥B®f¶�Äb¥

||v(t)||L2(RN ) = ||v0||L2(RN ),
¶]³¬«�©�®iª¬§º¹[¥B«¬¥-«¬ª¬¼-¥�©¯®¬¥B§¿©�½¿°b³¬²�¼�°b³EÄ]¥�½¯²]¥�³¬¼-¥'·7½¯°]± ��½¯°bÇD°b§¿´�©�´�°b³ á<�ßâF�

�

� 
�� � ��� 
���� � � §#ª¬§¯ª¬¶]¸%´�³ÑÇD¥�½¿´�°=«¬´�¼M®F°b±Î°]²b¥�³¬´�µ�¶d©¯´�°b³ ÚS��Ý Õ ÚßÛXÝ ÕE©�®¬¥h¼O®¬°b´�¼-¥h°d·�©�®¬¥º©�¥-§¿©#·7ª¬³¬¼-©¯´�°b³
Ψε

Õi´�³o©¯®¬¥hÇF½¯°=°]·I°d· Ë ®¬¥-°b½¯¥-± âF�Üá Õi´�§�«¬´�¼-©O¶X©�¥�«�ÍE­o©�®¬¥M·7°b½¿±Ñ¶d¸<©r¹#°dÉr§¿¼�¶]¸�¥h¶d§¿­=±ÎÇ<©�°]©¯´�¼º¥VÈ<Çf¶]³F§¯´�°]³
©�®f¶d©º¼�¶]³�Í3¥¨°bÍ<©O¶]´�³¬¥�«�·7°b½�©¯®¬¥B§¯°b¸�ªF©�´�°b³

wε

°]· Á âF�Üá]àEÃ Õf³f¶]±�¥�¸�­

wε(t, z) ≈ e
2iπθn· z√

ε

[

ψn

( z√
ε

)

v(t, z)+
√
ε

N
∑

k=1

( 1

2iπ

∂ψn

∂θk

( z√
ε

) ∂v

∂zk

(t, z)+zk

∂ψn

∂xk

( z√
ε

)

v(t, z)
)]

¹º®¬¥�½¿¥
v
´�§B©�®F¥Î®¬°]±Î°b²]¥�³¬´�µ�¥�« §¯°b¸�ªF©�´�°b³A°]· Á âF�ßâEÃO��� ¼-©�ª¬¶]¸�¸Â­n©�®F¥Ñ®¬°b±�°b²b¥-³¬´�µ-¥�«Ø¥�Àiªf¶d©¯´�°b³Ø©�®f¶X©

°b³¬¥¨²b¥V©�§ºÍE­�©�®¬¥�¶]§_­<±�ÇF©¯°]©�´�¼�¥VÈ<Çf¶]³F§¯´�°]³�±�¥-©¯®¬°<«"´�§

Á âF�ßâ]ãiÃ
i
∂v

∂t
− «F´�Ä

(A∗∇v) +B∗∇v · z + c̄∗v + vD∗z · z = 0 ,

¹º®¬´�¼O®�¶]Ç¬Çf¶d½¯¥�³E©¯¸�­�«F´
*3¥�½¯§M·7½¿°b± Á âF�ÜâbÃ Íi­Ñ©�®¬¥¨·7°b¸�¸�°)¹º´�³¬²�µ�¥�½¿°dÉr°]½¯«¬¥-½º©¯¥�½¿±
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