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���'�����*�T�
� �������y� � �����ø�  �  �   ���y�J� � �[��� � �����ø��� � ���J�h� �u  �u����� � ����� �Å� ��� �r� � � �r� t �[� � �  ��_�   ���� � �?���å�   ������� � � � ����� � �J�����   �u����� � t � ��� � ����� �y�

(X,Y,Z)
oáq ��� � �  ��å�   � � � � � � ���u���

X
�h���������� t �r����� �G� �á���_  � � �r� � �/����� � � � ����� � �J���,�   �u����� � t � ��� � ����� � � �y���h� � �r�   � � � ��� ���[��� ���Y � t �   � � ��� � �

XN � ����� N
��� � �#�����u�y� o�q ����� � �s�Z�_�   � � � � ��� ���u���å�h� � �r�   � � � ��� ���[�A� �� � � �s�Z�_�   ��� � ��� � � o,f �   ��� t��W R� �~�   �¡·� ��� � �b�����~�  �  �   �

(Y N − Y,ZN − Z)
� � � ���   �[����������p���   � �*¢

Lp
�2���u�y��� e

p ≥ 1
m��   �G� � �   �r�  

N−1/2 e ���r�h�£¢·�u���   � t ���M�[� �����   �[��� t �s�¤� �¥ � � �*¢�¦ LKxU§¡mpoáW � � � �y� t��W á� �ø�  �  �   � � � � �y����� �¨�h���r�   ��¡·�[� v ���   �   �h�����*¢ t��W  ������¨   ���l���  �� �h��   � ���   ����� � � t ���
XN − X

� �r� t �   �[���h�J� � t ���  �� � �   ��� � �   �r�  
N−1 o

© `bt�ªLcU_«jU�[¬ � � �s�Z�_�   ������� � � � ����� � �J���,�   �u����� � t � ��� � ����� �   �J�h� �u  �u����� � ����� �� � ��� � �  ® � t�t � � ¡Z��� �M� t�� � t �y�   � � � ��� t ����� �   � �   � ��� t � ��Oa`bYCo
\UlflY\�>�;MN:¬ zKxU¯TxW°� RzKx fExK�± RzKxU¯{IMx± �zK�W²lHKH

³ ´�µ'¶T·W¸�¹Lº�»�¶T¼2¸5µ

½�¾�¿
(Ω,F , P) À ¾CÁ�Â±ÃqÄ±¾�ÅÇÆÉÈbÊ À Á À Ã�ËÌÃ�¿FÍ/ÎbÆÏÁYÐ�¾�Ê±Å�Ñ�ÒÉÃÌÐ[ÒÃÌÎ-ÓÉ¾�ÔÏÅd¾�Ó%Á q Õ ÓdÃÌÖ�¾�ÅÉÎ~ÃÌÊ±ÅÏÁYËÎ~¿}Á�ÅÉÓÏÁ�È~Ó�×<ÈbÊTÑ�ÅÉÃÌÁ�ÅØÖ�Ê�¿}Ã�Ê±Å

W Ù Ñ�ÒÉÊ±Î~¾�ÅÏÁY¿bÚÉÈ}Á�Ë(ÔÏËq¿}È}Áf¿}ÃÌÊ�Å Ù Á�ÚÉÂ±Ö�¾�Å*¿}¾�ÓÛÑ�Ã�¿bÒ
P ÕÅyÚÉËÌË(Îb¾�¿}Î Ù ÃÌÎpÓÉ¾�ÅÉÊ�¿}¾�Ó À Í (Ft)0≤t≤T Ü T Ã�Î/Á%ÔdÝ]¾�ÓØ¿}¾�ÈbÖ�ÃÌÅÏÁYË�¿}ÃÌÖ�¾TÞßoàÛ¾^Ð�Ê±ÅdÎbÃÌÓd¾�È¿}ÒÉ¾CÎbÊ±Ë�Úd¿}Ã�Ê±Å

(X, Y, Z)
¿}Ê/Á/ÓÉ¾�Ð�Ê±ÚÉÆdËÌ¾�ÓÇáâÊ�È~Ñ<Á�ÈbÓ Õ«À Á�Ð[ã*Ñ<Á�ÈbÓ�Î?¿}Ê!Ð[ÒÏÁ�Î~¿bÃÌÐ�ÓdÃ�ä'¾�Èb¾�Å*¿}ÃåÁYË¾�æyÚÏÁY¿bÃÌÊ±Å Ü2ç ×Hèdé�ê�ÃÌÅ%ÎbÒÉÊ�È~¿Þß�ëCÁ�Ö�¾�ËqÍ Ù X Ã�Î#¿}ÒÉ¾

Rd Õ ÄYÁ�ËÌÚd¾�Ó%ÆÉÈbÊ!Ð�¾�ÎbÎ¤ÎbÊ±Ë�Úd¿}Ã�Ê±Å�Ê�á

Xt = x +
∫ t

0
b(s, Xs)ds +

∫ t

0
σ(s, Xs)dWs, Üsì Þ
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Á�ÅÉÓ
Y Ü Èb¾�ÎbÆoß Z Þ�ÃÌÎ-Á�Èb¾�Á�Ë Õ Ä�ÁYËÌÚÉ¾�Ó^ÁYÓÏÁ�Æd¿b¾�Ó Ü Èb¾�ÎbÆoß!ÆÉÈ~¾�ÓÉÃ�Ð�¿[Á À ËÌ¾ Rq Õ Ä�ÁYËÌÚÉ¾�Ó�Þ�ÆÉÈbÊ!Ð�¾�ÎbÎÎbÊ±Ë�Úd¿}Ã�Ê±Å�Ê�á

−dYt = f(t, Xt, Yt, Zt)dt − ZtdWt, YT = Φ(XT ). Ü�E Þ
àÛ¾ ÁYÎbÎbÚdÖ^¾4Î?¿[Á�ÅÉÓÉÁ�ÈbÓ�½�ÃÌÆÉÎ~Ð[ÒÉÃ�¿6F ÆÉÈ~Ê±Æ'¾�È~¿bÃÌ¾�Î�Ê�Å ¿}ÒÉ¾4Ð�Ê]¾�G^Ð�ÃÌ¾�Åy¿bÎ Ù Ñ�ÒÉÃ�Ð[Ò ¾�ÅÉÎ~ÚÉÈb¾¾�Ý]ÃÌÎ?¿}¾�ÅÉÐ�¾ Á�ÅÉÓ ÚÉÅdÃÌæyÚÉ¾�Åd¾�ÎbÎ�ÃÌÅ ÁYÆÉÆÉÈbÊ�ÆÉÈbÃÌÁY¿}¾

L2 Õ ÎbÆÏÁ�Ð�¾�Î Ü Îb¾�¾IH�Á�ÈbÓÉÊ�Ú]Ý�Á�ÅÉÓJHL¾�ÅÉÂK ì@L%M Ù Ê�ÈONOÁ�ÁYÅÉÓQP-Ê�ÅÉÂ K ì@R;M áâÊ±È�ÅyÚÉÖ^¾�ÈbÊ±ÚdÎ�È~¾�áâ¾�È~¾�ÅÉÐ�¾�Î}Þ�ß�éCÚÉÈbÃ�ÅÉÂ�¿}ÒÉ¾�ËÌÁ�Î~¿�ÓÉ¾�ÐUÁ�Ód¾ ÙÖ^Ê�Èb¾�Á�ÅÉÓ Ö�Ê±Èb¾�ÁY¿~¿}¾�Åy¿bÃÌÊ±Å ÒÏÁ�Î À ¾�¾�ÅÛÆÏÁ�Ã�Ó4¿}Ê�¿}ÒÉ¾�Îb¾�¾�æyÚÏÁY¿bÃÌÊ±ÅdÎ Ù:À ¾�ÐUÁ�ÚdÎb¾�Ê�á�¿bÒÉ¾�Ã�ÈÅÏÁY¿bÚÉÈ}Á�Ë!Á�ÆdÆÉËÌÃ�ÐUÁY¿bÃÌÊ±ÅÉÎ�Ã�ÅSNOÁf¿}ÒÉ¾�ÖÁY¿bÃÌÐ�Á�Ë ç ÃÌÅÉÁ�ÅÉÐ�¾-Ê±È:ÃÌÅp¿}ÒÉ¾�ÆÉÈbÊ À Á À Ã�ËÌÃÌÎ?¿}Ã�Ð�Èb¾�ÎbÊ±Ë�Úd¿}Ã�Ê±ÅÊ�á�Îb¾�Ö^Ã Õ Ë�ÃÌÅÉ¾�Á�È�ÆÏÁ�È?¿}ÃåÁYË!ÓdÃ�ä'¾�Èb¾�Å*¿}ÃåÁYË]¾�æ!ÚÉÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎ Ü H(é�ê Ã�ÅAÎbÒdÊ±È~¿[Þ�TfÎb¾�¾�êrË(U�Á�ÈbÊ±ÚdÃ]¾�¿(Á�Ë ßKWV M Ê±È0H6Á�È~ÓÉÊ±Ú]Ý K ìYXYM ß
Z ÚÉÈ�Á�Ã�Ö ÃÌÎ¤¿}ÊÇÎ?¿}ÚÉÓdÍ�¿}Òd¾/Ö�Ê±Î~¿CÚÉÎbÚÏÁYË�¿}Ã�Ö^¾pÁ�ÆdÆÉÈbÊUÝ]ÃÌÖ^ÁY¿}Ã�Ê±Å�Ê�á

(X, Y, Z)
ß ç Ê±È X ÙÑ<¾OÚÉÎb¾ ¿bÒÉ¾4êrÚÉËÌ¾�ÈÎ~Ð[ÒÉ¾�Ö�¾

XN Ñ�Ã�¿}Ò
N

ÓÉÃ�ÎbÐ�È~¾�¿bÃ[FUÁf¿}ÃÌÊ�Å�¿}Ã�Ö^¾�Î
(tk = kh)0≤k≤NÜ h = T

N

ÃÌÎp¿}ÒÉ¾Ç¿bÃÌÖ�¾Î?¿}¾�ÆÏÞ�ß ç Ê±È�Ð�Ê±Å*Ä±¾�ÅÉÃÌ¾�ÅÉÐ�¾ Ù Îb¾�¿ ∆Wk = Wtk+1
− Wtk Ü ∆W l

kÐ�Ê±Ö�Æ5Ê±ÅÉ¾�Å*¿ Õ Ñ�ÃÌÎ~¾TÞß XN ÃÌÎHÓd¾�ÔÏÅÉ¾�Ó À Í XN
0 = x

Á�ÅdÓ
t ∈ [tk, tk+1], XN

t = XN
tk

+ b(tk, X
N
tk

)(t − tk) + σ(tk, X
N
tk

)(Wt − Wtk). Ü]\ Þ
^HÒÉ¾ À Á�Ð[ã*Ñ<Á�ÈbÓÛèdé�ê Ü�E Þ£Ã�Î�Á�ÆdÆÉÈbÊUÝ]ÃÌÖ^ÁY¿}¾�Ó À Í (Y N , ZN)

Ód¾�ÔÏÅÉ¾�Ó ÃÌÅ Á À Á�Ð[ã*Ñ<Á�ÈbÓÖÁYÅÉÅÉ¾�È À Í Y N
tN

= Φ(XN
tN

)
ÁYÅÉÓ

Y N
tk

=Etk(Y
N
tk+1

) + hEtkf(tk, X
N
tk

, Y N
tk+1

, ZN
tk

), Ü�R Þ
hZN

tk
=Etk(Y

N
tk+1

∆W ∗
k ), Ü V Þ

Ñ�ÒÉ¾�È~¾
Etk

Ã�Î¿}Òd¾4Ð�Ê±ÅÉÓdÃ�¿}Ã�Ê±ÅÏÁ�Ë¤¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿[ÁY¿bÃÌÊ±Å Ñ�ß È�ß ¿Uß Ftk

Á�ÅÉÓ ∗ Ã�Î¿}ÒÉ¾ ¿bÈ}Á�ÅdÎbÆ5Ê±Îb¾Ê±Æ5¾�È}Áf¿}Ê±È�ß�_HÓdÓÉÃ�¿bÃÌÊ±ÅÏÁYËÉ¿}Ê!Ê±ËÌÎ�Á�Èb¾¤ÅÉ¾�¾�ÓÉ¾�ÓÇ¿}ÊAÓÉ¾�ÈbÃqÄ±¾�Á�áâÚÉËÌËqÍJÃÌÖ�ÆÉË�¾�Ö�¾�Å*¿[Á À ËÌ¾HÎbÐ[Òd¾�Ö�¾ ÙÃÌÅ�ÆÏÁ�È?¿}ÃÌÐ�ÚÉËåÁYÈAáâÊ±È�¿bÒÉ¾�Ð�Ê±Ö�ÆÉÚd¿}ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎ�Ê�á�Ð�Ê±ÅÉÓÉÃq¿}ÃÌÊ�ÅÏÁ�Ë#¾ÝdÆ5¾�Ð�¿[ÁY¿bÃÌÊ±ÅdÎ�ßràÛ¾�Èb¾�áâ¾�È�¿}Ê×<Ê±ÚÉÐ[ÒÉÁ�ÈbÓ Á�ÅÉÓQ^LÊ±Ú/F�Ã K E�M áâÊ±È`NOÁYËÌËÌÃÌÁUÄ]Ã�ÅOÐ�Á�ËÌÐ�ÚÉËÌÚÉÎ£¿}¾�Ð[ÒdÅÉÃÌæyÚÉ¾�Î Ù Ê±ÈC¿bÊba�Ê À ¾�¿�¾�¿pÁ�Ë ßKdc M Ù ½�¾�Ö�Ê±È�¾�¿£Á�Ë1ß K ì�\;M áâÊ±È�¾�Ö�ÆÉÃÌÈ~ÃÌÐUÁYËoÈb¾�Â±Èb¾�ÎbÎbÃ�Ê±ÅOÖ�¾�¿bÒÉÊ!ÓÉÎ�ßfeFÅ�¿bÒÉÃÌÎHÑ�Ê±Èbã Ù Ñ�¾/ËÌ¾�ÁUÄ±¾¿}ÒÉ¾�Îb¾�áâÚÉÈ?¿}ÒÉ¾�ÈHæyÚÉ¾�Î?¿}ÃÌÊ�ÅÉÎHÁ�ÅÉÓ�Ñ�¾�Ê±ÅÉËqÍÁYÓÉÓÉÈb¾�ÎbÎH¿}Òd¾�¾�È~ÈbÊ±ÈHÁYÅÏÁ�Ë�Í!Î~ÃÌÎ À ¾�¿FÑ�¾�¾�Å (Y, Z)Á�ÅÉÓ
(Y N , ZN)

ßZ ÅA¿}ÒÉ¾HÊ±Åd¾#ÒÏÁ�ÅÉÓ Ù�g ÒÏÁ�ÅÉÂ K E7h;M ÆÉÈ~ÊWÄ�¾�Î Ü Ã�Å�Á�ÎbË�ÃÌÂ±Ò*¿}ËqÍ�ÓÉÃ�ä'¾�È~¾�Å*¿�áâÊ±È~ÖÇÞ�¿}ÒÏÁf¿�¿}ÒÉ¾H¾�ÈbÈ~Ê±È
maxk≤N ‖Y N

tk
−Ytk‖L2

≤ CN−1/2 ßC^HÒÉÃ�Î(ÃÌÎrÓÉÊ±Åd¾HÚÉÅÉÓÉ¾�È-ÈbÁY¿}Òd¾�È(Ö^Ã�ÅÉÃÌÖ^Á�Ë!½�ÃÌÆÉÎ~Ð[ÒÉÃ�¿6FÁ�ÎbÎ~ÚÉÖ�Æd¿}Ã�Ê±ÅÉÎÊ�Å
b, σ, f, Φ

ß Z Å�¿}ÒÉ¾ ÊY¿}ÒÉ¾�ÈÒÏÁ�ÅdÓ Ù Ñ�ÒÉ¾�Å f
ÓÉÊ!¾�ÎÅÉÊ�¿ÇÓd¾�Æ5¾�ÅÉÓ Ê±Å

z
Á�ÅÉÓE¿}ÒÉ¾Ð�Ê!¾�G�Ð�Ã�¾�Å*¿}Î�Á�È~¾ÇÎbÖ�Ê]ÊY¿}Ò Ù Ê±ÅÉ¾�ãyÅÉÊTÑ�ÎJ¿}ÒÏÁf¿ |Y N

0 − Y0| ≤ CN−1 Ü Î~¾�¾i ÒÉ¾�ÄYÁ�ÅdÐ�¾ K \;M Þß]à ¾�Á�ÃÌÖ ÁY¿�ÔÏËÌË�ÃÌÅÉÂp¿}ÒÉ¾�Â±Á�Æ�Èb¾�Â*Á�ÈbÓdÃÌÅÉÂ/¿bÒÉ¾�Î~¾�¿FÑ<ÊJÓÉÃqäM¾�Èb¾�Åy¿�ÈbÁY¿}¾�Î#Ê�áÐ�Ê±Å*Ä�¾�ÈbÂ�¾�ÅÉÐ�¾�ß2eFÅ�¿bÒÉ¾�áâÊ±ËÌË�ÊWÑ�Ã�ÅÉÂ Ù Ñ<¾pÆÉÈ~ÊWÄ�¾�¿}ÒÏÁY¿
• ¿bÒÉ¾ i ÒÉ¾�ÄYÁ�ÅdÐ�¾7j Î¤Èb¾�Î~ÚÉË�¿bÎ�¾�Ý!¿}¾�ÅÉÓ�¿bÊ�¿bÒÉ¾�ÐUÁ�Î~¾�ÊYá

f
ÓÉ¾�Æ'¾�ÅÉÓÉÃÌÅdÂÁ�Ë�ÎbÊJÊ±Å

z
ß

• ¿bÒÉ¾�È}ÁY¿b¾
N−1 ÒÉÊ±ËÌÓdÎ�¿bÈbÚÉ¾�ÁYËÌÎbÊJáâÊ±È#¿bÒÉ¾�ÓÉÃ�ä'¾�È~¾�ÅÉÐ�¾ |ZN

0 − Z0|
ß

• Ö�Ê±È~¾£Â±¾�ÅÉ¾�ÈbÁ�ËÌËqÍ Ù áâÊ±È(¿}Òd¾CÊ�¿bÒÉ¾�È�ÓÉÃÌÎ~Ð�Èb¾�¿}ÃkFUÁY¿bÃÌÊ±Å�¿}Ã�Ö^¾�Î tk Ù Ñ�¾�¾�Ý]ÆÏÁYÅÉÓÇ¿}ÒÉ¾£¾�È~ÈbÊ±È�Á�Î
∣∣∣Y N

tk
− Ytk − αk · (XN

tk
− Xtk)

∣∣∣ ≤ CN−1 ∨ |XN
tk
− Xtk |2

Ü áâÊ±ÈHÁ�Å�¾�Ý]ÆÉË�ÃÌÐ�Ãq¿�Á�ÅÉÓ À Ê±ÚÉÅÉÓÉ¾�Ó�ÈbÁ�ÅÉÓÉÊ�Ö Ä±¾�Ð�¿bÊ±È
αk

Þß

E



• ÁYÅ�ÁYÅÏÁ�ËÌÊ�Â±Ê±ÚÉÎ#¾Ý]ÆÏÁ�ÅÉÎ~ÃÌÊ±Å�ÃÌÎ�ÁUÄYÁ�ÃÌËÌÁ À Ë�¾£áâÊ±È Z
ß

è]ÃÌÅdÐ�¾ |XN
tk
−Xtk |2

ÒÏÁ�Î�¿}ÒÉ¾HÎbÁ�Ö^¾�Ê±ÈbÓd¾�ÈrÃÌÅ
Lp

¿bÒÏÁ�Å
N−1 Ù ¿}ÒÉ¾<¾�ÈbÈ~Ê±È�Ê±Å Y

ÃÌÎ�Ö^Á�ÃÌÅdË�ÍÓÉÚÉ¾�¿}Ê�¿}ÒÉ¾�¾�È~ÈbÊ±È
XN

tk
− Xtk

ß+^HÒyÚÉÎ Ù#g ÒÏÁ�ÅÉÂj Î�Èb¾�ÎbÚÉËq¿}Î�Á�Èb¾^Á%Ð�Ê±ÅÉÎ~¾�æyÚÉ¾�ÅÉÐ�¾�Ê�á�¿}ÒÉÃ�Î¾�Ý]ÆÏÁ�ÅdÎbÃÌÊ�Å Ù Á�ÅÉÓ i ÒÉ¾�ÄYÁ�ÅdÐ�¾7j Î¤Ê±ÅÉ¾�Î£Á�Î#Ñ�¾�Ë�Ë�ÎbÃÌÅdÐ�¾ XN
0 = X0

ß/^HÒd¾�Â*ÁYÆ�Ã�Î#ÔÏËÌË�¾�ÓoßeFÅ�Á�ÓÉÓÉÃq¿}ÃÌÊ�Å Ù Ñ�¾�ËÌ¾UÁYÈbÅÇáâÈbÊ�Ö ¿}ÒdÃÌÎH¾�Ý]ÆÏÁYÅÉÎbÃ�Ê±Å�¿}ÒÏÁY¿�ÃqáLÊ±ÅÉ¾�Ð�Ê�ÚÉËÌÓ%Æ5¾�È~áâ¾�Ð�¿bË�ÍÇÎ~ÃÌÖAÚdËåÁY¿b¾
X Ü Á�Î�áâÊ±È�×<ÈbÊTÑ�ÅÉÃÌÁ�Å Ö^Ê�¿bÃÌÊ±Å�Ñ�Ã�¿}Ò Ð�Ê±ÅÉÎ~¿}Á�Å*¿�ÓÉÈbÃqá{¿ Ù Â±¾�Ê±Ö�¾�¿bÈbÃ�ÐJ×<ÈbÊTÑ�ÅÉÃÌÁ�Å Ö^ÊY¿}ÃÌÊ�ÅÊ±È Z È~ÅÉÎ~¿b¾�Ã�Å Õ-l ÒÉËÌ¾�Å À ¾�Ð[ã�ÆÉÈ~Ê]Ð�¾�ÎbÎ}Þ Ù ¿}ÒÉ¾�¾�È~ÈbÊ±È^Ê±Å�¿bÒÉ¾ ×Hè]é�ê Ñ<Ê±ÚdËÌÓ À ¾OÊ�á�Ê±ÈbÓÉ¾�È
N−1 Á�ÅÉÓ�ÅÉÊ�¿ N−1/2 Á�ÎHÎ?¿[ÁY¿b¾�Ó À Í g ÒÏÁ�ÅÉÂ/j Î�Èb¾�ÎbÚÉËq¿}Î�ßm_£ËÌÎ~Ê Ù Ãqá6Ê±Åd¾�Ð�Ê±ÚÉË�Ó%ÚÉÎb¾pÁJÓÉÃÌÎ ÕÐ�È~¾�¿}ÃkFUÁY¿bÃÌÊ±ÅJÎ~Ð[ÒÉ¾�Ö�¾�áâÊ±È

X
ÊYáMÊ±È~ÓÉ¾�È ì áâÊ±È�¿}Òd¾¤Î?¿}È~Ê±ÅÉÂp¾�ÈbÈ~Ê±È Ü áâÊ±ÈrÃ�ÅÉÎ~¿}Á�ÅÉÐ�¾nN�ÃÌËÌÎ~Ò*¿}¾�Ã�ÅÎbÐ[ÒÉ¾�Ö^¾%Ñ�ÒÉ¾�ÅÉ¾�Ä�¾�ÈÆ5Ê±Î~ÎbÃ À ËÌ¾TÞ Ù ¿}Òd¾�¾�ÈbÈ~Ê±È�Ê±ÅE¿}ÒÉ¾�×Hèdé�ê Ñ<Ê±ÚdËÌÓ À ¾%Ê�á£Ê±ÈbÓd¾�È N−1

Ü Ñ�¾�Ñ<Ê�ÚÉËÌÓ%ÅÉ¾�¾�Ó�¿}ÊJ¾Ý]¿b¾�ÅÉÓ�Ê±ÚÉÈ�ÁYÅÏÁ�Ë�Í!Î~ÃÌÎ�¿bÊJÊ�¿}Òd¾�ÈHÓÉÃ�ÎbÐ�È~¾�¿bÃ[FUÁf¿}ÃÌÊ�ÅÇÎbÐ[ÒÉ¾�Ö^¾�Î Ù ¿bÒÉÃÌÎ#Ã�ÎÎ~¿bÈ}Á�Ã�Â±Ò*¿báâÊ±È?Ñ#Á�È~Ó�áâÊ±È#¿}ÒÉ¾oN�Ã�ËÌÎ~Òy¿b¾�Ã�Å�ÎbÐ[ÒÉ¾�Ö^¾UÞ�ß
^HÒÉ¾�ÆÏÁ�Æ5¾�È#Ã�Î#Ê±È~Â*Á�ÅÉÃkF�¾�Ó%ÁYÎ#áâÊ±ËÌË�ÊWÑ�Î�ß(eFÅ�è]¾�Ð�¿bÃÌÊ±Å E Ù Ñ<¾�ÓÉ¾�ÔÏÅÉ¾�¿}Òd¾�Á�ÎbÎ~ÚÉÖ^Æ]¿}ÃÌÊ�ÅÉÎHÊ±Å¿}ÒÉ¾�Ð�Ê]¾�G^Ð�ÃÌ¾�Åy¿bÎ Ù È~¾�ÐUÁYËÌË6¿bÒÉ¾�Ð�Ê±ÅÉÅd¾�Ð�¿bÃÌÊ±Å À ¾�¿FÑ�¾�¾�ÅØ×HèdéCê(Î�Á�ÅÉÓ Îb¾�Ö^Ã Õ Ë�ÃÌÅÉ¾�Á�ÈnH(é�êrÎ
Ü Ñ�ÒÉÃ�Ð[Ò/Ã�Î�ÃÌÖ�Æ'Ê±È?¿[Á�Å*¿oáâÊ�ÈLÊ�ÚÉÈLÁ�ÅÏÁ�ËqÍ]Î~ÃÌÎ}Þ�ß ç Ã�ÅÏÁ�Ë�Ë�Í Ù Ñ<¾-Î~¿}ÁY¿}¾(Ê±ÚdÈLÖ^Á�Ã�ÅpÈ~¾�Î~ÚÉË�¿bÎ�ß ç Ã�ÈbÎ~¿bË�ÍÃÌÅp^HÒÉ¾�Ê±È~¾�Ö c Ù Ñ�¾�¾Ý]¿b¾�ÅÉÓ g ÒÏÁYÅÉÂ/j Î<Èb¾�ÎbÚÉËq¿}Î<¿bÊ Lp

ÅÉÊ±È~Ö�ß]è]¾�Ð�Ê±ÅÉÓdË�Í^ÃÌÅq^HÒd¾�Ê±È~¾�Ö X ÙÑ<¾�¾Ý]ÆÏÁ�ÅÉÓ%¿}ÒÉ¾�¾�ÈbÈ~Ê±È#Ê±Å
Y
ßÏ½:Á�Î~¿bË�Í�ÃÌÅr^HÒÉ¾�Ê±Èb¾�Ö L Ù Ñ<¾�ÓÉ¾�Á�ËMÑ�Ãq¿}ÒÇ¿}Òd¾�¾�È~ÈbÊ±È#Ê�Å Z

ßëCÁY¿bÚÉÈ}ÁYËÌË�Í Ù Î~¿bÈbÊ±ÅÉÂ�¾�ÈrÁ�ÅdÓAÎ~¿bÈbÊ±ÅÉÂ�¾�È�ÁYÎbÎbÚdÖ^Æd¿bÃÌÊ±ÅdÎ�Á�È~¾<Èb¾�æyÚÉÃÌÈ~¾�Ó/áâÊ±ÈL¿}ÒÉ¾�Îb¾�Î6¿}ÒÉ¾�Ê±Èb¾�Ö^Î�ßHrÈbÊ!Ê�áâÎ£ÊYár¿}ÒÉ¾p¿}ÒÉÈ~¾�¾/È~¾�Î~ÚÉË�¿bÎ�Á�È~¾/Æ5Ê±Î~¿bÆ'Ê±Åd¾�ÓO¿bÊ�è]¾�Ð�¿}Ã�Ê±ÅÉÎ \ Ù R Á�ÅÉÓ V T5Ñ�¾/Ð�Ê±Ö À Ã�ÅÉ¾×Hèdé�êR¿b¾�Ð[ÒÉÅdÃÌæyÚÉ¾�Î Ù ÖÁ�È?¿}Ã�ÅÉÂ*Á�Ë�¾C¾�Î?¿}Ã�ÖÁY¿b¾�Î�Á�ÅdÓbN�Á�ËÌË�ÃåÁUÄ!ÃÌÅÇÐ�Á�ËÌÐ�ÚÉËÌÚÉÎ�ß
s ¸Ï¶�td¶T¼2¸5µvu
• w ¼yxvzy·;z!µ'¶T¼]td¶T¼2¸5µvu e«á g : Rd 7→ Rq ÃÌÎ�Á ÓÉÃ�ä'¾�È~¾�Å*¿}ÃÌÁ À Ë�¾�áâÚÉÅdÐ�¿}Ã�Ê±Å Ù Ã�¿bÎ/Â±ÈbÁ�ÓÉÃ�¾�Å*¿
∇xg(x) = (∂x1

g(x), ..., ∂xd
g(x))

¿[Á�ãY¾�ÎJÄYÁ�ËÌÚÉ¾�ÎAÃÌÅ
Rq ⊗ Rd ß3_#¿AÖÁ�Å*Í ÆÉËåÁYÐ�¾�Î Ù

∇xg(x)
Ñ�Ã�ËÌËMÎ~ÃÌÖ�ÆÉË�Í À ¾pÓd¾�ÅÉÊ�¿b¾�Ó g′(x)

ßme«á
g : Rd 7→ R

Ã�Î�ÁJ¿FÑ�Ã�Ð�¾�ÓÉÃqäM¾�Èb¾�Å*¿bÃåÁ À Ë�¾áâÚÉÅdÐ�¿}Ã�Ê±Å Ù Ã�¿bÎ {¤¾�ÎbÎ~ÃåÁ�Å Hx(g)
¿}Á�ã�¾�Î�ÄYÁ�ËÌÚÉ¾�ÎCÃ�Å

Rd ⊗ Rd T (Hx(g))i,j = ∂2
xixj

g
ß.e«á

g : Rd × Rq 7→ R Ù g
′′

xy(x, y)
¿[Á�ãY¾�ÎAÄYÁ�ËÌÚd¾�ÎJÃÌÅ

Rd ⊗ Rq T (g
′′

xy)ij = ∂2g
∂xi∂yj

,
áâÊ±È

1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ q
ß

• | ºLµ�»�¶T¼2¸5µ~}���tÏ»Cz�}7u ç Ê±È£Á�Å Ã�Å*¿}¾�Â�¾�È k ≥ 1 Ù Ñ�¾AÓÉ¾�ÅÉÊ�¿b¾ À Í C
k/2,k,k,k
b

¿}Òd¾/Îb¾�¿�Ê�áÐ�Ê±Å*¿}ÃÌÅyÚÉÊ�ÚÉÎbËqÍ�ÓÉÃ�ä'¾�È~¾�Å*¿}ÃÌÁ À ËÌ¾HáâÚÉÅdÐ�¿}Ã�Ê±ÅÉÎ φ : (t, x, y, z) ∈ [0, T ]×Rd ×R×Rq 7→
φ(t, x, y, z)

ÎbÚdÐ[Ò�¿}ÒÉÁY¿H¿}ÒÉ¾�ÆÏÁYÈ~¿}ÃÌÁ�ËMÓd¾�ÈbÃqÄYÁY¿}ÃqÄ±¾�Î
∂l0

t ∂l1
x ∂l2

y ∂l3
z φ(t, x, y, z)

¾ÝdÃ�Î~¿�áâÊ±È
2l0 + l1 + l2 + l2 ≤ k

Á�ÅÉÓ ÁYÈb¾�ÚÉÅÉÃ�áâÊ�ÈbÖ�Ë�Í À Ê±ÚÉÅdÓÉ¾�Óoß�^HÒÉ¾ ÁYÅÏÁ�ËÌÊ�Â±Ê±ÚÉÎ�Îb¾�¿ÇÊ�ááâÚÉÅdÐ�¿}Ã�Ê±ÅÉÎÇ¿bÒÏÁY¿%ÅÉÊ�¿%Ód¾�Æ5¾�ÅÉÓ�Ê±Å
y
ÁYÅÉÓ

z
Ã�Î�ÓÉ¾�ÅÉÊY¿}¾�Ó À Í C

k/2,k
b

ß�^HÒÉÃ�Î�Îb¾�¿�Ã�Î
ÓÉ¾�ÅÉÊ�¿b¾�Ó À Í C

(k+α)/2,k+α
b Ü α ∈]0, 1[

Þ^Ãqá�ÃÌÅ Á�ÓdÓÉÃ�¿bÃÌÊ±Å�¿}ÒÉ¾4ÒÉÃ�Â±ÒÉ¾�Î~¿�ÓÉ¾�ÈbÃqÄ�Áf¿}Ã�Ä�¾�ÎÁ�È~¾>{0�±ËÌÓd¾�È¤Ð�Ê±Å*¿}Ã�ÅyÚÉÊ±ÚÉÎ¤Ñ�Ã�¿}Ò�ÃÌÅÉÓd¾�Ý
α
Ñ�ß È�ß ¿Uß

x
Á�ÅÉÓ

α/2
Ñ�ß È�ß ¿�ß

t Ü áâÊ±È£Á^ÆÉÈ~¾�Ð�ÃÌÎb¾ÓÉ¾�ÔÏÅÉÃq¿}ÃÌÊ�Å Ù Î~¾�¾�½LÁYÓdÍ�F�¾�ÅdÎbãfÁY�bÁ^¾�¿£Á�Ë ß K ìYEYM Þß
• s ¸�·%��u ç Ê±ÈAÁ d Õ ÓÉÃÌÖ�¾�ÅdÎbÃÌÊ�ÅÏÁ�ËrÄ±¾�Ð�¿}Ê�È U Ù Ñ�¾�Îb¾�¿ |U |2 =

∑d
i=1 U2

i

ß ç Ê±ÈAÁ d ×
q Õ ÓÉÃ�Ö^¾�ÅÉÎbÃ�Ê±ÅÏÁ�Ë-Ö^ÁY¿}È~ÃqÝ A Ù Ai

Ód¾�ÅÉÊ�¿b¾�Î�Ã�¿bÎr� Õ ¿bÒ�Ð�Ê±ËÌÚdÖ^Å Ù Á�ÅÉÓ Ai Ãq¿}Îr� Õ ¿bÒ�ÈbÊTÑ�ßN�Ê�Èb¾�ÊTÄ�¾�È Ù |A|2 =
∑d,q

i,j=1 A2
i,j

ß
• � ¸5µ�}�¶�tÏµ'¶�}7u ½:¾�¿ C

ÓÉ¾�ÅÉÊ�¿}¾ Á Â±¾�ÅÉ¾�È~ÃÌÐOÐ�Ê±ÅÉÎ?¿[Á�Å*¿ÇÑ�ÒÉÃ�Ð[Ò Ö^ÁTÍ�ÓÉ¾�Æ'¾�ÅÉÓ Ê±Å�¿}ÒÉ¾Ð�Ê]¾�G^Ð�ÃÌ¾�Åy¿bÎ
b, σ, f, Φ

Á�ÅÉÓ%Ê±ÅÇ¿}Òd¾�ÓÉÃÌÖ�¾�ÅÉÎ~ÃÌÊ±ÅdÎ
d
Á�ÅÉÓ

q
ß!àÛ¾�Ñ�Ã�ËÌË'ã�¾�¾�Æ�¿bÒÉ¾�Î}ÁYÖ^¾ÅÉÊY¿[ÁY¿bÃÌÊ±Å

K(T )
áâÊ±È�Á�Ë�Ë*ÔÏÅÉÃ�¿b¾ Ù ÅÉÊ±ÅÉÅd¾�Â*ÁY¿bÃ�Ä�¾ Ù ÁYÅÉÓAÅÉÊ±ÅdÓÉ¾�Ð�Èb¾UÁYÎbÃÌÅdÂ�áâÚÉÅÉÐ�¿bÃÌÊ±ÅdÎ�Ñ�ß È�ß ¿Uß

\



T
T*¿}ÒÉ¾�Í�ÓÉÊAÅÉÊ�¿�ÓÉ¾�Æ'¾�ÅÉÓ�Ê±Å

x
Á�ÅdÓ

h
ß(^HÒd¾�Â±¾�Åd¾�ÈbÃ�Ð£ÅdÊ�¿[ÁY¿bÃÌÊ±Å

K(T, x)
Î~¿}Á�ÅÉÓÉÎ-áâÊ±ÈÁ�Å*ÍÇáâÚdÅÉÐ�¿bÃÌÊ±Å À Ê±ÚÉÅÉÓÉ¾�Ó À Í K(T )(1 + |x|q) Ù áâÊ�ÈHÎbÊ±Ö�¾ q ≥ 0

ß
• O(U)

tÏµL¹
Ok(h)

u _�È}Á�ÅdÓÉÊ±Ö Ä±¾�Ð�¿}Ê�È
R
ÃÌÎLÎbÚdÐ[ÒA¿}ÒÏÁY¿

R = O(U)
áâÊ±È�ÁCÅÉÊ�ÅÉÅÉ¾�Â ÕÁY¿bÃ�Ä�¾CÈ}ÁYÅÉÓÉÊ±Ö ÄYÁ�ÈbÃÌÁ À ËÌ¾ U

Ãqá |R| ≤ K(T, x)U Ü ÃÌÅÇÆÏÁYÈ~¿}Ã�Ð�ÚÉËÌÁ�È Ù R = O(h)
Ö�¾UÁ�ÅdÎ

|R| ≤ K(T, x)h
Þ�ß�^HÒÉ¾�ÅÉÊY¿[ÁY¿bÃÌÊ±Å

R = Ok(h
p)
Ö�¾UÁ�ÅdÎ |R| ≤ λN

k hp Ù Ñ�ÒÉ¾�Èb¾ λN
k

Ã�Î
Ftk Õ Ö^¾�Á�ÎbÚdÈ}Á À Ë�¾ Ù supN E(supk |λN

k |q) ≤ K(T, x) Ù áâÊ±È q ≥ 1
ß

• Etk

tÉµ�¹��OtÉ·
tk

u
Etk

ÃÌÎ:¿}Òd¾<Ð�Ê�ÅÉÓÉÃ�¿bÃÌÊ±ÅÉÁ�Ë*¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿}ÁY¿}Ã�Ê±Å/Ñ�ß È�ß ¿Uß Ftk

Á�ÅÉÓO�-Á�È
tk(X) =

Etk(X
2) − (Etk(X))2 ß

• � tm�]�2¼]t4�:¼2µ�»Ct/�1»*º��1º�} ßdà ¾�ÚÉÎb¾�¿}Òd¾pÅdÊ�¿[ÁY¿bÃÌÊ±ÅdÎHÊ�á�ë¤ÚÏÁ�ËÌÁ�È~¿ K ì c M áâÊ�È#Ñ<¾�Á�ã�ÎbÆÏÁYÐ�¾�Î
Dk,p ß

• w ¼]}U»±·Yz*¶W¼]�4t]¶W¼2¸5µ ½�¾�¿ s ∈ [tk, tk+1[
ßÉàÛ¾�ÓÉ¾�ÔÏÅÉ¾

η(s) = tk
ß

� � tÏ¼2µ ·Yz(}�º��{¶Y}

���y� �n���m�;�y�m�������

^HÒÉ¾�Ð�Ê!¾�G�Ð�ÃÌ¾�Å*¿bÎ
b
T
[0, T ]× Rd → Rd Ù σ T [0, T ]× Rd → Rd×q Ù f : [0, T ]× Rd ×

R × Rq → R
ÁYÅÉÓ

Φ : Rd → R
ÎbÁY¿}Ã�Î~á{ÍÊ±ÅÉ¾�Ê�áL¿}ÒÉ¾�áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ÃÌÅÉÂ/Îb¾�¿¤Ê�á6Á�Î~ÎbÚÉÖ�Æd¿}Ã�Ê±ÅÉÎ�ß

��� �r¸Ï¶Y +z�}U¼]}�³¢¡ �m�¤£�¥�¦*§�� � �;¦�
b, σ, f ¨ ¦2© Φ ¨7ª �q«��;¥�¦2©��6© � ¦ x ¬ ¨7ª �¥�¦ � £@� ª�®S¯ �°�� �m��§�� � �)±²§��;¦m� � ¦m¥f�;¥4�I³´� ª �[�µ� (x, y, z) ¨ ¦2©²�O¶ ¯ ©�� ª §��;¦m� � ¦m¥m�;¥4�·�-£¸� ¨7ª¹¨7® ����� ª 1

2³´� ª �[�µ� t
�»º�¦ ¨ ©4© � � � �;¦ ¬ Φ

� �¼�-£�§ ¯½¨ ��� C2+α
b

£@� ª ��� ® � α ∈]0, 1[ ¨ ¦2©¾�y�m� ®¨ � ª �À¿CÁÂ ¨7¯ ¥f�6©¤£�¥(¦*§�� � �;¦ a = σσ∗ � �`¥�¦ � £@� ª�®S¯ �r� ¯y¯ � �2� � §��

��� �r¸Ï¶Y +z�}U¼]}p�ÄÃ ����¥ ® � � ���m�;�y�m��� � �o� ¨ ¦2©�y� ¨ �´���m�Å£�¥�¦*§�� � �;¦� b ¬ σ ¨7ª � � ¦ C
3

2
,3

b ¬
f
� � � ¦

C
3

2
,3,3,3

b ¬ Φ
� � � ¦

C3+α
b

£@� ª ��� ® � α ∈]0, 1[
�

��� �r¸Ï¶Y +z�}U¼]}pÆÄÃ ����¥ ® ��� ���m�;���m��� � �Ç� ¨ ¦2©q�y� ¨ ���y�m�´£�¥(¦*§�� � �;¦� b ¬ σ ¨7ª � � ¦ C2,4
b ¬

f
� � � ¦

C2,4,4,4
b ¬ Φ

� � � ¦
C4+α £@� ª ��� ® � α ∈]0, 1[

�
àÛ¾�ÓÉÊÇÅÉÊY¿�Á�Î~Îb¾�È?¿�¿}ÒÉÁY¿C¿bÒÉ¾�Î~¾AÎbÖ�Ê]ÊY¿}ÒÉÅÉ¾�ÎbÎCÁ�ÅÉÓ À Ê±ÚÉÅÉÓd¾�ÓÉÅÉ¾�ÎbÎ�Ð�Ê±ÅÉÓÉÃq¿}ÃÌÊ�ÅÉÎCÁYÈb¾�¿bÒÉ¾Ñ<¾�Á�ã�¾�Î~¿�Ê±Åd¾�ÎCáâÊ±È¤Ê±ÚÉÈ£¾�È~ÈbÊ±È£Á�ÅÏÁ�ËqÍ!ÎbÃÌÎ Ù�À Úd¿C¿bÒÉ¾�ÍOÁ�È~¾/ÎbÚ(G^Ð�ÃÌ¾�Åy¿�ß*eFÅ*Ä±¾�Î~¿bÃÌÂ*ÁY¿bÃÌÊ±ÅdÎCÈb¾ ÕÂ*Á�È~ÓÉÃÌÅÉÂ�Ö�ÃÌÅÉÃ�ÖÁ�ËoÁ�ÎbÎ~ÚÉÖ^Æ]¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ¤Ñ�Ê±ÚÉË�Ó À ¾/Ð�¾�È~¿}Á�ÃÌÅdË�Í%ÃÌÅ*¿b¾�Èb¾�Î~¿bÃÌÅÉÂ À Úd¿�Ãq¿¤ÃÌÎ À ¾�Í�Ê±ÅÉÓ¿}ÒÉ¾�Î~Ð�Ê±Æ5¾�Ê�á�¿bÒÉ¾�ÆÏÁ�Æ5¾�È�ß

R



���[� È��;¦m¦*��§�� � �;¦r«����]³»����¦É ¨7ª�Ê � Â � ¨ ¦ÌËÎÍ/Ï ÐÌÑ � ¨ ¦2© ��� ® �yÁ ¯ � ¦*� ¨7ª � ¨7ª¹¨ «�� ¯ � §�ÒvÏ ÐÌÑ �

àÛ¾�È~¾�ÐUÁYËÌËoÐ�ËåÁ�Î~ÎbÃÌÐ�Á�ËMÈ~¾�Î~ÚÉË�¿bÎ¤Ð�Ê±ÅÉÅÉ¾�Ð�¿bÃÌÅÉÂ
(Y, Z)

Á�ÅÉÓ%¿}ÒÉ¾�Î~Ê±ËÌÚd¿bÃÌÊ±Å%ÁYÅÉÓ%Ã�¿}ÎHÂ�È}Á�ÓÉÃ�¾�Å*¿Ê�áL¿}ÒÉ¾�áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ÃÌÅÉÂ/Îb¾�Ö�Ã Õ ËÌÃ�ÅÉ¾UÁ�È�H(é�ê Ê±Å
[0, T ] × Rd T

(∂t + L(t,x))u(t, x) + f (t, x, u(t, x),∇xu(t, x)σ(t, x)) = 0, Ü c Þ
u(T, x) = Φ(x),

Ñ�ÒÉ¾�È~¾ L(t,x)
Ã�Î#¿}ÒÉ¾�Î~¾�Ð�Ê�ÅÉÓOÊ±È~ÓÉ¾�ÈHÓdÃ�ä'¾�Èb¾�Å*¿}ÃåÁYËoÊ±Æ5¾�È}Áf¿}Ê±È

L(t,x) =
1

2

∑

i,j

[σσ∗]ij(t, x)∂2
xixj

+
∑

i

bi(t, x)∂xi

Ü Î~¾�¾�áâÊ±ÈHÃÌÅÉÎ?¿[Á�ÅdÐ�¾ONOÁ�Á�ÅÉÓ g ÒÏÁ�ÅÉÂ K ì V M Ê�È¤H6Á�È~ÓÉÊ±Ú]Ý K ìYXYM Þ�ß
Ó ·W¸f�r¸2}U¼{¶W¼2¸5µÕÔ×Ö ¦2©�� ª �n���m�;�y�m��� � �>� ¬ �;¦*��� ¨ �

∀t ∈ [0, T ], Yt = u(t, Xt), Zt = ∇xu(t, Xt)σ(t, Xt), Ü�X Þ
³#�m� ª � u

� �`���m�O¥�¦ �]Ø ¥m�S§ ¯½¨ ��� � § ��� ¯ ¥(� � �;¦ C1,2
b

�-£`�y�m��Ò´ÏnÐ Ü c Þ �
º�¦ ¨ ©4© � � � �;¦�¥�¦2©�� ª � ���m�;���m��� � �O� ¬ u ∈ C

3

2
,3

b ¬»¨ ¦2©p¥�¦2©�� ª � ���m�;���m��� � �oÙ ¬ u ∈ C2,4
b

�
^HÒÉ¾HÔÏÈbÎ?¿-Èb¾�Î~ÚÉË�¿(ÊYá'¿bÒÉÃÌÎvHrÈbÊ�Æ'Ê±Î~Ã�¿bÃÌÊ±ÅAÐ�Ê±ÈbÈ~¾�Î~Æ'Ê±ÅdÓÉÎr¿}Ê`^HÒÉ¾�Ê�Èb¾�Ö

2.1
Ê�á'éC¾�ËåÁ�È~ÚÉ¾¤Á�ÅÉÓN�¾�ÅdÊCF�F�Ã K R7M ß�^HÒd¾^¿FÑ�ÊOËåÁYÎ~¿pÈb¾�Â±ÚÉËåÁYÈbÃ�¿FÍ Èb¾�Î~ÚÉË�¿bÎ�Ð�Á�Å À ¾�ÆÉÈbÊTÄ±¾�ÓØÃÌÅ ¿}Òd¾^ÎbÁ�Ö^¾JÑ<ÁUÍ±ß

eFÅÛá2Á�Ð�¿�áâÊ±È�¿}ÒdÃÌÎ Ù Ñ�¾Ñ�Ê±ÚÉËÌÓ Ê±ÅÉËqÍ ÅÉ¾�¾�Ó
b, σ

¿}Ê À ¾�ÃÌÅ C
1+α/2,2+α
b Ú ¿}ÒÉ¾Á�ÓÉÓÉÃq¿}Ã�Ê±ÅÏÁ�ËÎbÖ�Ê]ÊY¿}ÒÉÅÉ¾�ÎbÎ�ÃÌÎHÚdÎb¾�Ó�ËåÁY¿b¾�È<áâÊ�È0NOÁ�ËÌË�ÃåÁUÄ!ÃÌÅÇÐ�Á�ËÌÐ�ÚÉËÌÚdÎHÐ�Ê±Ö�ÆÉÚd¿}ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎ�ß

���)Ù É ¨ � ¦ ª ����¥ ¯ �y�

àÛ¾<ÅÉÊTÑ�¿bÚÉÈbÅA¿bÊC¿}ÒÉ¾HÎ?¿[ÁY¿b¾�Ö�¾�Å*¿rÊ�á�Ê�ÚÉÈ�Èb¾�ÎbÚÉËq¿}Î�ß4Û¤¾�Ö^Ã�ÅÉÓ�¿bÒÉ¾#áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ÃÌÅÉÂ�Ñ�¾�ËÌË Õ ãyÅÉÊTÑ�ÅÚÉÆÉÆ5¾�È À Ê±ÚÉÅÉÓ�Ê±Å�¿}ÒÉ¾pêrÚÉË�¾�È£è]Ð[ÒÉ¾�Ö^¾ Ù Ñ�ÒÉÃÌÐ[Ò�ÃÌÎHÚÉÎ~¾�áâÚÉË:Ã�Å%¿bÒÉ¾�Îb¾�æ!Úd¾�Ë ß
Ó ·W¸f�r¸2}U¼{¶W¼2¸5µ�Ü ° ���

σ ¨ ¦2© b
«�� °�� �m��§�� � �[±§��;¦m� � ¦m¥m�;¥4��� ¡ �m��¦

∀p ≥ 1, [E(sup
t≤T

|XN
t − Xt|p)]

1

p ≤ K(T, x)
1√
N

.

eFÅ�á2ÁYÐ�¿ Ù áâÊ±È�Á�ËÌË p ≥ 1
Ê�ÅÉ¾�ÒÏÁ�Î

[Eti( sup
ti≤t≤T

|XN
t − Xt|p)]

1

p ≤ K(T, Xti)
1√
N

+ |XN
ti
− Xti |. Ü]L Þ

Z ÚÉÈ�ÔÏÈbÎ?¿�È~¾�Î~ÚÉË�¿LÃÌÎ:ÁYÅ�¾Ý]¿b¾�ÅÉÎ~ÃÌÊ±Å�Ê�á!¿}ÒÉ¾
L2

¾�Î~¿}Ã�ÖÁf¿}¾�Î�Ã�Å g ÒÉÁ�ÅÉÂ K E%h;M ¿}Ê Lq

¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾�Î
Ü Î~¾�¾�Á�ËÌÎ~Êa�Ê À ¾�¿�¾�¿£Á�Ë ß Kdc M Þ�ß

V



Ý  +zy¸5·Yz�� Þ ° ����¥4� ¨ ����¥ ® �n� ���m�;���m��� � �>�4� ° ��� q > 0
� ß�>©���àv¦*���y�m�S� ª�ª � ª

eq(N) =
[

max
0≤k≤N

E|Ytk − Y N
tk
|q + E(

N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

|ZN
tk
− Zt|2dt)

q

2

] 1

q ,

³#�m� ª � Y N ¨ ¦2© ZN ¨7ª �O©���àv¦*�6©á«��bâ)ã7ä ¨ ¦2©�â-å�ä7� ¡ �m��¦ |eq(N)| ≤ K(T, x) 1√
N

�
×�ÍAÎ~ËÌÃ�Â±Ò*¿}Ë�ÍpÎ?¿}Èb¾�ÅÉÂ�¿bÒÉ¾�ÅÉÃ�ÅÉÂ�¿}ÒÉ¾�Î~Ö^Ê!Ê�¿}ÒdÅÉ¾�Î~Î(Á�ÎbÎ~ÚÉÖ^Æ]¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ�Ê±Å

b, σ, f
Á�ÅÉÓ

Φ Ù Ñ�¾£ÁYÈb¾Á À Ë�¾�¿}Ê�¾�Ý]ÆÏÁ�ÅdÓ�¿}Òd¾p¾�ÈbÈ~Ê±ÈHÊ±Å Y
ß

Ý  +zy¸5·Yz�� æ ° ����¥4� ¨ ����¥ ® �»�n���m�;�y�m��� � �0��� ¡ �m��¦ ¬ �y�m��£@� ¯y¯ �;³ � ¦�çÇ� ¿ � ¨ ¦� � �;¦�m� ¯ ©;�

Y N
tk

− Ytk =∇xu(tk, Xtk)(X
N
tk
− Xtk) + Ok(

1

N
) + O(|XN

tk
− Xtk |2).

eFÅOÄ!ÃÌ¾�Ñ Ê�ávHrÈbÊ�Æ'Ê±Î~Ã�¿bÃÌÊ±Å V Ù |XN
tk
− Xtk |2

ÁYÅÉÓ
N−1 ÒÏÁUÄ±¾p¿}ÒÉ¾�Î}Á�Ö�¾�Ê�ÈbÓÉ¾�È Ü ÃÌÅ Lp

Þß{£¾�ÅÉÐ�¾4Ãq¿^¿bÚÉÈbÅÉÎ�Ê�Úd¿¿bÒÏÁY¿ ∇xu(tk, Xtk)(X
N
tk

− Xtk)
Ã�Î^¿bÒÉ¾OÔÏÈ~Î~¿�Ê±È~ÓÉ¾�È�¿}¾�ÈbÖ ÃÌÅ¿}ÒÉ¾^¾�È~ÈbÊ±È

Y N
tk

− Ytk

ß Z À Ä!ÃÌÊ±ÚÉÎ~Ë�Í Ù ¿bÒÉÃÌÎp¾�Î?¿}ÃÌÖ^ÁY¿b¾�Ã�Ö^ÆdËÌÃÌ¾�Î�¿}ÒÏÁY¿�Ê�áÎ^HÒd¾�Ê±È~¾�Ö c ß+_CÎÖ^¾�Å*¿}ÃÌÊ�ÅÉ¾�ÓpÃÌÅ�¿}ÒÉ¾�ÃÌÅ*¿}È~Ê]ÓdÚÉÐ�¿bÃÌÊ±Å Ù ¿}ÒÉ¾-¾�ÄYÁ�Ë�ÚÏÁY¿}Ã�Ê±Å�Ê�á Y0 À Í Y N
0

ÒÏÁYÎ�Î?¿}ÃÌË�ËyÁ�ÅAÁYÐ�Ð�ÚdÈ}Á�Ð�ÍÊ�á5Ê±ÈbÓd¾�È
N−1 Î~ÃÌÅÉÐ�¾HÃÌÅÉÃq¿}ÃåÁYË!Ð�Ê±ÅÉÓÉÃq¿}Ã�Ê±ÅÉÎ6áâÊ±È XN Á�ÅdÓ

X
Ð�Ê±ÃÌÅdÐ�ÃÌÓd¾�ß±ë¤Ê�¿}¾#¿bÒÏÁY¿(ÃqáÏ¿}ÒÉ¾�Èb¾ÃÌÎ�ÅÉÊ�ÓdÃÌÎbÐ�Èb¾�¿}Ã[F�ÁY¿}Ã�Ê±Å4¾�È~ÈbÊ±È�áâÊ�ÈC¿}ÒÉ¾�ÆÉÈ~Ê]Ð�¾�Î~Î

X Ù Y N
tk

− Ytk = O( 1
N

) Ù Áá2Á�Ð�¿�Ñ�ÒÉÃÌÐ[ÒÃÌÎ�ÅÉÊ�¿Ð�ËÌ¾�Á�È�áâÈbÊ±Ö ¾�æyÚÏÁf¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ Ü�R Þ�ÁYÅÉÓ Ü V Þ�ßv_ ÅÉÃ�Ð�¾�ÎbÃ�¿bÚÏÁY¿bÃÌÊ±Å�Ð�Ê±È~Èb¾�ÎbÆ5Ê±ÅÉÓÉÎ¿bÊ
σÃÌÅÉÓd¾�Æ5¾�ÅÉÓÉ¾�Å*¿�Ê�á

x Ü ¿}ÒÉÃ�ÎCÃ�Î�ÁÄ±¾�È~ÍOÎbÆ5¾�Ð�ÃqÔÏÐJÎbÃq¿}ÚÏÁf¿}ÃÌÊ�Å�Ñ�ÒÉ¾�Èb¾�êrÚÉËÌ¾�È�Á�ÅÉÓIN�ÃÌËÌÎ~Ò*¿}¾�Ã�ÅÎbÐ[ÒÉ¾�Ö^¾�ÎAÁ�È~¾�¾�æyÚÏÁ�ËåÞ�ToÃ�Å ¿bÒÏÁY¿�ÐUÁYÎb¾ ‖XN
tk

− Xtk‖Lp
= O(N−1)

ÁYÅÉÓ Ê�ÅÉ¾�Â±¾�¿bÎ�¿bÒÉ¾Ê±ÈbÓd¾�È�Ê�á6Á�Ð�Ð�ÚÉÈ}Á�Ð�Í
N−1 áâÊ±È Y

ß

ç Ê±È Z
Ñ�ÒdÃÌÐ[Ò�ÆÉËåÁUÍ!ÎH¿}ÒÉ¾�ÈbÊ�ËÌ¾�Ê�á�Á�Â�È}Á�ÓÉÃ�¾�Å*¿�Èb¾�ËåÁY¿bÃ�Ä�¾�Ë�Í^¿}Ê

Y Ù Ñ�¾�Â±¾�¿£Á�Å�Á�ÅÏÁ�Ë�Ê±Â±Ê±ÚdÎÈb¾�ÎbÚÉËq¿�Á À Ê±Úd¿¤¿}Òd¾�¾�ÈbÈbÊ�È Ù ÚÉÆ�¿bÊÃÌÅdÐ�Èb¾�Á�ÎbÃ�ÅÉÂ À Í ì ¿}ÒÉ¾�ÓÉ¾�Â±È~¾�¾�Ê�árÎbÖ�Ê!Ê�¿}ÒÉÅd¾�ÎbÎ£Ê�á6¿bÒÉ¾Ð�Ê!¾�G�Ð�Ã�¾�Å*¿}Î�ß
Ý  +zy¸5·Yz�� è ° ����¥4� ¨ ����¥ ® �»�n���m�;�y�m��� � �éÙ�� ¡ �m��¦ ¬ �y�m��£@� ¯y¯ �;³ � ¦�çÇ� ¿ � ¨ ¦� � �;¦�m� ¯ ©;�

ZN
tk
− Ztk =

(
∇x[∇xu σ]∗(tk, Xtk)(X

N
tk
− Xtk)

)∗
+ Ok(

1

N
) + O(|XN

tk
− Xtk |2).

ê z��ëtÉ·Yì�íî¡ �m� ¨ «�� Â � ª ����¥ ¯ �y� ¨7ª � ��¥�ï~§ � ��¦m�Å���p©�� ª � Â ���y�m��³»� ¨;Ê §��;¦ Â � ª ç���¦*§��o�-£���m� ª ��¦*� ª�®¨7¯ � ±;�6©� ª�ª � ª � ª ��§������ [
√

N(Y N
t −Yt)]0≤t≤T ¨ ¦2© [

√
N(ZN

t −Zt)]0≤t≤T ¬� ¿ §����2����� ¨ �>�;¦*�p� ¨ �á���I©���àv¦*� Y N ¨ ¦2© ZN «�����³»����¦ð© � ��§ ª ��� � ± ¨ � � �;¦²� � ® ������ñ�� ª
t ∈ [tk, tk+1[, ¨ ¦ ¨7¯ �6ç��;¥4� ¯ �Ì�-�¼â)ã7ä ¨ ¦2©¼â-å�ä³»�o©���àv¦*�

Y N
t = Et

(
Y N

tk+1
+ (tk+1 − t)f(t, XN

t , Y N
tk+1

, ZN
t )

)
,

ZN
t =

1

tk+1 − t
Et

(
Y N

tk+1
(Wtk+1

− Wt)
∗
)
.

c



¡ �m��� ª � ® �ò ¨ ¦2©qó¼§ ¨ ¦Q«��S� ¿ ����¦2©��6©p��� ¨7¯y¯ t ∈ [0, T ]
� ß��� ¨ Â �

Y N
t − Yt =∇xu(t, Xt)(X

N
t − Xt) + Ot(

1

N
) + O(|XN

t − Xt|2),

ZN
t − Zt =

(
∇x[∇xu σ]∗(t, Xt)(X

N
t − Xt)

)∗
+ Ot(

1

N
) + O(|XN

t − Xt|2).

¡ �m��� ª � ® 3.5
�-£éôO¥ ª �)± ¨ ¦2©SÒ ª �;����� ª¤õ �4�,ö ¨7¯y¯ �;³#�n¥4�`�-�p����� ¨ « ¯ � ���q�y�m��³»� ¨;Ê §��;¦ Â � ª Áç���¦*§��q�-£>���m�é� ª ��§���������� √N(Y N − Y ) ¬¤¨ ¦2© √N(ZN − Z)

��º�¦2©����6© ¬ ���m� � ª ��§������
[
√

N(XN
t − Xt)]0≤t≤T

³»� ¨;Ê;¯ �¸§��;¦ Â � ª ç���� �-��y�m����� ¯ ¥(� � �;¦ë�-£

Ut =
q∑

i=1

∫ t

0
∇xσi(s, Xs)UsdW i

s +
∫ t

0
∇xb(s, Xs)Usds

+
1√
2

q∑

i,j=1

∫ t

0

d∑

k=1

∂xk
σi(s, Xs)σkj(s, Xs)dV ij

s ,

³#�m� ª � (V ij)1≤i,j≤q ¨7ª � � ¦2©����m��¦2©���¦m�»��� ¨ ¦2© ¨7ª ©rË ª �;³Å¦ � ¨ ¦ ® �;� � �;¦� ¨ ¦2© � ¦2©����m��¦ Á©���¦m�v�-£
W
�2ñ*¥ ª �y�m� ª�® � ª � ¬ ���m�`§��;¦ Â � ª ç���¦*§�� � �Î��� ¨ « ¯ �oâ������¤÷ ¨ §���© ¨ ¦2©`Ò ª �;�]��� ª»õ-ø öµä7��o��¦*§�� ¬ [√N(XN

t −Xt),
√

N(Y N
t −Yt),

√
N(ZN

t −Zt), Xt]0≤t≤T
³»� ¨;Ê;¯ �O§��;¦ Â � ª ç�����-�

[(Ut,∇xu(t, Xt)Ut, ([∇x[∇xu σ]∗(t, Xt)]Ut)
∗, Xt]0≤t≤T

�

Æ Ó ·W¸o¸fù¤¸fù�¶Y +z!¸�·Yz�� Þ
únû ¶T·YtJµ:¸Ï¶�td¶W¼â¸5µ�}�ù«¸�·étm�]�É¶Y +zO�L·W¸o¸fù�}7u ç Ê±È:ÁYÅyÍCÆÉÈbÊ!Ð�¾�ÎbÎ U Ü ¾Ý]Ð�¾�Æ]¿L¿bÒÉ¾-×<ÈbÊTÑ�ÅÉÃÌÁ�ÅÃÌÅÉÐ�Èb¾�Ö^¾�Åy¿bÎ

∆Wk
Þ Ù Ñ<¾�ÓÉ¾�ÔÏÅÉ¾ ∆Uk = UN

tk
− Utk

ß:½�¾�¿
θs

ÓÉ¾�ÅÉÊY¿}¾
(s, Xs, Ys, Zs)Á�ÅÉÓ

fN
tk

ÓÉ¾�ÅÉÊ�¿b¾
f(tk, X

N
tk

, Y N
tk+1

, ZN
tk

)
ß

Ztk

ÃÌÎHÓd¾�ÔÏÅÉ¾�Ó Á�Î
hZtk := Etk

∫ tk+1

tk Zsds
Á�ÅdÓ�Ñ�¾�ÆÉÚd¿

∆Zk = ZN
tk
− Ztk

ß
e«á

q = 2 Ù ¿}ÒÉ¾HÈ~¾�ÎbÚdË�¿(ÒÏÁ�Î(ÁYËÌÈb¾�Á�ÓdÍ À ¾�¾�Å�ÆÉÈ~ÊWÄ�¾�Ó�ÃÌÅa�Ê À ¾�¿r¾�¿-Á�Ë ß Kdc M Ù ÚdÅÉÓÉ¾�È-½�ÃÌÆdÎbÐ[ÒÉÃq¿
FÐ�Ê±ÅdÓÉÃ�¿bÃÌÊ±ÅÉÎ<Ê±Å
b, σ, f, Φ

ßf^HÒÏÁ�ÅÉãyÎH¿}ÊJ¿bÒÉ¾�ÃÌÅÉ¾�æ!ÚÉÁ�ËÌÃq¿FÍ
E|U |q ≤ (E|U |2p)

q

2p
áâÊ±È

2p ≥
q Ù Ñ<¾pÊ±ÅÉËqÍÇÅÉ¾�¾�Ó�¿bÊ�ÆÉÈbÊTÄ±¾�¿}Òd¾�¿bÒÉ¾�Ê�Èb¾�Ö áâÊ±È

q = 2p Ù Ñ�ÒÉ¾�Èb¾ p ∈ N∗ ß
ç ÃÌÈ~Î~¿ Ù Ñ<¾£Â±Ã�Ä�¾£Î~Ê±Ö^¾�¾�Î~¿}Ã�ÖÁf¿}¾�Î(Ñ�ÒÉÃ�Ð[ÒÐUÁYÅ À ¾£¾�Á�ÎbÃ�Ë�ÍJ¾�Î~¿[Á À ËÌÃ�ÎbÒÉ¾�Óoß*àÛ¾£ÒÏÁUÄ±¾ Ù ÚÉÅÉÓd¾�È{¤Í!Æ5Ê�¿}ÒÉ¾�ÎbÃ�Î ì Ù ∀s ∈ [tk, tk+1] Ù

Etk(|Xs − Xtk |2p + |Ys − Ytk |2p + |Zs − Ztk |2p) ≤ Chp. Ü]ü Þ
eFÅ�¿bÒÉ¾�áâÊ±ËÌË�ÊTÑ�ÃÌÅÉÂAÐ�Ê±Ö�ÆÉÚd¿[Áf¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ Ù ¿}ÒÉ¾�Îb¾p¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾�Î�Á�Èb¾�È~¾�Æ5¾UÁY¿b¾�ÓÉËqÍÇÚÉÎ~¾�Óoß

Ù��y� Ò ª ���-£Ç�-£ max0≤k≤N E|Ytk − Y N
tk
|2p = O(hp)

�
àÛ¾�ÆÉÈ~ÊTÄ±¾�¿}ÒÉ¾�áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ÃÌÅÉÂ�Èb¾�ÎbÚÉËq¿ Ù Ñ�ÒÉÃ�Ð[Ò�Ã�Î�Á À Ã�¿�Ö�Ê±Èb¾�Â±¾�ÅÉ¾�ÈbÁ�Ë ß
Ó ·W¸f�r¸2}U¼{¶W¼2¸5µ�³�ý

maxi≤k≤N Eti |Ytk − Y N
tk
|2p = Oi(h

p) + |∆Xi|2p �

X



×�ÍÇ¿}Á�ãyÃÌÅÉÂ
i = 0 Ù Ñ<¾�Â±¾�¿ max0≤k≤N E|Ytk − Y N

tk
|2p = O(hp)

ßþ }@}Uº��ëz�¶� �td¶Ìÿ>z¾ �t4�2z
|∆Yk|2 ≤ (1 + Ch)Etk |∆Yk+1|2 + Ch|∆Xk|2 + Ch2. Ü?ì@h Þ

^HÒÉ¾�Å Ù ÚÉÎ~ÃÌÅÉÂ�¿}Òd¾�Ã�ÅÉ¾�æyÚÏÁ�Ë�Ã�¿FÍ (a + b)p ≤ ap(1 + ε(2p−1 − 1)) + bp(1 + 2p−1−1
εp−1 )

áâÊ±È
0 < ε < 1 Ù Ñ�¾pÓÉ¾�ÓÉÚdÐ�¾

|∆Yk|2p ≤ (1 + Ch)p+1Etk |∆Yk+1|2p + Cphp(|∆Xk|2 + Ch)p(1 +
C

hp−1
).

^6ÁYã�¾r¿}ÒÉ¾rÐ�Ê±ÅÉÓÉÃq¿}Ã�Ê±ÅÏÁ�Ëf¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿}ÁY¿}Ã�Ê±Å�Ñ�ß È�ß ¿�ß Fti

¿bÊ¤Â�¾�¿
Eti |∆Yk|2p ≤ (1+Ch)Eti |∆Yk+1|2p+

h(hp+Eti |∆Xk|2p). l Î~ÃÌÅÉÂ Ü�L Þ�áâÊ±È |∆Xk|
Á�ÅÉÓoa�È~Ê±Å*Ñ#ÁYËÌË�j ÎoË�¾�Ö�ÖÁ(Í]Ã�¾�Ë�ÓÉÎ

maxi≤k≤N Eti |Ytk−
Y N

tk
|2p = Oi(h

p) + |∆Xi|2p. 2s ¸�ÿ ÿÇz¼��·W¸��.z�¶Y �zO¼1µ+z � º+tm�1¼{¶ � Ü?ì�h Þ u ç ÈbÊ�Ö Ü�E Þ#Á�ÅÉÓ Ü]R Þ�Ñ�¾�Ê À ¿[ÁYÃÌÅ
∆Yk = Etk(∆Yk+1) + Etk

∫ tk+1

tk

(fN
tk

− f(θs))ds. Üsì±ì Þ
×�Í Á�ÆÉÆÉËqÍ!ÃÌÅÉÂrP-Ê±ÚÉÅÉÂj Î�ÃÌÅÉ¾�æ!ÚÉÁ�ËÌÃq¿FÍ Ù ¿}ÒÏÁf¿/Ã�Î (a + b)2 ≤ (1 + γh)a2 + (1 + 1

γh
)b2 ÙÑ�ÒÉ¾�È~¾

γ
Ñ�ÃÌË�Ë À ¾�ÔdÝ]¾�ÓOËÌÁY¿}¾�È Ù ÁYÅÉÓ%ÚÉÎbÃ�ÅÉÂJ¿}ÒÉ¾p½�ÃÌÆÉÎ~Ð[ÒÉÃ�¿6F�ÆÉÈbÊ±Æ5¾�È?¿FÍ�Ê�á f Ù Ñ�¾�Â�¾�¿

|∆Yk|2 ≤ (1 + γh)(Etk(∆Yk+1))
2 + C(h +

1

γ
)[h2 + Etk

∫ tk+1

tk
|Xs − XN

tk
|2ds]

+ C(h +
1

γ
)[Etk

∫ tk+1

tk
|Ys − Y N

tk+1
|2ds + Etk

∫ tk+1

tk
|Zs − ZN

tk
|2ds]. ÜsìYE Þ

½�¾�¿¤ÚÉÎ�ÃÌÅ*¿}È~Ê]ÓdÚÉÐ�¾
Ztk Ü Îb¾�¾�¾Ý]¿bÈ}Á�ÅÉÊ�¿}ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎ�ÁY¿H¿bÒÉ¾ À ¾�Â±ÃÌÅÉÅdÃÌÅÉÂJÊ�á�è]¾�Ð�¿}Ã�Ê±Å \ Þ�T

Etk

∫ tk+1

tk

|Zs − ZN
tk
|2ds = Etk

∫ tk+1

tk

|Zs − Ztk |2ds + hEtk |Ztk − ZN
tk
|2. Ü?ì@\ Þ

^HÒÏÁ�ÅÉãyÎ�¿}ÊJ¿}Òd¾ i ÁYÚÉÐ[Ò*Í è!Ð[ÒyÑ<Á�È¹F�Ã�ÅÉ¾�æyÚÏÁ�Ë�Ã�¿FÍ^Ñ<¾�ÒÏÁUÄ±¾
|Etk(∆Yk+1∆W l

k)|2 ≤ h{Etk(|∆Yk+1|2) − |Etk(∆Yk+1)|2}.
{£¾�ÅÉÐ�¾ Ù Á�Î hZtk = Etk({Ytk+1

+
∫ tk+1

tk f(θs)ds}∆W ∗
k ) Ù Ñ�Ãq¿}Ò Á À Ê±ÚÉÅÉÓÉ¾�Ó f Ù Ãq¿áâÊ±ËÌË�ÊTÑ�Î<¿}ÒÏÁf¿

h2|Ztk − ZN
tk
|2 ≤ d h

(
Etk(|∆Yk+1|2) − |Etk(∆Yk+1)|2

)
+ Ch3. Ü?ì�R Þ

×�Í�ÆÉË�ÚÉÂ±Â±Ã�ÅÉÂ Ü?ì@\ Þ#Á�ÅÉÓ Ü?ì�R Þ<ÃÌÅ*¿}Ê ÜsìYE Þ Ù Ñ<¾�Â±¾�¿
|∆Yk|2 ≤ (1 + γh)(Etk(∆Yk+1))

2

+ C(h +
1

γ
)[h2 + Etk

∫ tk+1

tk
|Xs − XN

tk
|2ds + Etk

∫ tk+1

tk
|Ys − Y N

tk+1
|2ds]

+ C(h +
1

γ
)[Etk

∫ tk+1

tk

|Zs − Ztk |2ds + Etk(|∆Yk+1|2) − |Etk(∆Yk+1)|2].

L



àÛ¾£ÐUÁ�Å�Ñ�ÈbÃq¿}¾
Etk |Ys −Y N

tk+1
|2 ≤ 2Etk |Ys −Ytk+1

|2 +2Etk |∆Yk+1|2
ß]×�Í�ÓÉÊ±Ã�ÅÉÂp¿bÒÉ¾

Î}Á�Ö�¾�áâÊ±È
Xs − XN

tk+1
Ù Á�ÅdÓ�¿}Á�ãyÃÌÅÉÂ γ = C Ù Ñ<¾pÊ À ¿}Á�ÃÌÅ

|∆Yk|2 ≤(1 + Ch)Etk |∆Yk+1|2 + Ch|∆Xk|2 + ChEtk |∆Yk+1|2

+ C[h2 + Etk

∫ tk+1

tk

|Xs − Xtk |2ds + Etk

∫ tk+1

tk

|Ys − Ytk+1
|2ds]

+ C[Etk

∫ tk+1

tk
|Zs − Ztk |2ds].

l Î~ÃÌÅÉÂ Ü�ü Þ�Í]Ã�¾�Ë�ÓÉÎ |∆Yk|2 ≤ (1 + Ch)Etk |∆Yk+1|2 + Ch|∆Xk|2 + Ch2. 2

Ù��[� Ò ª ���-£Ç�-£ E(
∑N−1

k=0

∫ tk+1

tk |ZN
tk
− Zt|2dt)

p

2 = O(hp).

ç ÃÌÈ~Î~¿�Ê�á6Á�Ë�Ë Ù Ñ<¾pÐUÁ�Å�ÎbÆdËÌÃ�¿<¿}ÒÉÃ�ÎHÎbÚÉÖ�ÖÁf¿}ÃÌÊ�ÅÇÃÌÅ*¿}ÊJ¿FÑ�Ê�¿b¾�È~Ö^Î

E
( N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

|ZN
tk
−Zt|2dt

)p ≤ CE
( N−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

|Ztk−Zt|2dt
)p

+CE
(
h

N−1∑

k=0

|∆Zk|2
)p

.

^HÒÏÁ�ÅÉãyÎ�¿}Ê Ü]ü Þ Ù Ñ<¾(ÒÏÁUÄ±¾ E
( ∑N−1

k=0

∫ tk+1

tk |Ztk−Zt|2dt
)p ≤ T p−1 ∑N−1

k=0

∫ tk+1

tk E|Ztk−
Zt|2pdt = O(hp).

Í §��m� ® �`�-£ �y�m��� ª ���-£`�-£ E
(
h

∑N−1
k=0 |∆Zk|2

)p
= O(hp)

� ^HÒÉ¾£ÔÏÈbÎ?¿Hã�¾�ÍÆ5Ê±ÃÌÅ*¿�ÃÌÎ-¿}ÊÎbË�ÃÌÐ�¾�¿}ÒÉ¾�ÎbÚdÖ^Ö^ÁY¿}Ã�Ê±Å Ã�Åy¿bÊ�ÎbÖ^Á�ËÌËLÃÌÅ*¿b¾�È~ÄYÁ�Ë�Î�Á�ÅÉÓ Î~ÒÉÊTÑ ¿}ÒÉÁY¿�¿}ÒÉ¾�È~¾�ÎbÚdË�¿�Ã�Î�¿}ÈbÚd¾AáâÊ±ÈÎbÖ^Á�ËÌË]¿}ÃÌÖ�¾#Ã�Åy¿b¾�È?Ä�ÁYËÌÎ�ß7^HÒÉ¾£Î~¾�Ð�Ê±ÅÉÓãY¾�Í�Æ5Ê±ÃÌÅ*¿(ÃÌÎ�¿bÊ�ÚdÎb¾éÛ¤Ê±Î~¾�Å*¿}ÒÉÁ�Ë�j Î(ÃÌÅÉ¾�æ!ÚÉÁ�ËÌÃq¿FÍ Ù Î~¾�¾^HÒÉ¾�Ê�Èb¾�Ö
2.12

ÆÏÁ�Â±¾
23

ÊYá¤{CÁ�Ë�Ë-Á�ÅÉÓ·{¤¾�Í!ÓÉ¾ K L%M ß6×�Í ÚÉÎ~ÃÌÅÉÂ Ü?ì@R Þ�Á�ÅÉÓ ¿[Á�ãyÃÌÅdÂ�¿}Òd¾¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿}ÁY¿}Ã�Ê±Å Ù Ñ�¾�ÐUÁ�Å%Ñ�ÈbÃq¿}¾ST

E
(
h

k1∑

k=0

|∆Zk|2
)p ≤ CE

( k1∑

k=0

�-Á�È
tk∆Yk+1

)p
+ Chp. Ü?ì V Þ

àÛ¾�ÚÉÎ~¾OÛ¤Ê±Î~¾�Å*¿}ÒÉÁ�Ë�j Î�ÃÌÅÉ¾�æ!ÚÉÁ�ËÌÃq¿FÍ¿}Ê�ÚÉÆdÆ'¾�È À Ê±ÚÉÅdÓ

E
( k1∑

k=0

�-Á�È
tk∆Yk+1

)p ≤ CE
( k1∑

k=0

∆Yk+1 − Etk∆Yk+1

)2p
,

≤ C32p−1
[
E∆Y 2p

k1+1 + E∆Y 2p
0 + E

( k1∑

k=0

(∆Yk − Etk∆Yk+1)
)2p]

.

×�ÍpÆÉËÌÚdÂ±Â±ÃÌÅdÂ�¿bÒÉÃÌÎ�ÃÌÅÉ¾�æyÚÏÁ�ËÌÃq¿FÍ�ÃÌÅ*¿bÊ Ü?ì V Þ�Á�ÅÉÓAÚÉÎ~ÃÌÅÉÂ¤¿}ÒÉ¾�ÆÉÈb¾�Ä!ÃÌÊ±ÚÉÎ�¾�Î?¿}ÃÌÖ^ÁY¿b¾-Ê�Å |∆Yk| ÙÑ<¾pÂ±¾�¿

E
(
h

k1∑

k=0

|∆Zk|2
)p ≤ O(hp) + CE

( k1∑

k=0

(∆Yk − Etk∆Yk+1)
)2p

. Ü?ì c Þ
àÛ¾JÅdÊWÑ ¿[Á�Ð[ãyË�¾A¿}ÒÉ¾A¿b¾�ÈbÖ

∆Yk − Etk∆Yk+1

ß l ÎbÃÌÅdÂ Üsì±ì Þ Ù Ñ�¾�ÒÉÁTÄ�¾ ∑k1

k=0(∆Yk −
Etk∆Yk+1 =

∑k1

k=0

∫ tk+1

tk (Etk(f
N
tk

− f(θs)))
ÓÉÎ

.
×�Í�ÓÉÊ±Ã�ÅÉÂ^¿bÒÉ¾AÎbÁ�Ö^¾pãyÃÌÅÉÓOÊ�á(ÆÉÈbÊ!Ê�á

ü



Á�Î À ¾�áâÊ±È~¾ Ù ¿}ÒÏÁY¿�ÃÌÎ�ÚÉÎ~ÃÌÅÉÂ£¿}ÒÉ¾#á2Á�Ð�¿�¿}ÒÉÁY¿ f
Ã�Î�½�ÃÌÆdÎbÐ[ÒÉÃq¿
FHÁ�ÅdÓA¿}ÒÉ¾HÈ~¾�ÎbÚdË�¿}Î6Ê±Å

E|∆Xk|2pÁ�ÅÉÓ
E|∆Yk|2p Ù Ñ�¾�ÔÏÅÉÓ

E
( k1∑

k=0

(∆Yk − Etk∆Yk+1)
)2p ≤ O(hp) + C(hk1)

pE
(
h

k1∑

k=0

|∆Zk|2
)p

.

×�Í�ÆdËÌÚÉÂ±Â�ÃÌÅÉÂ<¿bÒÉÃÌÎ'¿}¾�È~Ö À ÁYÐ[ã�ÃÌÅ*¿}Ê Üsì c Þ Ù Ñ�¾-Ð�Á�Å�Ñ�ÈbÃq¿}¾ (
1−C(hk1)

p
)
E

(
h

∑k1

k=0 |∆Zk|2
)p

=

O(hp).
i Ê±ÅdÎb¾�æyÚÉ¾�Å*¿}Ë�Í Ù Ã�á*Ñ�¾-Ð[ÒdÊ]Ê±Î~¾ k1 ≤ 1

(2C)
1
p h

Ñ�¾(Ð�Ê±Ö�¾�ÚÉÆ�Ñ�Ãq¿}Ò
E

(
h

∑k1

k=0 |∆Zk|2
)p

=

O(hp).
^HÒdÃÌÎ�È~¾�ÎbÚdË�¿�Ð�Á�Å À ¾/¾�Ý!¿}¾�ÅÉÓÉ¾�Ó ¿}Ê%ÁYÅyÍ�ÎbÚdÖ^Ö^ÁY¿}Ã�Ê±ÅOÃ�Å*Ä±Ê±ËqÄ]Ã�ÅÉÂÇÁf¿�Ö^Ê�Î~¿ ∆k¿}¾�ÈbÖ�Î Ù Ñ�ÒÉ¾�Èb¾ ∆k ≤ 1

(2C)
1
p h

ß±àÛ¾¤ÐUÁ�Å�Ð�ÊTÄ�¾�È�¿bÒÉ¾�ÃÌÅ*¿}¾�È~ÄYÁ�Ë {0, · · · , N −1} Ñ�Ã�¿bÒ�Á�Ô Õ
ÅÉÃ�¿b¾�ÅyÚÉÖ À ¾�È�Ê�á]¾�Ë�¾�Ö�¾�Å*¿[ÁYÈ~Í£ÃÌÅ*¿}¾�È~ÄYÁ�ËÌÎMÊ�á!ÎbÃ[F�¾ ∆k

Á�ÅÉÓ�Ñ<¾(Â±¾�¿
E

(
h

∑N−1
k=0 |∆Zk|2

)p
=

O(hp) Ù Ñ�ÒÉÃ�Ð[Ò�Ð�Ê±Ö^ÆdËÌ¾�¿b¾�ÎHÊ±ÚdÈHÆÉÈbÊ!Ê�ásß 2� ç È~Ê±Ö ¿bÒÉÃÌÎHÈ~¾�Î~ÚÉË�¿£Á�ÅÉÓ Ü]ü Þ Ù Ñ�¾�Á�ËÌÎ~Ê�Ód¾�ÓÉÚÉÐ�¾

E
(
h

N−1∑

k=0

|∆Zk|2
)p

= O(hp), Ü?ì�X Þ
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ß4^HÒÉ¾�Í�Á�È~¾ À Á�Îb¾�Ó^Ê±Å�Ã�ÓÉ¾UÁ�Î�áâÈ~Ê±Ö U¤Ê±ÒÏÁY¿bÎbÚ Õ {£Ã�Â*ÁÁ�ÅÉÓ¼H�¾�¿b¿}¾�ÈbÎ~ÎbÊ±Å K ì�h;M Á�ÅÉÓba�Ê À ¾�¿¤Á�ÅÉÓbN�ÚÉÅÉÊ±Î K X;M ß

Ó ·W¸f�r¸2}U¼{¶W¼2¸5µ�³�³ ° ���
F ∈ D1,2 ³ � ��� Etk |F |2 + suptk≤s≤T Etk |DsF |2 < ∞ ¨ ¦2©

¯ ��� U
«�� ¨ ¦ º����ë� ª ��§������²�-£ë�y�m�á£@� ª�® Ut = U0 +

∫ t
0 αsds +

∫ t
0 βsdWs ¬ ³ � ���

suptk≤s≤T Etk |αs|2 + suptk≤s≤T Etk |βs|2 < ∞ � ¡ �m��¦ ¬ ∀(t, t′)
��¥m§������ ¨ � tk ≤ t ≤

ì�h



t′ ≤ tk+1 ¬

|Etk [F (Ut − Ut′)]| ≤ (t′ − t)
[
(Etk |F |2) 1

2 ( sup
t≤s≤t′

Etk |αs|2)
1

2

+ ( sup
t≤s≤t′

Etk |DsF |2) 1

2 ( sup
t≤s≤t′

Etk |βs|2)
1

2

]
.

^HÒÉÃÌÎ<ÆÉÈbÊ±Æ5Ê±Î~Ã�¿}Ã�Ê±Å�ÐUÁ�Å À ¾�¾UÁYÎbÃÌËqÍ�ÆÉÈbÊTÄ±¾�Óoß/_£ÎbÎbÚdÖ^¾�Ñ�Ãq¿}ÒÉÊ±Ú]¿#ËÌÊ�ÎbÎ<ÊYá:Â±¾�ÅÉ¾�È}Á�Ë�Ã�¿FÍ�¿}ÒÉÁY¿
F
Á�ÅdÓ

U
Á�Èb¾6Ê±ÅÉ¾ Õ ÓÉÃÌÖ�¾�ÅdÎbÃÌÊ�ÅÏÁ�Ë ß ç ÈbÊ�Ö�¿bÒÉ¾(ÓÉÚÏÁ�Ë�Ã�¿FÍ�áâÊ±ÈbÖ/ÚÉËåÁ Ù Ñ�¾-ÒÉÁTÄ�¾ Etk [F (

∫ t′

t αsds+∫ t′

t βsdWs)] = Etk [
∫ t′

t (Fαs+DsF ·βs)ds]
ß;^HÒÉÁ�ÅÉãyÎ�¿}Ê i Á�ÚÉÐ[Ò*Í�è]Ð[Ò*Ñ<Á�È6FHÃ�ÅÉ¾�æyÚÏÁYËÌÃ�¿FÍÁ�ÅÉÓ�Ò*Í]Æ5Ê�¿bÒÉ¾�Î~¾�ÎCÊ�Å

α
ÁYÅÉÓ

β Ù Ñ�¾pÂ±¾�¿H¿bÒÉ¾�Èb¾�Î~ÚÉË�¿�ß

w z��6µL¼â¶W¼â¸5µ ³��
F
� ¨ � � ��à����á���m�b§��;¦2© � � � �;¦ Rk

� £
F ∈ Dk,∞ ¨ ¦2© � £ Ck,p(F ) :=

‖F‖Lp
+

∑
j≤k sup0≤s1,...,sj≤T ‖Ds1,..,sj

F‖Lp
< ∞ �

Ó ·W¸f�r¸2}U¼{¶W¼2¸5µ�³�Æ ° ���
F
� ¨ � � ��£��O���m��§��;¦2© � � � �;¦ R2

�2ñ�� ª � � ® � ¯ � § � �]�O³»�»����� dW 0
s =

ds
� Ã ����¥ ® �O�y� ¨ � Ut ∈ Rd � ¨ � � ��à����`���m�v£@� ¯y¯ �;³ � ¦�çS���-��§�� ¨ ��� � §Ç� ¿ � ¨ ¦� � �;¦� ª ���m� ª �]�

Ut =
q∑

i,j=0

cU,0
i,j (t)

∫ t

0
cU,1
i,j (s)

( ∫ s

η(s)
cU,2
i,j (r)dW i

r

)
dW j

s , Ü P Þ

³#�m� ª � {(cU,i1
i,j (t))t≥0 � 0 ≤ i, j ≤ q, 0 ≤ i1 ≤ 2} ¨7ª � ¨ © ¨ �2�-�6©�� ª ��§����������é� ¨ � � ��£�� � ¦�ç

• ∀(i, j), 1 ≤ i, j ≤ q ¬ ∀t ∈ [0, T ] ¬ cU,0
i,j (t)

� ¨ � � ��à���� R2 ¬×¨ ¦2©
CU

2,p := sup0≤t≤T sup1≤i,j≤q C2,p(c
U,0
i,j (t)) < ∞ ¬ p ≥ 1

�
• ∀(i, j), 1 ≤ i, j ≤ q ¬ ∀t ∈ [0, T ] ¬ cU,1

i,j (t), cU,0
0,j (t), cU,0

i,0 (t), cU,1
i,0 (t)

� ¨ � � ��£�� R1 ¬»¨ ¦2©
CU

1,p := sup0≤t≤T sup1≤i,j≤q{C1,p(c
U,1
i,j (t))+C1,p(c

U,0
0,j (t))+C1,p(c

U,0
i,0 (t))+C1,p(c

U,1
i,0 (t))}

< ∞ ¬ p ≥ 1
�

• ∀(i, j), 0 ≤ i, j ≤ q ¬ ∀t ∈ [0, T ] ¬ cU,2
i,j (t), cU,1

0,j (t), cU,0
0,0 (t)

� ¨ � � ��£�� R0 ¬´¨ ¦2© CU
0,p :=

sup0≤t≤T sup0≤i,j≤q{C0,p(c
U,2
i,j (t)) + C0,p(c

U,1
0,j (t)) + C0,p(c

U,0
0,0 (t))} < ∞ ¬ p ≥ 1

�

¡ ��¥�� ¬ ���m� ª � � � ¨ §��;¦��� ¨ ¦m� K(T )
³#� � §��o©����m��¦2©;�.�m� ¯ �%¦*� ® � ¨7¯y¯ � �;¦ C2,p(F ), CU

2,p, CU
1,p, CU

0,pâW£@� ª ��� ® � p ≥ 1
äS��¥m§��¸�y� ¨ � |E[FUt]| ≤ K(T )h.

ì±ì



eFÅÉÓÉ¾�¾�Ó Ù Ñ�¾�ÒÏÁUÄ�¾

E(FUt) =
q∑

i,j=0

E
(
FcU,0

i,j (t)
∫ t

0
cU,1
i,j (s)(

∫ s

η(s)
cU,2
i,j (r)dW i

r)dW j
s

)

=
q∑

i,j=1

∫ t

0

∫ s

η(s)
E

(
Di

r

[
Dj

s{FcU,0
i,j (t)}cU,1

i,j (s)
]
cU,2
i,j (r)

) ÓÉÈ�ÓÉÎ

+
q∑

j=1

∫ t

0

∫ s

η(s)
E

[
Dj

s{FcU,0
0,j (t)}cU,1

0,j (s)cU,2
0,j (r)

] ÓÉÈ�ÓÉÎ

+
q∑

i=1

∫ t

0

∫ s

η(s)
E

[
Di

r{FcU,0
i,0 (t)cU,1

i,0 (s)}cU,2
i,0 (r)

] ÓdÈ¤ÓdÎ

+
∫ t

0

∫ s

η(s)
E

(
FcU,0

0,0 (t)cU,1
0,0 (s)cU,2

0,0 (r)
) ÓÉÈ�ÓÉÎ

.
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t − Xt
� ¨ � � ��à����o���m�p� ¿ � ¨ ¦� � �;¦ P �#�o��¦*§�� ¬ � £ F

� ¨ � � ��à���� R2 ¬Ò ª ���m��� � � � �;¦Q�CÙá� � � ¯ ©;�
|E[F (XN

t − Xt)]| = O(h)¥(¦ � £@� ª�®S¯ � � ¦ t ∈ [0, T ] ¬ ³#� � §�� � � ¨ Â � ª �p¥4����£�¥ ¯�ª ����¥ ¯ �2£@� ª �y�m����� Ø ¥f� ¯ �

ã2�[� Ð ¿ � ¨ ¦� � �;¦ �-£ Y N
tk

− Ytk
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u
ÃÌÎ À Ê±ÚÉÅdÓÉ¾�Ó Ù Ê�á-Ð�ËåÁYÎbÎ C

3/2,3
b Ü Îb¾�¾S^HÒÉ¾�Ê�Èb¾�Ö R Þ�ß5àÛ¾JÁYËÌÎbÊ¾UÁ�Î~ÃÌË�ÍÆÉÈbÊTÄ�¾p¿bÒÏÁY¿ ∀p ≥ 1, ∀k ∈ {0, · · · , N − 1} Ü Îb¾�¾pë£ÚÏÁ�ËÌÁ�È~¿ K ì c M ¾�ß ÂÉß�Þ

• Etk( sup
tk≤t≤T

|Xt|2p) < K(T )(1 + |Xtk |2p), sup
tk≤s≤T

Etk( sup
tk≤t≤T

|DsXt|p) ≤ C,

sup
tk≤s,r≤T

Etk( sup
tk≤t≤T

|DrDsXt|p) + sup
tk≤s,r,v≤T

Etk( sup
tk≤t≤T

|DvDrDsXt|p) ≤ C,

Ü?ì@L Þ
• Etk( sup

tk≤t≤T
|XN

t |2p) < K(T )(1 + |XN
tk
|2p), sup

N,tk≤s≤T
Etk( sup

tk≤t≤T
|DsX

N
t |p) ≤ C,

sup
N,tk≤s,r≤T

Etk( sup
tk≤t≤T

|DrDsX
N
t |p) + sup

N,tk≤s,r,v≤T
Etk( sup

tk≤t≤T
|DvDrDsX

N
t |p) ≤ C.

Ü?ì@ü Þ
éCÚÉ¾�¿}Ê�¿bÒÉ¾rN�Á�ÈbãYÊWÄ ÆÉÈ~Ê±Æ'¾�È~¿FÍ Ê�á

(XN
tk

)k Ù Ê±Åd¾ÒÏÁ�Î Y N
tk

= uN(tk, X
N
tk

)
áâÊ±ÈpÎbÊ±Ö�¾½�ÃÌÆÉÎ~Ð[ÒÉÃ�¿6F£áâÚÉÅÉÐ�¿}Ã�Ê±Å

uN(tk, ·) Ü Îb¾�¾`a�Ê À ¾�¿#¾�¿#Á�Ë ß K:c M Þ-Ñ�Ã�¿bÒÇÁ�Å�Ê À Ä!ÃÌÊ�ÚÉÎ<ÓÉ¾�ÔÏÅÉÃq¿}ÃÌÊ�ÅÊ�á
uN ßm_HÐ�¿}ÚÏÁ�Ë�Ë�Í Ù ÚÉÅÉÓÉ¾�È£Ê±ÚdÈ£ÁYÎbÎbÚdÖ^Æd¿bÃÌÊ±ÅdÎ Ù ¿}ÒdÃÌÎHáâÚÉÅÉÐ�¿}ÃÌÊ�Å�Ã�Î¤¾�Ä±¾�Å�¿}ÒdÈb¾�¾�¿}Ã�Ö^¾�Î�ÓÉÃ�ä'¾�È Õ¾�Å*¿}ÃÌÁ À Ë�¾�Ñ�ß È�ß ¿�ß x ßm^HÒ!ÚdÎ Ù ¿}ÒÉ¾�ÓÉÃqäM¾�Èb¾�ÅÉÐ�¾ ∆Yk

Ð�Á�Å À ¾�Ñ�ÈbÃq¿b¿b¾�Å�Á�ÎHáâÊ±ËÌË�ÊTÑ�Î�T
∆Yk = (uN(tk, X

N
tk

) − u(tk, X
N
tk

)) + (u(tk, X
N
tk

) − u(tk, Xtk)).

ìYE



è]ÃÌÅdÐ�¾
u
Ã�ÎHÊ�á6Ð�ËåÁ�Î~Î

C
3/2,3
b Ù ¿bÒÉ¾�ËåÁ�Î?¿H¿}¾�ÈbÖ Ê�áL¿}Òd¾pÆdÈb¾�Ä!Ã�Ê±ÚÉÎ�ÃÌÅÉ¾�æyÚÏÁ�ËÌÃq¿FÍ À ¾�Ð�Ê±Ö�¾�Î

u(tk, X
N
tk

) − u(tk, Xtk) = ∇xu(tk, Xtk)∆Xk + O(|∆Xk|2). Ü�E%h Þ
^�Ê�Ð�Ê�Ö^ÆÉË�¾�¿b¾C¿}ÒÉ¾�ÆÉÈ~Ê]ÊYá Ù Ñ<¾�Á�ÆÉÆdË�Í¿bÒÉ¾�áâÊ±ËÌË�ÊTÑ�ÃÌÅÉÂAË�¾�Ö�ÖÁ
� z�� � t�³�Ü Ö ¦2©�� ª � ���m�;���m��� � ��� ¬ |uN(tk, x) − u(tk, x)| ≤ K(T, x)h

�
^HÒÉ¾�Èb¾�ÎbÚÉËq¿¤Á À ÊTÄ�¾�Ã�Î#ÅÉ¾�Ñ À Úd¿�ÅÉÊ�¿�Î~Ê^Î~ÚÉÈbÆdÈbÃÌÎ~ÃÌÅÉÂdßeFÅÉÓÉ¾�¾�Ó Ù Ãqá f

Ã�ÎHÃÌÓÉ¾�Å*¿}ÃÌÐ�Á�ËÌËqÍF�¾�È~Ê Ù¿}ÒÉ¾CÓÉÃ�ä'¾�È~¾�ÅÉÐ�¾�ÃÌÎ�Ê±ÅÉË�Í�È~¾�ËåÁf¿}¾�Ó^¿}Ê/¿bÒÉ¾CÑ�¾UÁ�ã^Á�ÆÉÆÉÈ~ÊUÝdÃ�ÖÁf¿}ÃÌÊ�Å^Ê�á
Φ(XT ) À Í Φ(XN

T )
TáâÈbÊ±Ö ×#Á�Ë�Ë�ÍÁ�ÅÉÓ�^6Á�ËÌÁUÍ K ì�M Ù Ê�ÅÉ¾�ãyÅÉÊTÑ�Î£¿}ÒÉÁY¿H¿}ÒÉÃ�ÎHÃÌÎHÊ�á�Ê±È~ÓÉ¾�È h

ß
^HÒÉ¾¤Èb¾�Î?¿<ÊYá'¿bÒÉÃÌÎ(Îb¾�Ð�¿bÃÌÊ±Å�ÃÌÎ(ÓÉ¾�Ä±Ê�¿b¾�Ó¿bÊ�¿bÒÉ¾¤ÆÉÈbÊ!Ê�á'Ê�áM¿bÒÉ¾�ËÌ¾�Ö�Ö^ÁdßYà ¾£Ê�ÅÉË�Í/Â±Ã�Ä�¾�¿bÒÉ¾ÆÉÈbÊ!Ê�áyáâÊ±È

tk = 0
ß�à ¾�Ñ#Á�Å*¿:¿}ÊHÔÏÅdÓ�ÁHÚÉÆdÆ'¾�È À Ê±ÚÉÅdÓ�áâÊ�È |uN(0, x)−u(0, x)| = |∆Y0|

ß
ç Ê±È#¿}ÒÉ¾�ÎbÁ�ã�¾pÊ�á�Ð�ËåÁYÈbÃ�¿FÍ Ù Ñ�¾�Î~ÆÉËÌÃq¿#¿}Òd¾pÆdÈbÊ!Ê�áLÃÌÅ*¿}Ê�Îb¾�Ä±¾�È}Á�Ë:Î~¿b¾�ÆÉÎ�ß
	 ¶@z�� ³�
3�2¼1µ+z�tÉ·f¼]�4t]¶W¼2¸5µ�¸fù¤¶Y +zbzy·W·W¸�·�u àÛ¾�Î~ÒÉÊTÑ ¿}ÒÏÁf¿

∆Yk = Etk(∆Yk+1ξk + hf ′
x(θtk)∆Xk + hχk), Ü�E!ì Þ

Ñ�Ã�¿bÒ
ξk = (1 + hf ′

y(θtk) + f ′
z(θtk)∆Wk), Ü�E7E Þ

χk =
∫ tk+1

tk
(G0(s, Xs) + f ′

y(θtk)Gy(s, Xs) + f ′
z(θtk)Gz(s, Xs))ds Ü�E7\ Þ

+
∫ 1

0
(1 − λ)

[
∆X∗

kf
′′

xx(θ
λ
tk

)∆Xk + f
′′

yy(θ
λ
tk

)(Y N
tk+1

− Ytk)
2 + ∆Zkf

′′

zz(θ
λ
tk

)∆Z∗
k

+ 2∆X∗
kf

′′

xy(θ
λ
tk

)(Y N
tk+1

− Ytk) + 2∆X∗
kf

′′

xz(θ
λ
tk

)∆Z∗
k + 2(Y N

tk+1
− Ytk)f

′′

yz(θ
λ
tk

)∆Z∗
k

]
dλ,

Ñ�ÒÉ¾�È~¾
θλ

tk
= λ(tk, X

N
tk

, Y N
tk+1

, ZN
tk

) + (1 − λ)θtk

Á�ÅÉÓ
G0, Gy, Gz

Á�Èb¾ À Ê±ÚÉÅdÓÉ¾�ÓáâÚÉÅÉÐ�¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ�ß � ç ÈbÊ±Ö Ü?ì�ì Þ#Á�ÅÉÓ À Í�ÃÌÅ*¿}È~Ê]ÓdÚÉÐ�Ã�ÅÉÂ f(θtk) Ù Ñ�¾�ÒÉÁTÄ�¾

∆Yk = Etk

(
∆Yk+1 + h(fN

tk
− f(θtk)) +

∫ tk+1

tk
(f(θtk) − f(θs))

ÓÉÎ )
. Ü�E;R Þ

×�Í�Á�ÆÉÆÉËqÍ!ÃÌÅÉÂ e«¿�/j Î^áâÊ±È~ÖAÚÉËÌÁ ¿bÊ
f(θu) À ¾�¿FÑ�¾�¾�Å tk

Á�ÅÉÓ
s
Ñ�¾ ÎbÒdÊWÑ ¿bÒÏÁY¿ Ù ÚÉÅÉÓd¾�È{¤Í!Æ5Ê�¿}ÒÉ¾�ÎbÃ�Î E Ù ∫ tk+1

tk Etk(f(θtk)−f(θs))ds = h
∫ tk+1

tk Etk(G0(s, Xs))ds Ù Ñ�ÒÉ¾�È~¾ G0ÃÌÎ�Á À Ê±ÚÉÅÉÓÉ¾�Ó�áâÚdÅÉÐ�¿bÃÌÊ±ÅoßeFÅ%¿bÒÉ¾�Îb¾�Ð�Ê±ÅÉÓ%¿}¾�ÈbÖ Ù Æ5¾�È~áâÊ�ÈbÖ ÁJÎ~¾�Ð�Ê�ÅÉÓOÊ±È~ÓÉ¾�ÈH¾Ý]ÆÏÁ�ÅÉÎ~ÃÌÊ±ÅÊ�á
f
ÁYÈbÊ±ÚÉÅdÓ

θtk

¿}Ê�Â±¾�¿
fN

tk
− f(θtk) = f ′

x(θtk)∆Xk + f ′
y(θtk)∆Yk+1 + f ′

z(θtk)∆Z∗
k + f ′

y(θtk)(Ytk+1
− Ytk)

+
∫ 1

0
(1 − λ)

[
∆X∗

kf
′′

xx(θ
λ
tk

)∆Xk + f
′′

yy(θ
λ
tk

)(Y N
tk+1

− Ytk)
2 + ∆Zkf

′′

zz(θ
λ
tk

)∆Z∗
k

Ü�E V Þ
+ 2∆X∗

kf
′′

xy(θ
λ
tk

)(Y N
tk+1

− Ytk) + 2∆X∗
kf

′′

xz(θ
λ
tk

)∆Z∗
k + 2(Y N

tk+1
− Ytk)f

′′

yz(θ
λ
tk

)∆Z∗
k

]
dλ.

ì�\



ë£Ê�¿b¾/¿}ÒÉÁY¿
Etk(Ytk+1

− Ytk) = Etk

∫ tk+1

tk Gy(s, Xs)ds
ß.e«á-Ñ�¾JÐ�Ë�Ê±Îb¾�Ë�Í�ËÌÊ!Ê±ã�ÁY¿ Ü�E V Þ ÙÑ<¾pÐUÁYÅ�Î~¾�¾�¿}ÒÏÁf¿HÑ<¾pÅÉ¾�¾�Ó�¿bÊ�Ód¾�Ä±¾�ËÌÊ±Æ

∆Zk

ßÏ×�Í�ÚdÎbÃÌÅdÂ Ü V Þ Ù Ñ�¾�ÐUÁ�Å%Ñ�ÈbÃq¿}¾

ZN
tk

=
1

h
Etk(∆Yk+1∆W ∗

k ) +
1

h
Etk(u(tk+1, Xtk+1

)∆W ∗
k ).

eFÅ*¿}ÈbÊ!ÓÉÚÉÐ�ÃÌÅÉÂ�¿}ÒÉ¾�Ñ�¾UÁ�ã%ÓÉ¾�ÈbÃ�ÄYÁY¿bÃ�Ä�¾�Ê�á
Xtk+1 Ü Î~¾�¾Aë¤ÚÏÁ�ËÌÁ�È~¿ K ì c M Æoß ì�hCü Þ Ù ¿}ÒÉ¾pÎb¾�Ð�Ê±ÅÉÓ¿}¾�ÈbÖ Ê�á�¿}ÒÉÃ�Î�ÎbÚÉÖ�Ö^ÁY¿}Ã�Ê±Å ¾�æyÚÏÁ�Ë�Î 1

h
Etk

∫ tk+1

tk ∇xu(tk+1, Xtk+1
)DtXtk+1

Ód¿ Ù Ñ�ÒÉ¾�Èb¾
DtXtk+1

= ∇xXtk+1
(∇xXt)

−1σ(t, Xt)
ß'è]Ã�ÅÉÐ�¾

Ztk = ∇xu(tk, Xtk)σ(tk, Xtk) Ù Ê±ÅÉ¾Â±¾�¿bÎ

∆Zk =
1

h
Etk(∆Yk+1∆W ∗

k )

+
1

h

∫ tk+1

tk

Etk

(
∇xu(tk+1, Xtk+1

)∇xXtk+1
(∇xXt)

−1σ(t, Xt) −∇xu(tk, Xtk)σ(tk, Xtk)
) Ó]¿

.

^HÒÉ¾�¿}¾�È~Ö ÃÌÅ ¿}ÒÉ¾�Î~¾�Ð�Ê�ÅÉÓØÐ�Ê�ÅÉÓÉÃ�¿bÃÌÊ±ÅÉÁ�Ë�¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿[ÁY¿bÃÌÊ±Å ÃÌÎ�¾�æyÚÏÁYË(¿bÊ ∇xu(tk+1, Xtk+1
)

∇xXtk+1
(∇xXt)

−1σ(t, Xt)±∇xu(t, Xt)σ(t, Xt)−∇xu(tk, Xtk)σ(tk, Xtk)
TfÒd¾�ÅÉÐ�¾ Ù¿FÑ<Ê�Á�ÆÉÆdËÌÃÌÐ�ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎLÊ�á.e«¿�/j Î�áâÊ±ÈbÖ/ÚÉËåÁ Ü áâÊ±È6¿bÒÉ¾HÔÏÈbÎ?¿(Ð�Ê±Å*¿}È~Ã À Ú]¿}ÃÌÊ�Å À ¾�¿FÑ<¾�¾�Å t

Á�ÅÉÓ
tk+1 ÙáâÊ±È#¿}Òd¾pÎ~¾�Ð�Ê±ÅÉÓOÊ�ÅÉ¾ À ¾�¿FÑ<¾�¾�Å tk

Á�ÅdÓ
t
Þ#ÆÉÈ~ÊTÄ±¾�¿}ÒÏÁY¿

∆Z∗
k =

∫ tk+1

tk

Etk(Gz(s, Xs))
ÓdÎ

+
1

h
Etk(∆Yk+1∆Wk), Ü�E c Þ

áâÊ±ÈAÁ À Ê�ÚÉÅÉÓÉ¾�ÓØáâÚÉÅÉÐ�¿bÃÌÊ±Å
Gz

ß�HrËÌÚÉÂ±Â�ÃÌÅÉÂ%¿}ÒÉÃ�Î/¾�æ!ÚÉÁ�ËÌÃq¿FÍÛÁYÅÉÓ Ü�E V Þ�Ã�Å*¿}Ê Ü�E%R Þ�Í]Ã�¾�Ë�ÓÉÎÜ�E]ì Þß
	 ¶@z�� ��
étÏµ:¸Ï¶Y +z!·Iù«¸�·;� º���tR¸fù

∆Y0
u ç ÃÌÈbÎ?¿/ÊYá�Á�ËÌË Ù Ñ<¾^Èb¾�ÆÉËåÁ�Ð�¾ Y N

tk+1
− Ytk À Í

∆Yk+1+Ytk+1
−Ytk

ÃÌÅ�¿}ÒÉ¾�¾�Ý]ÆÉÈb¾�ÎbÎ~ÃÌÊ±ÅAÊYá
χk

ßY^HÒÉ¾�Å Ù ¾�Á�Î~ÍpÐ�Ê±Ö^ÆdÚd¿[ÁY¿bÃÌÊ±ÅdÎLÐ�Ê±Ö À Ã�ÅÉÃÌÅdÂHrÈbÊ±Æ5Ê±ÎbÃq¿}Ã�Ê±Å ì�h Á�ÅÉÓ%¾�Î?¿}Ã�ÖÁY¿b¾�Î Ü�ü Þ<ÎbÒÉÊTÑ ¿bÒÏÁY¿
χ̃k = Etk(χk) = Ok(h) + O(|∆Xk|2 + |∆Zk|2). Ü�E7X Þ

� ç È~Ê±Ö Ü�E]ì Þ Ù Ñ<¾�ÓÉ¾�ÓÉÚÉÐ�¾�¿}Òd¾�áâÊ�ËÌËÌÊTÑ�Ã�ÅÉÂ/¾�æ!ÚÉÁ�ËÌÃq¿FÍ

∆Y0 = E(∆YNξ0 · · · ξN−1 + h
N−1∑

i=0

(f ′
x(θti)∆Xi + χ̃i)ξ0 · · · ξi−1). Ü�E%L Þ

ë£ÊTÑ Ã�¿�Ã�Î�¾�ÅÉÊ�ÚÉÂ±Ò4¿}Ê�Î~ÒÉÊTÑ ¿}ÒÉÁY¿�Á�Ë�Ë�¿}¾�ÈbÖ�Î�Ê�á(¿}ÒdÃÌÎ�Î~ÚÉÖ^Ö^ÁY¿bÃÌÊ±Å4ÁYÈb¾
O(h)

ß.eFÅ4¿}ÒÉ¾áâÊ±ËÌË�ÊTÑ�ÃÌÅÉÂ Ù η0 = 1
Á�ÅdÓ

ηi = ξ0 · · · ξi−1

áâÊ±È
i ≤ N

ß
	 ¶@z��JÆ�
3}�¸2�ëzO·;z�}Uº��{¶Y}A¸5µ

ηN = ξ0 · · · ξN−1
uàÛ¾�¾�Î~¿[Á À ËÌÃ�ÎbÒ�¿}ÒÉ¾�áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ÃÌÅdÂAÈb¾�ÎbÚÉËq¿}Î�Ê±Å ηN

T
ηk

ÎbÁY¿}Ã�Î~ÔÏ¾�Î¤¿bÒÉ¾�Ð�Ê±ÅdÓÉÃ�¿bÃÌÊ±Å
R2

ÚÉÅÉÃqáâÊ±ÈbÖ�Ë�Í�Ã�Å
k,

Ã ß ¾�ß ∀k, ηk ∈ D2,∞ÁYÅÉÓ
max
k≤N

C2,p(ηk) < ∞, ∀p ≥ 1, Ü�E7ü Þ
E( max

0≤k≤N
|ηk|p) + sup

r≤T
E( max

0≤k≤N
|Drηk|p) + sup

r,s≤T
E( max

0≤k≤N
|DrDsηk|p) < ∞. Ü]\Ch Þ

ì@R



Ò ª ���-£Ç�-£ Ü�E7ü Þ � à ¾�ÒÏÁUÄ±¾
η0 = 1 Ù ÁYÅÉÓ�áâÊ�È i ≥ 1

ηi = ηi−1(1 + hf ′
y(θti−1

) + f ′
z(θti−1

)∆Wi−1). Ü�\]ì Þ
àÛ¾ À ¾�Â±Ã�Å�¿bÊ Î~ÒÉÊTÑ ¿}ÒÉÁY¿

maxk≤N ‖ηk‖Lp
= O(1)

áâÊ±È
p ≥ 1

ß-è]Ã�ÅÉÐ�¾
f ′

y

Á�ÅÉÓ
f ′

zÁ�Èb¾ À Ê±ÚdÅÉÓÉ¾�Ó Ù Ñ�¾A¾UÁ�Î~ÃÌËqÍ�ÆdÈbÊTÄ±¾A¿bÒÏÁY¿ Eti−1
(1 + hf ′

y(θti−1
) + f ′

z(θti−1
)∆Wi−1)

2p ≤
(1+Ch) Ù Ñ�ÒÉ¾�ÅÉÐ�¾ E|ηi|2p ≤ (1+Ch)E|ηi−1|2p.

à ¾rÓÉ¾�ÓdÚÉÐ�¾(¿}ÒÏÁf¿
maxk≤N ‖ηk‖Lp

=
O(1)

ß
ë£ÊTÑ Ù ËÌ¾�¿-ÚÉÎ�ÎbÒÉÊTÑ ¿bÒÏÁY¿

maxk≤N E|Drηk|p = O(1) Ù ÚÉÅdÃ�áâÊ±È~Ö^ËqÍAÃÌÅ r
ß]½�¾�¿

r À ¾£Î~ÚÉÐ[Ò¿}ÒÏÁf¿
tk−1 < r ≤ tk

ß ∀i ≤ k − 1, Drηi = 0
ß�à ¾/ÅdÊ�¿}¾�¿}ÒÏÁf¿

Drηk = ηk−1f
′
z(θtk−1

)
ß

ç Ê±È i ≥ k + 1 Ù Ñ<¾pÒÏÁUÄ±¾

Drηi = Drηi−1 + hDr(ηi−1f
′
y(θti−1

)) +
q∑

l=1

Dr(ηi−1f
′
zl
(θti−1

))∆W l
i−1,

= ηk−1f
′
z(θtk−1

) + h
i−1∑

j=k

Dr(ηjf
′
y(θtj )) +

q∑

l=1

i−1∑

j=k

Dr(ηjf
′
zl
(θtj ))∆W l

j . Ü�\CE Þ
_CÆÉÆdË�Í!ÃÌÅÉÂ ×<ÚdÈbãyÒÉÊ±Ë�ÓÉ¾�È Õ é�ÁUÄ!ÃÌÎ Õ a�ÚÉÅÉÓdÍ2j Î Ã�ÅÉ¾�æyÚÏÁYËÌÃ�¿FÍ ¿}Ê ¿}Òd¾ Ö^Á�È~¿bÃÌÅÉÂ±Á�ËÌ¾
∑i−1

j=k Dr(ηjf
′
zl
(θtj ))∆W l

j

Í!Ã�¾�ËÌÓdÎ

E|Drηi|p ≤ CE|ηk−1|p + Cph
i−1∑

j=k

E|Dr(ηjf
′
y(θtj ))|p + C

q∑

l=1

E|h
i−1∑

j=k

|Dr(ηjf
′
zl
(θtj ))|2|

p

2

≤ CE|ηk−1|p + Ch
i−1∑

j=k

E|Dr(ηjf
′
y(θtj ))|p + C

q∑

l=1

h
i−1∑

j=k

E|Dr(ηjf
′
zl
(θtj ))|p

≤ C(1 + E|ηk−1|p) + Ch
i−1∑

j=k+1

E|Drηj|p,

ÚÉÎbÃ�ÅÉÂ/¿bÒÉ¾ À Ê�ÚÉÅÉÓÉ¾�ÓÉÅÉ¾�Î~ÎHÊ�á:¿}ÒÉ¾CÓÉ¾�È~Ã�ÄYÁY¿}ÃqÄ±¾�Î<Ê�á f Ù maxj≤N ‖ηj‖q = O(1) Ù ÃÌÓd¾�ÅÉÓÉÃq¿FÍ
Ü�X Þ Ù u, σ ∈ C1,2

b Ù ÁYÅÉÓÛ¾�Î~¿}Ã�ÖÁf¿}¾�Î Ü?ì@L Þ�ßL×�Í Á�ÆÉÆdË�Í!ÃÌÅÉÂba�ÈbÊ±Å*Ñ<Á�ËÌË�j Î�ËÌ¾�Ö^Ö^Á Ù Ñ�¾ÇÂ±¾�¿
maxk≤i≤N E|Drηi|p ≤ C(1 + E|ηk−1|p), tk−1 < r ≤ tk

ß^HÒÉ¾�Å Ù maxk≤N E|Drηk|p = O(1) Ù ÚÉÅÉÃqáâÊ±ÈbÖ�Ë�Í�ÃÌÅ r ∈ [0, T ]
ßC^HÒÉ¾¤ÆÉÈ~Ê]Ê�áMÐ�Ê±ÅdÐ�¾�È~ÅÉÃÌÅdÂ¿}ÒÉ¾�ÓÉ¾�ÈbÃqÄ�Áf¿}Ã�Ä�¾�Ê�á�Ê±ÈbÓÉ¾�È

2
ÐUÁ�Å À ¾�ÓÉÊ�ÅÉ¾�áâÊ±ËÌË�ÊWÑ�Ã�ÅÉÂ�¿bÒÉ¾�Î}Á�Ö�¾�ÎbÐ[ÒÉ¾�Ö^¾Yß 2

Ò ª ���-£I�-£ Ü�\7h Þß�àÛ¾ À ¾�Â±Ã�Å ¿}ÊEÎbÒdÊWÑ ¿}ÒÏÁf¿
E(maxk≤N |ηk|p) < ∞ ß»^HÒÉ¾ ÃÌÓÉ¾�ÁØÃÌÎ¿}ÊÇÚdÎb¾�ÁÇÖ^Á�È~¿bÃÌÅÉÂ*ÁYËÌ¾�ÆÉÈbÊ�Æ'¾�È~¿FÍ�ÃÌÅ Ê±È~ÓÉ¾�È£¿}Ê�Á�ÆdÆÉË�ÍOéCÊ!Ê À j Î�ÃÌÅÉ¾�æyÚÏÁ�ËÌÃq¿FÍ±ßMè]ÃÌÅdÐ�¾ ηi =

ηi−1+hηi−1f
′
y(θti−1

)+ηi−1f
′
z(θti−1

)∆Wi−1 Ù Ê±ÅÉ¾(ÒÏÁ�Î ηk = 1+
∑k

i=1 hηi−1f
′
y(θti−1

)+
ηi−1f

′
z(θti−1

)∆Wi−1

ß^HÒ!ÚdÎ Ù
E(max

k≤N
|ηk|p) ≤ C

(
1 + E(

N∑

i=1

h|ηi−1||f ′
y(θti−1

)|)p + E(max
k≤N

|
k∑

i=1

ηi−1f
′
z(θti−1

)∆Wi−1|p)
)
.

^HÒÉ¾ ËåÁ�Î?¿ ¿}¾�È~Ö ÃÌÎ ÚÉÆdÆ'¾�È À Ê±ÚÉÅÉÓd¾�Ó À Í CE(h
∑N

i=1 |ηi−1f
′
z(θti−1

)|2) p

2 ≤ Ch∑N
i=1 E|ηi−1f

′
z(θti−1

)|p ß l Î~ÃÌÅÉÂJ¿bÒÉ¾�¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾ Ü�E7ü Þ Ù Ñ�¾�Â±¾�¿ E(maxk≤N |ηk|p) < ∞ ß

ì V



^�Ê%ÆÉÈ~ÊTÄ±¾J¿}ÒÏÁf¿
supr≤T E(maxk≤N |Drηk|p) < ∞ Ù Ñ<¾�ÆÉÈ~Ê]Ð�¾�¾�Ó ÃÌÅ ¿bÒÉ¾JÎ}ÁYÖ^¾/Ñ<ÁUÍ ÙÀ Í�Î~¿}Á�È~¿bÃÌÅÉÂJáâÈbÊ�Ö Ü�\CE Þ�ß ç Ê±È#¿bÒÉ¾�Îb¾�Ð�Ê±ÅÉÓ�ÓÉ¾�È~Ã�ÄYÁY¿bÃ�Ä±¾ Ù ¿}ÒdÃÌÎHÃÌÎ�ÁYÅÏÁ�ËÌÊ�Â±Ê±ÚÉÎ�ß

	 ¶@z�� Ô�
�ÿ>z���·W¸��.z�¶Y +td¶
E(∆YNηN) = O(h)

ue«á
ηN

Ñ<¾�Èb¾p¾�æyÚÏÁ�Ë�¿bÊ ì Ù ¿}ÒÉ¾�È~¾�ÎbÚdË�¿}Î�Ê�á6×#Á�Ë�Ë�ÍÁ�ÅÉÓ�^6ÁYËåÁUÍ K ì�M Ñ�Ê±ÚÉËÌÓ%ÓÉÃ�Èb¾�Ð�¿}ËqÍ�Á�ÆdÆÉË�Í�ß{£¾�Èb¾4¿}ÒÉ¾ ÁYÆÉÆÉÈbÊ±Á�Ð[Ò ÒÏÁ�ÎÇ¿}Ê À ¾4ÓÉÃqäM¾�Èb¾�Å*¿�Á�ÅdÓ Ñ�¾ ÚÉÎb¾4¿b¾�Ð[ÒÉÅÉÃ�æyÚÉ¾�Î%Ê�áÇNOÁ�Ë�ËÌÃåÁUÄ!ÃÌÅÐUÁ�Ë�Ð�ÚÉË�ÚÉÎ�ßoà ¾�ÒÏÁUÄ±¾
E(∆YNηN ) = E(ηNΦ(XN

T ) − ηNΦ(XT ))
ßL½�¾�¿�ÚÉÎpÃÌÅ*¿}È~Ê]ÓÉÚdÐ�¾

XN,λ
t = (1 − λ)Xt + λXN

t

ßm^HÒ!ÚdÎ Ù Ñ<¾�ÒÏÁUÄ�¾

E(∆YNηN) =
∫ 1

0
E

(
ηNΦ′

x(X
N,λ
T )(XN

T − XT )
) Ó

λ.

_CÎ
Φ ∈ C3+α Ù]À Í^ÚÉÎbÃ�ÅÉÂ Ü�E%ü Þ Ù Ü?ì�L Þ�Á�ÅÉÓ Ü?ì�ü Þ Ù Ñ�¾�ÅÉÊ�¿b¾£¿bÒÏÁY¿ ηNΦ′

x(X
N,λ
T )

Î}ÁY¿bÃÌÎ~ÔÉ¾�Î
R2

ßÏ×�Í�Á�ÆÉÆÉËqÍ]Ã�ÅÉÂÛ¤¾�ÖÁYÈbã ì�R Ù Ñ�¾pÓd¾�ÓÉÚÉÐ�¾p¿bÒÏÁY¿ E(∆YNηN ) = O(h).

	 ¶@z��ëÜ�
mÿÇzÌ��·W¸��.zJ¶Y +td¶
E(f ′

x(θti)∆Xiηi) = O(h)
u ^HÒÉÃÌÎ6ÃÌÎrÁ£Ä�¾�È?ÍJÎbÃ�Ö^Ã�ËåÁ�È:ÆÉÈ~Ê]Ê�á¿}Ê^è!¿b¾�Æ R Ù ÃÌÅ�ÁJÐUÁ�Î~¾�Ñ�ÒÉ¾�È~¾ Φ(x) = x

ß

� ¸'µL»4�2º�}U¼â¸5µ´u à ¾rÅÉÊTÑ Ñ�Ê±ÈbãCÊ±Å
hE(

∑N−1
i=0 χ̃iηi) Ù Ñ�ÒÉ¾�È~¾ |χ̃k| ≤ λN

k h+K(T, x)|∆Xk|2+
K(T, x)|∆Zk|2

ßf{£¾�ÅdÐ�¾ Ù

|h
N−1∑

i=0

E(χ̃iηi)| ≤C
N−1∑

i=0

E(λN
i |ηi|)h2 + K(T, x)

N−1∑

i=0

hE
(
|ηi|(|∆Xi|2 + |∆Zi|2)

)

≤K(T, x)h + K(T, x)
N−1∑

i=0

hE(|ηi||∆Zi|2)

≤K(T, x)h + K(T, x)
(
E( max

0≤i≤N−1
|ηi|)2

) 1

2
(
E(h

N−1∑

i=0

|∆Zi|2)2
) 1

2 .

×�Í�ÚÉÎ~ÃÌÅÉÂ Ü�\Ch ÞMÊ�Å (ηi)i

ÁYÅÉÓp¿bÒÉ¾(ÚÉÆÉÆ5¾�È À Ê�ÚÉÅÉÓ Ü?ìYX Þ'Ñ�¾<Â�¾�¿:¿}ÒÏÁf¿ |hE(
∑N−1

i=0 χ̃iηi)| ≤
K(T, x)h.

×�ÍÐ�Ê±Ö À ÃÌÅÉÃ�ÅÉÂ�¿bÒÉÃÌÎ#È~¾�Î~ÚÉË�¿�ÁYÅÉÓ�¿}ÒÉ¾�È~¾�Î~ÚÉË�¿bÎHÊ�á6è!¿}¾�Æ R ÁYÅÉÓ�è!¿}¾�Æ V Ù Ü�E7L ÞÎbÒÉÊTÑ�Î�¿}ÒÏÁf¿ |∆Y0| ≤ K(T, x)h.
½�¾�Ö^Ö^Á ì V ÃÌÎHÆÉÈ~ÊTÄ±¾�ÓMß 2

Ü Ó ·W¸o¸fù¤¸fù Ý  +zy¸5·Yz�� è u

_CÎHÃq¿#Ð�Ê�ÚÉËÌÓ À ¾�¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿}¾�Ó Ù Ã�¿}Î�ÆÉÈbÊ!Ê�á:Ã�Î#Ö^Ê�Èb¾CÓdÃkG�Ð�ÚÉËq¿Uß(^HÒÉ¾�ÖÁYÃÌÅ¾Ý!¿}È}ÁAÃ�ÅÉÂ±È~¾�ÓÉÃ�¾�Å*¿ÃÌÎ6¿bÒÉ¾#Ð�Ê±Å*Ä±¾�È~Â±¾�ÅdÐ�¾¤Ê�á�¿}ÒÉ¾<Ñ�¾UÁYãAÓÉ¾�È~Ã�ÄYÁY¿bÃ�Ä±¾�Ê�á�¿}ÒÉ¾HÓdÃÌÎbÐ�Èb¾�¿}¾H×Hè]é�ê
(Y N , ZN) Ù Ñ�Ãq¿}Ò¿}ÒÉ¾�ÈbÁY¿}¾JÊ�á�Ð�Ê�ÅyÄ�¾�È~Â±¾�ÅÉÐ�¾

N−1/2 ß ^HÒÉ¾�ÅÉ¾�Ý!¿pÆÏÁ�ÈbÁ�Â±ÈbÁ�ÆÉÒ ÃÌÎ�Á�Ã�Ö^¾�Ó4ÁY¿�ÆÉÈ~ÊTÄ]Ã�ÅÉÂ�¿}ÒÉÃ�ÎÈb¾�ÎbÚÉËq¿UßmeFÅ�¿}ÒÉ¾�áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ÃÌÅdÂ Ù {�Í!Æ'Ê�¿bÒÉ¾�Î~ÃÌÎ \ ÃÌÎHÃÌÅ�áâÊ±È~Ð�¾Yß

ì c



å4�y� Ò ª ���-£Ç�-£ ¨ ¦ � ¦m�-� ª�® �6© � ¨ ��� ª ����¥ ¯ �

Ó ·W¸f�r¸2}U¼{¶W¼2¸5µ�³�Þ ° ���
r ∈]0, t1[

� Ö ¦2©�� ª �n���m�;�y�m��� � ��Ù ¬ ³»�Å� ¨ Â � max1≤i≤N E|Dr∆Yi|2+
hE

( ∑N−1
i=1 |Dr∆Z∗

i |2
)

= O(h) ¬ ¥�¦ � £@� ª�®S¯ � � ¦ r
�

^HÒÉÃÌÎ¤ÆÉÈ~Ê±Æ'Ê�ÎbÃ�¿bÃÌÊ±Å�ÃÌÎ£Á�ÅÏÁYËÌÊ±Â±Ê�ÚÉÎH¿}Ê^HÒÉ¾�Ê±È~¾�Ö c Ù Ñ�ÒÉ¾�È~¾ q = 2 Ù ÁYÅÉÓ�¿bÒÉ¾/Î~Ð[ÒÉ¾�Ö�¾/Ê�áÃ�¿bÎ#ÆÉÈbÊ!Ê�áLÁ�Î�Ñ<¾�ËÌË ß{£ÊTÑ�¾�Ä±¾�È Ù ¿}Òd¾�Èb¾CÃÌÎHÁAÎ~ÃÌÂ±ÅÉÃqÔÏÐUÁf¿}Ã�Ä�¾CÓÉÃqäM¾�Èb¾�ÅÉÐ�¾%Td¿}ÒÉ¾�×#èdé�ê�Î~Ê±Ë�Ä�¾�Ó
À Í�¿bÒÉ¾OÑ�¾UÁ�ã�ÓÉ¾�È~Ã�ÄYÁY¿bÃ�Ä±¾�Î Ü Îb¾�¾ Ü�\C\ Õ \7R Õ \ V ÞbÞAÒÏÁYÎ�Á ÅÉÊ�Å ½:Ã�ÆÉÎbÐ[ÒdÃ�¿
F�ÓÉÈbÃqÄ±¾�È Ù Ñ�ÒÉÃÌÐ[ÒÈb¾�æ!ÚdÃÌÈb¾�Î�¾Ý!¿}È}Á%¿}¾�Ð[ÒÉÅÉÃÌÐ�Á�ËÌÃq¿}Ã�¾�Î�¿}ÒÉÁY¿�Ñ�¾�ÓÉ¾�¿}Á�ÃÌË1ß eFÅ Ñ�ÒÏÁf¿�áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�Î Ù Ñ�¾�ÔdÝ r ∈]0, t1[Á�ÅÉÓ�ÃÌÅ*¿}È~Ê]ÓdÚÉÐ�¾�ÎbÊ�Ö^¾pÎbÆ5¾�Ð�Ã�ÔÏÐ�ÅÉÊ�¿}ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎ�ß

X̂t

Î~¿}Á�ÅÉÓÉÎ¤áâÊ±È
DrXt

ßmeFÅ�¿bÒÉ¾�ÐUÁ�Î~¾�ÊYá
Zt ÙÑ�ÒÉÃÌÐ[Ò�Ã�Î�Á ÈbÊTÑ Ä�¾�Ð�¿bÊ±È Ù Ẑt

ÃÌÎJÁ4Ö^ÁY¿}È~ÃqÝ Ñ�ÒÉÊ±Î~¾�¿}ÒÉ¾
i Õ ¿}Ò�Ð�Ê±ËÌÚÉÖ�ÅEÃÌÎ

Di
rZ

∗
t

ß3e«¿�Ã�ÎÑ<¾�ËÌË Õ ãyÅÉÊTÑ�Å Ü HrÈbÊ±Æ5Ê±ÎbÃq¿}Ã�Ê±Å 5.3
Ê�árêrË�U�Á�È~Ê±ÚÉÃ�¾�¿¤Á�Ë ß KdV M Þ�¿}ÒÏÁf¿ (Ŷt, Ẑt)r≤t≤T

ÎbÊ±ËqÄ±¾�Î

Ŷt = Φ′
x(XT )X̂T +

∫ T

t
(f ′

x(θs)X̂s + f ′
y(θs)Ŷs + f ′

z(θs)Ẑs)ds − (
∫ T

t
Ẑs

∗
dWs)

∗.

Ü�\7\ Þ

Û¤¾�Â*Á�È~ÓÉÃÌÅÉÂ
(Ŷ N , ẐN ) Ù Ê±Åd¾pÊ À ¿[Á�Ã�ÅÉÎ

Ŷ N
tk =Etk [Ŷ

N
tk+1

+ h∇xf
N
tk

X̂N
tk + h∇yf

N
tk

Ŷ N
tk+1

+ h∇zf
N
tk

ẐN
tk ], Ü�\%R Þ

ẐN
tk =

1

h
Etk [∆WkŶ N

tk+1
], Ü�\ V Þ

Ñ�ÒÉ¾�È~¾�Ñ�¾/Î~¾�¿ ∇xf
N
tk

= ∇xf(tk, X
N
tk

, Y N
tk+1

, ZN
tk

)
Á�ÅÉÓOÁ�ÅÏÁ�Ë�Ê±Â±Ê±ÚdÎbË�ÍáâÊ±È ∇yf

N
tk

Á�ÅÉÓ
∇zf

N
tk

ß*eFÅdÓÉ¾�¾�Ó Ù Ñ<¾�Ð�Á�Å Î~¿[ÁYÈ~¿�áâÈ~Ê±Ö Ü�R Õ V ÞCÁ�ÅÉÓ4Ã�Åy¿b¾�È~Ð[ÒÏÁ�ÅÉÂ±¾JÐ�Ê±ÅÉÓÉÃq¿}Ã�Ê±ÅÏÁ�ËL¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿}Á Õ¿}Ã�Ê±ÅÉÎ�Á�ÅÉÓ�Ñ�¾UÁ�ã�ÓÉ¾�ÈbÃ�ÄYÁY¿bÃ�Ä�¾�Î Ü Î~¾�¾¼HrÈbÊ±Æ5Ê±ÎbÃq¿}Ã�Ê±Å ì ß E ß R ÃÌÅ�ë¤ÚÏÁ�ËåÁYÈ~¿ K ì c M Þ�ßÅ_£ÅÉÊ�¿}Òd¾�ÈÑ#ÁUÍ�¿}Ê^Â±¾�¿ Ü�\7R Õ \ V Þ#Ã�Î¤¿bÊ^¿[ÁYã�¾AÁYÓdÄYÁ�Å*¿[Á�Â±¾�Ê�á�¿bÒÉ¾SNOÁYÈbã�ÊTÄ�Î~¿bÈbÚÉÐ�¿}ÚÉÈ~¾AÊ�á (XN
tk

)k

¿}ÊÑ�ÈbÃq¿}¾
Y N

tk
= yN(tk, X

N
tk

) Ù Ñ�ÒÉ¾�È~¾J¿}ÒÉ¾AáâÚÉÅdÐ�¿}Ã�Ê±Å yN ÃÌÎ£¿}ÒÉ¾�ÎbÊ�ËÌÚd¿bÃÌÊ±Å ÊYá<ÁÇÓ]Í]ÅÉÁ�Ö^Ã�ÐÆÉÈbÊ�Â±È}Á�Ö�Ö�ÃÌÅÉÂH¾�æ!ÚÉÁY¿}Ã�Ê±Å Ù Á�ÅÉÓp¿}ÒÉ¾�ÅAÁ�ÆÉÆdË�Í�¿}Òd¾<Ð[ÒÏÁ�Ã�Å�È~ÚÉËÌ¾YßTàÛ¾-Ê±Ö�Ã�¿�áâÚÉÈ?¿}ÒÉ¾�È6ÓÉ¾�¿[Á�Ã�ËÌÎ�ß
� ç È~Ê±Ö Ü�X Þ Ù Ñ<¾�Á�ËÌÎ~ÊJÒÏÁUÄ±¾

Ŷt = ∇xu(t, Xt)X̂t, Ẑt = ∇x(∇xuσ)∗(t, Xt)X̂t. Ü�\ c Þ

ç Ê±È�¿bÒÉ¾�Î}Á�ãY¾�Ê�áLÐ�ËÌÁ�ÈbÃq¿FÍ Ù ËÌ¾�¿<ÚÉÎ#Ñ�ÈbÃq¿}¾ Ù áâÊ±ÈHÁYÅyÍ^ÆÉÈ~Ê]Ð�¾�ÎbÎ V Ù ∆̂Vk = DrV
N
tk

−DrVtk

ß
eFÅ�ÆÏÁ�È~¿bÃÌÐ�ÚÉËåÁ�È Ù Ñ<¾�ÒÏÁUÄ±¾ ∆̂Zk = Dr(Z

N
tk

∗−Z
∗
tk

) = ẐN
tk −Ẑ tk ,

Ñ�ÒÉ¾�Èb¾
Ẑtk

Ã�Î�ÓÉ¾�ÔÏÅÉ¾�Ó
Á�Î

hẐtk = Etk

∫ tk+1

tk Ẑsds Ü Îb¾�¾�¿}Òd¾ À ¾�Â�ÃÌÅÉÅÉÃ�ÅÉÂJÊ�á�è]¾�Ð�¿}Ã�Ê±Å \ Þ�ß

ìYX



å4�y�4�y� Ò ª ��� ¨7ª6¨ ��� ª �¸����� � ®¨ �����
eFÅE¿}ÒÉÃ�ÎJÆÏÁ�È~¿/Ñ<¾%Â±ÃqÄ±¾�ÎbÊ�Ö^¾

Lp Õ ¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾�Î Ü p ≥ 1
Þ Ù Ñ�ÒÉÃ�Ð[ÒRÁ�È~¾ÇÈb¾�Æ'¾�ÁY¿}¾�ÓÉË�ÍØÚÉÎb¾�ÓÃÌÅ*¿}Òd¾�áâÊ�ËÌËÌÊTÑ�Ã�ÅÉÂ/Ð�Á�ËÌÐ�ÚÉËåÁY¿bÃÌÊ±ÅdÎ�ß

• sup
i≤j≤N

(Eti |X̂N
tj |2p) ≤ C|X̂N

i |2p, Ü�\CX Þ
• E( max

0≤j≤N
|X̂N

tj |2p) = O(1), Ü]\CL Þ
• ∀j ∈ 0..N − 1, |Ŷ N

tj |2 ≤ C|X̂N
tj |2, E( max

0≤j≤N
|Ŷ N

tj |2p) = O(1), Ü]\Cü Þ
• E( sup

0≤t≤T
|X̂t|2p + sup

0≤t≤T
|Ŷt|2p + sup

0≤t≤T
|Ẑt|2p) = O(1), Ü�R4h Þ

• ½�¾�¿ F
Î}ÁY¿bÃÌÎ~á{Í

R3.
^HÒÉ¾�Å Ù |E(F (X̂N

t − X̂t))| = O(h). ç ÚÉÈ?¿}ÒÉ¾�ÈbÖ�Ê±Èb¾ Ù
sup

0≤k≤N
E|∆̂Xk|2p = O(hp). Ü]Rdì Þ

• _£ÅÏÁ�Ë�Ê±Â±Ê±ÚÉÎ~Ë�Í�¿}Ê Ü�ü Þ Ù ∀s ∈ [tk, tk+1] Ù Ñ<¾pÒÏÁUÄ±¾
Etk

(
|X̂s − X̂tk |2p + |Ŷs − Ŷtk |2p + |Ẑs − Ẑtk |2p

)
= Ok(h

p). Ü]R4E Þ
ë£Ê�¿b¾�¿}ÒÏÁf¿

X̂N
t1 = σ(0, x) Ù ÁYÅÉÓ X̂N

tk+1
= (1+hb′x(tk, X

N
tk

)+
∑q

i=1(σi)
′
x(tk, X

N
tk

)∆W i
k)X̂

N
tkáâÊ±È

1 ≤ k ≤ N
ß�^HÒ!ÚdÎ Ù Ñ<¾£¾UÁ�Î~ÃÌË�ÍAÂ±¾�¿ Eti |X̂N

tj |2p ≤ (1+Ch)Eti|X̂N
tj−1

|2p Ù Á�ÅdÓ Ü�\CX ÞáâÊ±ËÌË�ÊTÑ�Î�ß^HÒd¾�ÆÉÈ~Ê]ÊYá�ÊYá Ü�\7L Þ�ÐUÁYÅ À ¾�ÓÉÊ±ÅÉ¾pÁ�ÎH¿}Òd¾pÆdÈbÊ!Ê�áLÊ�á Ü�\7h Þ�ß
Ò ª ���-£��-£oâ�Ù ø ä7� � ç ÈbÊ�Ö Ü�\7R Þ Ù Ñ<¾£ÚÉÎb¾¤P-Ê±ÚÉÅÉÂj Î-ÃÌÅÉ¾�æyÚÏÁ�ËÌÃq¿FÍ�Á�ÅÉÓ À Ê�ÚÉÅÉÓÉ¾�ÓÉÅÉ¾�Î~Î#Ê�á ∇f¿}Ê�Â±¾�¿

|Ŷ N
ti |2 ≤ (1 + γh)|Eti Ŷ

N
ti+1

|2 + Ch(h +
1

γ
)
(
|X̂N

ti |2 + Eti |Ŷ N
ti+1

|2 + |ẐN
ti |2

)
. Ü]RC\ Þ

� ç È~Ê±Ö Ü�\ V Þ'Á�ÅÉÓ�¿}ÒÉ¾ i ÁYÚÉÐ[Ò*Í�è]Ð[Ò*Ñ#Á�È¹F(ÃÌÅÉ¾�æ!ÚÉÁ�ËÌÃq¿FÍ Ù Ñ�¾(Ê À ¿}Á�ÃÌÅ h|ẐN
ti |2 ≤ C(Eti |Ŷ N

ti+1
|2−

|Eti Ŷ
N
ti+1

|2) ß4{£¾�ÅÉÐ�¾ Ù Ñ�Ã�¿bÒ^ÁYÅ^ÁYÆÉÆÉÈbÊ�ÆÉÈbÃÌÁY¿}¾#Ð[ÒdÊ±ÃÌÐ�¾¤ÊYá γ Ù Ü�R4\ Þ�Ã�ÎrÈb¾�ÓÉÚÉÐ�¾�Ó�¿bÊ |Ŷ N
ti |2 ≤

(1 + Ch)Eti |Ŷ N
ti+1

|2 + Ch|X̂N
ti |2 Ù Á�ÅdÓ�¿bÒ!ÚdÎ a�ÈbÊ±Å*Ñ<Á�ËÌË�j Î<ËÌ¾�Ö�Ö^Á�Í!ÃÌ¾�Ë�ÓÉÎ

|Ŷ N
ti |2 ≤ CEti(|Ŷ N

tN |2 + h
N−1∑

j=i

|X̂N
tj |2) ≤ C sup

i≤j≤N−1
Eti |X̂N

tj |2.

ç ÃÌÅÉÁ�ËÌËqÍ Ù ¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾�Î Ü�\4X Þ#Á�ÅÉÓ Ü�\CL Þ<Ð�Ê±Ö�ÆÉËÌ¾�¿}¾�¿bÒÉ¾�ÆÉÈbÊ!Ê�ásß
Ò ª ���-£��-£Qâ)ã���ä ß E(sup0≤t≤T |X̂t|2p) = O(1)

áâÊ±ËÌË�ÊTÑ�Î/áâÈbÊ±Ö Ü?ì�L Þ�ß#^HÒd¾�ÊY¿}ÒÉ¾�ÈJ¾�Î~¿bÃ ÕÖÁf¿}¾�ÎHÐ�Ê±Ö�¾�áâÈ~Ê±Ö ¿bÒÉÃÌÎHÈ~¾�Î~ÚÉË�¿¤Á�ÅdÓ Ü]\ c Þ�ß
Ò ª ���-£Ì�-£qâ)ã2��ä ß'½�¾�¿�ÚÉÎ�Ã�Å*¿}ÈbÊ!ÓÉÚÉÐ�¾ X ′

t = ∇xXt(∇xXr)
−1σ(0, x)

Á�ÅÉÓ Ñ�È~Ã�¿}¾
X̂N

t −
X̂t = X̂N

t − X ′
t + X ′

t − X̂t

ß
è]ÃÌÅdÐ�¾

X̂t = ∇xXt(∇xXr)
−1σ(r, Xr) Ù ÁEÓÉÃ�Èb¾�Ð�¿%Á�ÆÉÆdËÌÃÌÐ�ÁY¿}Ã�Ê±ÅRÊYá>HrÈ~Ê±Æ'Ê�ÎbÃ�¿bÃÌÊ±Å ì±ì

ì�L



Ñ�Ã�¿bÒ
Ut = σ(t, Xt)

Â�Ã�Ä±¾�Î
E(F (X ′

t −X̂t)) = O(h)
áâÊ±È

F
Î}ÁY¿bÃÌÎ?á{Í]Ã�ÅÉÂ

R2

ß�N�Ê±È~¾�ÊTÄ±¾�È ÙÎbÃ�Ö^ÆÉË�¾�ÃÌÅdÐ�Èb¾�Ö^¾�Å*¿�¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾�ÎHÍ]Ã�¾�Ë�Ó
supt≤T E|X ′

t − X̂t|2p = O(hp)
ß

e«¿rÈb¾�ÖÁYÃÌÅÉÎL¿}Ê�Î~¿bÚÉÓdÍ�¿}ÒÉ¾#Ã�Ö^ÆÉÁ�Ð�¿6Ê�áÏ¿}ÒÉ¾HÓdÃ�ä'¾�Èb¾�ÅÉÐ�¾
X̂N

t −X ′
t

ß
(X̂N

t )t≥r

Á�ÅdÓ
(X ′

t)t≥rÁ�Èb¾�Î~Ê±ËÌÚd¿bÃÌÊ±ÅdÎ#Ê�á

X̂N
t =σ(0, x) +

∫ t

r
b′x(η(s), XN

η(s))X̂
N
η(s)ds +

q∑

i=1

∫ t

r
(σi)

′
x(η(s), XN

η(s))X̂
N
η(s)dW i

s ,

X ′
t =σ(0, x) +

∫ t

r
b′x(s, Xs)X

′
sds +

q∑

i=1

∫ t

r
(σi)

′
x(s, Xs)X

′
sdW i

s . Ü]R7R Þ

ç Ê±Èp¿bÒÉ¾ÇÎbÁ�ã�¾ÇÊYá�ÎbÃÌÖ�ÆÉË�ÃÌÐ�Ãq¿FÍ Ù Ñ�¾¿}Á�ã�¾ b ≡ 0
Á�ÅÉÓ

d = q = 1
ß�e«áHÑ�¾ÇÎ~¾�¿

σ′(s) =∫ 1
0 σ′

x(s, Xs + λ(XN
s −Xs))dλ Ù Ñ<¾�Ê À Îb¾�È?Ä±¾�¿bÒÏÁY¿ ∆Xt

ÎbÊ±ËqÄ±¾�Î#¿bÒÉ¾�Ë�ÃÌÅÉ¾�Á�È�¾�æyÚÏÁY¿}Ã�Ê±Å
∆Xt =

∫ t
0 [σ(η(s), XN

η(s)) − σ(s, XN
s )]dWs +

∫ t
0 σ′(s)∆XsdWs,

Ñ�ÒÉÃ�Ð[ÒOÎ~Ê±ËÌÚd¿bÃÌÊ±Å�Ã�ÎÂ±Ã�Ä�¾�Å À Í Ü Î~¾�¾O^HÒÉ¾�Ê±È~¾�Ö 56
ÆMß
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∆Xt =εt

∫ t

0
ε−1
s [σ(η(s), XN

η(s)) − σ(s, XN
s )](dWs − σ′(s)ds)

= − εt

∫ t

0
ε−1
s

[ ∫ s

η(s)
σ′

x(v, XN
v )σ(η(v), XN

η(v))dWv

+ (σ′
t(v, XN

v ) +
1

2
σ′′

xx(v, XN
v )σ2(η(v), XN

η(v)))dv
]
(dWs − σ′(s)ds)

Ñ�ÒÉ¾�È~¾
εt = 1 +

∫ t
0 σ′(s)εsdWs

ß2^HÒÉÃÌÎ¤ÆÉÈ~ÊWÄ�¾�Î�¿bÒÏÁY¿
∆Xt

ÎbÁY¿}Ã�Î~ÔÏ¾�Î£¿bÒÉ¾/ÆÉÈ~Ê±Æ5¾�È~¿FÍ P ß_CÅÏÁYËÌÊ±Â±Ê�ÚÉÎbËqÍ Ù Ã�á�Ñ<¾�Ód¾�ÔÏÅÉ¾ σ′′(s) =
∫ 1
0 σ′′

xx(s, Xs + λ(XN
s − Xs))dλ

Á�ÅdÓ
εN
t =

1 +
∫ t
r σ′

x(s, X
N
s )εN

s dWs Ù Î~ÃÌÖ�ÆÉËÌ¾CÐ�Ê±Ö�ÆÉÚd¿}ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎHËÌ¾�Á�ÓÇ¿}Ê

X̂N
t − X ′

t =εN
t

∫ t

r
(εN

s )−1([σ′
x(η(s), XN

η(s))X̂
N
η(s) − σ′

x(s, X
N
s )X̂N

s ] + σ′′(s)X ′
s∆Xs)

(dWs − σ′
x(s, X

N
s )ds).

� ç È~Ê±Ö ¿}ÒÉ¾(Á À ÊTÄ±¾(Èb¾�ÆÉÈb¾�Îb¾�Åy¿}ÁY¿}Ã�Ê±Å Ù Ãq¿�ÃÌÎMÎ~¿}ÈbÁ�ÃÌÂ�Òy¿~áâÊ±È~Ñ<Á�È~Ó�¿}ÊHÐ�Ê�ÅÉÐ�Ë�ÚÉÓÉ¾ supt≤T E|∆̂Xt|2p =

O(hp)
ß:ë£ÊTÑ Ù ËÌ¾�¿pÚÉÎ�ÚÉÆÉÆ5¾�È À Ê±ÚdÅÉÓ E(F (X̂N

t − X ′
t))

Ñ�ÒdÃÌÐ[Ò ÐUÁ�Å À ¾�ÓÉ¾�Ð�Ê±Ö�Æ'Ê�Îb¾�ÓÃÌÅ*¿}Ê�Î~¾�Ä±¾�È}Á�Ë�¿b¾�ÈbÖ�Î�ß
• ^HÒd¾rÐ�Ê±Å*¿}È~Ã À Ú]¿}ÃÌÊ�Å�Á�ÎbÎ~Ê]Ð�ÃåÁY¿b¾�Ó�¿}Ê εN

t

∫ t
r (ε

N
s )−1[σ′

x(η(s), XN
η(s))X̂

N
η(s)−σ′

x(s, X
N
s )X̂N

s ](dWs−
σ′

x(s, X
N
s )ds)

ÎbÁY¿}Ã�Î~ÔÏ¾�Î�ÆÉÈ~Ê±Æ5¾�È~¿FÍ P Ù ¿bÒ!ÚdÎ�HrÈbÊ±Æ5Ê±ÎbÃq¿}Ã�Ê±Å ì@\ Í!ÃÌ¾�Ë�ÓÉÎ�¿}ÒÉ¾A¾Ý]Æ'¾�Ð�¿}¾�ÓÈ~¾�ÎbÚdË�¿Uß
• ^HÒd¾ Ð�Ê±Å*¿bÈbÃ À Úd¿}Ã�Ê±Å E(FεN

t

∫ t
r (ε

N
s )−1σ′′(s)X ′

s∆Xsσ
′
x(s, X

N
s )ds)

ÃÌÎ�¾�æyÚÏÁ�Ë�¿}Ê
∫ t
r E(FεN

t (εN
s )−1σ′′(s)X ′

s∆Xsσ
′
x(s, X

N
s ))ds = O(h)

ÃÌÅ�Ä!ÃÌ¾�Ñ Ê�á#Û�¾�Ö^Á�Èbã ì@R ß
• eFÅÇ¿bÒÉ¾�ÎbÁ�Ö^¾¤Ñ#ÁUÍ Ù ¿}ÒÉ¾CÓÉÚÏÁ�Ë�Ã�¿FÍ�Èb¾�ËåÁY¿bÃÌÊ±ÅÉÎ~ÒÉÃÌÆ^¾�ÅÉÎ~ÚÉÈb¾�Î#¿}ÒÏÁf¿#¿}ÒÉ¾CËåÁ�Î?¿#Ð�Ê�Åy¿bÈbÃ À Úd¿}Ã�Ê±Å

E(FεN
t

∫ t
r (ε

N
s )−1σ′′(s)X ′

s∆XsdWs) =
∫ t
r E(Ds(FεN

t )(εN
s )−1σ′′(s)X ′

s∆Xs)ds
ÃÌÎÁ

O(h) Ü ÚÉÎ~ÃÌÅÉÂ�ÒÉ¾�Èb¾�¿}ÒÉÁY¿ F
Î}ÁY¿bÃÌÎ?ÔÏ¾�Î

R3

Þß
Ò ª ���-£Ì�-£pâ)ãm��ä ß.eFÅ�Ä]Ã�¾�Ñ Ê�á

X̂t = DrXt = ∇xXt(∇xXr)
−1σ(r, Xr) Ù ¿}Òd¾A¾�Î?¿}ÃÌÖ^ÁY¿b¾Ê±Å�¿}ÒÉ¾�Ã�ÅÉÐ�È~¾�Ö�¾�Å*¿}Î�Ê�á

X̂t À ¾�Ð�Ê�Ö^¾�ÎHÐ�ËÌ¾�Á�È�ßm^HÒd¾pÊY¿}ÒÉ¾�È¤Ê�ÅÉ¾�Î�¾UÁYÎbÃÌËqÍáâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ß 2

ì�ü



å4�y�4�[� Ò ª ���-£>�-£ max1≤i≤N E|∆̂Yi|2 = O(h).

_CÎ~ÎbÚÉÖ�¾�¿bÒÏÁY¿�áâÊ±È�ÎbÊ±Ö�¾pÅÉÊ±Å�ÅÉ¾�Â*Áf¿}Ã�Ä�¾�ÈbÁ�ÅÉÓÉÊ�Ö Ä�ÁYÈbÃåÁ À ËÌ¾ Λk = Ok(h) + |∆Xk|2 +
|∆Zk|2 Ù Ê±ÅÉ¾�ÒÏÁ�Î

|∆̂Yk|2 ≤ (1 + Ch)Etk |∆̂Yk+1|2 + h|∆̂Xk|2 + hΛkOk(1). Ü�R V Þ
^6ÁYã�¾(¿}ÒÉ¾(¾�Ý]Æ5¾�Ð�¿[ÁY¿bÃÌÊ±Å�Ê±Å À ÊY¿}Ò�ÎbÃ�ÓÉ¾�Î Ù ÚÉÎb¾-¾�Î?¿}ÃÌÖ^ÁY¿b¾�Î Ü]Rdì ÞoÁ�ÅÉÓ�¿}ÒdÊ±Îb¾(Ê�áHrÈbÊ±Æ5Ê±ÎbÃq¿}Ã�Ê±ÅV ¿}Ê�Â±¾�¿

E|∆̂Yk|2 ≤ CE|∆̂YN |2 + O(h) + Ch
N−1∑

k=0

E(|∆Zk|2Ok(1)).

Z Å ¿bÒÉ¾^Ê�ÅÉ¾�ÒÏÁ�ÅÉÓ Ù Á�Î ∆̂YN = Φ′(XN
tN

)X̂N
tN − Φ′(XtN )X̂tN Ù Ð�ËÌ¾�Á�ÈbËqÍ E|∆̂YN |2 =

O(h)
ß Z ÅÇ¿bÒÉ¾�Ê�¿bÒÉ¾�È<ÒÏÁ�ÅÉÓ Ù ÃÌÅÄ!Ã�¾�Ñ�Ê�á Ü?ìYX Þ(Ñ�Ã�¿}Ò p = 2 Ù ¿}ÒÉ¾�Î~ÚÉÖ�ÖÁY¿bÃÌÊ±ÅÁ À ÊWÄ�¾�ÃÌÎÁ

O(h)
ß/^HÒÉÃ�Î¤ÆdÈbÊTÄ±¾�Î

max1≤k≤N E|∆̂Yk|2 = O(h).

Ó ·W¸o¸fù�¸fù��,Ô*Ü��Yu � ç È~Ê±Ö Ü�\C\ Þ#ÁYÅÉÓ Ü]\7R Þ Ù Ñ<¾�Ê À ¿[Á�Ã�Å

∆̂Yk = Etk(∆̂Yk+1) + Etk

( ∫ tk+1

tk
[∇xf

N
tk

X̂N
tk − f ′

x(θs)X̂s

+ ∇yf
N
tk

Ŷ N
tk+1

− f ′
y(θs)Ŷs + ∇zf

N
tk

ẐN
tk − f ′

z(θs)Ẑs]ds
)
.

è]ÃÌÅdÐ�¾
f ∈ C2,4,4,4

b Ù Ã�¿#áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�Î#¿}ÒÉÁY¿HáâÊ±È�Á�Å*Í γ > 0 Ü ¿bÊ À ¾�ÔdÝ]¾�Ó�ËåÁY¿b¾�È}Þ

|∆̂Yk|2 ≤(1 + γh)|Etk(∆̂Yk+1)|2 + C(h +
1

γ
)Etk

( ∫ tk+1

tk
[|∇xf

N
tk

X̂N
tk − f ′

x(θs)X̂s|2

+ |∇yf
N
tk

Ŷ N
tk+1

− f ′
y(θs)Ŷs|2 + |∇zf

N
tk

ẐN
tk − f ′

z(θs)Ẑs|2]ds
) Ü]R c Þ

≤(1 + γh)|Etk(∆̂Yk+1)|2 + C(h +
1

γ
)(T 1

k + T 2
k ), Ü]R4X Þ

Ñ�ÒÉ¾�È~¾�Ñ�¾OÆÉÚ]¿
T 1

k = Etk(
∫ tk+1

tk [|X̂N
tk − X̂s|2 + |Ŷ N

tk+1
− Ŷs|2 + |ẐN

tk − Ẑs|2]ds) Ù
T 2

k = Etk

∫ tk+1

tk (h+|Xs−XN
tk
|2+|Ys−Y N

tk+1
|2+|Zs−ZN

tk
|2)(|X̂s|2+|Ŷs|2+|Ẑs|2)ds

ß
^�Ê�Â±¾�¿ Ü]R V Þ Ù Ñ�¾�ÅÉ¾�¾�Ó%¿}Ê�ÎbÃ�Ö^ÆdËÌÃ�á{Í Ü�R�X Þ ÙdÀ Í%¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}Ã�ÅÉÂ T 1

k

ÁYÅÉÓ
T 2

k

ß
Ý zy·;�

T 1
k

ß ç ÃÌÈbÎ?¿}ËqÍ Ù Ñ�¾¤Ñ�È~Ã�¿b¾ Etk |Ŷ N
tk+1

− Ŷs|2 ≤ 2Etk |Ŷtk+1
− Ŷs|2 +2Etk |∆̂Yk+1|2

ß
àÛ¾�ÓÉÊJ¿bÒÉ¾�Î}Á�Ö�¾�áâÊ±È

X̂N
tk − X̂s

ßm^HÒÉ¾�Å Ù ¿bÒÉ¾�ÚÉÎbÚÉÁ�Ë�ÃÌÅÉÐ�Èb¾�Ö^¾�Åy¿�¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾�Î#Í]Ã�¾�Ë�Ó

Etk |Ŷ N
tk+1

− Ŷs|2 + Etk |X̂N
tk − X̂s|2 ≤ Ok(h) + 2|∆̂Xk|2 + 2Etk |∆̂Yk+1|2.

è]¾�Ð�Ê±ÅÉÓÉËqÍ Ù Á�ÅÉÁ�ËÌÊ±Â�Ê±ÚÉÎbËqÍ^¿bÊ Ü?ì�\ Þ Ù Ñ�¾�ÒÏÁUÄ�¾

Etk

∫ tk+1

tk

|ẐN
tk − Ẑs|2ds = Etk

∫ tk+1

tk

|Ẑtk − Ẑs|2ds + hEtk |ẐN
tk − Ẑtk |2.

ç ÃÌÅÉÁ�ËÌËqÍ Ù Ñ<¾�Ê À ¿}Á�ÃÌÅ T 1
k ≤ Ch(Ok(h) + |∆̂Xk|2 + Etk |∆̂Yk+1|2 + |∆̂Zk|2).

E7h



Ý zy·;�
T 2

k

u ê-ÁYÎ~ÍAÐ�Á�ËÌÐ�ÚÉËåÁf¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ�Ð�Ê±Ö À Ã�ÅÉÃÌÅdÂ Ü�ü Þ Ù HrÈbÊ±Æ5Ê±Î~Ã�¿}Ã�Ê±Å ì@h Á�ÅÉÓ Ü]RCh ÞLÂ±ÃqÄ±¾ T 2
k ≤

(Ok(h
2) + h|∆Xk|2 + h|∆Zk|2)Ok(1) = hΛkOk(1).

� ¸'µL»4�2º�}U¼â¸5µ´u HrËÌÚÉÂ±Â�ÃÌÅÉÂ/¿bÒÉ¾�¾�Î?¿}ÃÌÖ^ÁY¿b¾�ÎHÊ±Å T 1
k

Á�ÅdÓ
T 2

k

ÃÌÅ*¿}Ê Ü�R�X Þ Ù Ñ<¾�Â±¾�¿

|∆̂Yk|2 ≤(1 + γh)|Etk(∆̂Yk+1)|2 + Ch(h +
1

γ
)|∆̂Zk|2

+ Ch(h +
1

γ
)(|∆̂Xk|2 + Etk |∆̂Yk+1|2 + ΛkOk(1)). Ü�R4L Þ

ë£Ê�¿b¾p¿bÒÏÁY¿
hẐ tk = Etk(∆Wk(Ŷtk+1

+
∫ tk+1

tk [f ′
x(θs)X̂s + f ′

y(θs)Ŷs + f ′
z(θs)Ẑs]ds)) ÙÑ�ÒÉ¾�ÅdÐ�¾

h∆̂Ztk = Etk(∆Wk(∆̂Yk+1 +
∫ tk+1

tk [f ′
x(θs)X̂s + f ′

y(θs)Ŷs + f ′
z(θs)Ẑs]ds))

ß×�Í�ÆÉÈ~Ê]Ð�¾�¾�ÓÉÃÌÅÉÂ�Á�Î À ¾�áâÊ±È~¾ Ù Ñ�¾�¾UÁ�Î~ÃÌË�ÍÆÉÈbÊTÄ�¾

h|∆̂Ztk |2 ≤ C(Etk |∆̂Yk+1|2 − |Etk∆̂Yk+1|2) + Ok(h
2). Ü]RCü Þ

i Ê±Ö À Ã�ÅÉÃÌÅdÂA¿}ÒÉÃ�ÎHÚÉÆÉÆ5¾�È À Ê�ÚÉÅÉÓ%Ñ�Ã�¿}Ò Ü�R4L Þ�áâÊ±È�ÁJÂ±Ê!Ê]Ó�Ð[ÒdÊ±ÃÌÐ�¾pÊYá γ
Â±Ã�Ä�¾�Î Ü]R V Þ�ß 2

å4�y�4�)Ù Ò ª ���-£>�-£ hE
( ∑N−1

k=1 |∆̂Zk|2
)

= O(h).

eFÅRÄ!ÃÌ¾�Ñ Ê�á Ü]R4E Þ Ù ¿bÒÉÃÌÎ^ÃÌÎ�¾�æyÚÉÃqÄ�ÁYËÌ¾�Å*¿^¿}ÊÛÆdÈbÊTÄ±¾
hE

( ∑N−1
k=1 |∆̂Zk|2

)
= O(h).

^�Ê
¾�Î?¿[Á À Ë�ÃÌÎ~Ò%¿bÒÉÃÌÎH¾�Î~¿bÃÌÖ^ÁY¿}¾ Ù Ñ<¾pÎ~¿}Á�È~¿HáâÈ~Ê±Ö Ü�R4ü Þ�¿bÊ�Â�¾�¿

h
N−1∑

k=1

E|∆̂Zk|2 ≤ C
N−1∑

k=1

(E|∆̂Yk|2 − E|Etk∆̂Yk+1|2) + CE|∆̂YN |2 + O(h). Ü V h Þ

ë£ÊTÑ Ù Ñ�¾pÑ�Ê±ÈbãÊ±Å |∆̂Yk|2 − |Etk∆̂Yk+1|2
ßm^HÒÉ¾pÐ[ÒÉÊ±Ã�Ð�¾

γ = 2C2 Ã�Å Ü�R4L Þ<Ë�¾UÁ�ÓÉÎ#¿bÊ

|∆̂Yk|2−|Etk(∆̂Yk+1)|2 ≤ γh|Etk(∆̂Yk+1)|2 + h(
1

2C
+ Ch)|∆̂Zk|2

+ h(Ch +
1

2C
)(|∆̂Xk|2 + Etk |∆̂Yk+1|2 + ΛkOk(1)).

� ç È~Ê±Ö Ü]Rdì Þ�Á�ÅdÓ¿}ÒÉ¾£Èb¾�ÎbÚÉËq¿<áâÈbÊ�Ö è!¾�Ð�¿bÃÌÊ±Å V ß ì ß E Ù Ñ�¾�ÒÏÁUÄ±¾ max1≤k≤N E(|∆̂Xk|2 +

|∆̂Yk|2) = O(h)
ßÉàÛ¾�Á�ËÌÎ~Ê^ÒÉÁTÄ�¾

E(ΛkOk(1)) = O(h) + E(|∆Zk|2Ok(1))
ß i Ê±ÅÉÎ~¾ ÕæyÚÉ¾�Å*¿}ËqÍ Ù áâÊ±È h

ÎbÖ^Á�Ë�Ë!¾�ÅÉÊ±ÚÉÂ�Ò Ù Ê±Åd¾#ÒÏÁ�Î E|∆̂Yk|2−E|Etk(∆̂Yk+1)|2 ≤ 2h
3C

E|∆̂Zk|2+
O(h2) + ChE(|∆Zk|2Ok(1)).

HrÚd¿b¿bÃÌÅÉÂJ¿}ÒdÃÌÎH¾�Î?¿}Ã�ÖÁY¿b¾�ÃÌÅ*¿}Ê Ü V h Þ�Í!ÃÌ¾�ËÌÓÉÎ

1

3
h

N−1∑

k=1

E|∆̂Zk|2 ≤ O(h) + Ch
N−1∑

k=1

E(|∆Zk|2Ok(1)).

eFÅÉ¾�æyÚÏÁYËÌÃ�¿FÍ ÜsìYX Þ�Ñ�Ãq¿}Ò p = 2
ÓÉÃ�Èb¾�Ð�¿}ËqÍÇÎbÒdÊWÑ�Î�¿}ÒÉÁY¿�¿}ÒÉ¾�ÎbÚdÖ Á À ÊWÄ�¾�ÃÌÎ¤Á O(h)

ß
2

E]ì



å4�[� Ð ¿ � ¨ ¦� � �;¦ �-£ ZN
tk
− Ztk

àÛ¾�Èb¾�ÐUÁ�Ë�Ër¿}ÒÏÁY¿
u ∈ C2,4

b

ÊTÑ�Ã�ÅÉÂ�¿bÊb{�Í!Æ'Ê�¿bÒÉ¾�Î~ÃÌÎ \ ß ç ÈbÊ±Ö Ü�E c Þ Ù Ñ�¾ÒÉÁTÄ�¾ ∆Zk =
O(h) + 1

h
Etk [(u

N(tk+1, X
N
tk+1

)− u(tk+1, Xtk+1
))∆W ∗

k ]
ßd½:¾�¿

(Xs,x
t )t≥s

ÓÉ¾�ÅÉÊ�¿}¾�¿bÒÉ¾
ÎbÊ±Ë�Úd¿}Ã�Ê±ÅÊYá�¿}ÒÉ¾�è]é�ê Üsì Þ-Î?¿[Á�È?¿}Ã�ÅÉÂJÁY¿�¿}ÃÌÖ�¾ s

áâÈ~Ê±Ö
x
ß]à ¾£Ñ�È~Ã�¿}¾

Xt

áâÊ±È
X0,x

t .
ë£Ê�¿b¾

¿}ÒÏÁf¿
Xtk+1

= X
tk ,Xtk
tk+1

ß eFÅ4¿}ÒÉ¾JÎbÁ�Ö^¾AÑ<ÁUÍ Ù ¿bÒÉ¾�êrÚÉËÌ¾�È�ÎbÐ[ÒÉ¾�Ö^¾�Î?¿[Á�È?¿}ÃÌÅdÂ�ÁY¿�¿}Ã�Ö^¾ tkÁY¿
x
Ã�ÎHÓÉ¾�ÅdÊ�¿}¾�Ó À Í (XN,tk,x

tj )j≥k

ßdà Ã�¿bÒ�¿}ÒÉÃ�ÎHÅÉÊ�¿[Áf¿}ÃÌÊ�ÅÇÑ<¾pÐUÁ�Å�Èb¾�Ñ�ÈbÃq¿}¾
∆Zk

∆Zk =
1

h
Etk [(u

N(tk+1, X
N,tk,XN

tk
tk+1

) − u(tk+1, Xtk+1
))∆W ∗

k ] + O(h),

=
1

h
Etk [(u(tk+1, X

tk,XN
tk

tk+1
) − u(tk+1, Xtk+1

))∆W ∗
k ]

+
1

h
Etk [(u

N(tk+1, X
N,tk,XN

tk
tk+1

) − u(tk+1, X
tk ,XN

tk
tk+1

))∆W ∗
k ] + O(h). Ü V ì Þ

àÛ¾�Ñ�Ê±ÈbãÊ±Å�¿bÒÉ¾�ÔÏÈbÎ?¿�¿FÑ<Ê�¿}¾�ÈbÖ�ÎHÎb¾�ÆÉÁ�È}ÁY¿b¾�ËqÍ À Í%ÆÉÈbÊTÄ!ÃÌÅÉÂ
� z�� � t�³æ 1

h
Etk [(u(tk+1, X

tk,XN
tk

tk+1
)−u(tk+1, Xtk+1

))∆W ∗
k ] = O(|∆Xk|2)+O(h)

+ [∇x(∇xu σ)∗(tk, Xtk)∆Xk]
∗.

� z�� � t�³�è 1
h

∣∣∣Etk [(u
N(tk+1, X

N,tk,XN
tk

tk+1
) − u(tk+1, X

tk,XN
tk

tk+1
))∆W ∗

k ]
∣∣∣ = Ok(h).

^HÒÉ¾pÐ�Ê±Ö À ÃÌÅÏÁY¿bÃÌÊ±ÅÊ�á�¿bÒÉ¾�Î~¾/½�¾�Ö^Ö^Á�Î#Ð�Ê±Ö^ÆdËÌ¾�¿b¾�ÎH¿}Òd¾pÆdÈbÊ!Ê�áLÊ�á#^HÒd¾�Ê±È~¾�Ö L ß

å4�[���y� Ò ª ���-£>�-£ ° � ®S®¨ �/òY�

ç Ê±È�¿}ÒÉ¾(Î}ÁYã�¾<ÊYáÉÎbÃ�Ö^ÆdËÌÃÌÐ�Ã�¿FÍ Ù Ë�¾�¿ ∆NXk+1

ÓÉ¾�ÅÉÊY¿}¾
X

tk,XN
tk

tk+1
−Xtk+1 Ü Ñ�ÒdÃÌÐ[Ò/Ã�Î:ÓÉÃ�ä'¾�È~¾�Å*¿áâÈbÊ±Ö

∆Xk+1 = X
N,tk,XN

tk
tk+1

−Xtk+1

Þ�ß ç ÈbÊ�Ö Á�^6ÁUÍ!ËÌÊ�È Õ ½:Á�Â�È}Á�ÅÉÂ�¾�áâÊ±È~ÖAÚÉËåÁ Ù Ñ�¾¤Ê À ¿[Á�Ã�Å

u(tk+1, X
tk,XN

tk
tk+1

) − u(tk+1, Xtk+1
) = u′

x(tk+1, Xtk+1
)∆NXk+1

+
∫ 1

0
(1 − λ)(∆NXk+1)

∗Hx(u)
(
tk+1, Xtk+1

+ λ∆NXk+1

)
∆NXk+1dλ.

^HÒyÚÉÎ Ù ÚÉÎ~ÃÌÅÉÂJ¿}Òd¾pÓdÚÏÁ�ËÌÃq¿FÍÇÈ~¾�ËåÁf¿}ÃÌÊ�ÅÉÎbÒÉÃ�Æ Ù Ê±ÅÉ¾�ÒÏÁ�Î

Etk [(u(tk+1, X
tk,XN

tk
tk+1

) − u(tk+1, Xtk+1
))∆W ∗

k ]

=
∫ tk+1

tk

R1
k(t)

Ó]¿
+

∫ tk+1

tk

R2
k(t)

Ód¿
+

∫ 1

0
(1 − λ)R3

k(λ)dλ,

Ñ�Ãq¿}Ò
R1

k(t) = Etk [(∆NXk+1)
∗Hx(u)(tk+1, Xtk+1

)DtXtk+1
],

R2
k(t) = Etk [u

′
x(tk+1, Xtk+1

)Dt(∆NXk+1)],

R3
k(λ) = Etk [(∆NXk+1)

∗Hx(u)(tk+1, Xtk+1
+ λ∆NXk+1)∆NXk+1∆W ∗

k ].

ECE



únû ��tÏµ�}U¼2¸5µ ¸2ù
R1

k(t)
u i ËÌ¾UÁYÈbË�Í

∆NXk+1 = ∆Xk +Utk+1
−Utk Ù Ñ�ÒÉ¾�È~¾ U

ÃÌÎ�Á�ÅÌe«¿�
ÆÉÈbÊ!Ð�¾�ÎbÎ�Ñ�Ãq¿}Ò ÓÉÈ~Ã�á{¿£¿}¾�È~Ö

αs = b(s, X
tk,XN

tk
s ) − b(s, Xs)

Á�ÅÉÓ4ÓÉÃqäMÚÉÎ~ÃÌÊ±Å�¿}¾�È~Ö
βs =

σ(s, X
tk,XN

tk
s )−σ(s, Xs) ÙyÀ Ê�¿}Ò À ¾�ÃÌÅÉÂ À Ê�ÚÉÅÉÓÉ¾�Óoß^HÒyÚÉÎ Ù Ñ�¾CÐUÁYÅ�Á�ÆÉÆÉËqÍHrÈbÊ±Æ5Ê±ÎbÃq¿}Ã�Ê±Åì±ì Ù Ë�¾�¿b¿bÃÌÅÉÂ F = Hx(u)(tk+1, Xtk+1

)DtXtk+1

ß:×�¾�ÐUÁYÚÉÎb¾
u ∈ C2,4

b

Á�ÅdÓÛÃÌÅ4Ä!ÃÌ¾�Ñ Ê�á
Ü?ì�L Þ Ù Ñ�¾�Â�¾�¿

R1
k(t) = O(h) + (∆Xk)

∗Etk [Hx(u)(tk+1, Xtk+1
)DtXtk+1

].

àÛ¾H¾Ý]ÆÏÁ�ÅÉÓJ¿}Òd¾HËåÁY¿~¿}¾�ÈLá2Á�Ð�¿bÊ±È�ß%_CÎ
DtXtk+1

= ∇xXtk+1
(∇xXt)

−1σ(t, Xt) Ù Ñ�¾HÒÏÁUÄ±¾
Hx(u)(tk+1, Xtk+1

)DtXtk+1
= (Hx(u)(tk+1, Xtk+1

)σ(t, Xt) − Hx(u)(t, Xt)σ(t, Xt))

+ (Hx(u)(t, Xt)σ(t, Xt) − Hx(u)(tk, Xtk)σ(tk, Xtk))

+ (Hx(u)(tk+1, Xtk+1
)[∇xXtk+1

(∇xXt)
−1 − I]σ(t, Xt))

+ Hx(u)(tk, Xtk)σ(tk, Xtk).

^HÒÉ¾�ÔÏÈbÎ?¿p¿bÒÉÈb¾�¾�Ð�Ê±Å*¿}È~Ã À Ú]¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ�ÃÌÅ4¿}Òd¾�È�ß ÒMß Î�ß�Á À ÊTÄ±¾�Ð�Á�Å À ¾�ÒÏÁ�ÅÉÓdËÌ¾�Ó ÃÌÅ4¿bÒÉ¾�Î}Á�Ö�¾Ñ#ÁUÍ�Á�ÅÉÓ�Ñ<¾�Â±Ã�Ä�¾pÁ^ÓÉ¾�¿[Á�Ã�ËÌ¾�Ó�ÆÉÈ~Ê]Ê�á�Ê±ÅÉËqÍ�áâÊ±ÈH¿}ÒÉ¾�ÔÏÈ~Î~¿£Ê±ÅÉ¾�ßfe«¿£ÃÌÎ�¾�ÅdÊ±ÚÉÂ±ÒO¿bÊÁYÆÉÆÉË�ÍHrÈbÊ±Æ5Ê±ÎbÃq¿}Ã�Ê±Å ì±ì Ñ�Ã�¿bÒ F = σ(t, Xt)
ÁYÅÉÓ

Us = Hx(u)(s, Xs)
ß4^HÒÉ¾�Å Ù Etk [F (Utk+1

−
Ut)]

Ã�Î/Ê�á¤Ê±È~ÓÉ¾�È
h
Ñ�Ãq¿}Ò�Á Ð�Ê�ÅÉÎ~¿}Á�Å*¿�ÃÌÅ*Ä±Ê±ËqÄ!ÃÌÅÉÂ

b, σ, u
Á�ÅÉÓEÃq¿}ÎAÓd¾�ÈbÃqÄYÁY¿}ÃqÄ±¾�Î/ÚÉÆØ¿}ÊÊ±ÈbÓd¾�È

4
ß ç ÃÌÅÏÁ�Ë�Ë�Í Ù ¿bÒÉÃÌÎHÂ±ÃqÄ±¾�Î

R1
k(t) = O(h) + (∆Xk)

∗Hx(u)(tk, Xtk)σ(tk, Xtk),

ÚÉÅÉÃqáâÊ±ÈbÖ�Ë�Í�ÃÌÅ
t ∈ [tk, tk+1]

ß
únû ��tÏµ�}U¼2¸5µ ¸fù

R2
k(t)

u ç Ê�È tk ≤ t ≤ tk+1 Ù Ñ�¾�ÒÉÁTÄ�¾

Dt(∆NXk+1) =[∇xX
XN

tk
,tk

tk+1
(∇xX

XN
tk

,tk
t )−1 − I]σ(t, X

XN
tk

,tk
t )

− [∇xXtk+1
(∇xXt)

−1 − I]σ(t, Xt) − (σ(t, Xt) − σ(tk, Xtk))

+ σ(t, X
XN

tk
,tk

t ) − σ(tk, X
N
tk

) + σ(tk, X
N
tk

) − σ(tk, Xtk).

_CÎ À ¾�áâÊ±È~¾ Ù Á�ÆÉÆdË�Í¸HrÈbÊ�Æ'Ê±Î~Ã�¿bÃÌÊ±Å ì±ì ¿bÊ�¾�Á�Ð[ÒOÊYá�¿bÒÉ¾�Î~¾p¿b¾�ÈbÖ�Î À Úd¿�¿}Òd¾pËÌÁ�Î~¿�Ê�ÅÉ¾ Ù Ñ�Ãq¿}Ò
F = u′

x(tk+1, Xtk+1
) Ù ÚdÎbÃÌÅdÂ u, b, σ ∈ C2,4

b

Á�ÅdÓ Ü?ì�L Þ�ßÅe«¿áâÊ�ËÌËÌÊTÑ�ÎA¿bÒÏÁY¿ R2
k(t) =

O(h)+Etk [u
′
x(tk+1, Xtk+1

)](σ(tk, X
N
tk

)−σ(tk, Xtk)).
_£ÅÁYÆÉÆÉËÌÃ�ÐUÁY¿bÃÌÊ±Å/Ê�á*e«¿��/j Î-áâÊ±È ÕÖAÚÉËÌÁ/Í]Ã�¾�Ë�ÓÉÎ

R2
k(t) = O(h) +

d∑

i=1

u′
xi

(tk, Xtk)(σ
i(tk, X

N
tk

) − σi(tk, Xtk))

= O(h + |∆Xk|2) +
d∑

i=1

u′
xi
∇x([σ

i]∗)(tk, Xtk)∆Xk,

ÚÉÅÉÃqáâÊ±ÈbÖ�Ë�Í�ÃÌÅ
t ∈ [tk, tk+1]

ß ç Ã�ÅÏÁ�ËÌËqÍ Ù ÎbÃ�Ö^ÆdËÌ¾�Ö^ÁY¿}È~ÃqÝÐ�Ê±Ö�ÆÉÚd¿}ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎHË�¾UÁ�Ó�¿}Ê
R1

k(t) + R2
k(t) = O(h + |∆Xk|2) + [∇x(∇xuσ)∗(tk, Xtk)∆Xk]

∗.

E7\



� ���Åzy·��r¸5º�µL¹Jù ¸5·
R3

k(λ)
u ^�Ê^Ð�Ê±Ö�ÆÉËÌ¾�¿}¾�¿}Òd¾/ÆÉÈ~Ê]Ê�á6Ê�ár½�¾�Ö^Ö^Á ì�X Ù ÅÉÊ�¿}¾�¿}ÒÉÁY¿CÃq¿Èb¾�ÖÁ�Ã�ÅÉÎH¿}Ê��~ÚÉÎ~¿bÃ�á{Í�¿}ÒÉÁY¿

R3
k(λ) = hO(h + |∆Xk|2)

ÚÉÅÉÃqáâÊ±ÈbÖ�Ë�Í^ÃÌÅ
λ
ßf^HÒÉ¾�ÓÉÚÏÁ�Ë�Ã�¿FÍáâÊ±ÈbÖ/ÚÉËåÁAÂ±ÃqÄ±¾�Î

R3
k(λ) =Etk [

∫ tk+1

tk
Dt[(∆NXk+1)

∗Hx(u)(tk+1, Xtk+1
+ λ∆NXk+1)∆NXk+1]

Ód¿
.

^HÒÉ¾r¿}¾�ÈbÖ Ã�Å�¿}ÒÉ¾rÃ�Å*¿}¾�Â�È}Á�ËY¾�æyÚÏÁ�Ë�Î ∑d
i,j=1[2Dt(∆NXk+1,i)∆NXk+1,j∂

2
xi,xj

u(tk+1, Xtk+1
+

λ∆NXk+1) + ∆NXk+1,i∆NXk+1,jDt(∂
2
xi,xj

u(tk+1, Xtk+1
+ λ∆NXk+1))]

ß�^HÒÏÁ�Ådã!Î¿}Ê Üsì�L Þ�ÁYÅÉÓ Ü?ì�ü Þ6Á�ÅÉÓJÎ~ÚÉÐ�Ð�¾�ÎbÎ~Ã�Ä�¾£ÁYÆÉÆÉËÌÃ�ÐUÁY¿bÃÌÊ±ÅdÎ�Ê�á.HrÈbÊ�Æ'Ê±Î~Ã�¿bÃÌÊ±Å ì±ì Ù Ñ�¾#ÔÏÅÏÁYËÌË�Í�ÆdÈbÊTÄ±¾Ê±ÚÉÈ�Á�Î~Îb¾�È~¿}Ã�Ê±ÅoßÉà ¾�Ê±Ö^Ãq¿<áâÚÉÈ?¿}ÒÉ¾�È�ÓÉ¾�¿}Á�ÃÌË�Î�ß
2

å4�[���[� Ò ª ���-£>�-£ ° � ®S®¨ �Có
_CÎÇáâÊ±ÈÇ½:¾�Ö^Ö^Á ì V Ù Ñ�¾ Ê±ÅÉË�Í�ÓÉÊØ¿bÒÉ¾ ÆÉÈ~Ê]Ê�á�áâÊ±È

tk = 0 Ù Ã1ß ¾Yß�Ñ�¾4ÒÏÁUÄ±¾4¿}ÊEÎ~ÒÉÊTÑ
|Etk [(u

N(t1, X
N,0,x
t1 )−u(t1, X

0,x
t1 ))∆W ∗

0 ]| ≤ K(T, x)h2.
à ¾rÒÏÁUÄ±¾

E[(uN(t1, X
N,0,x
t1 )−

u(t1, X
0,x
t1 ))∆W ∗

0 ] = E[∆Y1∆W ∗
0 ].

×�Í�ÚdÎbÃÌÅdÂ Ü�E]ì Þ Ù Ñ<¾pÐ�Ê�Ö^¾�ÚÉÆ%Ñ�Ã�¿bÒ

E[∆Y1∆W ∗
0 ] = E[ξ1...ξN−1∆YN∆W ∗

0 ] + E[h
N−1∑

i=1

(f ′
x(θti)∆Xi + χ̃i)ξ1...ξi−1∆W ∗

0 ],

Ñ�ÒÉ¾�È~¾
χ̃i = Eti(χi) Ü ξi

Á�ÅÉÓ
χi
Á�È~¾CÓÉ¾�ÔÏÅÉ¾�Ó�Ã�Å Ü�ECE Þ(Á�ÅÉÓ Ü�E7\ Þ~Þ�ß�eFÅ¿bÒÉ¾£áâÊ±Ë�ËÌÊTÑ�ÃÌÅdÂ η̃iÓÉ¾�ÅdÊ�¿}¾�Î

ξ1...ξi−1
Á�ÅÉÓ

η̃1 = 1
ß*à ¾�¾UÁ�Î~ÃÌËqÍ�ÆÉÈbÊTÄ±¾£¿}ÒÏÁY¿

(η̃i)1≤i≤N
ÒÏÁ�Î-¿}ÒÉ¾CÁ�ÅÏÁ�Ë�Ê±Â±Ê±ÚdÎÆÉÈbÊ�Æ'¾�È~¿}Ã�¾�Î<¿bÊ

(ηi)0≤i≤N

ßdê(Î?¿}Ã�ÖÁY¿b¾�Î Ü�E7ü Þ-Á�ÅÉÓ Ü�\7h Þ-È~¾�Ö^Á�ÃÌÅÄYÁ�Ë�ÃÌÓ�áâÊ±È η̃
Á�ÅÉÓ�ÚÉÅdÓÉ¾�È{¤Í!Æ5Ê�¿}ÒÉ¾�ÎbÃ�Î \ Ù ¿}ÒÉ¾�¾�Î?¿}Ã�ÖÁY¿b¾ Ü�E%ü Þ À ¾�Ð�Ê±Ö�¾�Î

η̃k
ÎbÁY¿}Ã�Î~ÔÏ¾�Î

R3
ÚÉÅÉÃqáâÊ±ÈbÖ�Ë�Í�Ã�Å

k. Ü V E Þ

	 ¶@z�� ³�
 Ó ·W¸o¸fù£¸fù
E[ξ1...ξN−1∆YN∆W ∗

0 ] = E[η̃N∆YN∆W ∗
0 ] = O(h2)

u_CÎ À ¾�áâÊ±È~¾ Ù Ñ�¾pÚdÎb¾�¿}ÒÉ¾�ÓÉÚÏÁYËÌÃ�¿FÍ�áâÊ±È~ÖAÚÉËåÁ(T

E[η̃N∆YN∆W ∗
0 ] =E

∫ t1

0
(Dt[η̃N ]∆YN + η̃NDt[∆YN ])

Ód¿
.

è]ÃÌÅdÐ�¾
η̃N

ÎbÁY¿}Ã�Î~ÔÏ¾�Î Ü V E Þ Ù Ñ<¾�ÆÉÈbÊ!Ð�¾�¾�ÓRÁ�Î�ÃÌÅ 	 ¶�z�� Ô Ê�á�½�¾�Ö�ÖÁ ì V Á�ÅÉÓ�Ñ�¾�Â±¾�¿
E(Dt[η̃N ]∆YN ) = O(h). ç ÚdÈ~¿}Òd¾�ÈbÖ�Ê±È~¾ Ù Ñ�¾�ÒÏÁUÄ±¾

Dt[∆YN ] = (Φ′(XN
T ) − Φ′(XT ))DtX

N
T + Φ′(XT )(DtX

N
T − DtXT ).

Z Å�¿bÒÉ¾rÊ±ÅÉ¾rÒÉÁ�ÅÉÓ Ù ÁYÅÏÁ�ËÌÊ�Â±Ê±ÚÉÎ~Ë�Í�¿}ÊHÆÉÈ~¾�Ä!ÃÌÊ�ÚÉÎ�Ð�Ê±Ö�ÆÉÚd¿}ÁY¿}Ã�Ê±ÅÉÎ Ù Ñ�¾-¾�Î~¿}Á À ËÌÃ�ÎbÒ E(η̃N (Φ′(XN
T )−

Φ′(XT ))DtX
N
T ) = O(h)

ßZ ÅO¿}ÒÉ¾/Ê�¿}ÒÉ¾�È�ÒÏÁ�ÅdÓ Ù Ñ�¾JÆÉÈ~ÊWÄ�¾ E(η̃NΦ′(XT )(DtX
N
T − DtXT )) = O(h)

ß.^HÒÏÁYÅÉãyÎ¿}Ê Ü?ì�L Þ-Á�ÅÉÓ Ü�E7ü Þ Ù η̃NΦ′(XT )
ÎbÁY¿}Ã�Î~ÔÏ¾�Î#Ð�Ê�ÅÉÓÉÃ�¿bÃÌÊ±Å

R3

ß�^HÒÉ¾�Å ÙdÀ ÍÁ�ÆÉÆÉËqÍ]Ã�ÅÉÂ Ü]RÉì Þ Ù Ñ�¾Â±¾�¿�¿bÒÉ¾�Èb¾�Î~ÚÉË�¿�ß

E%R



	 ¶@z��J��
 Ó ·W¸o¸fù£¸fù
E[h

∑N−1
i=1 f ′

x(θti)∆Xiξ1...ξi−1∆W ∗
0 ] = O(h2)

u^HÒÉÃÌÎ�Ã�Î�Á�Î~ÃÌÖ�ÃÌËÌÁ�È�ÆdÈbÊ!Ê�á�¿bÊJ¿}ÒÉ¾�Ê±ÅÉ¾�ÓÉÊ�ÅÉ¾pÁY¿ 	 ¶@z�� ³ Ù Ñ�Ãq¿}Ò Φ(x) = x
ß

	 ¶@z��JÆ�
 Ó ·W¸o¸fù£¸fù
E[h

∑N−1
i=1 χ̃iη̃i∆W ∗

0 ] = O(h2)._ ÐUÁ�È~¾�áâÚÉË�ÃÌÅdÎbÆ5¾�Ð�¿bÃÌÊ±Å Ê�á�¿}ÒÉ¾ ÓÉ¾�ÔÏÅÉÃ�¿bÃÌÊ±Å Ê�á
G0, Gy

Á�ÅÉÓ
Gz

ÁYÆÉÆ'¾�Á�ÈbÃ�ÅÉÂ�ÃÌÅ Ü�E%\ ÞÎbÒÉÊTÑ�Î(¿}ÒÏÁf¿�ÚdÅÉÓÉ¾�È�{¤Í!Æ5Ê�¿}Òd¾�ÎbÃ�Î \ Ù ¿}ÒÉ¾�Îb¾�áâÚÉÅÉÐ�¿}ÃÌÊ�ÅÉÎ(Á�Èb¾�Ð�Ê±Å*¿}ÃÌÅyÚÉÊ�ÚÉÎbËqÍJÓÉÃ�ä'¾�È~¾�Å*¿}ÃÌÁ À Ë�¾Ñ�ß È�ß ¿�ß-¿bÒÉ¾�ÄYÁ�È~ÃåÁ À ËÌ¾ x Ü Ñ�Ãq¿}ÒRÁ À Ê±ÚÉÅÉÓÉ¾�Ó ÓÉ¾�ÈbÃ�ÄYÁY¿bÃ�Ä�¾TÞ�ß´{¤¾�ÅÉÐ�¾ Ù ÃqáCÑ�¾OÑ�ÈbÃq¿}¾ χi =
χ1

i +
∫ 1
0 (1 − λ)χ2

i (λ)dλ
Ñ�Ã�¿}Ò Ü Îb¾�¾ Ü�E%\ Þ~Þ

χ1
i =

∫ ti+1

ti
(G0(s, Xs) + f ′

y(θti)Gy(s, Xs) + f ′
z(θti)Gz(s, Xs))ds,

χ2
i (λ) = ∆X∗

i f
′′

xx(θ
λ
ti
)∆Xi + f

′′

yy(θ
λ
ti
)(Y N

ti+1
− Yti)

2 + ∆Zif
′′

zz(θ
λ
ti
)∆Z∗

i

+ 2∆X∗
i f

′′

xy(θ
λ
ti
)(Y N

ti+1
− Yti) + 2∆X∗

i f
′′

xz(θ
λ
ti
)∆Z∗

i + 2(Y N
ti+1

− Yti)f
′′

yz(θ
λ
ti
)∆Z∗

i ,

Ñ<¾<ÅÉÊ�¿}¾-¿}ÒÏÁf¿�¿bÒÉ¾<ÈbÁ�ÅÉÓÉÊ±Ö ÄYÁ�È~ÃåÁ À Ë�¾ χi

ÃÌÎ�ÃÌÅ
D1,∞ ß;^HÒyÚÉÎrÁ�ÅdÓ À ¾�ÐUÁ�ÚdÎb¾ χ̃i = Eti(χi) ÙÊ±ÅÉ¾�ÒÏÁ�Î

E[χ̃iη̃i∆W ∗
0 ] = E[χiη̃i∆W ∗

0 ] = E[
∫ t1
0 (χiDtη̃i + η̃iDtχi)dt]

ß
^HÒÉ¾%ÚÉÆÉÆ5¾�È À Ê±ÚÉÅÉÓ χ̃i = Eti(χi) = Oi(h) + O(|∆Xi|2 + |∆Zi|2) Ü Î~¾�¾ Ü�E7X Þ~Þ/Ã�ÎÎbÚG�Ð�ÃÌ¾�Å*¿r¿bÊ�ÎbÒÉÊTÑ

E[
∑N−1

i=1 χiDtη̃i] = O(1)
ÚÉÅÉÃqáâÊ±ÈbÖ�Ë�Í�Ã�Å

t Ü áâÊ±Ë�ËÌÊTÑØ¿bÒÉ¾HÁ�È~Â±ÚÉÖ�¾�Å*¿}ÎÊ�áL¿}ÒÉ¾�Ð�Ê�ÅÉÐ�Ë�ÚÉÎbÃ�Ê±Å%Ê�á�¿bÒÉ¾�ÆÉÈbÊ!Ê�á�Ê�á6½:¾�Ö^Ö^Á ì V Á�ÅÉÓ�ÚÉÎ~¾ Ü]\Ch Þ�Ñ�Ãq¿}Ò η̃
Þ�ß

ë£ÊTÑ Ù Ã�¿�Èb¾�Ö^Á�Ã�ÅÉÎ6¿}Ê�¾�Î~¿[Á À ËÌÃ�ÎbÒ E[
∑N−1

i=1 η̃iDtχi] = O(1)
ß Z ÅJ¿}ÒÉ¾�Ê±Åd¾HÒÏÁ�ÅÉÓ Ù Ð�ËÌ¾�Á�ÈbËqÍ

Eti [Dtχ
1
i ] = Oi(h)

Á�ÅÉÓAÑ�¾HÐ�Ê�ÅÉÐ�Ë�ÚÉÓÉ¾
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