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Î � � t � �}� �   ��� � �   � �M�Åt Ä�� � � t � �����¿��¡Ä[���l� � Íº��������� �¿� � �¿�r���n���~��Ä�� � ��� �Åt Å �Å  � � Êr� t ��� �� � ���~��� �Å ß�Å� �u���   ÄG�_Ä��b¿¯��� � � �Å ß�¿� ���   �ÈÓM�Ö���~�   � t �`Å � �����r� � Ä�� �M�Åt �   �¿� �   �����bÄG� ����~� � �b¿J��� ��vC�ut � Ä�Ä�� �M�Åt Î~�r�����}� t � � �u��� � �u���~�X¿ÇÄ e �  l� � � �¿���~�  T� �u���~�:¿ÇÄ m�É �ÈÅº�
É �Z�:¿ � �r�   � � � ��� �����¿���¿� t�� � � ���~� � �bÄ��°Ä��ÈÓM�C�¡Ä�Ä ���Åt�t �   ��� � �����~��Î~�~�bÄ��OÄ �M�Åt � � �_¿���r�¡Ä t � � ¿ÇÄd���b�   �¿�r�ÈÊr�����ÈÅº� t��Pt �Å ÔÉ � �Å� �¿�r���_� � � � � �r�r���  [� � � �  ��P� �_¿ ^_Oa\ ��� � � oq ���_Ä}Ì � ¿J�   � � ��Ä�� � � t � �����¿�¼� � Ä�� � ���   �kÊ t � � Än� �J� � �b¿ÇÄ[���~�C� � �¡Ä������ É�� � � �r�r���  [  �?Æ
Äß�¿�  �� �bÄ oaV � � �   �`Å����¿�_Ä � �   Í�Ì � �~� �Í� � t ���¡Ä �M�Åt �LÎ~�r������� t � � �u��� �_� Ä������   �:¿J� � �b¿
Õ I?Ö ���¹�}Åº�  �� � � �b���~�bÄ��4¿J��× � � t �����bÄ � �   Ä �M�Åt �Å  � t�t ���r��� � Ê��¿�r�_¿ �Å �� Å �Åt �~�T�   �kÊ t � � Ä oq �r�¡Ä � �u���~�X¿ �È� Ä�¿r�`Åº� t �¿�r���b¿½���¯���~�iÄ��r�   ����� �LØ �¿� � �_¿ÚÙ±�rÛÜÄ e Õ N1Ö Ì Õ HAÖ¡mpo¯V �
ÝqÞ�ßAàUáAâ¦ã�ä�åçæ�ãAè�é�ê�ë�ì�í�îAï�ð�ï�ñ1ò/óbï ô/ï�õqö1ï�ë�õqö1ï

I



���r�¡Ä   �u� �   �}Ì � ��� � ���u�_¿>���r�¡Ä � �u���~�X¿ ���
���~����� � �   � �M�ÅtÈ� �r�   � � � ��� �����¿�¯� � ���~�
Äß� t �r�����¿�Ö� �d� � �Å ß� Ê�� t � � �   �kÊ t � �
oV �����~� � � t�t � � ��� É Ì~���~�b�~�¿� � �����¿�

ε > 0
Ä�� � �_¿ÇÄ � �   Ä�� � �LÄ ���Åt�t Ä �M�Åt � oaS �u�

Ω
Ê�� �

Ê��¿�r�_¿r�b¿±�¿���u�UÄ��u�l� �
Rn � �_¿ t �u� Γ0 � �_¿ Γ1 Ê � � � �Å  ���������¿� � � ���~�FÊ �¿�r�_¿ �Å ��

∂Ω
� �

Ω
o Ù>��¿r�u�~�¿���bÄ�Ê �

ν
¿r�u�~�¿����� É ���~�l� � ���   ���   �r�r���C�~�  ����Åt ���

∂Ω
oS �u�

T > 0
Ê � ��É �ÈÅº�u�
� �gÄ������ÈÅº�b��� � Ê��  Mo Ù>�+Ä��u�

ΩT = Ω×]0, T [ , Γi
T = Γi×]0, T [ (i = 0, 1).S �u�

f ∈ L2
(
0, T ;H−1(Ω)

) � �_¿ t �u�
Φ ∈ C1 ([0, T ])

Ê��Æ���~� � �r� � �����¿� � ������ � � � �¿� ��Ä��r�r� �   �}���_Ä��¡¿r�¼���~�¼�������   Å �Åt
]0, T [

Ä�� � �¯��� � �
Φ(0) = 0

o>S �u�
u0 ∈

L2(Ω)
o�Â �  C� �X¿r� t �   �kÊ t � � �¡Ä]���HÎ~�_¿ �z� �r� � �����¿�

uε
Ä � ���¡Ä �¡� ��� É





ρε∂uε

∂t
−div{Aε grad uε} = f

���
ΩT

uε = 0
�¿�

Γ0
T

∂uε

∂νAε

= Φ(t)
�¿�

Γ1
T

eXI m

� �~�   �����~�l�~�¿� � �����¿� ∂uε

∂νAε

Ä�� � �_¿ÇÄ � �  
Aεgrad uε . ν

o
f �   ���~�  �� �   �gÌ����~�LÄ�� t �r�����¿�

uε Ä � ���¡Ä�Î��bÄ]���~�l���r����� �Åt � �¿�_¿J�������¿�
uε(0, x) = u0.

e Lºm
V �}���~�]�   �bÄ��u��� � �   Í�Ì �Åt�t ���~� � � �Å ß�¿� ���   �¡Ä���� � �   �¿���   �����bÄ[� � ���~� � �b¿J��� �/�Å  � É �ÈÅº�u�
¿ � � �C� �r� � � �Å  � � Ä�Ä�� � �b¿l����Ê��d���_¿r�u���u�_¿ � ���d�¿�

t
o Ù>� � Ä�Ä�� � �a��� � �

ρε ∈ L∞(Ω)� �_¿Æ��� � �b���~�   �}� � �¡Ä���Äj� � ����gÄ������ÈÅº� � �¿�_Ä�� � ����Ä
λ1
� �_¿

λ2
Ä�� � �ã��� � �

0 < λ1 <
ρε < λ2

�Jo �l���
Ω
oq �~� ��� �   � �

Aε = (aε
ij)

n
i,j=1

�¡Ä¹�~�¿�-Æw�~� � �bÄ�Ä �Å  � t�� Ä �Z�P� �u�   � �
� �_¿ �Åt�t ���~� � �Z� � Æ
Î � ���u����Ä�Ê�� t �¿� É ���

L∞(Ω)
o Ù>� � Ä�Ä�� � ���� � �

Aε �¡ÄP�r�r� � �  ��Pt�� Ê��¿�r�_¿r�b¿ � �_¿� �Z�  �� �ÈÅº� oq �r�¡Ä   �u���   �È� � ÄOÊ�� �u���  ÔÉ�� �r�ÈÓM�b¿¼�������}� � �¹� �Å  ��Ä odq �~��Î   Ä��_�¿�~� e Ä�� � �����¿�_Ä L¹� �_¿{ºmC� �¿� � �   �_Ä����~�Ä��  ß� � É ��� � �  ��_�Å  ¿ã� � ���u�_Ä����¿�9� � �¿�  j� � t ���¡Ä �M�Åt � � �r�   � �¿� �Ë¿r�`Åº� t Æ�¿�r���b¿���� Õ I?Ö onq �~�Ä�� � �¿�_¿�� �Å  � e Äß� � �����¿� |�m ¿r� �Åt Ä � �����
��� � �   � �M�Åt � � � �   � � �u����Ä� � ���~� �ÅtÈÉ �   ����� � �   �`ÅZ���¿�_Ä t�� ¿r�bÄ �u  �ÈÊ �b¿9���¼�r� É � t�� �~�u���   � É �u�~� �¿�_Äl�r�_Ä�� � �����¿� �Å ���   �kÊ t � � Ä � ����� � �r� t � �M� �����¿�_Äj���}���~��Ä����  ß�1É ��� � ��� �ut � �Å j�_� Ä���� o
� � ¹��$¹����(¶H½��
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·©½�¹�¶	����b¹�¸�� »��	%·�½�¹�¶

�! #" $&%('*)
+-,
.0/213.4+�'*.65�+�78)-9:'<;#=>=?5�@2;#+�16@A.49B@DCFE�+G'H@2;?)-+�9
q �~��Å �Å  � � �����¿� �Åt�� �  �� � t � �����¿��� �neXI m �¡Ä �ut � Ä�Ä�� �M�ÅtwodS �u�

V
Ê��C���~� � �r� � �����¿� �Åt Ä�� �¿� �

V =
{

v ∈ H1(Ω) ; v = 0
�¿�

Γ0
} � �_¿ ¿r�u�~�¿���

aε(., .)
���~� � �¿���������~� � �_¿ � �1Æ

L



�  �� �ÈÅº��Êr� t ���~� �Å C� �  �� �}Åº�  
H1(Ω)

� Ä�Ä�� � � � ���b¿����}���~���¿���  ß� ���  
Aε v

aε(u, v) =

∫

Ω
Aεgrad u · grad v dx.

q �~�u�
uε �¡Ä���~�ã�r�r�����~� � �r� � �����¿����� L2 (0, T ;V ) ∩ C0

(
[0, T ];L2(Ω)

) � �r� � �
Ä � ���¡Ä�Î��bÄ}Ì � �  ��Åt�t

v
���

V
Ì

d

dt
(ρε(x) uε(t), v)L2(Ω) + aε(uε(t), v) = (f, v)L2(Ω) +

∫

Γ1

Φ(t) vdσ
e {ºm

� �_¿
���~�b���r����� �Åtç� �¿�_¿J�������¿�
uε(0) = u0.

e¡|�m
Ù>�GÍ��~� � ��� � �}Ì �r����� � Ä��ÇÊ_Ä�� ���~�u� � �gÌ ���~�(Ä�� ���~�u� � �a� �J��� �   � � �bÄ

Aε ∈ L∞(Ω;Mα,β)Ø Æ � �¿��Åº�  ÔÉ �bÄmÌ � �~�u�
ε
���u�_¿ÇÄU���%ÓM�   �ÇÌ���� � �~� � � É �u�r�ÈÓM�b¿ ��� �   � �

A∗ ∈ L∞(Ω;Mα,β)� �~�   �gÌ � �  �É �ÈÅº�u�Æ� �gÄ������ÈÅº� � �¿�_Ä�� � ����Ä
α > 0

� �_¿
β > 0

Ì
Mα,β

�¡Äj���~�HÄ��ÇÊ_Ä�� �¿� �� � Ä���� �Å  �   � �Åtn��� �   � � �bÄz� � �   ¿r�  
n
e ¿r�u�~�¿���b¿�Ê �

Mn
ml� �r� � � �Å  � � ���  �� �ÈÅº� � Ä� � t�tç� Ä]���~�u�   ���XÅº�   Ä��bÄ

Mα,β =
{
M ∈ Mn ; Mξ.ξ ≥ α|ξ|2 , M−1ξ.ξ ≥ β|ξ|2 , ∀ξ ∈ R

n
}

.

e � �   ¿r�u� � � t Ä��¿� Ø Æ � �¿�XÅº�  ÔÉ �u� � �����~� �  �� Ä�� �l� o É~o Õ IMxAÖ Ì Õ LAÖ¡mpoq �~�+Ä�� ���~�u� � �l� � Ä�� t �r�����¿�_Ä
uε � �CeXI m Ä � ���¡ÄÔÎ��bÄ

uε ⇀ u∗
� � � Í t�� ���

L2 (0, T ;V ) (ε → 0),
Aεgrad uε ⇀ A∗grad u∗

� � � Í t�� ���
L2
(
0, T ;L2(Ω)n

)
(ε → 0),

� �~�   �
u∗ ∈ L2 (0, T ;V )∩C0

(
[0, T ];L2(Ω)

) �¡Ä,���~�GÄ�� t �r�����¿�¹� � ���~�a�~� � � É �u�r�ÈÓM�b¿�   �kÊ t � �




ρ∗
∂u∗

∂t
−div{A∗ grad u∗} = f

���
ΩT

u∗ = 0
�¿�

Γ0
T

∂u∗

∂νA∗

= Φ(t)
�¿�

Γ1
T

e �ºm

Ä � ���¡Ä �¡� ��� É ���~�Ö���r����� �Åtj� �¿�_¿J�������¿�
u∗(0) = u0

o�f �   ���~�   Ì � � �Åt Ä���Í��~� � ��� � �
uε → u∗

Ä��   �¿� ÉKt�� ���
L2
(
0, T ;L2(Ω)

) oq �~�]� � �¡Ä����u� � �]� � ���~��Ä��1Æ �M�Åt�t �b¿��������	�
������	�������������������������� �¡ÄE���~�%Íº� � � �¿�����a� � ���~�
Äß� ���~�u����� �Åt[� � � � �¿� ���~�bÄ�Äz�   �¿� �   � �Æ� �r� � � ¿r�?Î~�~�bÄ¦���~� Ø Æ t � � ���¦� � ���~��Ä�� ���~�u� � �
(Aε)ε>0

o±q �~�bÄ���¿�~�bÄ �Å  �¼�~�u�����~�   � � � t � � ��� e ���~� � ¿r�u���u�_¿³�¿�
A∗
m �~�   �r�r�����~�e ���~� �¯�Å  ���r�r�����~���r�½���ã���~� � ¿Ç¿J�������¿��� �l� Äß� ���~�u� � � � �¿�XÅº�  ÔÉ ��� É Ä��   �¿� ÉKt�� ���

{



ÓM�   ����
H1(Ω)

mpo¹Q Äj��� Õ I?Ö Ì � ��¿r�?Î~�~�P���~� �î� Äb���~��Ä�� t �r�����¿�_Ä�� � ���~� � � t�t � � ��� É� Ê_Ä��  ß�¿� ��Ê �¿�r�_¿ �Å �� Å �Åt �~�b�   �kÊ t � � Ä
(j = 1, ..., n)





−div{Aε grad ŵε
j} = −div{A∗ ej}

���
Ω

ŵε
j = xj

�¿�
∂Ω.

e yºm
� �~�   �

(ej)j=1,n

¿r�u�~�¿���bÄ����~� �M� �~�¿�r� �M�Åt Ê � Ä��¡Ä�� �
Rn o

�! � � + 5�����/2)��!;�� 5�@A. ,�5�/ ;#5�@A;#)-+�5 =�C )3/�� E�=?5�@2;?)-+

Q Ä¼���¨���~�±� t�t ���r��� �±�M� Ä��gÌ � � �M� ��� �P� �b¿J� � � t�� ¿r�b¿J� � � �g  � �;� �  �  � � ���  
  �bÄ�� t ��Äe Äß� � Õ I?Öb� �_¿ Õ
	 Ö¡m ��� � �}ÌÈ� � ���~�Ö�~� � � É �u�r�ÈÓM�b¿oÄß� t �r�����¿�%�¡Ä�Ä � ���¿���~�   Ì�Ä � �
u∗ ∈

L2
(
0, T ;W 2,∞(Ω)

) ÌJ���~�u�

uε = u∗ +

n∑

i=1

(ŵε
i (x) − xi)

∂u∗

∂xi
+ r′ε

e 	 m
� �~�   �����~�   � ��� ���_¿r�  

r′ε
� �¿��Åº�  ÔÉ �bÄ8Ä��   �¿� ÉKt�� ����ÓM�   �P���

L2
(
0, T ;H1(Ω)

) oaq �~�
Ä �Å� �   � ���Å  Í}�¿�P���~� � �  �  � � ���  [  �bÄ�� t �G¿r�`Åº� t �¿�r���b¿���� Õ I?Ö �¡Ä � Å � � t � Ê t � v ���~�   � É ����Æ� � �_¿ÏÄ��¡¿r�¦� �E� �  �� � t �Æe 	 mÈt �Z�kÍ:Ä t �ÈÍº�����~�LÎ   Ä��j�   ¿r�  jqi� �Zt �   � � � � �_Ä����¿�Æ� �

u∗
� ����~�b���¿�����

ŵε(x) = (ŵε
1(x), ..., ŵε

n(x))
� �_¿���_¿J� �M� ���bÄ���� � �

uε(x, t)
���M�G� � t�t Ê��� �r�   � � � ��� ���b¿ÚÊ �

u∗(t) ◦ ŵε(x)
o9q ���_Ä}Ì � Ä�Ä�� � ��� É

u∗ ∈ L2
(
0, T ;W 2,∞(Ω)

) Ì���~�   �u�   �bÄ��u��� � �����¿�Æ� � ���~��Äß� t �r�����¿�
uε
� � Íº�bÄ]���~� � �  �� v

uε(x, t) = u∗ (ŵε(x), t) + r̂ε(t, x)
e Nºm

� �~�   �
ŵε

j

¿r�u�~�¿���bÄb���~� �w�Å� � t�� � � �gÄ � � t�t � ����� É ���bÄ�� � �r� � �����¿�_Ä4¿r�?Î~�~�b¿Æ��� e yºmj� �_¿
r̂ε
���~�   � ��� ���_¿r�   ���  ��(� �r� � � � �¿��Åº�  ÔÉ �bÄ8Ä��   �¿� ÉKt�� ���FÓM�   �P���

L2 (0, T ;V )
o

f � t�t � � ��� É Õ I?ÖR� �_¿�¿r�u�~�¿����� É
Ŵ ε(x, t) = (ŵε

1(x), . . . , ŵε
n(x), t)

Ì � � �M� ��Ä�� �È��� � �
���~� � �r�   � � � ��� �����¿�9� � �� ������	�������� �� ���� � ���� � ����� � ������

uε
ÌZ� o � o

u∗ ◦ Ŵ ε
Ì ��� �

Äß�   Åº� � Ä � Ä��ÇÊ_Ä��������r��� � �   ���~� � �r�   � � � ��� �����¿�ã� � ���~�+Ä�� t �r�����¿�Ö� � �   �kÊ t � ��eXI mpoq �~�   �u�   �bÄ��u��� � �����¿� � �  �� � t �¼e Nºmi� �  
uε

Ä�� ÉgÉ �bÄ���Ä � � � �r�   � � � ��� �����¿��� � ���~��Å �Å  ��Æ� �����¿� �ÅtU� �  �� � t � �����¿� e {ºm Æ e¡|�mpo[V �_¿r� �b¿ZÌr���]�¡ÄC� ���r�ÈÅ �Åt �u�������

d

dt

(
ρε(x) u∗ ◦ Ŵ ε, v

)
L2(Ω)

+ aε( u∗ ◦ Ŵ ε , v )

= (f, v)L2(Ω) +

∫

Γ1

Φ(t) v dσ − aε( r̂ε , v )

e Hºm

∀v ∈ V
Ì � �~�   �¼���~� t � Ä��z���  �� ���u�_¿ÇÄ¹��� ÓM�   � o±`j  �¿�r�r��� É ��� � �_¿ � �~�Z�gÄ���� É>� �� ¿r� ��� � ���8Ä��ÇÊ_Ä�� �¿� �T� �

V
Ä��~�¿� t ¿ � ��� t ¿ ��É �Z�X¿ � �r�   � � � ��� �����¿�
� �_e {ºmpodfr  � � ���~�� ¿Ç¿J�������¿� �Åtç  � É � t �Å  ��� �

ŵε ∈ W 1,∞(Ω;Rn)
Ì � � �M� � ¿r�?Î~�~� �P�ut �gÄß�b¿ Ä��ÇÊ_Ä�� �¿� ��� �

V

|



V ε = {vε ∈ V ; ∃ v ∈ V , vε = v ◦ ŵε } ,
eXIMxºm

Ä���� � �
ŵε ∈ W 1,∞(Ω;Rn)

� � � t ���bÄ]��� � �
v ◦ ŵε Ê � t �¿� É ÄÈ��� V

� Ä�Äß���¿� � Ä
v
¿r�Z�bÄ o

Ù>�+¿r�?Î~�~�b¿����~� � �r�   � � � ��� ����Å �Å  � � �����¿� �Åt,� �  �� � t � �����¿� � Ä v
Î~�_¿

u ∈ L2 (0, T ;V ) ∩ C0
(
0, T ;L2(Ω)

) Ä�� � �Ö��� � �




d

dt

(
ρε(x) u ◦ Ŵ ε, v

)
L2(Ω)

+ aε(u ◦ Ŵ ε(t), v) = (f, v)L2(Ω) +

∫

Γ1

Φ(t) vdσ

u ◦ Ŵ ε(0) = u0 eXIKI m� �  ��Åt�t
v ∈ V

o��_� ���~� S ��� Æ Á � tÈÉK ß�Å� ���~� �   � � eXIKI mb� ¿ � ����Ä � �r�r�����~��Äß� t �r�����¿�
u ◦ Ŵ ε

���
L2 (0, T ;V ε)

o V �¨���~� � � t�t � � ��� É Ì � � � � t�tb�M�Åt�t
u

�� � ����������
�� ��	���
� ��� � ����� ��� �	� ����� � ������ � �_¿ t �ÈÍº�¦��� Õ I?Ö Ì � �   � ���Å  Í���� � �

u
�¿� ��� �Åt�t�� ¿r�u� �u�_¿ÇÄT�¿�

ε
Êr�r�C�����gÄ � � t�t � ���bÄ t �bÄ	Ä � � � � �Å  �b¿
���

uε
e Ä�� � �Åt Ä�� Õ IKI?Ö¡mpo
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h � �M�Åt�t ���~� t � �M�ÅtÈ� �r�   � � � ��� �����¿�½� � ���~�G�gÄ � � t�t � ����� É ���bÄ�� � �r� � �����¿�_Ä}�_Ä��b¿ ��� Õ I`Ö� �  �� � � �1Æw�r� � Ä�� � � � ���gÄ������ ��� ���   � �Åt Ä�� � � t � �����¿� o½f �   Ä�� � � t � � ��� �³� � � Ä�Ä�� � �
Ω ⊂ R2 o8Â �  b� �r�   � �¿� � �M� �ã� � Ä�� t�� Ê�� É �u�~�  ß�Åt �ÈÓM�b¿Æ���G�r� É �~�   ¿J� � �u�_Ä����¿�_Ä o Ù>�
Î   Ä��¹�����   �X¿J� � � �Æ� � �Å  Ä�� � �bÄ��¯� �

Ω
� �r� � �rÌ � �   Ä�� � � t � � ��� � Ìa�¡Ä � Ä	Ä�� � �b¿)���ÏÊ����� t�� �~�b¿  ß�Åtwoaq �r�¡Ä � � �Å  Ä�� � �bÄ��
�¡Ä �}� �¿� � �  �� ��� É �   � � � É � t � �����¿�

Th

Ä�� � �
��� � �
Ω =

⋃

K∈Th

K

� �~�   �¼���~�¼� t � � �u����Ä
K

Ä � ���¡Ä �¡� ¿J� �Å�
(K) ≤ h

� �_¿ ���~� � �bÄ��ÚÄ��ÈÓM�
h
�¡Ä t �Å ÔÉ �  ��� � �Ö���~��Ä�� �¿� �LÄ �M�Åt ��� � �gÄ � � t�t � �����¿�_Ä

ε
ÌJ� o � o

h > ε
oq �~�u�rÌ � �¿� �±�gÄ � � t�t � ����� É ���bÄ�� � �r� � �����¿�

ŵε
i

�¡Ä t � �M�Åt�� e � o � o ���9� �¿� � � � �Å  Ä�� � � t�t
K
m

� �r�   � � � ��� ���+Ê �
ŵε,K

i

Ä�� t �r�����¿�Ö� �




−div{Aε(x) grad ŵε,K
i } = 0

���
K,

ŵε,K
i = bε,K

i (x)
�¿�

∂K,

eXIMLºm
� �~�   �gÌ��¿��� �¿� ��Ä��¡¿r�

S
� � ���~� � � t�t

K
Ì
bε,K
i (x)

�¡Äa�u�����~�   � ��� �Åt ���
xi

� �
S∩∂Ω 6= ∅�   �¡Ä}���~�iÄ�� t �r�����¿�½� � ���~� � � t�t � � ��� É Ê �¿�r�_¿ �Å �� Å �Åt �~�G�   �kÊ t � �
o³V � ���~�±Ä��¡¿r�

S

�



�¡Ä�� �Å ß�Å� �u�   �ÈÓM�b¿ Ê �½�ã� �   ÅZ� t ���~� �Å G� �Z�   ¿J��� � ���
s ∈ [0, 1]

Ì_���~�iÊ �¿�r�_¿ �Å �� ¿ � � �
bε,K
i (x(s))

�¡Ä]���~�LÄ�� t �r�����¿�9� �

−
d

ds

(
Aε(x(s))

d bε,K
i

ds

)
= 0

� �  
x(s) ∈ S,

� ���������~� � � t�t � � ��� É Ê��¿�r�_¿ �Å ��>� �¿�_¿J�������¿�_Ä � �����~��� � �Ö�u�_¿ � �¿������Ä¦� �
S
e¡� �r� � ��Å  � � �   �~�   ÄC� �

K
m

bε,K
i (x(0)) = xi(0) bε,K

i (x(1)) = xi(1).

q �~�bÄß��Ê��¿�r�_¿ �Å ��z� �¿�_¿J�������¿�_Ä e Ä�� � Õ N1Ö Ì Õ I`Ö¡mç�Å  �[�����   �X¿J� � �b¿}��� �Åt�t � � ���~�_�~� � �bÄ�Ä �Å ���gÄ � � t�t � ����� Éb� � �Å ß�¿� ���   � � ���~�n�gÄ � � t�t � ����� ÉT� �r� � �����¿�_ÄE�¿�z���~� � � �Å  Ä�� � � t�t Ê��¿�r�_¿ �Å  ���bÄ o^ � t�t � � ����� É ��� É �u���~�   ���~�bÄß� t � �M�Åtn� �r�   � � � ��� �����¿�_Ä � �°¿r�?Î~�~�
ŵε,h

i ∈ H1(Ω)
Ê �

ŵε,h
i = ŵε,K

i

� �   � �¿� �
K ∈ Th

Ì � �_¿ � � Äß�u�
ŵε,h =

(
ŵε,h

1 , . . . , ŵε,h
n

)
∈

H1(Ω;Rn)
oQ ��� � �   � �M�Åtz� �r�   � � � ��� �����¿�Ô� � ���~� t � �M�Åt �gÄ � � t�t � ����� É ���bÄ�� � �r� � �����¿�_Äi¿r�?Î~�~�b¿��� eXIMLºm �¡Ä � � � �r�r���b¿=Ê � �_Ä���� ÉÆ�9�ut � Ä�Ä�� �M�ÅtÈ� �¿� � �  �� ��� É Î~�r������ t � � �u���}����� �¿� �

K ∈ Th
e
Pk′

S �1ÉK ß� � É � � �   � �~�Å� � t � mpo Ù>�T�_Ä��T���~�4Ä �Å� ���~�¿� � �����¿�_Ä�� �J� �u�r�È��� � �� �L¿   �¿�����~� ���� ���� ���� � �P���   � � �   ���~� � �r�   � � � ��� �����¿�_Ä onV ���� � �   � �M�Åt �  ß�¿� ��� � �� � � �¿�����u���j�¿�   Ä�� t Åº�bÄ����
�_Ä���� É
P1

Î~�r�����¦� t � � �u����Ä � �  C� � � �r�r����� É
wε,h o

�! � � . � ; % 7G;#9:'*/2.0@A;��<5�@A;#)-+ ;>+ 9 ��5�'*.

q �~�T�_Ä��T� � �¿�  È� � t ���¡Ä �M�Åt �8Î~�r�����T� t � � �u��� � �u���~�:¿¼�¡Ä%Ä��  ß� � É ��� � �  ��_�Å  ¿���}�kÊr� � ���� Äß� � ��Æq¿J�¡Ä �u  �u���ÈÓ � �����¿�Æ� � ���~�b�   �kÊ t � �1eXIKI mpoS �u�
Vh ⊂ V

Ê � � Î~�r�����+¿J� � �u�_Ä����¿� �Åt Ä��ÇÊ_Ä�� �¿� � e
dimVh = Nh

m_� �  �  �bÄ����¿�_¿J��� É��� �)� �¿� � �  �� ��� É Î~�r�����>� t � � �u��� � �u���~�X¿ ¿r�?Î~�~�b¿5�¿�����~� � � �Å  Ä�� � �bÄ�� eXIMLºmpoq[� �r� �M�Åt�t��)� ��_Äß�
Pk
S �1ÉK ß� � É �±Î~�r������� t � � �u����Ä o�S �u� (

Φh
l

)
l=1,...,Nh

¿r�u�~�¿��� �
Î~�r�����P� t � � �u���LÊ � Ä��¡Äl� �

Vh
o¦V �Æ�   ¿r�   ��� � � � �r�r��� � ��� � �   � �M�Åt_� �r�   � � � ��� �����¿�

uh

� � ���~��Ä��ÇÊ_Ä��������r����� É �~� � � É �u�r�ÈÓM�b¿ Ä�� t �r�����¿�
u
Ì � �������   �:¿J� � � � � �������
�	������
���

� ��� � ��� ��	��� � � ����� � �
�� ��� � � ���  � ����� �%¿r�?Î~�~�b¿ Ê �
Φε,h

l (x) = Φh
l ◦ wε,h(x) , (l = 1, ..., Nh).

eXIM{ºm
q �~�   � � �   � � �Ö�kÊr� � ��� �±� �¿� � �  ����Åt Î~�r�����Ö� t � � �u��� � �u���~�:¿ � Ä	Ä�� � � � ���b¿%���±���~�� � �Å  Äß� � �bÄ��

Th
� �_¿ � ��¿r�u�~�¿����Ê �

V ε
h ⊂ V

���~�OÄ�� �¿� ��Ä�� � �r�~�b¿Ê � ���~� � �r� � �����¿�_Ä
(
Φε,h

l

)
l=1,...,Nh

odh �¿� É � t�� Ä���� � Í���� É Ì
V ε

h

�¡ÄC���~�LÄ�� �¿� �	�
Vh ◦ wε,h 
 o

` �u�~�¿����� É
W ε,h =

(
wε,h

1 (x), t
) Ì � �_¿ �g  � � ���~� � �r�   � � � ��� ���°Å �Å  � � �����¿� �Åt[� �   Æ

� � t � �����¿� e¡|�m Ì � ��¿r�b¿J� � � � ��� � �   � �M�Åti� �r�   � � � ��� �����¿� vf ���_¿
uh ◦ W ε,h ∈ V ε

h

Ä�� � �
��� � �

y



d

dt

(
ρε(x) uh ◦ W ε,h, vh ◦ W ε,h

)
L2(Ω)

+ aε(uh ◦ W ε,h, vh ◦ W ε,h)

=
(
f, vh ◦ W ε,h

)
L2(Ω)

+

∫

Γ1

Φ(t) vh ◦ W ε,hdσ eXIu|�m� �  ��Åt�t
vh ◦ W ε,h ∈ V ε

h

� �_¿
uh ◦ W ε,h(0) = u0

o
�! � � ; � . 7G;#9:'*/2.0@A;��<5�@A;#)-+

^ �~� � Í���� É ���~� � �r�   � � � ��� �����¿�Æ� �
uε
�������~� � �  ��

uh ◦ W ε,h(x, t) =

Nh∑

l=1

uh,l(t)Φ
ε,h
l (x)

� � �Å  � t � � ¿�����Äß� t Åº�l���~�L¿J��Ñ��   �u����� �Åt Ä � Ä���� �

M
ε d{uh(t)}

dt
+ K

ε{uh(t)}(t) = F ε(t)

� �~�   �
Mε Ì Kε �Å  �   �bÄ���� � ���ÈÅº� t�� ���~� ��� Ä	Ä � �_¿±���~��Ä�����Ñ��~�bÄ�Ä ��� �   � � �bÄ � �_¿ F ε���~�   � É ���C� � �_¿iÄ��¡¿r� � � � ��� É}�¡  � � ���~� � � t ���¡Ä �M�Åt �8Î~�r�����l� t � � �u����¿J�¡Ä �u  �u���¡Ä � �����¿� oq �~��Åº� � ���  

{uh(t)} ∈ RNh
  �u�   �bÄ��u���z���~� � �r�   � � � ��� ���b¿=Å �Åt �~�bÄ � �¦��� � �

t
� ����~�+Ä��ÇÊ_Ä��������r����� É �~� � � É �u�r�ÈÓM�b¿ÏÄ�� t �r�����¿� � �C���~�b�~�:¿r�bÄ�� � ���~� � � �Å  Ä�� � �bÄ�� oq �~�u�rÌ � ��Ä�� t Åº�C���~��Ä � Ä���� � � ����� � �G� � � t � � ��� Y � t �  _� �u���~�X¿ e � �   ���_Ä�� � � � � mpodS �u�

∆t
Ê��j���~���r�r� � �  �� ��� � �+Ä����u���_Ä��b¿ � �   ��� � ��¿J�¡Ä �u  �u���ÈÓ � �����¿� e

∆t = T/M
� �~�   �

Á �¡Äz���~�¼��� � Ê��   � � ��� � �iÄ����u�_Ä mpoãq �~�²Ê �¿� Í �_�Å  ¿ Y � t �   ÛÜÄ � �u���~�X¿)� � Íº�bÄ}���~�� �  ��
(Mε + ∆t K

ε)
{
u(n+1)

}
= ∆t F ε

(n+1) + M
ε
{
u(n)

}

� �~�   � {
u(n)

}
∈ RNh
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