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¬ ­X®¤¯�°T±$²�³�´V¯:µa±h®
¶ �+·����<¸ � �   ��¹ t � � ·�� � �~� � ��º³�u�r��» � �����»� � ·j·�� � � � ���c¸¿��� ���~� � � t�t � � ����º5·�����ºK� t �  �t�� � �   ���   ¹��c¸

·�� � �»�<¸��   ¸r�   �~�»��·Í� t �N¼ � ¸�½��»������� t�t ���r��� � �»� �  Í� ���  �� ����� t � �M� t�t�� ���   ���W¸J� ��� �Z�}¾ � ���u���j·
Aε ≡ − ¸J��¿ (A(x, x/ε)∇) + ε−1b(x, x/ε) · ∇ + ε−2c(x, x/ε),

eXIKo�IÞm
� �~�   �����~� � ���}¾ � ���u���j·

A(x, y) = {aij(x, y)}1≤i,j≤N À b(x, y) = {bi(x, y)}1≤i≤N À c(x, y) �   �   � � t� �<¸�¹ �»�r�<¸r�c¸ � �r� � �����»�<·h¸r�}Á~�~�c¸ � �  
x ∈ Ω ⊂ R

N � �<¸ y ∈ T
N e ���~�T�r�r���]���   �<· mpodV ���»���~�  ]� �   ¸�· À���~� � �Z�}¾ � ���u���j· �   ��� �   ���K¸J� � � � ���   ���K¸

(0, 1)N � �����   �c·���� � �[���z���~�h¿ �   � � ¹ t � y oif �   ���~�  �� �   � À ���~���� �   � �
A(x, y)

��·[���R·j·���¹ t�� �~�»� ¼ · ���P� �u�   � � À �r�r� � �  ��Pt�� ���R·�������¿³�¤¸r�}Á~�r����� À � �r� t �j���~�¤¿³� � ���   b(x, y)� �<¸ ���~�)· �M� t �   ���»���u����� � t
c(x, y)

¸r�G�~�»�x· � ����· �¡� � � �
� �   ���~�  l� ·a·�� � �r�����»� e ��� � �   ��� � � t �  
c
��·j�~�»��~� � �c·j· �   � t�� �~�»� ¼ �~��º � ����¿³� � �<¸

b
��·j�~�»�x¸J��¿³�   º³�u� � � ¼ �g  � �}�~�   � � »M�   � � � � �©¿ � t �~� mpo ¶ ��·����<¸ � ���~�� · �Z� �r���»��� � ¹ �u� � ¿����   À � · ε º³�Z�c·]���2»M�   � À � � ���~� � � t�t � � ����º�� �  Í� ¹�� t � � �   ��¹ t � �

{
∂uε

∂t
+ Aεuε = 0

���
(0, T ) × Ω

uε(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T ) × ∂Ω, uε(0, x) = u0
ε(x)

���
Ω,

eXIKo L³m
� �<¸�� � ���~�¬�u��º³�u��¿ � t �~���   ��¹ t � �

Aεpε = λεpε ���
Ω, pε = 0

�»�
∂Ω.

eXIKo {³m
q �~�
�~��¿³� t � � �������~�
�   �c·��u��� � �  �Â ��·���� � � eXIKo�IÞm ��· � �~�»�Ã·Í� t �N¼ � ¸�½��»�����¥�»� �  Í� ���  Mo�q �~� �M� ·�� � �
·�� t �H¼ � ¸�½X�»�������»� �  Í� ���   · �_� ·]�   ��¿Z���»�<· t��
� � � t�� »M�c¸���� Ä L�Å À Ä |�Å À Ä N
Å×� �<¸ Ä IM��Å o
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V �¿�   ¸r�   ��� �~� � ��º³�u�r��»M�D¹ �»��� eXIKo L³m}� �<¸ eXIKo {³m À ���~� ��� ���Ã��¸r� � ��·}��� �<·�� � � � � � � t � �  �� �~�»�·�� t �H¼ � ¸�½X�»�����j�u��º³�u��¿ � t �~� �   ��¹ t � � ���9���~��·�� �»� �¬� � ���   ���W¸J� ��� �r� � �����»�<· e ·�� �\·Í� � �����»� L³mpoCV �C��· �M� t�t �c¸� � ���»�~�u����� � t ·���� � �  Í� t �   ��¹ t � � · e ·�� � Ä�� Å À Ä IML
Å À Ä IM{
Å¡m�� �<¸����z��·�·�� � � t �   ���
���~� � � t�tp¼¥Â �~� � ��� t � � �
·���� � �  Í� t �   ��¹ t � �
o

� �  T��� ��� � ·a·�� � �r�����»� ��·���� � �b���~�\Á   ·��T� � ���»�~�u����� � t �u��º³�u��¿ � t �~�}� � · � ·�����º t � � ���r� � � � � � �� �»�����
x0 ∈ Ω

� ����� � �~�»� ¼ ¸r��º³�u�~�  Í� ���_��� � ¸  Í� ��� � ¹ �u� � ¿����   �~� �  
x0
e ·�� ��·Í� � �����»� L³mpoiq �~�u� À � �[�   ��¿³���� � �l���~�)Á   ·����u��º³�u� � �r� � �����»��� ��eXIKo {³m À ��· � �r�   � � � ��� ��� t�� ºK��¿³�u� � ·l���~�}�   �K¸J� � �¬� �]� ���R· � � t�t � ������º� �r� � �����»� e¡� ���������   ���W¸

ε
ma� �<¸ � ���~� � ��º³�u�r��»M�c¸¯�u��º³�u� � �r� � �����»� � �»� � �u���  Í� ������º}� � ���»�~�u����� � t�t��G� �

x0e¡� ����� � � �  Í�»� ���   ��·���� �¬t �u��ºK���<· �M� t � √
ε
mpo_q �~�¬�~� � ��º³�u�r��»M�c¸ �   ��¹ t � � ��·C���R·��c¸
�»�9���~� � �~� t ��·�� �»� �

R
N � ����� � ��� � ¸  Í� ��� � � �»���u����� � tat ��� Â �c¸ ���¥���~���j�c·j·�� � � � � ���~��Á   ·��l� � ���»�~�u����� � t �u��º³�u��¿ � t �~� e ·�� �q �~� �   � � {Jo �³mpo ¶ � � t ·�� �   ��¿³� � ·�� � � t �  z  �c·�� t � � �   ���~��� �  Í� ¹�� t � � � ��� � �����»� eXIKo L³m � � ���~�G���r����� � t
¸ � � �l�   � � � t�t �   �u� �   �c¸ e ·�� � q �~� �   � �/{Jo�IÞmpoEV �}�»���~�  [� �   ¸�· À � �v¹r�r� t ¸ � ·�� ���~�u� � �]� �U� �r�   � � � ��� ���·�� t �r�����»�<·i� �×eXIKo L³m,� �r� � � �   ��¸r�}Á~�~�c¸ � · ���~�[�   �W¸J� � �E� � ���~��· � � �[�R· � � t�t � ������º � �r� � �����»� e¡� ����� � �   ���K¸
ε
md� �<¸G� � ���~�¤·�� t �r�����»�G� � � � �  Í� ¹�� t � � �~� � ��º³�u�r��»M�c¸¥� ��� � �����»� À � �»� � �u���  Í� ������ºP� � ���»�~�u����� � t�t���� � x0� ����� � � �  Í�»� ���   ��·���� ��t �u��ºK���<· �M� t � √

ε
oq �~�   � �   �F·���¿³�  Í� tr� �»����¿ � �����»�<· � �   ·����<¸ � ����ºl���~�_�~� � ��º³�u�r��» � �����»��� �EeXIKo L³mE� �<¸ eXIKo {³mpoEq �~�-Á   ·���   ��¹ t � ���M� � ¹��2·�� �u� � · ��� �»��¿³� � �����»� ¼ ¸J�����<·����»� ¼w  � �»� �����»�Ã� ��� � �����»� o�V �>� �   ��� � � t �   À ��� ���~� t � � ����M� ·���� � ���<¸J� �M� ���  �¼ � � � �G���»���u����� � t · e � o �

c = +∞ ��� � ·���¹'¸r� ��� ����� � T
N � �<¸ c = 0

� t ·�� � �~�   � m À� �   � � ��¿³�   ���  X� �  Í� ���c¸+¸r� ��� ���<· � ������� �   ���K¸J� � �~� t �c·v·��r�r� �   ������º ` �   � � � t �u�v¹��»�r�<¸ �  ��¥� �»�<¸J�������»�<· oV � ·�� � � �9�M� ·Í�����~�¥���  �� � � �   ¸r�  
ε−2 ¸J��· � �r� � �   · �g  � � ���~�¯�»���  Í� ���   eXIKo�IÞm � t ���~�»��ºK�Ã���~�   �¯��··���� t�t[� ·�����ºK� t �   � �   ���   ¹ � �����»�P¸J�~�P�������~���   �c·��u� � ��� �C` �   � � � t �u�¬�~� t �c· o�q �r��·���· � � � �r� �M� t[� �K¸r� t� �E� �»�W¿³� � �����»� ¼ ¸J��� �<·����»� ��� � �   �»�<· � �c¸J� �Jo[q �~�\·Í� t �N¼ � ¸�½��»����� �M� ·Í� e � �   ���~�	·���� � �  Í� t �   ��¹ t � �GmÓ�Ó� ·

·����<¸J���c¸���� Ä LJI�Å oq �~�©º   �»�r�<¸ ·�� � ��� � · ��� �r���»��� �¸e � o � o À � � �  Í�»� ���   ��» ����ºÃ���~� t � � ����� � ���~� Á   ·��¥�u��º³�u��¿ � t �~� � �<¸�u��º³�u� � �r� � �����»� � ·
ε
º³���c·T��� x³m � t �M� · � � � � ���   � � ���   � t � � �~�u�4·����<¸ � ����º¯���~� t �»��ºG��� � ��¹��u� � ¿Z���  � � ·�� t �r�����»�<·Ó� � ���~� � �  �  �c·�� �»�<¸J����º}� �  Í� ¹�� t � � � ��� � �����»� odkb� � � t�� À ���~��Á   ·��Ó�u��º³�u��¿ � t �~�xº³��¿³�   �<·_���~� Í� ����� � ¸r� �M�M��e �   º   � � ��� m � � ·Í� t �r�����»�<· � �r� t �G���~� t � � ��� �   ��Á t �¯� � ���~��·�� t �r�����»�<·z��·�¸r�u���  �� ���~�c¸

¹ � ���~��Á   ·��P�u��º³�u� � �r� � �����»� o%Q �~�»���~�  P� �»����¿ � �����»� � �   ·����<¸ � ����ºµ���~���u��º³�u�W¿ � t �~�
�   ��¹ t � � ��·}���~�� �W¸r� t�t ����º}� � ���~�x·�� ¼ �M� t�t �c¸ �u  ����� �M� t ��� � �   ��¹ t � �/� �   ���~�j�~�u�r�   �»��¸J�����<·����»�¥� ��� � �����»� e¡� �r� � � � t�t � � ·��� � � � �r�r�������~�b��� � �   ¸J��·��   ��¹r�r�����»�9��� � ��� �ut � �  C  � �»� ���  T� �   � À ·�� �l� o º o À Ä {
Å¡mpoQ � �   � �g  � � ���~� � t�  � � ¸ � ���~�»���c¸�� � � �   ·�Ä L
Å À Ä |�Å À Ä N�Å À ���~�   � �   � ��� � � �»���~�  }  � t � ���c¸ � �  �Â · of �   � �~� � � t � À � �~�u�%���~� � ���}¾ � ���u���j· �   ���~�»�  Í� �r��¸ t�� �R· � � t�t � ������º e � o � o ���~� � ¸r�u� �u�<¸Ã�»� x � �<¸�~�»���»�
y
m À ���~��·����<¸ � � ��eXIKo�IÞm ��· � �   ��¹ t � � � � ·�����ºK� t �   ���   ���   ¹ � �����»� � �����~�»�r���~� � ��º³�u�r��» � �����»�Ä IMN
Å ozq �~�   �c·�� t ��� � Ä IMN�Å ��·b��� � � À � � c(x) � � · � �r�r�����~�)º t ��¹ � td� ���r� � � � ���»����� x0 ∈ Ω

���~�u� ���~�
Á   ·��b�u��º³�u� � �r� � �����»�

pε
1(x)
��·b� � ���»�~�u����� � t�t�� · ��� t�t ��¿³�  ���� �~�   �}� �r� �u�r� � �

x0
� �<¸ ���~� t ��º �   ����� � � �� · �Z� �r���»��� � ¹��u� � ¿Z���   � �

pε
1
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v Á~�<¸ e

λ(x, θ), ψx,θ
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− ¸J��¿ y (A(x, y)∇yψx,θ) + b(x, y) · ∇yψx,θ + c(x, y)ψx,θ = λ(x, θ)ψx,θ,
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���~�\¸r�   ��¿ � ����¿³�¬���9���~�z�R· � � t�t � ������º�¿ �   � � ¹ t � � �<¸�¹ � ∇x���~�+¸r�   ��¿ � ����¿³� � �����   �c·�� � � �P���>���~� ���»�u  �R· � �»�r� � ¿ �   � � ¹ t � o¸Q � � t ��º³�»�<· t�� À ¸r�u�~�»������º ¹ � A∗ ���~�� ¸�½X�»����� ��� �   � � � �
A À � � � �»�<·���¸r�   ���~� � ¸�½��»�����T�   ��¹ t � �
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m ���~�	Á   ·��j�u��º³�u�r� � �  � �
{ − ¸J��¿ y (
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∗
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)
− ¸J��¿ y(b(x, y)ψ∗

x,θ) + c(x, y)ψ∗
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x,θ(y)e
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−(
¸J��¿
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N À � �<¸���~� q×�M��t �   ·��   ���c· � �  
λ∞(x)
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x0
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λ∞(x) = λ∞(x0) + Λij(x− x0)i(x− x0)j + o(|x− x0|2), Λijξiξj ≥ c|ξ|2 (c > 0),
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� �  �� � � ¿³� � ���  
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Λij ≡
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2

∂2λ∞
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¶ �����~�»�r� t �R·a·G� � º³�u�~�  Í� t ��� ��� �4·�� � t�tb� ·a·�� � � ���±���~�©·�� ���~� t ��� � �
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� �<¸ � �4¸r�u�~�»���
ψ∞(y) ≡ ψ∞(0, y) À θ∞ = θ∞(0)
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N × T

N À � �+¸r�u�~�»���+¹ � φε ���~� � �r� � �����»�
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o[f �  j� ¿ �   � � ¹ t �
z ∈ R

N À � �	¸r�u�~�»���$¹ � L2(R+;L2(RN ; |z|2)) ���~�$·�� �»� �\¸r�}Á~�~�c¸+¹ �
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
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

∂uε

∂t
+ Aεuε = 0

���
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uε(t, x) = 0 (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ),
uε(0, x) = u0

ε(x)
���

Ω,

e {Jo�IÞm
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� �r� � �©¹ � t �»��º&·����
L2(Ω) À e {Jo�IÞm � � · ��r�r�����~� � � ��Â ·�� t �r�����»�

uε = uε(x, t)
·�� � �
��� � �

uε ∈ C([0, T ];L2(Ω)) ∩ L2((0, T );H1
0 (Ω))

o
� "z� � �E��� � �"! � :n: F[_ 4 ,pQ�),.�/ , Ng),.�/ 1-3 ) 1 1-354 9 . 9-1"9 ),+ /r) 1 ) u0

ε ∈ L2(Ω) 9;: %8I 1-354 I?%,'�_

u0
ε(x) = ψ∞(x, x/ε)w0(x/

√
ε),

e {Jo L³m
t|9-1-3 w0 ∈ L2(RN )

P2W 354b: %(+eF 1"9 %(. %]IZM �[P-QKR=Lo),. ho4
t ' 9-1 1O4 .6) :
uε(t, x) = e−

λ∞
ε2

twε(t/ε, x/
√
ε)ψ∞(x, x/ε),

e {Jo {³m
tu354 ' 4 wε(s, z) 9c: )�IKF�.�L 1"9 %,. tu3[9 L 3 Lo%,.\D 4 ' AC4�: t 4 )�
d+ kZ9 . L2(R+;H1(RN ))∩L∞(R+;L2(RN ))∩
L2(R+;L2(RN ; |z|2)) ),.�/ :?1 ']%,. A + k
9 . L2([0, S];L2(RN ))

M IV%,' ),. k <�. 9"1O4 1"9 _ 4 S R 1 % 1-354 : %,+GF 1"9 %,.
w
%8I 1-354 3 %,_Z% AC4 . 9B{E4 / i '8% h + 4 _

{
∂w

∂t
− div(Aeff∇w) +

(
Λijzizj + deff

)
w = 0 9 . R

+ × R
N ,

w(0, z) = w0(z) 9 . R
N ,

e {Jo |�m

t|9-1-3
deff =

∫

TN

(
ψ∗
∞b∇xψ∞ − ψ∗

∞divy(A∇xψ∞) − ψ∗
∞divx(A∇yψ∞)

)
(0, y)dy,

e {Jo �³m
),.�/ 1-354 _Z) 1 ' 9B7 Aeff = {aeff

ij }1≤i,j≤N 9;: A,9 D 4 . h�k

aeff
ij =

∫

TN

ψ∞ψ
∗
∞A(0, y)∇(χj + yj) · ∇(χi + yi)dy,

e {Jo y³m

tu354 ' 4
1-354 IKF�.�L 1"9 %,. : χi
)(' 4 / 4 <�. 4 / IV%,' i = 1, . . . , N h�k��

{
−divy

(
ψ∞ψ

∗
∞A(0, y)∇y(χi + yi)

)
+ β(0, y) · ∇y(χi + yi) = 0 9 . T

N ,

y → χi(y) T
N }Bi\4 ' 9 %J/ 9 L ,

e {Jo � m

t|9-1-3g1-354 D 4 L 1 %(' β / 4 <�. 4 / 9 . MTN�P���R(P
����������� � �c� W 354 9 . 9-1"9 ),+&/r) 1 ) M �[PBNJR 9;:bt 4 +-+ i ' 4xi ),' 4 /CP `K.f/ 4o4 / 0 ' 4 Lo),+-+ 1-3 ) 1

ψ∞(x, x/ε) = e2πθ∞·x/εφ∞(x, x/ε),

tu354 ' 4 φ∞(x, y) 9;: (0, 1)N }UiY4 ' 9 %d/ 9 L 9 . 1-354 DE)(' 9 ) h + 4 y P�W 3C9;: 9 _ i + 9 4�:p1-3 ) 1 ψ∞ 3 ) : ),. 487Ki %,. 4 . 1"9 ),+
ho4K3 )(D 9 %(' 0�487 L 4Oiq1 9 I θ∞ = 0

P `K. 1-354 :OiY4 L 9 ),+|Lo) :V4 θ∞ = 0 0 1-354p9 . 9-1"9 ),+ /r) 1 ) 9;: F[. 9 IV%,'K_@+ ksh %,F�.�/ 4 /CP#qF�' 1-3Y4 'K_Z%,' 4K0�1-354 ' 4@9;: .�%s. 4o4 / 1 % 3 ),D 4�t 4 +;+ i ' 4Oi ),' 4 / 9 . 9-1"9 ),+z/r) 1 ) 9 . : F5L 3 )gLo) :J4�:K9 .�L 4 I?%,'@),. k
:V48m F 4 .fL 4 u0

ε 0 F[. 9 IV%,'�_�+ ksh %(F[.�/ 4 / 9 . L2(Ω) 0 %,. 4 Lo),. 4o7(1 '])CL 1 ) : F hK:V48m F 4 .fL 42tu3[9 L 3g3 ) :p1-354p: )(_ 4+ 9 _ 9-1 ho4K3 ),D 9 %,'sM 9 . 1-3Y4b:J4 . :J4 %]I 1"t % }T: Ln),+ 4 Ln%,.\D 4 ' AC4 .fL 4 R^) : M �[PUNVRrP
����������� � ��� W 3542iY4 ' 9 %J/ 9 L6L 4 +-+ i '8% h + 4 _ : M �[P
	8R�)(' 4*t 4 +-+ i % :V4 /sIV%,' 1 ≤ i ≤ N

P�`K.f/ 4o4 / 0sh?k#q' 4 / 3 %(+e_�� : ),+ 1O4 '�.�) 1"9 D 4K0�1-354 ' 4=487,9;:�1-: )sF[. 9 m F 4�: %,+eF 1"9 %,. MTF i 1 %g),.�)r/r/ 9-1"9 D 4 Lo%(. :�1 ),. 1 Rs%]I�M �[P
	]R 9 I),.�/s%,.\+ kZ9 I ∫

TN

β(0, y) · ∇y(χi + yi)dy = 0.

W 3C9;:�9;: : ) 1"9;: < 4 / :�9 .�L 4 β / 4 <>. 4 / 9 . MTN5P���R 9;: / 9 D 4 ' AC4 .�L 4 I�' 4o4 ),.�/ : ) 1"9;: < 4K: Lo%,.�/ 9"1"9 %,.SMON�P��,R(P

�



����������� � �+*�W 354 %,' 4 _ N :?1"9 +-+ 3 %(+H/ :�1 'KF 4�9 I t 4 )r/r/2) : %,F�']L 4 1O4 '�_ %]I %,'8/ 4 ' ε−1 P `K.f/ 4o4 / 0|t 4 Lo)(.)r/r/ 1 % M �[P-QKR 1-354 I?%,+-+B% t|9 . A2: %,F['8L 4�1O4 '�_

fε(t, x) =
1

ε
e−

λ∞
ε2

tf(t/ε, x, x/
√
ε, x/ε),

tu354 ' 4 f(t, x, z, y) ∈ L2(R+ × Ω × R
N × T

N )
P `K. : F5L 3 )sLo) :J4K0 1-354 3 %,_Z% A[4 . 9U{d4 / 48m F5) 1"9 %,. M ��P �,R

3 ) : ),.6)r/r/ 9"1"9 %,.�),+ : %,F['8L 4�1O4 '�_ tu3[9 L 3v9;: f eff(t, z)
/ 4 <�. 4 / h?k

f eff(t, z) =

∫

TN

f(t, 0, z, y)ψ∗
∞(0, y)dy.

� + : % 0 t 4 Lo)(.g)C/r/ 1 % 48m FY) 1"9 %(.�M �[P-QKRp)�.�%,. } + 9 . 4 ),' 1O4 '�_ ε−1g(x, x/
√
ε, x/ε, uε) tu354 ' 4 g(x, z, y, ξ)

9c: ) Lo%(. 1"9 .	F5%,F : I�F[.fL 1"9 %(. 0@3 %,_Z% AC4 . 4 %,F : %]I / 4 A ' 4o4 %,. 4 ),.�/ F�. 9 I?%,'�_@+ k��u9ji	: L 3C9-1c{^t|9"1-3 ' 4K:OiY4 L 1
1 % 1-354 DE)(' 9 ) h + 4 ξ P , 4 .fL 4K0�1-3Y4@3 %(_2% AC4 . 9U{d4 / 4om F5) 1"9 %,.�M �[P �(R 3 ) : )(.S)r/r/ 9-1"9 %,.�),+|.f%,. } + 9 . 4 ),' 1O4 '�_
geff(z, w)

/ 4 <�. 4 / h�k

geff(z, w) =

∫

TN

g(0, z, y, ψ∞(0, y)w)ψ∗
∞(0, y)dy.

k � � � À � �  �� ¹ �»�r�<¸r�c¸ �»� �u��·Í�u� Ω À � � � �»�<·���¸r�   ���~� � � t�t � � ����º��u��º³�u��¿ � t �~���   ��¹ t � �
{

Aεpε = λεpε ���
Ω,

pε = 0
�»�

∂Ω,

e {Jo N³m
� ����� Aε ¸r�}Á~�~�c¸µ��� eXIKo�IÞmpo}Q ·b��· � � t�t�Â �~� � � À � �   � �»� ��Á � �c¸ ε > 0

���r��·l�»���  Í� ���   � � · � � � � �»� �����¿³�   ·��Ó���
L2(Ω)

e ���R·j·���¹ t�� �~�»��·�� t �H¼ � ¸�½X�»����� mE� �<¸2· � ����·�Á��c·d���~� ����� � � � � �   ��� � ��� t � odq ���<· À ¹ � ���~��   �u��� ¼ h �r� ��� � ���~� �   � � À � �n� � ¿³� � Á   ·��×�u��º³�u�W¿ � t �~� λε
1

� �r� � t ����� t � � ��� � �»�~� � �<¸¬���~� � �  �  �c·����»�<¸J����º�u��º³�u� � �r� � �����»�
pε
1

�M� �D¹�� � �~�R·��u�
���R·�������¿³�b���
Ω
o

� "z� � �E��� � �����z.�/ 4 '�) :n: F[_ if1"9 %,. ,pQ�),.�/ , N t 4 3 ),D 4

λε
1 = λ∞ + εµ1 + o(ε) t|9"1-3 lim

ε→0

o(ε)

ε
= 0,

),.�/ 1-354 Lo%,'�' 4�:Ti %,.f/ 9 . Al4�9HA[4 .\D 4 L 1 %,' pε
1

)r/,_ 9"1-: 1-3Y4 ' 4Oi ' 4K:J4 . 1 ) 1"9 %,.

pε
1(x) = qε

1(x/
√
ε)ψ∞(x, x/ε),

e {Jo H³m
tu354 ' 4 qε

1(z) ∈ H1(RN ) 0 F i 1 %s)2' 4 .�%,'�_Z),+ 9U{ ) 1"9 %,. 0 Lo%(.\D 4 ' AC4K:K0 ) : ε A % 4K: 1 % {d4 '8% 0�1 %�)Z+ 9 _ 9-1 q1(z)
tu3C9 L 3
9;: 1-3Y4 <>' :?1z4�9BAC4 .JI�F[.fL 1"9 %(.v) :K: %JL 9 ) 1O4 / 1 % 1-354 <�' :?1 4�9BAC4 .	DE),+GF 4 µ1

%]I 1-354�3 %(_2% AC4 . 9U{d4 / :OiY4 L 1 '8),+
i '8% h + 4 _

−div(Aeff∇q) +
(
Λijzizj + deff

)
q = µq 9 . R

N ,
e {Jo�IMx³m

t|9-1-3 deff ),.f/
Aeff / 4 <�. 4 / h�k M ��P���R=),.f/*M �[P��KR 0 ' 4K:TiY4 L 1"9 D 4 + k P

����������� � �	� W 354@:TiY4 L 1 '])(+ i '8% h + 4 _�M �[P;Q �KR 3 ) : ) i F�' 4 + k@i F�.�L 1 FY),+ :OiY4 L 1 '�F�_ :K9 .�L 4 Λijzizj 9c: ).�%,. } / 4 AC4 . 4 '8) 1O4 m FY)r/,'8) 1"9 L i % 1O4 . 1"9 ),+BP@W 3C9;:�9;: 1-354 : % } Lo),+-+ 4 / 3 )('K_Z%,. 9 L % : L 9 +-+H) 1 %,' i '8% h + 4 _ M :V4o4 4 P A P
��
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� � �h°f����± 9jµj´ ��°T±�� 9 7�

q �r��·v·�� � �����»����·F¸r��¿³�»���c¸¥���}���~�T�   ��� � � �iq �~� �   � �
{Jo�IKo ¶ �b�����   �W¸J� � � � �~� � �r� Â �~� � �����¥���~�

·��r�   ���C� � Ä | À IM{
Å À
vε(t, x) = e

λ∞
ε2

t uε(t, x)

ψ∞(x, x/ε)
,

e¡|~o�IÞm
� �r� � �>��· � � t�t ¸r�}Á~�~�c¸ ·���� � �

ψ∞
��·l���R·�������¿³� � · � t�  � � ¸ � � �u�������»�~�c¸ ��� h � ���  �ÂµLJo {Jo ¶ �   �u� t �»� �

uε
¹ �

vε
��� e {Jo�IÞmÓ� �<¸ � �   � �M� t�t ��� � �

ψ∞(x, y)
� �<¸

ψ∗
∞(x, y)

�   �b���~�¤Á   ·��]�u��º³�u� � �r� � �����»� � �_e LJo�IÞm� �<¸ e LJo L³m À   �c·���� � ����¿³� t��³o[Q�� ���   ·Í� � � � t º³��¹  Í�P� �¬��¹r� � ���
��� � � e {Jo�IÞm ��·C� ���r��¿ � t �u���C���




εσε∂vε

∂t
− ε
¸J��¿

(αε∇vε) + βε · ∇vε

+σελ∞(x) − λ∞
ε

vε + εBε · ∇vε + Σεvε = 0
���

R
+ × Ω,

vε(t, x) = 0 (t, x) ∈ R
+ × ∂Ω,

vε(0, x) =
u0

ε(x)

ψ∞(x, x/ε)

���
Ω,

e¡|~o L³m

� �~�   �
σε(x) = ψ∞ψ

∗
∞(x, x/ε), αε(x) = ψ∗

∞ψ∞A(x, x/ε), βε(x) = β(x, x/ε),
e¡|~o {³m

� �<¸
Bε(x) = ψ∞A

∗∇xψ
∗
∞(x, x/ε) − ψ∗

∞A∇xψ∞(x, x/ε),
Σε(x) = Σε

0(x) + εΣε
1(x),

e¡|~o |�m
� �����

Σε
0(x) = ψ∗

∞b∇xψ∞(x, x/ε) − ψ∗
∞

¸J��¿
yA∇xψ∞(x, x/ε) − ψ∗

∞

¸J��¿
xA∇yψ∞(x, x/ε),

Σε
1(x) = −ψ∗

∞

¸J��¿
xA∇xψ∞(x, x/ε).

h � ���  �Â ��� � �
σε � �»��¿³�   º³�c· � � ��Â�t��W¼ ? ��� L∞(RN )

��� I ¹�� �M� �<·�� � � ���~�z�~�  ���� t ��» � �����»� � �»�<¸J�������»�e LJo y³m À � �r� t � Σε
0

� �»�W¿³�   º³�c· � � ��Â�t��W¼
?
���
L∞(RN )

���
deff ¸r�}Á~�~�c¸+¹ �>e {Jo �³mpoV �>�   ¸r�   ���
� t � � ��� � �������~�

ε
· �M� t ����º
��� �g  �»���z� � ���~��·Í� � �»�<¸ ¼ �   ¸r�   �»���  Í� ���   ��� e¡|~o L³ml� �<¸ �����¹r� � ���
�r�r� � �  ���� �   ���   � �c·���� ��� ���c· À � �   �c· �M� t �����~�	·�� �»� � � �<¸���� � �$¿ �   � � ¹ t �$¹ � �����   �W¸J� � ����º

z =
x√
ε
∈ Ωε = ε−1/2Ω, s =

t

ε
,

e¡|~o �³m
� �<¸ � �»�<·���¸r�   ���~� � �r� � �����»�

wε(s, z) = vε(t, x), (s, z) ∈ R
+ × Ωε.

e¡|~o y³m
q �r��· � ��� t ¸�·





σ̃ε∂wε

∂s
+ Ãεwε + σ̃ελ∞(

√
εz) − λ∞
ε

wε +
√
εB̃ε · ∇wε + Σ̃εwε = 0

���
R

+ × Ωε,

wε(s, z) = 0 (s, z) ∈ R
+ × ∂Ωε,

wε(0, z) = w0
ε(z) =

u0
ε(
√
εz)

ψε
∞(z)

���
Ωε,

e¡|~o � m

� �~�   �l���~�l�»���  Í� ���   Ãε ��·h¸r�}Á~�~�c¸+¹ �
Ãε ≡ − ¸J��¿ (α̃ε(z)∇) + ε−1/2β̃ε(z) · ∇. e¡|~o N³m

V � e¡|~o � m_� �<¸ e¡|~o N³m À � �j�<·Í�C���~�T�~�»� � �����»� φ̃ε(z) = φ(
√
εz, z/

√
ε)
� �  ]� � ��� �r� � �����»�

φ(x, y)
¸r�}Á~�~�c¸�»�

R
N × T

N ok � � À � � �M� � ��¹r� � ���
���~� � � t�t � � ����º � �   ���   � �c·���� ��� ��� o
�



��������� * �"! � 4V1 0 < S < +∞ ho4 )2<�.�),+ 1"9 _ 4 P � :n: F[_ 4v1-3 ) 1 wε : ) 1"9c: < 4K: M ��P
	]R t|9"1-3 w0
ε ∈

L2(Ωε)
P@W 354 . 0

‖wε‖L∞((0,S);L2(Ωε)) + ‖∇wε‖L2((0,S)×Ωε)N + ‖|z|wε‖L2((0,S)×Ωε) ≤ C(S)‖w0
ε‖L2(Ωε),

e¡|~o H³m
),.�/ 0 IV%,'
),. k IKF�.�L 1"9 %,. ϕ(s, z) 9 . 1-354 :Ti )rL 4 L2([0, S];H1(RN )) ∩ L2([0, S];L2(RN ; |z|2)) 0

∣∣∣∣∣∣

S∫

0

∫

Ωε

∂wε

∂s
ϕdzds

∣∣∣∣∣∣
≤ C(S)‖w0

ε‖L2(Ωε)

(
‖ϕ‖L2([0,S];H1(RN )) + ‖ϕ‖L2([0,S];L2(RN ;|z|2))

)
,
e¡|~o�IMx³m

t|9-1-3 C(S) > 0 9 .f/ 4OiY4 .f/ 4 . 1 %]I ε P
� ��� ��� oEf �   ·�� À � � � � t ����� t�� � ��� � �����»� e¡|~o � m ¹ � wε

� �<¸ � �l��������º  Í� ���\¹ � � �   �j·����P��¹r� � ���
1

2

∫

Ωε

σ̃ε(z)|wε(S, z)|2dz −
1

2

∫

Ωε

σ̃ε(z)|w0
ε (z)|2dz

+

S∫

0

∫

Ωε

Ãεwε(s, z) · wε(s, z)dzds +

S∫

0

∫

Ωε

σ̃ελ∞(
√
εz) − λ∞
ε

|wε(s, z)|2dzds

+
√
ε

S∫

0

∫

Ωε

B̃ε(z) · ∇wε(s, z)wε(s, z)dzds+

S∫

0

∫

Ωε

Σ̃ε(z)|wε(s, z)|2dzds = 0.

� � ¿��   ���~�)� � �»�   · � ���»���r�~�c·j· � ·j·�� � �r�����»�?�»�Ñ���~� � �Z�}¾ � ���u���j· À ���~� ¿³� � ���   B̃ε ��·9�r�r� � �  ��Pt��¹ �»�r�<¸r�c¸ � �<¸ ^Ó� � � � �W¼ WZ� � �_�   ��»����~� ��� � t ��� �¥� ��� t ¸�·
S∫

0

∫

Ωε

B̃ε(z) · ∇wε(s, z)wε(s, z)dzds ≤ c‖wε‖L2((0,S)×Ωε)‖∇wε‖L2((0,S)×Ωε).

Q � � t ��º³�»�<· t�� À ���~� � �r� � �����»� Σ̃ε
0

� �<¸
Σ̃ε

1

�   �l�r�r� � �  ��Pt�� ¹��»�r�<¸r�c¸ o[q �~�   � � �   � À
S∫

0

∫

Ωε

|Σ̃ε(z)| |wε(s, z)|2dzds ≤ c‖wε‖2
L2((0,S)×Ωε).

q �~�}�~�»� ¼ ·�� t ��� ¸�½X�»�����¬�»���  Í� ���   Ãε ¸r�}Á~�~�c¸>��� e¡|~o N³mb�M� � ¹�� � �   � t�� �]  �������u�>���5¸J��¿³�   º³�u� � � � �  ��
oV �<¸r� �c¸ À ¹ � e¡|~o {³ma� �j� � ¿³� β̃ε(z) = β(
√
εz, z/

√
ε)
� �~�   �����~��¿³� � ���  

β À ¸r�}Á~�~�c¸�¹ �9e LJo �³m À � � ·1»M�   �� ¿³�  Í� º³�n���
y
� �<¸���·�¸J��¿³�   º³�u� � � �g  � �"¹ � ¿Z�   ���~�[� �~S � �P���TLJo�IKoiq ���<·×���~�   �[� � ��·��j· � · Â � �F¼ · �Z�P� �u�   � ���� �   � �

D(x, y) À ¸r�}Á~�~�c¸D¹ � ���j·C�u���   ���c·

dij(x, y) = (−∆y)
−1

(
∂βi

∂yj
(x, y) − ∂βj

∂yi
(x, y)

)
,

e¡|~o�IKIÞm
·�� � � ��� � �h¸J��¿

yD = −β e ·Í� �2Ä IM{�Å � � �~� � �c·a· �  ��rmÓ� �<¸
���~���»� �  Í� ���   Ãε �M� �D¹�� �]  �������u� � ·
Ãεϕ = −div

(
(α̃ε(z) + D̃ε(z))∇ϕ

)
+

√
ε
¸J��¿

xD̃
ε(z) · ∇ϕ. e¡|~o�IML³m

N



q �~� � � � �»���~�c·��c·b�»� ���~� � ���}¾ � ���u���j·l� � � t�� ��� � �$¸J��¿
xD̃

ε(z)
��·T�r�r� � �  ��Pt�� ¹��»�r�<¸r�c¸ o�q ���<· À ·���� � �

D̃ε ��· � · Â � �F¼ · �Z�P� �u�   � �l��� �   � � � �<¸¥���~� ��� �   � � α̃ε ¸r�}Á~�~�c¸
��� e¡|~o {³m ��· � ���  �� ��¿³� À � �$º³�u�
S∫

0

∫

Ωε

Ãεwε(s, z) · wε(s, z)dzds

≥ c‖∇wε‖2
L2((0,S)×Ωε) − c

√
ε‖wε‖L2((0,S)×Ωε)‖∇wε‖L2((0,S)×Ωε).

� �����~�C�»���~�   � � �<¸ À � � ���»���~�c·���· � L � � � t ���c·[��� � �[���~�   ��� � ��·��j·d� � �¬� �R·�������¿³� � �»�<·�� � ���j· 0 < c1 < c2·�� � � ��� � �
c1|z|2 ≤ λ∞(

√
εz) − λ∞
ε

≤ c2|z|2 ∀z ∈ Ωε.
e¡|~o�IM{³m

q ���<· À �<·�����º � t ·��P���~� �w�»� �C��� � � C > σε(z) > c > 0 À � �	¸r�c¸J� � �
∫

Ωε

|wε(S, z)|2dz +

S∫

0

∫

Ωε

|∇wε(s, z)|2dzds+

S∫

0

∫

Ωε

|z|2|wε(s, z)|2dzds

≤ C

∫

Ωε

|w0
ε(z)|2dz + C

S∫

0

∫

Ωε

|wε(s, z)|2dzds.

q ���<· À ¹ � �   �»� �Ó� t�t �à· S � �P��� À � �l� �P� �c¸J� � ��� t�� ��¹r� � ��� ��� � �
S∫

0

∫

Ωε

|wε(s, z)|2dz ≤ ecS
∫

Ωε

|w0
ε(z)|2dz.

� �r� � � � ��� t ¸�·C�c·���� ��� ��� e¡|~o H³mpok � � À � � � � t ����� t�� � ��� � �����»� e¡|~o � m ¹ � ϕ ∈ L2(R+;H1(RN )) ∩ L2(R+;L2(RN ; |z|2)) oaq �~�u� À
∣∣∣∣∣∣

S∫

0

∫

Ωε

σ̃ε∂wε

∂s
ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

S∫

0

∫

Ωε

Ãεwε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
+

+
√
ε

∣∣∣∣∣∣

S∫

0

∫

Ωε

B̃ε(z) · ∇wε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
1

2

∫ S

0

∫

Ωε

Σ̃ε(z)wε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣

∫ S

0

∫

Ωε

σ̃ε(z)
λ∞(

√
εz) − λ∞
2ε

wε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
.

� � e¡|~o�IML³mC� �<¸¥���~��� � � �»���~�c·��c·j� � ���~� � �Z�}¾ � ���u���j· À � �	º³�u�
∣∣∣∣∣∣

S∫

0

∫

Ωε

Ãεwε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
≤ c‖∇wε‖L2((0,S)×Ωε)‖∇ϕ‖L2((0,S)×Ωε)

+ c
√
ε‖∇wε‖L2((0,S)×Ωε)‖ϕ‖L2((0,S)×Ωε).

H



W ��� � �l���~��¿³� � ���  
B̃ε � �<¸ Σ̃ε �   �l�r�r� � �  ��Pt�� ¹ �»�r�<¸r�c¸ À ^Ó� � � � �W¼ WZ� � �_�   ��»P���~� ��� � t ��� �¥� ��� t ¸�·

∣∣∣∣∣∣

S∫

0

∫

Ωε

B̃ε(z) · ∇wε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
≤ c‖∇wε‖L2((0,S)×Ωε) ‖ϕ‖L2((0,S)×Ωε) ,

∣∣∣∣∣∣
1

2

∫ S

0

∫

Ωε

Σ̃ε(z)wε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
≤ c‖wε‖L2((0,S)×Ωε) ‖ϕ‖L2((0,S)×Ωε) .

� �����~���»���~�   � � �<¸ À ���~��� � � �»���~�c·���· � L � � � t ���c· e¡|~o�IM{³m]� �<¸ À ���~�   � � �   � À
∣∣∣∣∣∣

∫ S

0

∫

Ωε

σ̃ε(z)
λ∞(

√
εz) − λ∞
2ε

wε(s, z)ϕ(s, z)dzds

∣∣∣∣∣∣
≤ c‖wε‖L2((0,S);L2(Ωε;|z|2)) ‖ϕ‖L2((0,S);L2(Ωε;|z|2)) .

q ���<· À �<·�����º}���~� �w�»� �_��� � � C > σε(z) > c > 0
� �<¸¯���~�b�c·���� ��� ��� e¡|~o H³m À � � � �»� �ut �<¸r�b���~�T�   ��� � � �e¡|~o�IMx³mpo

Q · �]� �»�<·�� ���~�u� � �_� � ���~�[�   ��¿����»�<· � �   ���   �Z�c·���� ��� ���c· � �<¸¬�<·�����º����~� Q ��¹r��� ¼ S ���»�<· � � � � �»� ���~�c·a·t � �P��� À � ��� � ¿³�l���~� � � t�t � � ����º � � � � �»� ���~�c·j·   �c·�� t � o
��������� * �c� � 4V1 wε ho4 ) : %(+eF 1"9 %(.*%]I@M ��P
	]R(P � :K: F�_ 4 1-3 ) 1 w0

ε 9c: F[. 9 IV%,'K_@+ k=h %,F�.�/ 4 / 9 . L2(RN )
P

W 354 . 0 F i�1 % ) :|: F h�:V48m F 4 .�L 4K0 1-354 ' 4�4o7,9c:?1-: )�+ 9 _ 9-1 w(s, z) ∈ L∞(R+;L2(RN ))∩L2(R+;H1(RN ))∩
L2(R+;L2(RN ; |z|2)) : F5L 3 1-3 ) 1 wε

Ln%,.\D 4 ' AC4K:�t 4 )�
d+ k } ? 9 . 1-3C9;:^:Oi )rL 4 1 % w 0 ),.f/ :�1 '8%,. A + k 9 .
L2([0, S];L2(RN ))

IV%,'p),. k <>. 9-1O4 1"9 _ 4 S < +∞ P
� ��� ���o� � � ���~� � �   ���   �T�c·���� ��� ��� e¡|~o H³m À �r����� � ·���¹<·�� ���~�u� � � À wε

� �»�W¿³�   º³�c· � � ��Â�t��W¼
?
��� �t � � ���

w
�������~� ·�� �»� �

L∞(R+;L2(RN )) ∩ L2(R+;H1(RN )) ∩ L2(R+;L2(RN ; |z|2)) o � �����~��»���~�   � � �<¸ À ���_��· � � t�tp¼¥Â �~� � ����� � � H1(RN )∩L2(RN ; |z|2) ��·n��� �ut �<¸r�c¸¯��� L2(RN )
� ����� � � � � �»� �� � ¹��c¸�¸J����º obV �©¿���� � � � �c·���� ��� ��� e¡|~o�IMx³m À ���~�¬��� � �)¸r�   ��¿ � ����¿³� ∂wε

∂t

��·T�r�r� � �  ��Pt�� ¹��»�r�<¸r�c¸9���9���~�
¸J� � t ·�� �»� �l� � ���~� �j� t ¹��   �F·�� �»� �

L2([0, S];H1(RN )) ∩L2([0, S];L2(RN ; |z|2)) oaq �~�u� À �<·�����º}���~��ut � ·j·�� �M� t,Q ��¹r��� ¼ S ���»�<· � � � � �»� ���~�c·j· t � �P����e ·Í� �2Ä LKx
Å¡m À ���~�x·Í� ���~�u� � � wε
��·   � t � ����¿³� t��¥� � � � �»� �C���

L2([0, S];L2(RN ))
� �  j� � � Á~�r�����l��� � �

S
o

¶ ���~� � ¹   ����� �   � �M� t�t ���~���~�»�����»�)� � � � � ¼ · �M� t � � �»��¿³�   º³�u� � � e ·Í� ��Ä I}ÅÓ� �<¸ Ä I � Å¡mpo �Ó� t � � À � �¸r�u�~�»���	¹ �
δ > 0

���~�l���   ���W¸ � �r� � � ��·�º³�»����º���� x À ·���� � � � ��·�� � t�t×� �r� t�� ���r��·   �c·�� t �C�~�»� � �   ε ¹r�r� Í� ���~�  ]� �   √
ε
o

� ���!��� $#&  #& �32 *&��� � 4?1 δ > 0
/ 4 .�% 1O4 ) :J48m F 4 .�L 4 %]I i % :�9-1"9 D 4 ' 4 ),+ :vA % 9 . A 1 % {E4 ']%[P �z4?1 wδ hn4) h %,F�.�/ 4 / :J48m F 4 .�L 4�9 . L2(Ω)
P W 3Y4 ' 4 487,9;:�1 ) : F h�:V48m F 4 .�L 4K0g:�1"9 +;+ / 4 .�% 1O4 / h?k δ 0 )(.�/ ) + 9 _ 9"1

w(x, y) ∈ L2(Ω;L2(TN )) : F5L 3^1-3 ) 1 wδ 1"t % }T: Lo),+ 4 Lo%,.\D 4 ' AC4�:�1 % w 9 . 1-354 :V4 . :J4
1-3 ) 1

lim
δ→0

∫

Ω

wδ(x)φ(x, x/δ)dx =

∫

Ω

∫

TN

w(x, y)φ(x, y)dxdy,

I?%('p),+;+(I�F�.�L 1"9 %,. : φ(x, y) ∈ L2(Ω;C(TN ))
P

#qF�' 1-354 '�_2%(' 4K0b9 I wδ 9;: ) h %,F�.�/ 4 / :V48m F 4 .fL 4l1-3 ) 1 Ln%,.\D 4 ' AC4K:gt 4 )	
d+ k61 % ) + 9 _ 9"1 w 9 . H1(Ω)
P

W 354 . 0 wδ 1"t % }T: Ln),+ 4 Lo%(.\D 4 ' AC4K:*1 % w 0 ),.f/ 1-354 ' 4 487,9;:�1-: )2I�F�.�L 1"9 %,. w1(x, y) ∈ L2(Ω;H1(TN ))
: FYL 3l1-3 ) 1-0 F i�1 %�) :V48m F 4 .fL 4K0 ∇wδ 1"t % }O: Lo),+ 4 Lo%,.\D 4 ' A[4K:@1 % ∇xw(x) + ∇yw1(x, y)

P

IMx



��������������	�

��������� �������

Y ��� � �����»� e¡|~o � m ��· �}� � � ¹r���~�c¸
�   ��¹ t � � � � �~� � ��º³�u�r��» � �����»� � �<¸+·�����ºK� t �   � �   ���   ¹ � �����»�<· v ���~�� ���}¾ � ���u���j· �   �z�R· � � t�t � ������º � ����� � ���   ���W¸ √
ε À � �<¸
���~� � � �»� � �u���  Í� ���z��� xP� �����   �c·���� � ���������~�u�  Á   ·�� ���»�u  �R· � �»�r� � �   ºK� � �u��� oÓq �~�   � � �   � À � ��� � ��� � �C��� � �C���~� t � � ���j�   ��¹ t � � � �Ce¡|~o � m ��·C�   � � ��·�� t�����~�l�~� � ��º³�u�r��»M�c¸9�   ��¹ t � �1e {Jo |�mpo_q ���   ��¿³�����r��·¤·�� � ��� � �u��� � �<¸D·����<¸ � ���~� � · �Z� �r���»��� � ¹��u� � ¿Z���  � �]e¡|~o � m À � � � � t�t � � ���~� � �u���~�R¸r� t ��º � � � Ä |RÅ À Ä N
Å o¶ � � � t ����� t��¸e¡|~o � m ¹ �µ� ���c·�� � �r� � �����»�
φε(s, z) = φ(s, z) +

√
εφ1(s, z, z/

√
ε)
� �~�   �

φ(s, z)� �<¸
φ1(s, z, y)

�   ��· � ���»���P���c·�� � �r� � �����»�<·�¸r�}Á~�~�c¸��»�
R

+×R
N � �<¸

R
+×R

N ×T
N À   �c·���� � ����¿³� t�� À� �<¸ � ����� � � � � �»� �v·��r�r���   �n���

R
+ ×R

N odf �   ·��X¾ � ���u��� t�� · ��� t�t ε À ���~�¤·��r�r� �   �Ó� � φε
��·_��� �ut �<¸r�c¸���

Ωε � �  �� t�t ��� � �c· oaV ������º  Í� ������º�¹ � � �   �j· � ��� t ¸�·
∞∫

0

∫

RN

σ̃ε(z)wε
∂φε

∂s
dzds+

∞∫

0

∫

RN

Ãεwεφεdzds+

∞∫

0

∫

RN

σ̃ελ∞(
√
εz) − λ∞
ε

wεφεdzds

+
√
ε

∞∫

0

∫

RN

B̃ε(z) · ∇wεφεdzds+

∞∫

0

∫

RN

Σ̃ε(z)wεφεdzds = 0.
e¡|~o�Iu|�m

V �+¿Z��� � � � ���~� � �   ���   � �c·���� ��� ��� e¡|~o H³m À � �$º³�u�
√
ε

∞∫

0

∫

RN

B̃ε(z) · ∇wε(s, z)φε(s, z)dzds → 0,

� �<¸ À ·���� � � Σε = Σε
0 + εΣε

1 À

ε

∞∫

0

∫

RN

Σ̃ε
1(z)wε(s, z)φε(s, z)dzds → 0.

e¡|~o�IM�³m

� �G���~� � � � � �»� � � �<¸�Á � �c¸�·�� �»� �x·��r�r� �   �Ó� �
φε À ���~�¤¿ � t �~�c·Ó� � ���~�x· � ���»��� � �Z�}¾ � ���u���j· � �_� �»�����j·

(
√
εz, z/

√
ε)
�   �j�r�r� � �  ��Pt��¯�ut �R·��j���¬���~�u�   ¿ � t �~�c· � �

(0, z/
√
ε)
odq ���<· À ·���� � �¤¹ � ¿Z�   ���~�j� �×S � �P���|~o L}� � ��� ¿³�  Í� º³�l������� � �l� �

wε
� �»��¿³�   º³�c·¤·��   �»��º t�� ���}���~�$· � � � � ¿³�  Í� º³��� �

w
���
L2(RN ) À � �$º³�u�

∞∫

0

∫

RN

σ̃ε(z)wε
∂φε

∂s
dzds→

∞∫

0

∫

RN

w
∂φ

∂s
dzds,

∞∫

0

∫

RN

Σ̃ε
0(z)wε(s, z)φε(s, z)dzds →

∞∫

0

∫

RN

deffw(s, z)φ(s, z)dzds.

� �¯� ·j·�� � �r�����»�<· � L � �$º³�u�
∞∫

0

∫

RN

σ̃ελ∞(
√
εz) − λ∞
ε

wεφεdzds =

∞∫

0

∫

RN

σ̃εΛijzizj wεφdzds + o(1),

� �<¸¥���~�	· � � � �   ºK� � �u���j� � ·��   �»��º � �»�W¿³�   º³�u� � �����
L2(RN )

� � ��� � � � ¿³�  Í� º³�c·j� �
wε
� � � t ���c·

∞∫

0

∫

RN

σ̃ελ∞(
√
εz) − λ∞
ε

wεφεdzds→
∞∫

0

∫

RN

Λijzizj wφdzds.

IKI



f ��� � t�t�� À � � ·a·�����º]���]���~�E� � � ¼ · �M� t � t � � ��� e ·�� � Od  �»���R·��������»� |~o {³m À ���~�   �a� � ��·��j· �n� �r� � �����»� w1(s, z, y)¸r�}Á~�~�c¸����
R

+ × R
N × T

N À ·�� � �
��� � �

lim
ε→0

∞∫

0

∫

RN

Ãεwεφεdzds

=

∞∫

0

∫

RN

∫

T

ψ∞ψ
∗
∞aij(0, y)

(
∂w

∂xj
+
∂w1

∂yj

) (
∂φ

∂xi
+
∂φ1

∂yi

)
dy dz ds

+

∞∫

0

∫

RN

∫

T

dij(0, y)

(
∂w

∂xj
+
∂w1

∂yj

)(
∂φ

∂xi
+
∂φ1

∂yi

)
dy dz ds

� �~�   �}���~��· Â � �F¼ · �Z�P� �u�   � �}��� �   � �
D = {dij}

��·	¸r�}Á~�~�c¸�¹ �¿e¡|~o�IKIÞmpoPh ��º   �»�r�r����º � t�t ���  �� · � ���¹r� � ��� �
t � � ����¿ �   � � �����»� � t_� �  �� � t � �����»� � �   ���~� � �»�r� t �
(w,w1)

o9V �)�   ¸r�   ��� � t � � ��� � ���
w1 À � �� ��Â �

φ ≡ 0
� �<¸ À ��������º  Í� ������º�¹ � � �   �j· À � ����¹r� � ���
��� � � w1

· � ����·�Á��c·

− ∂

∂yi

[
ψ∞ψ

∗
∞aij(0, y)

(
∂w

∂xj
+
∂w1

∂yj

)]
− ∂

∂yi

[
dij(0, y)

(
∂w

∂xj
+
∂w1

∂yj

)]
= 0

���
R

+×R
N×T.

W ��� � �	¸J��¿
yD = β À � �$º³�u�]��� � � w1

��·]���~� � � ��Â ·Í� t �r�����»� � �
− ¸J��¿ y (ψ∞ψ

∗
∞A(0, y) (∇xw + ∇yw1)) + β(0, y) (∇xw + ∇yw1) = 0

���
R

+ × R
N × T.

e¡|~o�IMy³m
� ��t ���~� �   ��� � À � �¬��¹r� � ��� � ·�� t �r�����»� � �ze¡|~o�IMy³m ¹ � � ��Â ����º

w1(z, y) =
∂w

∂xi
(z)χi(y),

� �~�   �}���~� � �r� � �����»�<·
χi
· � ����· �¡�¿e {Jo � muo � �µ���~�P�»���~�   � � �<¸ À   �u���   �r����º
���¯���~� � � ��Â9� �  �� � t � �����»�� �<¸ � �»�<·���¸r�   ����º

φ1 ≡ 0 À ���]��·C� �P� �c¸J� � ��� � �����
���~� � ¹���¿³�z� � �   �c·j·����»�
� � w1
��� � �

lim
ε→0

∞∫

0

∫

RN

Ãεwε · φdzds =

∫

T

ψ∞ψ
∗
∞(0, y)

(
aij(0, y) + aik(0, y)

∂χj

∂yk

)
dy

∞∫

0

∫

RN

∂w

∂xj

∂φ

∂xi
dz ds

+

∫

T

(
dij(0, y) + dik(0, y)

∂χj

∂yk

)
dy

∞∫

0

∫

RN

∂w

∂xj

∂φ

∂xi
dz ds.

W ��� � �¯���~�¥�~� � ��º³�u�r��»M�c¸ � ���}¾ � ���u���j· {aeff
ij } À ¸r�}Á~�~�c¸ ¹ �±e {Jo y³m À �   � � �»�<·�� � ��� � �<¸ D = {dij}

��·
· Â � �F¼ · �Z�P� �u�   � �

aeff
ij =

∫

T

(ψ∞ψ
∗
∞A(0, y) +D(0, y))∇(χj + yj) · ∇(χi + yi)dy.

k � � À ¹ � ¸r�}Á~�r�������»�9� � D = {dij}
��� e¡|~o�IKIÞm À � �$º³�u� � �  j� � � i

∫

T

(ψ∞ψ
∗
∞A(0, y) +D(0, y))∇(χj + yj) · ∇χidy = 0,

IML



·���� � �
χj
��·h·�� t �r�����»� � �Ce {Jo � mpoaq �~�   � � �   � À � �¬��¹r� � ���

lim
ε→0

∞∫

0

∫

RN

Ãεwε · φdzds = −aeff
ij

∞∫

0

∫

RN

∂2w

∂xj∂xi
φdz ds.

f ��� � t�t�� À ¹ � e¡|~o�IÞm]� �<¸ e¡|~o y³m À � �	º³�u�

wε(0, z) =
u0

ε(
√
εz)

ψ∞(
√
εz, z/

√
ε)
,

� �<¸ À ¹ � ���~�z� � � �»���~�c·���· e {Jo L³m �»� ���~�¬���r����� � t ¸ � � � u0
ε À � � � �»� �ut �<¸r� wε(0, z) = u0(z)

obW � �P� ����º�r� � t�t ���~� t � � ���j· À � � � �»� �ut �<¸r� ��� � � w ��·T���~�¬�r�r�����~� � � ��Â ·�� t �r�����»� � �je {Jo |�mpo � � �r�r�����~�u�~�c·a·j� ����~� t � � ��� À ���~���u�����   �\·�� ���~�u� � � wε
� �»�W¿³�   º³�c· o

� � µ�� 7"®�� � 9j³�7 ��°T±�� 9 7�

q �r��·$·�� � �����»�µ��·$¸r��¿³�»���c¸µ���¯���~�}�   �Z� � � �Óq �~� �   � ��{Jo �¯� �»� � �   �r����º
���~�)¹ �u� � ¿����   � � ���~��Á   ·���u��º³�u��¿ � t �~�¥� � ���~��·���� � �  Í� t �   ��¹ t � � e {Jo N³mpo Q · � t�  � � ¸ � · � ��¸���� h � ���  �Â {Jo y À ���~�G�~� � ��º³�u�r��»M�c¸·���� � �  Í� t �   ��¹ t � � e {Jo�IMx³m � � · �¥� �»�r��� � ¹ t �P���XÁ~�r��������� � ¹��   � � �u��º³�u��¿ � t �~�c·¬� � Á~�r����� � � t ����� t � � ��� �³oV �<¸r� �c¸ À ���~� � �  �  �c·����»�<¸J����ºZ�   � �u�G�»���  Í� ���  _�»� �j· �¡  � � L2(RN )

�������
H1(RN )∩L2(RN ; |z|2) À � �<¸�����<·n��·1·�� t �H¼ � ¸�½��»����� � �<¸ � � � � �»� �[���

L2(RN )
oEf �   ���~�  �� �   � À ¹ � ���~� �   �u��� ¼ h �r� ��� �¯���~� �   � � À ���~�Á   ·����u��º³�u�W¿ � t �~�

µ1
��·�� �E� � t ����� t � � ��� � �»�~� � �<¸����~� � �  �  �c·�� �»�<¸J����º¯�u��º³�u� � �r� � �����»�

q1 ∈ H1(RN ) ∩
L2(RN ; |z|2) �M� �D¹�� � �~�R·��u�
���R·�������¿³� oQ ·Ó���
���~�b�   ��¿����»�<·¤·�� � �����»� À � �l�����   �K¸J� � � � �~� � �r� Â �~� � �

pε(x) =
pε
1(x)

ψ∞(x, x/ε)
.

e �Jo�IÞm
QC� ���  �� t ����� t � � t º³��¹  Í� À pε

��·h·�� t �r�����»�9� �




−ε ¸J��¿ (αε∇pε) + βε · ∇pε + σελ∞(x) − λ∞
ε

pε + εBε · ∇pε + Σεpε = µεσεpε
���

Ω,

pε = 0
�»�

∂Ω, e �Jo L³m� �~�   �
µε = ε−1(λε

1 − λ∞)
oGq �~� � ���}¾ � ���u���j·

σε À αε À βε À Bε � �<¸ Σε �   ��¸r�}Á~�~�c¸>��� e¡|~o {³ml� �<¸e¡|~o |�mpoGV � �   ¸r�   ��� � t � � ��� � �������~�
ε
· �M� t ����º9��� �g  �»���z� � ���~��·�� � �»�<¸ ¼ �   ¸r�   �»���  Í� ���   ��� e �Jo L³m À � �  �c· �M� t �b���~�	·�� �»� �	¿ �   � � ¹ t �$¹ � �����   �W¸J� � ����º

z =
x√
ε
∈ Ωε = ε−1/2Ω

� �<¸
qε(z) = pε(x).

q �r��· � ��� t ¸�·




Ãεqε + σ̃ελ∞(
√
εz) − λ∞
ε

qε +
√
εB̃ε · ∇qε + Σ̃εqε = µεσ̃εqε

���
Ωε,

qε = 0
�»�

∂Ωε,

e �Jo {³m

� �~�   �}���~���»���  Í� ���   Ãε ��·$¸r�}Á~�~�c¸�¹ �Ãe¡|~o�IML³mb� �<¸µ���~�P�»���~�  ¬� �Z�}¾ � ���u���j· �   � � ·l���µ���~�P�   ��¿Z���»�<··�� � �����»� odY ��� � �����»� e �Jo {³m ��· �¬� � � ¹r���~�c¸¯�   ��¹ t � � � � �~� � ��º³�u�r��» � �����»� � �<¸�·�����ºK� t �   ���   ���   ¹ � �����»�<· v���~� � ���}¾ � ���u���j· �   � � � �u  �R· � �»�r� �M� t�t�� �R· � � t�t � ������º � �����¯���   ���K¸ √
ε À � �<¸G���~� �G���»�u  �R· � �»�r� �M� t�t��¥� �»� ¼� �u���  Í� ��� � �]���~���   ��ºK���

z = 0
o[q �~�	¸r� ��� ���

Ωε ��· � �»�W¿³�   ºK����ºG���
R

N oaq �~�   � � �   � À � �¬� � ��� � �]��� � ����~� t � � ���C�   ��¹ t � � � �Ce �Jo {³m ��·]�   � � ��·Í� t�� ���~�l�~� � ��º³�u�r��»M�c¸ �   ��¹ t � �1e {Jo�IMx³mpo
IM{



q �j�   ��¿³�_���r��·s·�� � ��� � �u��� À � � � � t�t � � ���~� � �u���~�K¸r� t ��º � � � Ä N
Å o ¶ �[�����   �W¸J� � �Ó���~� � �  �  �c·����»�<¸J����º�   � �u�9�»���  Í� ���  
Sε : L2(Ωε) → L2(Ωε)

·�� � � ��� � �
Sε(f) = uε � �~�   � uε ��·j���~���r�r�����~��·�� t �r�����»����

H1
0 (Ωε)

� �




Ãεuε + σ̃ελ∞(
√
εz) − λ∞
ε

uε +
√
εB̃ε · ∇uε + Σ̃εuε = σ̃εf

���
Ωε,

uε = 0
�»�

∂Ωε.

e �Jo |�m

¶ �4·�� � t�t¬� ·j·�� � � � �����~�»�r� t �R·a·�� � º³�u�~�  Í� t ��� � ��� � �
Σ̃ε ��·¥� �R·�������¿³� e ���<¸r� �c¸ À � ·�� � � t ��·��r� � �¥������~��·�� � � �   � �Â� � �»�r���j·}��� � ¸�¸ �
� � t ����� t ��� �

σ̃ε À � �r� � �¿��·z���R·�������¿³� À ��� Σ̃ε o V �����~��·�� ���~� tn� �� �»�<·���¸r�   ��� � �
Sε ��· � ���»���  Í� ���   ¸r�}Á~�~�c¸ ��� L2(RN )

¹ � ·�� � � t�� � ��Â ����º
f
� ·¬���~�   �c·��   � � �����»�)���

Ωε � �_��� �r� � �����»�µ� � L2(RN )
� �<¸ � � ���u�<¸J����º�¹ � »M�   �¥�»�r�j·���¸r�

Ωε ���~��·�� t �r�����»� uε = Sε(f)
ojq �~��~� � ��º³�u�r��» � �����»�>� �je �Jo |�m ��·¤·�� � � t �   ��� � � � � � ��¸J��¸9��� ���~�¬�   ��¿Z���»�<·�·�� � �����»� o ¶ �z�����   �K¸J� � � ���~�t � � ���|�   � �u�}�»���  Í� ���  

S : L2(RN ) → L2(RN )
·�� � �}��� � �

S(f) = u
� �~�   �

u
��·×���~�_�r�r�����~�-·�� t �r�����»����

H1
0 (RN )

� �
−div(Aeff∇u) +

(
Λijzizj + deff

)
u = f

���
R

N ,
e �Jo �³m

� �~�   �}���~� � ���}¾ � ���u���
deff � �<¸ ���~� ��� �   � � Aeff �   �2¸r�}Á~�~�c¸ ¹ �¸e {Jo �³mn¼¢e {Jo y³mpoPq �~�u� À � �P� � ¿³�}���~�� � t�t � � ����º � �»��¿³�   º³�u� � �   �c·�� t � e ·Í� � S � �P���P|~o | � � Ä N�Å¡m

��������� � �"! W 354 :V48m F 4 .�L 4 %]I % iY4 '8) 1 %,' : Sε Lo%(_ i )rL 1 + k Lo%,.	D 4 ' AC4K:p1 % 1-3Y4 + 9 _ 9"1 % iY4 '8) 1 %,' � 9 . 1-3Y4
:V4 . :V4p1-3 ) 1

M 9 R I?%,'p)(. k f ∈ L2(RN ), lim
ε→0

‖Sε(f) − S(f)‖L2(RN ) = 0,
M 9-9 R 1-354 :V4?1 {Sε(f) : ‖f‖L2(RN ) ≤ 1, ε ≥ 0} 9;:�:J48m F 4 . 1"9 ),+-+ k Lo%,_ i )rL 1 P

� ��� ���o� q �~���   ��� � ��· ���r����� �ut � ·j·�� �M� tbe ·�� �¯� o º o À Ä { À � À N�Å¡mT� �   ·�� � � t �   � �r� � � t �c· m À ·�� � ��·�� � � t�����<¸J� �M� ���T���~� ��� ���¥����º   �c¸J���u���j· o[f �   ·�� À � � � � t ����� t��µe �Jo |�m ¹ � uε � �<¸¯��������º  Í� ����¹ � � �   �j·Ó��� ��¹r� � ���� �   ���   � �c·���� ��� ��� onW ��� � �	¹ �
� ·j·�� � �r�����»�<· � I�� �<¸ � L � ��� � ¿³� e¡|~o�IM{³m À � �	º³�u�
‖∇uε‖L2(RN ) + ‖ |z|uε‖L2(RN ) ≤ C‖f‖L2(RN ).

e �Jo y³m
q �r��·,� � � t ���c·U��� � �×���~��·�� ���~�u� � �

uε ��·,�   � ¼ � � � � �»� � ��� H1(RN )
¼w� � ��Â¬� �<¸l�   � ¼ � � � � �»� �×���

L2(RN )
¼

·��   �»��º o�W � � �»�<¸ À � ��� � ·j·¬�������~� t � � ���¬��� e �Jo |�m �<·�����º
���~��� � � ¼ · �M� t � � �»�W¿³�   º³�u� � � e ·Í� � Od  �»���R·�� ¼�����»� |~o {³mpo ¶ � � � t ����� t���e �Jo |�m ¹ �¿� ���c·�� � �r� � �����»�
φ(z) +

√
εφ1(z, z/

√
ε)
� �~�   �

φ
� �<¸

φ1
�   �

· � �Z�»���
���c·�� � �r� � �����»�<·�¸r�}Á~�~�c¸ �»�
R

N � �<¸
R

N × T
N À   �c·�� � � ����¿³� t�� À � �<¸ � ����� � � � � �»� �x·��r�r���   ����

R
N � �<¸µ� �   ���K¸J� �}� �����   �c·�� � � �l�������~��·�� � �»�<¸�¿ �   � � ¹ t � y = z/

√
ε
oGW ��� � �P���r��·¬���c·�� � �r� � �����»�� � · � � � � �»� �\·��r�r���   � e Á � �c¸ � �����   �c·�� � � �l���

ε
m À ���~�P� ��� � ��� � ���~�}�~�»� ¼ � �   ���K¸J� �P� �K¸J� t � �����»�>������~� � �Z�}¾ � ���u���j·_��·n�~��º t ��ºK��¹ t � oak � � À ���r��·n��· � ·�� � �<¸ �   ¸ ��� �����   ���¯���~�C���~� �  �� � � � � � ¼ · �M� t � � �»�W¿³�  �¼º³�u� � � e ·�� � ���~�z�   ��¿Z���»�<·	·�� � �����»� m ����¸r�c¸J� � �}��� � � � � � � �»��¿³�   ºK����º�·���¹<·�� ���~�u� � �}� �

uε � �»��¿³�   º³�c·� � ��ÂZt�� ���
H1(RN )

���
u
� �r� � �G��·n���~���r�r�����~�x·�� t �r�����»�¯� �ne �Jo �³mpodq �~�j�~� � ��º³�u�r��»M�c¸ � ���}¾ � ���u���j·Ó���e �Jo �³m_�   �j�����<·]��¹r� � ���~�c¸�¹ �G� �»�<·���¸r�   ����ºP���~� � � t�t �   ��¹ t � � · � �����¥���~� �¡  ��»M�u� ���»�u  �R· � �»�r� � ¿ �   � � ¹ t �

x = 0
o � � �r�r�����~�u�~�c·j·l� � ���~� t � � ��� À ���~� �u�����   �2·�� ���~�u� � � uε � �»�W¿³�   º³�c· o�f �   ���~�  �� �   � À �c·���� ��� ���e �Jo y³m ·��~� � ·���� � �

uε ¸r�Z�c· � t ·�� � �»��¿³�   º³�)·��   �»��º t�� ��� L2(RN )
o]q �r��·j�   ��¿³�c·�·�� � ��� � �u���

(i)
� � ���~�t � �P���Jo¬q �¥�   ��¿³�2·�� � ��� � �u���

(ii)
� �)·�� � � t��9  � ���  �Â ��� � �l�c·���� ��� ��� e �Jo y³mb� · � � t�t[� ·b���~�)·��   �»��º

L2(RN )
� �»��¿³�   º³�u� � � � �

uε ��·�·���� t�t ¿ � t ��¸¸� � ���~�   ��ºK���G� � �<¸ ·���¸r� f ��·   �u� t �»� �c¸Ã¹ �Ã� ¹��»�r�<¸r�c¸·�� ���~�u� � �
f ε ��� L2(RN )

oaq �r��·�·��~� � ·]��� � �
Sε � � � � �»� � t���� �»��¿³�   º³�c·j��� W oq �	Á~�r��·������~���   ��� � � �Uq �~� �   � � {Jo � À � �C�~� ��  � �M� t�t����ut � ·j·�� �M� tR  �c·�� t �[���¯�»� �  Í� ���   ���~� �  �� ��� � ��M� �+¹ � � �»�r�<¸ À � �   � �r� � � t � À ���5Ä H
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