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(
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(
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

















∆u(t̃, x̃) = 0
���

Ω,
∂u

∂n
(t̃, x̃) = ṙj(t̃) · n

���
∂Tj, j ∈ ZN ,

m̃r̈j(t̃) + k̃rj(t̃) = −ρ̃

∫

∂Tj

u̇(t̃, x̃)ndσ(x̃)
���

Tj, j ∈ ZN ,

Æ?Ã:É

�Î�����x�
(Tj)j∈ZN

���Ë�x���·�<�������G£���§�§���¨�¨���§��p���n�*�n !�x¢�©Q����±
Ω = RN \

⋃

j∈ZN Tj

���Ë�p���
¡+¢P��£½£����V�n���½�n��£

n
�x���}���d�0�n�x£'�������º��¨/�p�

∂Tj

µ � ªG���p��� Æ?ÃdÉ4����§����V�P¨����x��£½©dª
�������x�¬�n¨<£+���p�} E�n�Á�p�����p¢P©Q��� £P���x�P¨¬�n§��������d�p�Î�n�P£��n��¨��G§��¾�p�����

rj(0) = r
0
j

�n��£
ṙj(0) = r

1
j , j ∈ Z

N .

� � �������x�¬�n¨´£+���p�Ë���1�x��¿:¢�������£¶ E���»�p���.¡+¢P��£¶�Q���p���d�x�¬�n¨��x���P§��
u(0, x̃)

§(�n��©<�.§�������¢P�x��£
��� �x�����V�Ë�n ,�p�P�

(r1
j)j∈ZN

����¨�ªnµ
����� 	��	��
 �
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)*'+��� �!�!�,�-���!.	/10�23.	/5476$89���,���-:<;&=��?>A@�BACED
>A@F@GCIH JK�L�-���
/!.*%$'��!�M"$'N���-=O�
"$/�0�P$�!���A.	/1Q�P	"$=O'��R%S21'�� ���T�U.	���

χl(x̃) V ���U�!�W"$/!���-���
'����
)*'+�X�Y.	=O'��
�U.	���K4Z'[;L��.?"$�\"F%F%$�-�
�-P$�]�!.	�����U"$���^8_�-�

D1,2(Ω; RN)
.A2

{

∆χl(t̃, x̃) = 0
�-�

Ω,
∂χl

∂n
(t̃, x̃) = δjln

.	�
∂Tj, j ∈ ZN .

ÆÔ°�É

4T`a�!�R"$=-=b�-��"$�
D1,2(Ω)

���c�-���d��;�"��!�e.A2f21'�� ���T�U.	���
φ
��'+�!�S�-��"$�

∇φ ∈ L2(Ω; RN)
Hg8

�����ihj'��
%d;�.	�A�����
�
"$=k�R"$�\l�� V /1�-�
�A���L"	�

u(t̃, x̃) =
∑

j∈ZN

ṙj(t̃) · χj(x̃).
ÆC²dÉ

JK���-���T/E.*%$'��!�m�-���S"F%F%��R%n:K"	�!�m:K"$�
/��^�
M V ���U�!�M���S"$���-�3of���-�A��:K"$�T/1�^� V ��.Y�Y������
/1�U�!�c"$/E�

N ×N
:K"$�
/1�U�!�!�

Mjl

D
j, l ∈ ZN

Dp%��qof� �R%�l*0

Mjl =

∫

Ω

∇χj · ∇χl =

∫

∂Tj

χl ⊗ n =

∫

∂Tl

χj ⊗ n.

rj=O'$sYs$�-��sTÆC²�Ét�-��Æ?Ã:Ét0N�U��=u%	�
(

m̃Id + ρ̃M
)

r̈(t̃) + k̃Idr(t̃) = 0,

V ���U�!�t���v"w���Z"$�&%F"$/�%x%$���Y��/E����� V "$P$�y�R)*'z"$�
�U.	�p23.	/f�-���v'{��|	� . V � r(t̃) = {rj(t̃)}j∈ZN

D
V ���U�!�,"F%$:e�-�-�c"?'����
)*'+�<�Y.	=O'{�
�U.	�n�-�

C2(R+; `2(Z
N))
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Ω
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m̃ := mεN , k̃ := kεN .

ÊË�����x�������n��£��x�+��§��¶�n���x�¬��©�¨����Ë�n�x�¶��¨��x���n£P���������������+��¨�������£

x̃ :=
x

ε
, t̃ :=

t

εα
 E���

α ≥ 0.

�¦ 
α = 0

�x���¶�p�������x§��n¨������ ���n� §_�+��������£>±<�Î����¨���±<�¾ 
α > 0

±+�0�·§����P�x��£P���4�V¨��n�������
�x�����¸�x§��n¨���µ������p�*�x�������·§_�+��������� �n ,���n�x���n©�¨�����±»Æ?Ã:É0©<��§����V���






















∆uε(t, x) = 0
���

Ωε,
∂uε

∂n
(t, x) = εα−1

ṙε
j(t) · n(x)

���
∂T ε

j, j ∈ ZN ,

mr̈ε
j(t) +

k

ε2α
r

ε
j(t) = −

ρ

εN+α−1

∫

∂T ε
j

u̇ε(t, x)ndσ(x)
���

T ε
j , j ∈ ZN ,

Æ ��É
� ªG�t�p��� ÆEÃ:É¸�n£������x��� §����������t�n�´�p���n���� 0���������nª��·��¢P¨��p����¨�ªG�����º�¾�p� �+�����·�n��£½�p�P���x£
��¿G¢����p�����������x�<��§��p�¾����¨¾ª�©:ª

u̇ε(t, x)
�n��£

ṙε
j(t)
±Q���:�x�����x���p�����}�Î���x���x���x�<��§��¸�p�

t
±Q���

��©¥�_�n���Â�p�+���Î�x���¸ E��¨�¨��H�Î���������������nª

Eε(t) =
1

2

∑

j∈ZN

[

m|ṙε
j(t)|

2 +
k

ε2α
|rε

j(t)|
2

]

+
ρ

2εN

∫

Ωε

|∇uε(t)|
2dx

���}§������t�_�n�d�V���¹�p���V��µ �X�n�
α = 2

±¸Æ ��É������aÀP�n§��x¨�ª �x��� §���������£����x��£���ªG�t�p��� Æu¯IÉ�µ
ÊË��� §(���x�

α = 1
§������x�����Q�n��£����x���x��� �x��¤¦§(�n¨�¨���£������������p����§Ë���¥�p��§����x§(��¨����P�ºÆE�x����­ ��³ É

�Î����§_���x¢��x������¢P�¶�x��©<�º� �x¢P©¥¤����������V���n 0��¢����n�+�n¨¾ªG�x���� E���
α = 2

Æ?������� ���º���xÇ
Ã�µ Í Éaµ �+���

α = 0
±Q§_�+�n���n�����º�x������§(�n¨����n .�x����¡+¢P��£��<�n�x���d�p���n¨Ô±<�Ôµ �nµ¾±Q������¨��n§������

εuε©dª
uε

±,Æ ��É�ªG����¨�£��






















∆uε(t, x) = 0
���

Ωε,
∂uε

∂n
(t, x) = ṙε

j(t) · n(x)
���

∂T ε
j, j ∈ ZN ,

mr̈ε
j(t) + krε

j(t) = −
ρ

εN

∫

∂T ε
j

u̇ε(t, x)ndσ(x)
���

T ε
j , j ∈ Z

N ,

Æ �dÉ

�Î����§_�����/������§����x��¨�ª��x���0��§(�n¨������ ���x¢�£�����£����}Ì0�+�n�¥�p��� Í �n »­¾¯(È�³Ôµ ��ª¶���(�n���,�n � E�n�x�V�n¨
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¨��������p������©Q���+�(�¥�����Á E����Æ �dÉ �

uε(t, x) ≈ u(t, x), r
ε
j(t) ≈ r(t, εj), j ∈ Z

N ,
Æ Ä É

�Î�����x�
u(t, x)

�n��£
r(t, x)

�n�x� �x��¨�¢P�p�������é�n ����������������P������£V�tªG���p���ò E�n�¸Æ �dÉ.�Î�P��§_�
���(�n£�� �n�






−
£��¾�

(A∇u) =
£���� (

(Id − A)ṙ
) ���

R+ × RN ,
(

mId + ρ(|Y ∗|Id − A)
)

r̈ + kr = ρ(Id − A)∇u̇
���

R+ × RN ,

Æu¯HÈdÉ

�Î�����x�
A
���Î����ªG���V���p�x��§¸�<���x�¾�p���n��£����������x���P���V�n������������£*�º���x�x�lÀÂ£�� �+����£�©dª

Aij =

∫

Y ∗

(∇ywi + ei) · (∇ywj + ej) dy

�Î�����x�
wi(y)

±P E���
1 ≤ i ≤ N

±+���Á�p�P������¨�¢¥�p���n�*�n /�x���¶§���¨�¨»������©�¨����
{

∆ywi = 0
���
Y ∗,

(∇ywi + ei) · n = 0
���

∂T.

�¸���4§(�n�*�����H���¸�p�����(±G���º�x���
���������¶�n 1¿:¢+�n£��x���p��§4 E�����V��±
0 < A < |Y ∗|Id

µ.ÊË�����x��¤
 E�����n±»�x���}�º�´�p�x�lÀ

ρ(|Y ∗|Id − A)
���®Æt¯HÈ�É
���¸�<���x�¾�p�¾���}£�� �+�����x���n��£'§(����©<�}���d�x���t¤

�������x��£��n�
�x�����n£�£���£½�º���x���n .�x����¡+¢���£��V�H�n��£'©dª��p�P���p¢�©<����µ·���½�n�x�����4�0����£���±
Æu¯HÈdÉ0���Î�}������� �n /�����¥¤¦¨��G§(�n¨<�Á�(�n�·��¿G¢����p�����* E���

r
µ

ÊË���V�n��ªG���P�p���p��§}�aÀ¥�+�n�����������¶�n 
­l¯HÈ�³�§��n¢�¨�£'�(���x��¨¾ª�©<� +�¢����x���+��£�©dª½���(�n�P���� 
������¤���§(�n¨��V§����d�����x������§��*�����0�n��£������� E�����p���V���+�n���V�n����§}����¨�¢P�x�����P�����M­ Ãn³CµÂÊË���
£�� �>���x����§��º�Î�¾�p� �n¢��������x¢P¨���ÆCÅ�É�������©d�G����¢P� ���p���Â����§��x����§����P��§��Q���x���G£���§����n���¬�n©P¨��
y
£��G�������n�¸�n���<�(�n�
�����p�P����������������������£�����¨�¢¥�p���n�

u(t, x)
����£

r(t, x)
µ¶���½�n�p�P���

�����x£P��±X�n¨�¨>�p¢�©<���Î���H���¶¨��G§(�n¨�¨�ª���� �����n�x���Î����§_�����Ë��� §����d�x�p�n�t� �Î�¾�p� ��¢��Î�����x¢P¨��(µ

� � ����� # ��� (Î��|1~ �"�M��(*�����*~/��� � ( %
ÊË���
�0¨��¥§_�'�Á�(�n�º£���§������Q�n�x���x�����½�����0��¨�¨�Ç:���H�Î�� E�����p�P� � §_�P���G£������n���¶��¿:¢+���x�����
­l¯ �I³:©P¢P�,�����+�n�,�n¨��x�Î©<��������ÀG�x����£���£��p�Ë�x�������x��©P¨���� ���,�+�n��£�����­l¯�³C±¥­l¯�¯�³Cµ!Ì0�����x��£����
�x��� �0¨��G§_� �x�<��§��x�p�n¨1§���¨�¨»��¿:¢+���x�����






(
£����

y + 2iπθ)[(∇y + 2iπθ)ψ] = 0
���
Y ∗,

λ(θ)[(∇y + 2iπθ)ψ] · n = e−2iπθ·y

(
∫

∂T

ψe2iπθ·y
n

)

· n
���
∂T.

Æu¯�¯IÉ
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ÊË����£�¢+�n¨/�+�n�p���V���p���
θ
���
§(�n¨�¨���£��p��� �0¨��G§_�� E�x��¿:¢�����§�ª'�n��£½�¾�¸��¢����¸�����p����£�¢+�n¨

§���¨�¨>�n 
TN
±��Ôµ �nµ.©dª �<���x���¥£P��§��¾��ªº�¾�Ë���Ë������¢��n���x��§���������£����

θ ∈ TN
µ

�+�����n�dª �¥ÀP��£Â���n¨�¢��Î�n 
θ
±¥�x����©¥�_�n�����x���
�����������x��¨�¢P�p�������n éÆt¯n¯IÉ�±d���¸���d�p���¥£P¢�§��

� �+�P���p�a¤�£����V�����x�����+�n¨é���<���x���p���
S
�V�n���������

CN
���d�p�½�¾�p����¨� u±3�Î�P���x� ���������d���n¨�¢����

§�������§���£����Î���x���p���������n���d���n¨�¢����
�n 
Æu¯�¯IÉ�µ
ÊË�����4���Q���p���x���
���
£�� �+����£»±» E���¸���:ª
s
���

CN
±+©dª

S(θ)s :=

∫

∂T

u(y)e2iπθ·y
ndσ(y),

�Î�����x�
u
���Á�p���¶¢�����¿:¢��¶�x��¨�¢P�p�����*���

H
1
#(Y ∗)

�n ,�p���¶������©�¨����
{

(
£P���

y + 2iπθ)[(∇y + 2iπθ)u] = 0
���
Y ∗,

[(∇y + 2iπθ)u] · n = e−2iπθ·y
s · n

���
∂T.

Æu¯IÅ�É

Æ 	Ë§��p¢��n¨�¨¾ª��p��� �x�n¨�¢P�x�������n .Æt¯IÅ�É3���é¢P����¿:¢�� �� 
θ 6= 0

�n��£º¢P����¿:¢�� ¢��V�x�����º�n£P£����x�����
§��������p�n�d�Î�Î�����

θ = 0
µãÉ

ÊË���¶ E��¨�¨��H�Î�����·�x����¢�¨��Î�0�n�Î���x�H�n��£�����­¾¯�³Cµ
�d�
��� � �
� �
��� ��� �
�������y.!;���/�"$�A.	/

S(θ)
���k�Y��= 21QG"F%��3.	�-��� "$�&%i;�.Y���-�T�-P$��QG%��qof���-���*Hc������/E��Q

23.	/E� �-�_"F%$:e�-�q�
N

;�.Y���-�
�-P$�#/E�R"$=X���us�����P	"$=O'+�!�
0 < λ1(θ) ≤ · · · ≤ λN(θ)

"$�&%
N

� .	��Q��	��/E.����us�����P$�!����.	/E�
s1(θ), . . . , sN(θ)

�-�
CN

H �����!�Y�M���us�����P	"$=O'��!�\�!.	�-��Q
���
%�� V �-�q� �-��.Y�Y� .A2 4A@F@�8 "$�&% �q���(���us����321'{� ���
�U.	���

ψn(θ)
D
n = 1, . . . , N

D#�-�
H

1
#(Y ∗)

.A294A@F@�85"$/E�\%��qof� �R%("	� �q���,�Y.	=O'{�
�U.	����.A294A@
	*8K23.	/
s = sn(θ)

H �����
;�"$�-/E�

(λn(θ), ψn(θ))
D
n = 1, . . . , N

D "$/E� �q��'F�K"$=-=}�-���e�-�&%���;����&%������v�Y.	=O'��
�U.	��� .A2
4A@F@�8$H
�Î���V�n�xÇ}�p�����Á�p�P�¸���������d����§��x���x�

sn(θ)
§��n�*©Q�
�x��§��H��������£* E�x�n�ò�x���¸���������¥ E¢���§�¤

�x�������
ψn(θ)

©dª
sn(θ) = λ−1

n (θ)

∫

∂T

ψn(θ)e2iπθ·y
n.

Æu¯ Í É

����� 	��	��� � 
 � . "�;F;&=O0,�q���
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���U�����-�]�!��.	'�=u%#l��

Y
Q�;���/1�U.*%$�U�p21'{� ���
�U.	���*H��d. V ��P$��/EDw�q��� 21'�� ���
�U.	� y → e2iπθ·y

���
� .	�

Y
Q�;���/1�U.*%$�U�w�-�

RN
H����������R"F%	Dk�-��� 21'{� ���
�U.	�

eθ(y) = e2iπθ·(y−E(y)) D V ����/E� E(·)��� �-���<�-�����Us���/i;�"$/���21'{� ���
�U.	��Dk���<�-�&%��!�R%
Y
Q�;���/1�U.*%$�U�w�-�

RN
H�� 2X�!.	'{/E�Y�!D

E(y) = 0�-�n�-���c'{���-� �!��=-=
(0, 1)N

D V ���U�!�n���I;&=u"$�-���].	'�/t��=O�us	���p"Fl*' �Y�e.A2t� .	�U"$�
�U.	���d�-� 4A@F@�8
�
"$=O�-��.	'�s	�e�q���x�!.Y��� ���U�����-�<.A2t4A@F@�8t"$/E�a:?�R"$��� �A.t�-��P$.	=OP$�

eθ(y)
D V � ;&/E�q23��/y�A. V /1�-���

e2iπθ·y
23.	/X���-:<;&=O�U���-�
0$H
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�f���9� 	 � � ��� ���
(rj)j∈ZN ∈ `2(ZN ; CN)

H��]�qof� �f�-�-� �a=�.Y�!�]�!.Y��� ���U�����q�
r̂n(θ) ∈

L2(TN ; C)
D
n = 1, · · · , N

Dpl*0

r̂n(θ) =
∑

j∈ZN

rj · sn(θ)e−2iπθ·j ,

V ����/E� sn(θ)
"$/!� �-��� ���us�����P$�!����.	/E�e.A2 �-��� .!;���/�"$��.	/

S(θ)
%��qof� �R%��-�#rj/!.!;�.Y���-�
�U.	�

� H-@FHK��������D

rj =
N
∑

n=1

∫

TN

r̂n(θ)sn(θ)e2iπθ·jdθ,

"$�&% �-�i�*"$�
���qoy�!�t�q���Xry"$/E�Y��P	"$= �R)*'�"$=O�-�T0

∑

j∈ZN

|rj|
2 =

N
∑

n=1

∫

TN

|r̂n(θ)|2 dθ.

���M�x��������¿:¢���¨4�����V�nÇn� �p���  E¢���£��n�V���d�_�n¨ �n���x¢����P�p����� �p�+�����p�P���x����À¥���t�Â�
�x�n��Ç

n0
�n�P£�� �0¨��¥§_�* E�x��¿:¢�����§�ª

θ0
��¢�§_���x�+���

λn0(θ0)
���Î�}�x���V��¨��¸���������d���n¨�¢��

.
Æu¯(Ã:É

� ¢P§_���n� ���x�x¢P�V�P�x�����*���Á���n� ��¨��0�HªG�Á�x�x¢���©�¢¥�Î���Á���ÁÇ:���H�Î���x��©Q��������������§}­ Å´³Cµ��T�
���+�n¨�¨X§_���G�����
���P���p���n¨�£+�´�_�·§�����§����d�p�x���p�����}���é�p���n�x�
���n¨�¢����

n0

����£
θ0
µ.Ê,���x���V�P¨���  ª

�x���¶���n�_�´�p���n����±G�0��£��x�n���x���
0
����£��aÀ¥��� �n��£�£����P�n�p�¶©dª

n
�n��£

θ
�p�����x�¶�n��¨�¢�����µ

ÊË�����Â�n���x¢����P�p�����®�n ¶�x���V��¨���§�����ª��+�n�V����� ���V�<�����p�n�d��§���������¿:¢�����§�����µ �!���x�t�(±
�¾ 
λn(θ)

������������¨���±3�p����� ���}���}��� �+�P���p��¨�ª�£�� �>���x���d�x�¬�n©�¨��º��� �½�G��§����P����ª��n 
θ
­¾¯ Í ³Ôµ

� ��§����P£»±Á�� 
λn(θ)

�����x���V�P¨��n±��p�P�����x����¨������������x��©P¨���� �n �Æu¯IÉ������������P�'�x��©<���
��������¨���Æ � §_��� �¥£P���������_É���¿:¢+���x�����»µ�ÊË����§(�n�����n ¶����¢�¨��x����¨��*���������d���n¨�¢P�����V��¢P§_�
�����x� £���¨���§����p� �n�P£Â���é���é��À¥�<��§��p��£Â�x�·ªG����¨�£º�·��ªG�t�p��� �n 1���n�V���n����������£���¿:¢+�´�p���n����±
�x���¶�p�n��Çº�n /�Î�P��§_�����Ë������§����x��¨�ªÂ�x���¶��¢�¨��x����¨���§�����ª�ÆE�x��� � ��§��p������²����'­ ²´³ Éaµ
�������d�p���¥£�¢P§��¸�p�P�����Q���p���x���

An(θ)
±�£���������£  E���Ë�n�dª

ψ
�n��£

φ
���
H1(TN )

©dª

< An(θ)ψ, φ >:= λn

∫

Y ∗

(∇y+2iπθ)ψ·(∇y−2iπθ)φ−

∫

∂T

ψe2iπθ·y
n·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

Æu¯I°�É
���
�p�+�´�/�x���0���Q��§��p�x�n¨G§���¨�¨:���x��©P¨���� Æu¯�¯IÉ» E���

ψn

���,��¿:¢������n¨����d�!�x�
< An(θ)ψn, φ >=

0
 E�n�.�n�dª

φ
���

C
∞(TN)

µ �4��£������n�x��¢����P�p������Æt¯(ÃdÉ/���.���3�(����ª��x��£����Q�������d�p�����p�¶Æu¯�¯IÉ
�Î�¾�p���������Q��§��¸�x�

θ
µ��
�����n�x�����Â©dª

(ek)1≤k≤N

�x����§��n��������§(�n¨�©+���x��� �n 
RN

�n��£�©dª
(θk)1≤k≤N

�p����§������Q���P���d�p�Î�n 
θ
±P����£����+�P�¶���������Q���p���x���x�

Bk(θ)
�n��£

Ck(θ)
©dª

< Bk(θ)ψ, φ >:=

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)ψ · ekφ, ∀ψ, φ ∈ H1(TN ),
Æu¯H²dÉ

Ä



< Ck(θ)ψ, φ >:=

∫

∂T

ψyke
2iπθ·y

n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n, ∀ψ, φ ∈ H1(TN ),

Æu¯ ��É
�Î�����x�

<,>
£������n�x���¶�p�����������V�¾�p���n�½���x�G£�¢�§������T�����p�P���

L2(Y ∗)
���¶���

L2(∂T )
µ

ÊË��� �+����� £����x�������x���n���n 
ψn(θ)

�x���p��� �+���

< An(θ)
∂ψn

∂θk

, φ >= λn2iπ < Bk(θ)ψn, φ > −λn2iπ < ψn,Bk(θ)φ >

+2iπ < Ck(θ)ψn, φ > −2iπ < ψn,Ck(θ)φ >

−
∂λn

∂θk

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)ψn · (∇y − 2iπθ)φ,

Æu¯��dÉ

 E���Î���:ªº�p���t�Î E¢���§��x�����
φ
±+�n��£ �p���¶����§��n��£�£����x�¾�n�´�p���n�¸�����x�������

< An(θ)
∂2ψn

∂θk∂θj

, φ >= λn2iπ < Bj(θ)
∂ψn

∂θk

, φ > −λn2iπ <
∂ψn

∂θk

,Bj(θ)φ >

+λn2iπ < Bk(θ)
∂ψn

∂θj

, φ > −λn2iπ <
∂ψn

∂θj

,Bk(θ)φ >

+
∂λn

∂θk

2iπ < Bj(θ)ψn, φ > −
∂λn

∂θk

2iπ < ψn,Bj(θ)φ >

+
∂λn

∂θj

2iπ < Bk(θ)ψn, φ > −
∂λn

∂θj

2iπ < ψn,Bk(θ)φ >

−λn

∫

Y ∗

ψn4π2
ek · ejφ− λn

∫

Y ∗

ψn4π2
ej · ekφ

−
∂2λn

∂θk∂θj

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)ψn · (∇y − 2iπθ)φ

−
∂λn

∂θk

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)
∂ψn

∂θj

· (∇y − 2iπθ)φ

−
∂λn

∂θj

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)
∂ψn

∂θk

· (∇y − 2iπθ)φ

+2iπ < Cj(θ)
∂ψn

∂θk

, φ > +2iπ < Ck(θ)
∂ψn

∂θj

, φ >

−2iπ <
∂ψn

∂θk

,Cj(θ)φ > −2iπ <
∂ψn

∂θj

,Ck(θ)φ >

−4π2 < ψn,Ck(θ)φyj > −4π2 < Ck(θ)ψnyj, φ >

+4π2 < ψnyj,Ck(θ)φ > +4π2 < Ck(θ)ψn, φyj > .Æu¯ Ä É
¯HÈ
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j
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k
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©<�nµ ��ª��n�x��¢����P�p�����MÆt¯(Ã:É
���VÇ:���H� �x�+���¶�p�����V�n�
θ → ψn(θ, ·)

�����n�+�n¨¾ªG�x��§����
����§����x�p���x��¨¾ª�Æt¯ �dÉ1�n��£ºÆt¯ Ä É»��£��V�¾�1�x�n¨�¢P�x��������µ�ÊË�����,������¨�������±(���¶�+�n�t�p��§�¢�¨��n��±(�x�+�����p���
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ψn
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�n¨¾�p���x�+���x���n�¸ E����Æt¯���É�ª¥����¨�£�� �� E������¢�¨��� E���

∇θλn(θ)
Æ �Î����§_���x���n¨�¨1©<�¶���d�p���x�������p��£

�n�é�¶���x�n¢��}����¨��¥§�����ªPÉ.�n��£��p�+�´�é E�n� Æt¯ Ä É!ªG����¨�£����� E������¢�¨¬�
 E�n�3�p�����4���x�x���n���º���x�x�lÀ
∇θ∇θλn(θ)
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�x���}��������������������£��x���������_Éaµ·�����n�dª
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������¤���§(�n¨����n��ªG���P�p�n�x��§¸�aÀ¥�+�n����������� �n  � ��§��p������°¥µ
����§���������£����Î�x���� E��¨�¨��H�Î�������������x�¬�n¨X£+�´�_�

r
ε
j(0) =

∫

ε−1TN

r̂0(η)sn(θ + εη)e2iπ(θ+εη)·jdη,

ṙε
j(0) = ε−2

∫

ε−1TN

r̂1(η)sn(θ + εη)e2iπ(θ+εη)·jdη,

ÆCÅnÈdÉ

�Î�����x�
r̂0(η)

�n��£
r̂1(η)

�n���.�x���¥�n�x�¸ E¢���§��p���n���»�Î���x��§������+�n§�����¢����<���������
RN
µ/ÊË���

�n£¥�n���:�p�n�����n �ÆÔÅnÈ�É����Á�����n E��¨�£»µ �!���x����±�¢��<���Â�p�P��§_���n�������n ,���n�x���n©�¨����
θ̃ = θ + εη

±
�x���4�������x�¬�n¨¥£+���p�·�����n¨��x�(��£Pª��Î�x�¾�x�x���Â���0���0¨��G§_�V£P��§��n�V�<���x�¾�p������Æ?�x��� �1�����º� Í µ Í É
�Î����§_�½���¸¢P�x�� E¢P¨!�Î�����'���}�x�+�n¨�¨!£����n�������n¨��������p���}��¿:¢+���p�����®Æt¯HÉ ©dª����(�n�P�¸�n ��p���
�0¨��¥§_���p�x�n���� E�n�x��µ � ��§�����£»±¥�p�+�n�PÇG���p�·�x�����n���x¢����P�x�����V���º�p�P�¸§������+�n§��0��¢����<�����
�n 
r̂0(η)

�n�P£
r̂1(η)

±/�x���º���d�p���n�p�n¨����n�
ε−1TN

§��n�T©<�º������¨��n§���£ ©dª����d�p���n�p�n¨��·���
RN

ÆE E�����x¢ �V§������:�x¨�ª����º�n¨�¨
ε
É3�Î����§_�Vª¥����¨�£��é��§���������§��p�����V�Î�¾�p���p���4¢��x¢��n¨ �X�n¢��x�����

�x�p�n���t E���x��µ � �Q��§�����§(�n¨�¨�ª�±Q¨����
¢���£P���+���·�p�������d�������x� �+��¢��������4�p�x�n���t E���x���
�n 
r̂0(η)�n�P£

r̂1(η)

v0(x) =

∫

RN

r̂0(η)e2iπη·xdη,
�n��£

v1(x) =

∫

RN

r̂1(η)e2iπη·xdη,

�x�����»±+©dª ���x���V�P¨��¸Ê/�(ª¥¨����Ë��À¥�+�����x�������� 
sn

����ÆÔÅnÈ�É�±P���·£P��£�¢�§����x���� E��¨�¨��H�Î�����

¯�¯



�f���9� 	�� �T��� �&%���/c"	�!��'{:<;&�
�U.	�94A@*6$8m.	� �q���X���-:<;&=O�U���-�
0�.A2
λn(θ)

D V �X��"$P$�

sup
j∈ZN

∣

∣r
ε
j(0) − sn (θ) e2iπθ·jv0(εj)

∣

∣ ≤ Cε,

sup
j∈ZN

∣

∣ε2ṙε
j(0) − sn (θ) e2iπθ·jv1(εj)

∣

∣ ≤ Cε,

V ����/E� V �e/E�!�R"$=-=k�-��"$� j = E(x
ε
)
23.	/

x ∈ Y ε
j

"$�&%
εj

���e�-���<;�.Y���-�
�U.	� .A2 �q���]�T'�l��
T ε

j

H

���V���:�x�x�G£�¢�§��º���x��¤¦§(�n¨�¨���£'£����x�<�����x���n������¨¬�´�p���n�'�Î�P��§_� £�� �+�����·�p�P�V�p���V�� E����¤
¿:¢�����§�ª

ωn(θ)
�����p���x���3�n +�p�P�Á���������d���n¨�¢P�

λn(θ)
±��Î�������

θ
���,�p������¨��G§_�� E�x��¿:¢�����§�ª

���Ë����£�¢P§���£��Á�(�n�·�:¢���©<���

ωn(θ) =

√

k

m+ ρλn(θ)
.
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��ª�£����Q�������d�p�����p�����Â�p�����¸�p���V�� E����¿:¢����P§�ª'�Î���x���������Q��§����p�
θ
�0����©P�p�n��� �+�����¶�p���

�x���¶���x��¢P� �n��¨��¥§�����ª
V
£�� �+����£�©dª

V =
1

2π
∇ωn(θ) ,

ÆÔÅ�Å�É
�n�P£ �x���¶��������������������£*�p�����x����±+���Î£������Q���x�������*§��¥� �V§������:��±

A∗
£����+�P��£�©dª

A∗ =
1

8π2
∇∇ωn(θ) .
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�U.	�#.A2w��0Y������: Æt¯IÉ
��� s$�-P$���nl*0

r
ε
j(t) = e2iπθ·j

sn (θ)

(

ei
ωn(θ)

ε2
tv+

(

t, εj +
V

ε
t

)

+e−i
ωn(θ)

ε2
tv−
(

t, εj −
V

ε
t

))

+ ρ1
ε(t, εj)
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uε(t, x) = iωn(θ)e2iπθ·x
εψn

(x

ε
, θ
)

(

ei
ωn(θ)

ε2
tv+

(

t, x+
V

ε
t

)

−e−i
ωn(θ)

ε2
tv−
(

t, x−
V

ε
t

))

+ ρ2
ε(t, x)ÆCÅ�°�É

¯IÅ



V ����/E� ρ1
ε

"$�&%
ρ2

ε

"$/E�K� V .m��:K"$=-= /E��:K"$�-�&%���/e�A��/1: �e��'��!�L�q��"$�-D}23.	/?"$��0e;�.Y���-�
�-P$�
of���-���t�
�-:?�

T
Di�q����/E�e���������-� " �!.	�����Z"$���

C
"$�&%

‖ρ1
ε(t, x)‖L∞((0,T )×RN )) ≤ Cε, ‖ρ2

ε(t, x)‖L∞((0,T )×RN )) ≤ Cε,

"$�&% V ����/E� v± ∈ C
(

[0, T ];L2(RN)
) "$/E� �-���t�Y.	=O'{�
�U.	���_.A2d�q��� � V ._��.	:?.Rs������ �	�R%;&/E.$l*=���: �











±i
∂v±

∂t
−
£����

(A∗∇v±) = 0
�-�

RN × (0, T ),

v±(t = 0, x) =
1

2

(

v0(x) ±
1

iωn(θ)
v1(x)

) �-�
RN .
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ε−1V V �-�q��:K"���/E.Y�Y�!.!;&�U�x;&/E.Aof=��!�
v± V ���U�!�n��"$P$�

"\%$����;���/E���-P$�?l��!��"$PY�U.	/]���-� �!�K�q����0\.$l���0n" � �!��/��*%$�-��s���/m�R)*'�"$�
�U.	�&H �����m.Y�Y���-=-=u"$�
Q
�-��s ;���"	�Y�K�-�W4 	���8YD

exp(2iπθ · j ± ωn(θ)ε−2t)
DX���t;&/E�!�����Y��=O0 �-��� �A��/1: V ���U�!�L���

;&/E�R%$�U�����R%�l*0n�-���Ks��!.	:?���
/1�U� .!;&�
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�d�
� ��� ����¢����¶�x��� �0¨��¥§_�*£���§������<���x�¾�p���n�V�p��£����n�������n¨������Î�p�����tª¥�t�p�����n ,��¿:¢+�´¤
�x�������
Æt¯HÉ�µ ��ª �1�����V� Í µ Í ���¸Ç:���H���p�+�����p���  ?�n����¨�ª��n »�x¢�©Q�
£�������¨¬�n§��������d�p�é§(���
©<���Î�x�����p���

r
ε
j(t) =

N
∑

n′=1

∫

ε−1TN

r̂ε
n′(t, η)sn′(θ + εη)e2iπ(θ+εη)·jdη.

���¶�x����Ç �}�x��¨�¢P�p�����*�n ÁÆt¯IÉ��Î�����x�¶�p����¡+¢P��£ �Q���p���d�x�¬�n¨»���Ë£���§������Q������£��n�

uε(t, x) =

N
∑

n′=1

∫

ε−1TN

ûε
n′(t, η)ψn′

(x

ε
, θ + εη

)

e2iπ(θ+εη)·x
ε dη.
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uε

�n��£
rε

�����tªG���p���2Æu¯IÉ�±X����£�¢P�x���P���x���·���Q��§��x�p�n¨
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∆uε =
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���Ë����£�����£��p���x��� �+��£��n��£ �p���¶©<��¢���£��n��ªº§�����£P���p�������Ë��� ���n§_���x¢�©Q�

T ε
j

�n�x�






























































ε−1

N
∑

n′=1

∫

ε−1TN

ûε
n′(t, η)

1

λn′

sn′(θ + εη)e2iπ(θ+εη)·jdη · n

= ε

N
∑

n′=1

∫

ε−1TN

˙̂rε
n′(t, η)sn′(θ + εη)e2iπ(θ+εη)·jdη · n,

ε
N
∑

n′=1

∫

ε−1TN

[m¨̂rε
n′(t, η) + ε−4kr̂ε

n′(t, η)]sn′(θ + εη)e2iπ(θ+εη)·jdη

= −ρ
N
∑

n′=1

∫

ε−1TN

˙̂uε
n′(t, η)λn′(θ + εη)sn′(θ + εη)e2iπ(θ+εη)·jdη.

��ª'�x��� �0¨��¥§_��£���§������Q�������x�����'�n  �1���V�V� Í µ Í �0�Â§��n� ��£����d�p�¾  ª½�p���V§��G����§������d�p�
�Î����§_��ªG����¨�£P�

{

ûε
n′(t, η) = ε2 ˙̂rε

n′(t, η),

ε[m¨̂rε
n′(t, η) + ε−4kr̂ε

n′(t, η)] = −ρλn′
˙̂uε
n′(t, η).
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�tª¥�t�p��� Æt¯IÉ��Î���p���x���t�3 E¢���§��p���n���3�Î�x�¾�x�p�����n� �0¨��¥§_�}£P��§��n�V�<���x�¾�p��������µãÉ�Ê/�nÇ:���P�¸���d�p�
�n§�§���¢P�:�¶�x���}�����¾�p���n¨/£����_�Â����£P��£�¢�§����x�+�����x��� �0¨��G§_�½§��G����§������d�p���n�����x��¨�¢P�p�������
�n ,�p�P�¶ E�n¨�¨��H�Î��������µ £»µ �nµ�� �



























ε4(m+ λn′ρ)¨̂rε
n′ + kr̂ε

n′ = 0
���

(0, T ),

ûε
n′ = ε2 ˙̂rε

n′,

r̂ε
n′(0) = r̂0(η)δn′n,

˙̂rε
n′(0) = ε−2r̂1(η)δn′n.
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n′ 6= n

���}�����V��£��¬���x��¨¾ª �+��£'�p�+���
r̂ε
n′ ≡ 0

�n�P£
ûε

n′ ≡ 0
µ����d�x�x�G£�¢�§������Â�p�P�

�����_���x�������
r̂±(ξ) =

1

2

(

r̂0(η) ±
r̂1(η)

iωn(ξ)

)

,

�n� �aÀP�P¨���§����Á E�n�x��¢�¨��� E���Á�p�P������¨�¢¥�p���n���Á���Á�x�������� E�����

r
ε
j(t) =

∫

ε−1TN

r̂+(θ + εη)sn (θ + εη) e2iπ(θ+εη)·j+i
ωn(θ+εη)

ε2
tdη

+

∫

ε−1TN

r̂−(θ + εη)sn (θ + εη) e2iπ(θ+εη)·j−i
ωn(θ+εη)

ε2
tdη,¯(Ã



uε(t, x) = iωn(θ + εη)

∫

ε−1TN

r̂+(θ + εη)ψn

(x

ε
, θ + εη

)

e2iπ(θ+εη)·x
ε
+i

ωn(θ+εη)

ε2
tdη

−iωn(θ + εη)

∫

ε−1TN

r̂−(θ + εη)ψn

(x

ε
, θ + εη

)

e2iπ(θ+εη)·x
ε
−i

ωn(θ+εη)

ε2
tdη,

ÆCÅ �dÉ
�Î�����x�

ωn

����£P���+����£ ©dª�ÆCÅ¥¯IÉ��n��£��p�:¢����x���p��� �+���
λn = (k − mω2

n)/(ρω2
n)
µ �T�

�x�������Q���� E��������Ê!�(ªG¨��n�Ë��À¥�+�n���������>±+¢����x���x��§�����£����x£�����±��� 
ωn(θ)

�

ωn(θ + εη) = ωn(θ) + ∇ωn(θ) · εη +
1

2
∇∇ωn(θ)ε

2η · η + O(ε3)

= ωn(θ) + 2πV · εη + 4π2A∗ε2η · η + O(ε3).
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«.¨�¢P�������P�*ÆÔÅ Ä É3���d�p�ÂÆÔÅ �dÉ.�n�P£Â¢��x�������������x���n�x£����0Ê/�HªG¨������aÀ¥�+�n���������V�n 
sn(θ)

�n�P£
ψn(θ)

�����n©P�_�n���

r
ε
j(t) = sn(θ)e2iπθ·j+i

ωn(θ)

ε2
t

∫

ε−1TN

r̂+(θ)e2iπ(εj+V

ε
t)·η+4iπ2A∗η·ηt+O(ε)tdη

+sn(θ)e2iπθ·j−i
ωn(θ)

ε2
t

∫

ε−1TN

r̂−(θ)e2iπ(εj−V

ε
t)·η−4iπ2A∗η·ηt+O(ε)tdη

+R1
ε(t, x)

uε(t, x) = iωn(θ)ψn

(x

ε
, θ
)

e2iπθ·x
ε
+i

ωn(θ)

ε2
t

∫

ε−1TN

r̂+(θ)e2iπ(x+V

ε
t)·η+4iπ2A∗η·ηt+O(ε)tdη

−iωn(θ)ψn

(x

ε
, θ
)

e2iπθ·x
ε
−i

ωn(θ)

ε2
t

∫

ε−1TN

r̂−(θ)e2iπ(x−V

ε
t)·η−4iπ2A∗η·ηt+O(ε)tdη

+R2
ε(t, x) Æ Í ÈdÉ

�Î�����x�
R1

ε

�n��£
R2

ε

���x�¶�p�����x¢�� �� .�n¨�¨1�������P���Î���x£P���Î�p�����V��µ � ����§��¶�p�P�� E¢��P§��p�������
r̂0 ����£ r̂1 �n�x�Î§��n�V�+��§��p¨¾ª���¢����<�����x��£»±: E��� ε ��¢ ��§������d�p¨¾ª}�x�V�n¨�¨¥�0� §(�n���x����¨¬��§��Ë�p������:�x�����x�n¨����H�n���

ε−1
T

N
©:ª'���d�p���n�p�n¨����I�n���¶�p�����Î����¨����x�+�n§��

R
N
�n��£��x����¨¬��§��}�p���

 ?�n§��p���
eO(ε)t ©dª 1 +O(ε)

������§��¸�0�¸§���������£������+���¾�p�
�x�������
t ≤ T

µ3Ê,�}�x���¸�x�+���Á���
�x�������� E�����¸��©P�p�n���V���x��§�������¨¾ªV E������¢�¨��ÂÆÔÅn°�Éa±G�0��§���������£����0�p��� �X�n¢��x�������p�p������ E����� �� 
�x���¶�������������P������£*���x�n©�¨���� ÆÔÅn²�É















±i
∂v̂±

∂t
+ 4π2A∗η · η v̂± = 0

���
RN × (0, T ),

v̂±(t = 0, η) = r̂±(θ) =
1

2

(

v̂0(η) ±
v̂1(η)

iωn(θ)

) ���
RN .

Æ Í ¯IÉ

¯I°
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v̂±(t, η) = r̂±(θ)e±4iπ2A∗η·η t .

ÊË�����x�� E���x�VÆ Í ÈdÉ0§(�n��©<�������Î�����x�x�����n�

r
ε
j(t) = sn(θ)e2iπθ·j+i

ωn(θ)

ε2
t

∫

RN

v̂+(t, η)e2iπ(εj+V

ε
t)·ηdη

+sn(θ)e2iπθ·j−i
ωn(θ)

ε2
t

∫

RN

v̂−(t, η)e2iπ(εj−V

ε
t)·ηdη + ρ1

ε(t, εj)

= sn(θ)e2iπθ·j

(

ei
ωn(θ)

ε2
tv+

(

t, εj +
V

ε
t

)

+e−i
ωn(θ)

ε2
tv−
(

t, εj −
V

ε
t

))

+ ρ1
ε(t, εj)

uε(t, x) = iωn(θ)ψn

(x

ε
, θ
)

e2iπθ·x
ε
+i

ωn(θ)

ε2
t

∫

RN

v̂+(t, η)e2iπ(x+V

ε
t)·ηdη

−iωn(θ)ψn

(x

ε
, θ
)

e2iπθ·x
ε
−i

ωn(θ)

ε2
t

∫

RN

v̂−(t, η)e2iπ(x−V

ε
t)·ηdη + ρ2

ε(t, x)

= iωn(θ) e2iπθ·x
ε ψn

(x

ε
, θ
)

(

ei
ωn(θ)

ε2
tv+

(

t, x+
V

ε
t

)

−e−i
ωn(θ)

ε2
tv−
(

t, x−
V

ε
t

))

+ ρ2
ε(t, x)

�Î�����x�
ρ1

ε

�n��£
ρ2

ε

�p�nÇn�����d�p� ��§�§��n¢��d�º�p�P���p���x���
R1

ε

�n�P£
R2

ε

��� Æ Í È�É��n�P£��p���
�n�P���x�(À¥���V���p�����º���·���H�n�¶£������¶©dª �x����¨¬�n§������

eO(ε)t ©:ª�¯�µ
����� 	��	� � � � �q2EDj"	�X�-� ÆCÅ Ä É!D V �p;���/q23.	/1: "K�Y�!�!.	�&%m.	/R%���/m��"$0N=�.	/ ���I;�"$�����U.	�\.A2
sn

"$�&%
ψn V �e�R"$�#�-:<;&/E.	P$�t�-���e��/1/E.	/ �!���T�-:K"$��� "$�&%_�!��. V �-��"$�

r
ε
j(t) ≈ e2iπθ·j+i

ωn(θ)

ε2
t

(

(v+)ε
sn +

ε

2iπ

N
∑

k=1

∂sn

∂θk

(

∂v+

∂xk

)ε

−
ε2

4π2

N
∑

k,l=1

∂2
sn

∂θk∂θl

(

∂2v+

∂xk∂xl

)ε
)

+e2iπθ·j−i
ωn(θ)

ε2
t

(

(v−)ε
sn +

ε

2iπ

N
∑

k=1

∂sn

∂θk

(

∂v−

∂xk

)ε

−
ε2

4π2

N
∑

k,l=1

∂2
sn

∂θk∂θl

(

∂2v−

∂xk∂xl

)ε
)

,¯H²



'Y;L�A.?"K/!��:K"$�-�&%���/X����/1: .A2 .	/�%���/
O(ε3)

�-�#�-���
L∞

Q�� .	/1: D

uε(t, x) ≈ iωn(θ)e2iπθ·x
ε
+i

ωn(θ)

ε2
t

(

ψn

(x

ε

)

(v+)ε +
ε

2iπ

N
∑

k=1

∂ψn

∂θk

(x

ε

)

(

∂v+

∂xk

)ε

−
ε2

4π2

N
∑

k,l=1

∂2ψn

∂θk∂θl

(x

ε

)

(

∂2v+

∂xk∂xl

)ε
)

−iωn(θ)e2iπθ·x
ε
−i

ωn(θ)

ε2
t

(

ψn

(x

ε

)

(v−)ε +
ε

2iπ

N
∑

k=1

∂ψn

∂θk

(x

ε

)

(

∂v−

∂xk

)ε

−
ε2

4π2

N
∑

k,l=1

∂2ψn

∂θk∂θl

(x

ε

)

(

∂2v−

∂xk∂xl

)ε
)

,

Æ Í Å�É
'Y;(�A. "S/!��:K"$�-�&%���/e����/1: .A2?.	/�%���/

O(ε3)
�-�5�-���

L∞
Q�� .	/1:KH �c��/E� V �_'F�Y�R% �-���

� .	�U"$�T�U.	�
(v±)ε = v±

(

t, x± V

ε
t
) "$�&%<���-:e�-=u"$/1=O0 23.	/p�-�����-/ %���/1�-P	"$�
�-P$�!�*H � 2w�!.	'�/E�Y�!D

Æ Í Å�É_"$/E�_� .	�q���-��s l*'{�a�-���?l��Us$�-�����-��s#.A2e�-���_� V .	QU�Y�R"$=�� "	��0	:<;&�A.	�
�U�?���I;�"$�����U.	� .A2
r

ε
j

"$�&%
uε

H

� �º�¶~�% �"� | � ��� ���!�"��( � ��� % �*|���|���� (�� ����{��1����{ �
ÊË���¶�����ò�n ��p�����Á�x��§��p����� ���0�x����©P�_�����Â©dª �� E�����º��¨Q�����x���¥£*�� ,������¤¦�x§(��¨��¶�n�tª¥���¥¤
�x�n�p��§Á��À¥�+�n�P�x���n���.�p���Ë���n�V���n����������£}�P�x��©�¨����  E��� Æt¯IÉ0ÆE��� ���H�n� �¶�������n�x��¢��!£����������´¤
�x�������n Ë���·�����x��§��p����� Ã:Éaµ��¦�·�p¢���������¢P���p�����}���t�_�n�P£+�n�x£����0��¤¦�x§��n¨��º�n��ªG���P�p�n�x��§
�aÀP���n���x�����������p�P�����x�x���P�º E�x��� �� 3�p���·��¿:¢+���x�����P�}Æt¯HÉ�±Q�n�
��� ­ �´³Ô±/­ ��³!�n��­l¯��´³C±>�V�(ª
ªG����¨�£*�Î�x�n���V������¢�¨��x�4������§��¶���¶�0����Ç*�������Q���x���G£���§(�n¨�¨�ª��Q���� E���x���p��£��n�Q��������� �Î���p�
���n�¥¤�¨��¥§��n¨Q©<��¢��P£+�n��ªV§��n��£����x�����P��µ3����£P����£>±��p����©<��¢���£��n��ªº§�����£P���p�������������n���x�����
�p�
�}�x�<��§��¬�n¨Q��ª¥�<�¶�n ,©Q�n¢���£+�n�tªÂ���:�x�����x�n¨»���

∂Ωε

±P�x���¶¨����V�¾���� /�Î����§_� ���Î�n�Ë¢���¢+�n¨��n�
���:�x�����x�n¨»���*�x���¶���x�G£�¢�§��

Ω × ∂T
©P¢P�Î�Î���p� �����V�����º��¨�¨>§����x����§��p������ÆE�x��� �1�����V�

°¥µ¾¯IÉ��Î�P��§_�®�n�x�*�P�n�}������¨�������©�¨��V��� �p���*�P���V�n������������£¹¨���������µ�ÊË�����x�� E�n�x�n±� E��¨�¨��H�Á¤
�������n�T��£��(� �n 	�Pµ ¤ �.µ �1���n���º­l¯(Ã´³��¾�¶������¢�§_���p�� E�����x��¢����V������¤���§(�n¨����n��ªG���P�p�n�x��§
�aÀP���n���x�������Î���*�x�����n���x�¬�´�p���n�+�n¨X E���x��¢P¨¬���x�����V�n !�x�������x�n©�¨���� �Î����§_����� �


















∫

Ωε

∇uε · ∇Φεdx = ε
∑

j∈ZN

∫

∂T ε
j

ṙε
j · nΦεdσ(x),

εN+1
∑

j∈ZN

[mr̈ε
j · γ

ε
j + kε−4

r
ε
j · γ

ε
j] = −

∑

j∈ZN

ρ

∫

∂T ε
j

u̇εn · γε
jdσ(x),
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 E���¸�n�dª��x������ E¢P��§��x�������
Φε ∈ D([0, T ) × RN ; C)

±
γ

ε
j ∈ D([0, T ); CN)

µ¶Ê,� �+�n�x�
�x���x���V¨��������
���'�p�������n�x�����p�����+�n¨, E���x��¢P¨¬���x�����®Æ Í�Í É
�0���x���n¨�¨�������£��x���� E��¨�¨��I�Î�����
�����x¢P¨��(µ
�f���9� 	�� �T� � ���

µ(y)
"$�&%

ν(y)
l��y� V .j;���/1�U.*%$�U�y� .	��Q�� �UsF"$�
�-P$�y:?�R"	��'�/E�!�<.	� �q���'����-�t��'�l��

Y
H � ���

u(x, y)
"$�&%

v(x, y)
l��K� V . Y Q�;���/1�U.*%$�U� 21'{� ���
�U.	��� V ���U�!��"$/E�

��:?.Y.	�-� V �-�q��/!�!��;��!���k�A. x "$�&%K%��!�R"$0j2I"	���p��� .	'$s	��"$�i�-�3of���-�T0 V ����� |x| → ∞
4T�Y.

�-��"$�y"$=-= �-���A�Us$/�"$= � l���=�. V "$/E�iof���-����8$H��<�
ε
�A���&%	�t��.

0
D V �<��"$P$�

∑

j∈ZN

ε−N

(

∫

Y ε
j

u
(

x,
x

ε

)

dµ(
x

ε
)

)(

∫

Y ε
j

v
(

x,
x

ε

)

dν(
x

ε
)

)

=

∫

RN

(
∫

Y

u (x, y) dµ(y)

)(
∫

Y

v (x, y) dν(y)

)

dx

+ε

[
∫

RN

(
∫

Y

y · ∇xu(x, y)dµ(y)

)(
∫

Y

v(x, y)dν(y)

)

dx

+

∫

RN

(
∫

Y

u(x, y)dµ(y)

)(
∫

Y

y · ∇xv(x, y)dν(y)

)

dx

]

+
ε2

2

[
∫

RN

(
∫

Y

y · ∇x∇xu(x, y) · y dµ(y)

)(
∫

Y

v(x, y)dν(y)

)

dx

+2

∫

RN

(
∫

Y

y · ∇xu(x, y)dµ(y)

)(
∫

Y

y · ∇xv(x, y)dν(y)

)

dx

+

∫

RN

(
∫

Y

u(x, y)dµ(y)

)(
∫

Y

y · ∇x∇xv(x, y) · y dν(y)

)

dx

]

+ O(ε3).

����� 	��	��� � 
 ��� �-���?�Y�R)*'���= V �K�!��"$=-=j'F�Y� �}��:e:K" �FH-@ V �-�q�9�q��� 23.	=-=�. V �-��s�����Q
"$:<;&=��!��.A2X;���/1�U.*%$�U�_� .	��Q�� �UsF"$�
�-P$�_:?�R"	��'�/!�!� �

dµ(y) = dy
��� �1'F���x�-��� � �*l��!�Rs$'+�

:?�R"	��'�/E�?�-�
Y

"$�&%
ν(y)

���?�-��� ��'�/-2I"��!��:?�R"	��'�/E�S.	�(�-��� ��.	=���� ��l�.	'��&%F"$/�0
∂T

D
�
H
�*HuD ∫

Y
v(y) dν(y) =

∫

∂T
v(y) dσ(y)

H

����� 	��	��� � ��� ��:e:K" �FH-@L��"	� ��.Ml��n�!.	:<;�"$/E�R% V �-�-�(�q��� V ��=-=OQU|	� . V � �!.	��P$��/�Q
s���� �!� /E�!��'{=O� V ���U�!�(�*"$0[�#�q��"$� "$��0M��:?.Y.	�-� "$�&%

Y
Q�;���/1�U.*%$�U� 21'�� ���
�U.	���

u(x, y)�*"$�
���qoy�!�

∑

j∈ZN

∫

Y ε
j

u
(

x,
x

ε

)

dx =

∫

RN

∫

Y

u (x, y) dy dx+ O(εk)
23.	/c"$��0

k ≥ 1.
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21'�� ���T�U.	�
u(x)

4 V �-�-�," 2I"	��� ��� .	'�s	�S%��!�R"$0?"$�j�-�3of���-�T0!8]�*"$�
���qoy�!�
∑

j∈ZN

εNu(xε
j) =

∫

RN

u(x) dx+ O(εk)
23.	/d"$��0

k ≥ 1.
Æ Í °nÉ

�d�
� ��� �+���
x ∈ Y ε

j

§����P�x��£P���.�p���4Ê!�(ªG¨��n�é�aÀ¥�+�n���������V�n 
x→ u(x, y)

���x��¢��P£��x���
§����d�p���

xε
j

�� 
Y ε

j

�

u
(

x,
x

ε

)

= u
(

xε
j,
x

ε

)

+(x−xε
j)·∇xu

(

xε
j,
x

ε

)

+
1

2
(x−xε

j)·∇x∇xu
(

xε
j,
x

ε

)

·(x−xε
j)+O(ε3)

�n�P£������n���n¨����n��¢��Á�aÀP���n���x�����  E���
x→ v(x, y)

µ��T�¶£���£�¢�§��
(

∫

Y ε
j

u
(

x,
x

ε

)

dµ(
x

ε
)

)(

∫

Y ε
j

v
(

x,
x

ε

)

dν(
x

ε
)

)

=

[

∫

Y ε
j

u
(

xε
j,
x

ε

)

dµ(
x

ε
) +

∫

Y ε
j

(x− xε
j) · ∇xu

(

xε
j,
x

ε

)

dµ(
x

ε
)

+
1

2

∫

Y ε
j

(x− xε
j) · ∇x∇xu

(

xε
j,
x

ε

)

· (x− xε
j)dµ(

x

ε
) + O(ε3)

]

×

[

∫

Y ε
j

v
(

xε
j,
x

ε

)

dν(
x

ε
) +

∫

Y ε
j

(x− xε
j) · ∇xv

(

xε
j,
x

ε

)

dν(
x

ε
)

+
1

2

∫

Y ε
j

(x− xε
j) · ∇x∇xv

(

xε
j,
x

ε

)

· (x− xε
j)dν(

x

ε
) + O(ε3)

]

= ε2N

[
∫

Y

(

u
(

xε
j, y
)

+ εy · ∇xu
(

xε
j, y
)

+
ε2

2
y · ∇x∇xu

(

xε
j, y
)

· y

)

dµ(y) + O(ε3)

]

×

[
∫

Y

(

v
(

xε
j, y
)

+ εy · ∇xv
(

xε
j, y
)

+
ε2

2
y · ∇x∇xv

(

xε
j, y
)

· y

)

dν(y) + O(ε3)

]

= ε2N

{
∫

Y

u
(

xε
j, y
)

dµ(y)

∫

Y

v
(

xε
j, y
)

dν(y)

+ε

[
∫

Y

y · ∇xu
(

xε
j, y
)

dµ(y)

∫

Y

v
(

xε
j, y
)

dν(y) +

∫

Y

u
(

xε
j, y
)

dµ(y)

∫

Y

y · ∇xv
(

xε
j, y
)

dν(y)

]

+
ε2

2

[
∫

Y

y · ∇x∇xu
(

xε
j, y
)

· ydµ(y)

∫

Y

v
(

xε
j, y
)

dν(y)

+2

∫

Y

y · ∇xu
(

xε
j, y
)

dµ(y)

∫

Y

y · ∇xv
(

xε
j, y
)

dν(y)

+

∫

Y

u
(

xε
j, y
)

· ydµ(y)

∫

Y

y · ∇x∇xv
(

xε
j, y
)

dν(y)

]

+ O(ε3)

}
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� ¢P�V���������H�����V�p���½§���¨�¨��
Y ε

j

ªG����¨�£��Â� �Î�����º��������¢�� �Î����§_� §����d�n���x�n���*�p� �n�
���:�x�����x�n¨>�H�n���

RN
�Î���x�*��� �+�P���p�
�x�<����£TÆC���Á��� �Î���V�n�xÇº°¥µ Í É�µ����¸�p�:¢��Î��©¥�_�n���º�p���

£����x���x��£��x���x¢�¨¾�(µ
	Ë§��x¢+�n¨�¨�ª��0�Î������£V�����n���¬�n�d�.��  �1���V�V�¶°¥µ¾¯Á�Î�������p���Ë���:�x�����x�n��£������x�Ë�x¢P© +���§��

�x� �Â¨¬�n������£�����  �������p�P�}�º�n§��x����§����P��§����n���¬�n©�¨���©�¢¥�����n�¶�����p���}����§��x����§����P��§��n���nµ
���º���V�����n�x�����º�x�+��� �1���V�V��°Gµ Ã�©<��¨��H� £��¥�������n���x��£�¢�§��V�p� �1�����V��°¥µ¾¯Â©dª �
§_�+�������¶�n ,�n���x�¬��©�¨�����µ
�f���9� 	�� � � � ���

V ∈ RN
l�� "ms$�-P$���9P$��=�.Y���-�
0 "$�&%

T > 0
"cof���-���K�T�-:?�*H �}���

µ(y)
"$�&%

ν(y)
l��w� V .w;���/1�U.*%$�U�w� .	��Q�� �UsF"$�
�-P$�a:?�R"	��'�/!�!�X.	�m�-��� '{���-�f��'zl�� Y H � ���

u(t, x, y)
"$�&%

v(t, x, y)
l��,� V . Y Q�;���/��U.*%$�U�t21'�� ���
�U.	��� V ���U�!� "$/E�m��:?.Y.	�-� V �-�q�/E�!��;��!���d�A.

x
"$�&%5%��!�R"$0_2I"	���_��� .	'$s	��"$�d�-�3of���-�T0 V ����� |x| → ∞

4T�Y.L�q��"$� "$=-=
�-�����Us$/�"$= �cl���=�. V "$/E�fof���-�A��8$H �x�

ε
�����&%	�d��.

0
D V �X��"$P$�

∑

j∈ZN

ε−N

∫ T

0

(

∫

Y ε
j

u

(

t, x+ V
t

ε
,
x

ε

)

dµ(
x

ε
)

)(

∫

Y ε
j

v

(

t, x+ V
t

ε
,
x

ε

)

dν(
x

ε
)

)

dt

=

∫

RN

∫ T

0

(
∫

Y

u (t, x, y) dµ(y)

)(
∫

Y

v (t, x, y) dν(y)

)

dxdt

+ε

[
∫

RN

∫ T

0

(
∫

Y

y · ∇xu (t, x, y) dµ(y)

)(
∫

Y

v (t, x, y) dν(y)

)

dxdt

+

∫

RN

∫ T

0

(
∫

Y

u (t, x, y) dµ(y)

)(
∫

Y

y · ∇xv (t, x, y) dν(y)

)

dxdt

]

+
ε2

2

[
∫

RN

∫ T

0

(
∫

Y

y · ∇x∇xu (t, x, y) · ydµ(y)

)(
∫

Y

v (t, x, y)dν(y)

)

dxdt

+2

∫

RN

∫ T

0

(
∫

Y

y · ∇xu (t, x, y) dµ(y)

)(
∫

Y

y · ∇xv (t, x, y) dν(y)

)

dxdt

+

∫

RN

∫ T

0

(
∫

Y

u (t, x, y)dµ(y)

)(
∫

Y

y · ∇x∇xv (t, x, y) · ydν(y)

)

dxdt

]

+ O(ε3).

�d�
� ��� ��� �+�����Ë�<���t E���x� �p����§_���n�������n ����n���¬�n©�¨����¸ÆC���x���V�P¨��Î�p�p�����x¨����p�����V�Î�����
�x�����p���V�¶���n�x���n©�¨��·��� �¥ÀP��£XÉ

x′ = x + V t
ε

µ"���}£���§������Q�n�x�
Vtε−2 ���½���p�
���d�p��������n�P£�£P��§����º��¨»�+�n�t�p�

V
t

ε2
= j + δ

�Î���x�
j ∈ Z

N , δ ∈ Y,

�����x�+���Ë�������H�n�

u

(

t, x + V
t

ε
,
x

ε

)

= u

(

t, x′,
x′

ε
− δ

)

.

ÅnÈ



�Î���V�n�xÇ'�p�����
δ
£����Q����£������

t
�n��£

ε
©�¢P�����n�����

x
µ �T�*���d�p�x�G£�¢�§��Â�p���*§�¢�©<�

Y
′ε
j = Y ε

j + V t
ε

�� 4§����d�p���
x

′ε
j

±��n��£ �Î�x�¾�p�º�x���º E��¨�¨��H�Î���P��Ê/�(ª¥¨������aÀP���n���x�����  E���
x′ ∈ Y

′ε
j

u

(

t, x′,
x′

ε
− δ

)

= u

(

t, x
′ε
j ,
x′

ε
− δ

)

+ (x′ − x
′ε
j ) · ∇xu

(

t, x
′ε
j ,
x′

ε
− δ

)

+
1

2
(x′ − x

′ε
j ) · ∇x∇xu

(

t, x
′ε
j ,
x′

ε
− δ

)

· (x′ − x
′ε
j ) + O(ε3).

ÊË�:¢���±X����£���£�¢P§��
∫

Y ε
j

u

(

t, x+ V
t

ε
,
x

ε

)

dµ(
x

ε
) =

∫

Y
′ε
j

u

(

t, x′,
x′

ε
− δ

)

dµ(
x′

ε
− δ)

=

∫

Y
′ε
j

u

(

t, x
′ε
j ,
x′

ε
− δ

)

dµ(
x′

ε
− δ) +

∫

Y
′ε
j

(x′ − x
′ε
j ) · ∇xu

(

t, x
′ε
j ,
x′

ε
− δ

)

dµ(
x′

ε
− δ)

+
1

2

∫

Y
′ε
j

(x′ − x
′ε
j ) · ∇x∇xu

(

t, x
′ε
j ,
x′

ε
− δ

)

· (x′ − x
′ε
j )dµ(

x′

ε
− δ) + O(εN+3)

= εN
∫

Y

(

u+ ε(y + δ) · ∇xu+
ε2

2
(y + δ) · ∇x∇xu · (y + δ)

)

(

t, x
′ε
j , y
)

dµ(y) + O(εN+3)

�n�P£T�n���n�+��¨������n¢�����À¥�+�n�P�x���n�� E�����x���} E¢���§��x�����
v
µº«,���t E���x�����P� ��§����V�P¢P�_���x�����

��������¨¬���Î�x�º�p���������®Æ Í ²dÉË�0�}��©¥�_�n���½��ÀP�n§��x¨�ª��p���}�x�n�����p���x���¸��¨�¢P�
�p���· E��¨�¨��I�Î�����
���P���

εN+1δ · ∇x

[(
∫

Y

u
(

t, x
′ε
j , y
)

dµ(y)

)(
∫

Y

v
(

t, x
′ε
j , y
)

dν(y)

)]

+εN+2δ · ∇x

[(
∫

Y

y · ∇xu
(

t, x
′ε
j , y
)

dµ(y)

)(
∫

Y

v
(

t, x
′ε
j , y
)

dν(y)

)]

+εN+2δ · ∇x

[(
∫

Y

u
(

t, x
′ε
j , y
)

dµ(y)

)(
∫

Y

y · ∇xv
(

t, x
′ε
j , y
)

dν(y)

)]

+εN+2δ · ∇x∇x

[(
∫

Y

u
(

t, x
′ε
j , y
)

dµ(y)

)(
∫

Y

v
(

t, x
′ε
j , y
)

dν(y)

)]

· δ.
Æ Í ��É

������� �x¢���������� Æ Í ��É��H����� ��¨�¨Î§�¢�©<���
Y

′ε
j

�0�½��©¥�_�n��� � �Î�����º�n�P� �x¢�� �Î����§_�
§����d�����������*�x� �n� ���d�p�����p��¨4�H�����

RN
�Î���x� ��� �+�P���p���x�<����£ Æ?�n�Â��� � ���º���xÇ�°¥µ Í É�µ

�Î���V�n�xÇM�p�+���
δ
±¸�Î����§_� £����<���P£������

ε
©P¢P�������V�n���P��©<��¢��P£���£ ���

Y
±¸§(��� ©<�

 ?�n§��p����������£¹��¢P����  �x����� �Î�����º����� �x¢P��µ�ÊË�����n£�£��¾�p���n�+�n¨��p�����V�}��� Æ Í �nÉ·£��'���n�
§����d�p�x��©�¢P�x�����*�p��� �+���n¨1�x���x¢�¨¾�Î�x���P§��

∫

RN

∇x

[(
∫

Y

u (t, x, y) dµ(y)

)(
∫

Y

v (t, x, y)dν(y)

)]

dx = 0,
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�n�P£��x���·�x�n���·���n¨�£��Ë�p��¢��¶ E���Ë�p�������d�p�����p��¨��Ë�H�����
RN

�n !�x���·���p�����4����§��n��£�����£����
£����x�¾�n�´�p���n����µ

�
�(�G���P�����'������£'�p�P�V�������x�¬�n¨/£+���_��ÆÔÅ�ÈdÉ�±��0�V�Q�n���p¢P¨¬���x���x���� E��¨�¨��I�Î����� �n���x���p�
 E���Á�x���¶�x��¨�¢P�p�������

uε

�n�P£
r

ε
j

�� ËÆu¯IÉ �

uε(t, x) = e2iπθ·x
ε
±iωn

t

ε2

∞
∑

k=0

εkuk

(

t, x± V
t

ε
,
x

ε

)

,

r
ε
j(t) = e2iπθ·j±iωn

t

ε2

∞
∑

k=0

εkrk
j (t),

Æ Í �dÉ

�Î�����x�
θ
��� �x���·����£�¢P§���£��Á�(�����G¢P��©Q���4�� 3�p���¶�p¢P©Q�·���x§���¨�¨����p�������¶ÆE�V�H�G���P���n¢P�
�� 

�����n�x�·�� 
θ 6= 0

É�±
ωn := ωn(θ)

���Î�p�P���x�����¶ E����¿:¢�����§�ª�£���������£�©dª �p�P�·£����x�<�����x���n�
����¨¬�´�p���n�½ÆÔÅG¯IÉa±

V
���0�x�������x�n¢��Â����¨��G§�����ªV£�� �+����£ ©dª�ÆÔÅnÅ�Éa±P�(�n§_�*�p���x�

uk(t, x, y)
���

�
Y
¤¦�Q���x���¥£���§
 E¢���§��p�����*�Î���p� �����x�<��§��4�x�

y
±��n��£

r
k
j (t) :=

1

|Y ε
j |

∫

Y ε
j

r
k

(

t, x± V
t

ε

)

dx.

�Î��§��n¨�¨X�p�+�´�(±¥ E�n�
x ∈ Y ε

j

±¥�p���¸���d�p���n���0���n���x�Ë�n 1�p���
§������Q�n�����d�p�0�n 
x/ε

�n���¸��¿:¢+�n¨
�x� �x��������§��p���

j ∈ ZN
±��Ôµ �nµ¾±

E(x/ε) = j
µ������x�x¢P�x�»±,�x�����n���x���p���x�P��¢�¨�£�©<���x���

��¢�� �n .�x���������������p���x� Æ Í �dÉ �Î���x���p�P�
+
�n�

−
�������»µ � �H�0��������±, E�n�4�p�P�}�p�nÇ��}�n 

��������¨���§�����ª��� ,�x������À¥�<���x�¾�p�����»±:�0�¶���P���p���n£Â�Î�x�¾�p�¶����������¨��¸�n�P�p���x�¸�Î���p�*�n�����n ��p���
�����V�<�����x��©P¨����x�������

±
µ

ÊË�����º�����'Æ  E���x�V�n¨ É��x���x¢�¨¾�4�� /�x�����Ë����§��x���������
�d�
��� � �
� �
��� � � � � �����t=��R"F%$�-��s ����/1: �d�-�#�q��� "$���*"$� �'Æ Í ��É "$/E�

u0(t, x, y) = v±(t, x)ψn(y, θ)
"$�&%

r
0(t, x) =

±1

iωn(θ)
v±(t, x)sn(θ),

V ����/E� v± ���t�-���X�Y.	=O'��T�U.	�M.A2X�-��� � �!��/��*%$�-��s���/ ��.	:?.Rs������ �	�R%X;&/E.$l*=���:

±i
∂v±

∂t
−
£����

(A∗∇v±) = 0,
Æ Í�Ä É

V �-�-� A∗ := (8π2)−1∇θ∇θωn(θ)
H

����� 	��	��� � � ��� �q�����y�Y�!���
�U.	� V �w%�.t� .	� %$���Y��' �!�y�-���-�T�
"$=+%F"$�U"	D "$�����!��'��a�-��"$� V "	�"F%F%$/E�!�!�Y�R%m�-���-���<;&/E��PY�U.	'F� �Y�!���
�U.	�&H � ���a' �c���-:<;&=O0 �*"$0m�q��"$�a�-���K"$���*"$� � Æ Í �dÉ]���
Å�Å



"����
'z"$=-=O0 �q���w��'{: .A2w� V ._"$���*"$� ��Dv.	� � V �-�q� +
"$�&%]�-���c.	�-����/ V �-�-� − HK������/E�q23.	/E�!D

�-��� �-���-�T�
"$=j%F"$�U"
v±(0)

23.	/K�-���?� V .S��.	:?.Rs������ �	�R%\�R)*'z"$�
�U.	���_�!��.	'{=u%nl���%��R%$'��!�R%
23.	/1:K"$=-=O0 21/E.	: �q���f23.	=-=�. V �-��s?"	��0N:<;&��.	�T�U�dl��!��"$PY�U.	/d"	� ε s�.Y�!�t��.mB

uε(0, x) ≈ e2iπθ·yψn(y, θ)
(

v+(0) + v−(0)
)

"$�&%

r
ε
j(0) ≈

1

iωn(θ)
e2iπθ·j

sn(θ)
(

v+(0) − v−(0)
)

.

�d�
� ��� ��� �p�P�¶���n���¬���x�������n¨< E�n�x��¢�¨����p�����½Æ Í�Í É����·§_�P�¥�������p�����p�����Î E¢���§��p�������

Φε(t, x) := φ

(

t, x± V
t

ε
,
x

ε

)

e2iπθ·x
ε
±iωn

t

ε2 ,

�n�P£
γ

ε
j(t) := ε2

∫

∂T ε
j

Φε(t, x)n(x)dσ(x).

��ª®���:�x�x�G£�¢�§������'�p���
Y
¤¦�Q���x���G£���§Â E¢���§��x�����

eθ(y) = e2iπθ·(y−E(y)) Æ?����� � ���º�n��Ç
Í µãÅ�É0��¢�§_���x�+���

eθ(
x
ε
) = e2iπθ·(x

ε
−j)) ���·§��n� �x���Î�����x�

γ
ε
j(t) = ε2e2iπθ·j±iωn

t

ε2

∫

∂T ε
j

eθ(
x

ε
)φ

(

t, x± V
t

ε
,
x

ε

)

n(x)dσ(x).

�����n�x£����4�p�V�x���V��¨���  ªÂ�x�����P�x�������d�_�´�p���n�½�n��£�©dª��V��¨����n�:�
�n©�¢P�x���n 3���n�_�´�p���n����±X�0�
£�� �+���

∇xr
k
j (t) :=

1

|Y ε
j |

∫

Y ε
j

∇xr
k

(

t, x± V
t

ε

)

dx.

�
� �>���x���:�x�¬���x�������x�����n���x���p�� E���
uε

�n�P£
r

ε
j

ªG����¨�£��

∇uε = e2iπθ·x
ε
±iωn

t

ε2
[

ε−1(∇y + 2iπθ)u0 + (∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)u1)

+ε(∇xu
1 + (∇y + 2iπθ)u2) + O(ε2)

]

,

u̇ε = e2iπθ·x
ε
±iωn

t

ε2
[

±ε−2iωnu
0 ± ε−1(iωnu

1 + V · ∇xu
0)

+(u̇0 ± iωnu
2 ± V · ∇xu

1) + O(ε)
]

,

ṙε
j = e2iπθ·j±iωn

t

ε2
[

±ε−2iωnr
0
j ± ε−1(iωnr

1
j + V · ∇xr

0
j)

+(ṙ0
j ± iωnr

2
j ± V · ∇xr

1
j) + O(ε)

]

,

r̈ε
j = e2iπθ·j±iωn

t

ε2
[

−ε−4ω2
nr

0
j + ε−3(−ω2

nr
1
j + 2iωnV · ∇xr

0
j)

+ε−2(±2iωnṙ
0
j + V · ∇∇xr

0
j · V + 2iωnV · ∇xr

1
j − ω2

nr
2
j) + O(ε−1)

]
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���0��¨�¢��
�x�������Ë�n���x���p�Á���·�x���0���n�x�����p�����+�n¨� E���x��¢P¨¬���x�����VÆ ÍnÍ É/�n�P£��0�0������� §(�n��§(�n£P�
�n  ��¿G¢����p���������Î����§_�®�����x¨������d�x¨�ª��V�n�x�Â§����V�P¨���§����p��£T�p���n� ��� �p�P���u¢���¢+�n¨���§(�n������µ
�1���
¢��
�aÀ¥��¨¬�n�����x���������x¢�©¥�p¨����p����� ��Æ Í�Í ÉÎ���d����¨¾�����¸�º��¢�� �� .���x�G£�¢�§��p�4�n ����d�p�����p��¨��
�n�P£»±»�n§�§�����£����P�º�p� �1���V�V�Â°¥µ¾¯�±<�p����©<��¢��P£+�n��ª����d�x�����x�n¨�� £��*���n�
§����d�n���x�n���Î���p�
��� �+���¾�p�����Q����£��x�*�p��������¨����V�¾�p� ©�¢P���p�´�p���������d����¨¾����§��n�x�x��§��x���¸�p���x����µ}ÊË�����x�� E�n�x�n±
�Î����� �+���x�x�����M�x�®�x����¨��������º��� �p�P�

εk
��¿:¢+�´�p���n�»±
�p�P���x��§������x��§��p�n�x� ª¥����¨�£ �����

§����d�p�x��©�¢P�x�������4 E���¸�p����¨�������� �n é�p���
εk+p

��¿G¢����p�������� E�����n¨�¨
p ≥ 1

µ}�¦���x¢��x���¶��¢¥�
�x�+���Â�x���½�p���������+�����*�p���x���*�n ¶�p�����*§(�n��§(�n£P���� ·��¿:¢+���p����� �n�x��������¢P���  E�n�Â��¢��
��¢P�x�<���x�

ε−2E−2
ε + ε−1E−1

ε + ε0E0
ε + O(ε) = 0.

Æ?Ã�ÈdÉ
Ì0��¨�¨���§��p�������x�����p�����V�Î�n /����£����

ε−2 ±����¶��©P�p�n���*�p�P� E−2
ε

��¿:¢+���p�����


















∫

Ωε

(∇y + 2iπθ)u0 · (∇y − 2iπθ)φ = ±
∑

j∈ZN

ε

∫

∂T ε
j

iωnr
0
j · nφeθ,

±
∑

j∈ZN

ε

∫

∂T ε
j

iωnr
0
j · nφeθ =

−iωnρ

k −mω2
n

∑

j∈ZN

ε2−N

∫

∂T ε
j

iωnu
0eθn ·

∫

∂T ε
j

φeθn.

ÆEÃ�¯IÉ
¼.¨����V���+���x�����}�p�P�}�x���n�:�¸�+�n��£'�x��£����n ��x��� �+�x�t�¶¨����P���n 
Æ?ÃP¯IÉ �Î���x�½���x�¸�x��§�����£�¨������
ªG����¨�£��
∫

Ωε

(∇y+2iπθ)u0·(∇y−2iπθ)φ =
−iωnρ

k −mω2
n

∑

j∈ZN

ε2−N

∫

∂T ε
j

iωnu
0eθn·

∫

∂T ε
j

φeθn.

� ����§��
eθ(y) = e2iπθ·y

�����x����¢��P����§���¨�¨
Y
±»���n�x�������Â�x�Â�p����¨��������

ε → 0
�Î���x���p�P�

����¨�� �n  �1�����º��°¥µ Ã}ªG����¨�£��
∫

RN

∫

Y ∗

(∇y+2iπθ)u0·(∇y−2iπθ)φ =
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

u0e2iπθ·y
n·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n,

ÆEÃ:Å�É
�Î����§_����� +�¢��t�
�x���·���(�nÇ* E������¢�¨����p�����*�n 3�x����§���¨�¨�������©�¨���� Æt¯n¯IÉÁ�x���P§��

λn = (k −
mω2

n)/(ρω2
n)
©dª �p���'£����x�<�����x���n� ����¨����p����� ÆÔÅ¥¯HÉaµ ��ª����x�x¢P�V�P�x����� Æu¯(Ã:ÉÂ��� �p���

��������¨���§�����ª¶�� Q�x���Î�����n���d���n¨�¢��
λn(θ)

±���� £P��£�¢�§�� �x�+���
u0 ���3����§������p�n����¨¾ª�����¢�¨��x����¨���n ,�p�P�����������d����§��p���

ψn

±��Cµ ��µ�±��x���������aÀ¥�����x� �} E¢P��§��x�����
u(t, x)

��¢�§_���x�+���

u0(t, x, y) = v±(t, x)ψn(y, θ).
Æ?Ã Í É

�+�x�n� �p�P������§�����£�¨������
�n ËÆEÃ�¯IÉ������p������£���£�¢�§��·�p�����

r
0(t, x) = ∓

iωnρ

k −mω2
n

v±(t, x)

∫

∂T

ψne
2iπθ·y

n =
±1

iωn

v±(t, x)sn(θ).
Æ?Ã�Ã:É

Å�Ã



Ì0��¨�¨���§��p�������x�����p�����V�Î�n /����£����
ε−1 ±����¶��©P�p�n���*�p�P� E−1

ε

��¿:¢+���p�����
∫

Ωε

(∇y + 2iπθ)u0 · ∇xφ+

∫

Ωε

[∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)u1] · (∇y − 2iπθ)φ

= ±
∑

j∈ZN

ε

∫

∂T ε
j

(iωnr
1
j + V · ∇xr

0
j) · nφeθ,

ÆEÃ:°�É
�n�P£

±
∑

j∈ZN

ε

∫

∂T ε
j

(iωnr
1
j −

2mω2
n

k −mω2
n

V · ∇xr
0
j) · nφeθdx

=
−iωnρ

k −mω2
n

∑

j∈ZN

ε2−N

∫

∂T ε
j

(iωnu
1 + V · ∇xu

0)eθn ·

∫

∂T ε
j

φeθn.

ÆEÃd²dÉ

	Ë£�£P����� Æ?Ãd°�É��p� ÆEÃd²dÉº��¨��������+�´�p���
r
1
j

±4������¨��n§������
r
0
j

©dª �¾�p�º���n¨�¢��½��� ÆEÃ�Ã:Éa±¸�n��£
�+���x�x�����}�p�}�p�P�¶������¤¦�x§(��¨��¶¨����V�¾��ªG����¨�£��
∫

RN

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)u0 · ∇xφ+

∫

RN

∫

Y ∗

[∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)u1] · (∇y − 2iπθ)φ

=
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

u1e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+
2k

iωn(k −mω2
n)

∫

RN

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)(V · ∇xu
0) · (∇y − 2iπθ)φ

+
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

y · ∇xu
0e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

u0e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

y · ∇xφe
−2iπθ·y

n

ÆEÃ ��É
�Î�����x�0�x����������¨¬�����/¨����P���,�n ,Æ?Ã ��É�§������� E�x�n� �p��� �+�x�t�.���x£P���!§����x����§��p���n����� �1�����º�
°¥µ Ã} E���Á�p�P���P�x���G����¢��

E−2
ε

��¿:¢+���x�����>µ � ����§��

1

2π
∇λn(θ) =

dλn

dωn

V =
−2kλn

ωn(k −mω2
n)
V,

�n�P£�©<��§��n¢����·�n /��¿:¢+�´�p���n� Æu¯��dÉ�±¥�0�¶£���£�¢�§��¶ E�x�n� Æ?Ã �nÉé�p�+�´�

u1(t, x, y) =
1

2iπ

N
∑

p=1

∂v±

∂xp

(t, x)
∂ψn

∂θp

(y, θ).
Æ?Ã �dÉ

Å�°



�+�x�n� �x�����V�n��¨�¢����� 
u1 �n�P£ �p����������¤���§(�n¨���¨����V�¾���n 'ÆEÃ:°�É����½§��n¢�¨�£ £���£�¢�§���� E������¢�¨��� E���

r
1 µ �4�H����������±Î��� �p�P������¿:¢���¨ �0���x���n¨�¨Ë������£ ��������¨¾ª �p��� ���n¨�¢P���� 

V ·∇xr
1 �n��£ V ·∇xu

1 µ3ÊË�����x�� E���x��±G���4§����d�p���:����¢����x��¨����������������G���P�·�¸���n���¬���x�����+��¨ E������¢�¨����p������ E���
V ·∇xr

1 �n��£ V ·∇xu
1 ±G�Î�P��§_�Â���x� ��©P�_��������£V E�x�n� �p���Î���0�´¤��x§��n¨��¨����������n �Æ?Ãd°�ÉÁ�n��£TÆ?Ã �nÉ��Î���p�*�x�����p���t�Î E¢���§��x�����

V · ∇xφ
ÆE�����t�p���n£ �n �+�¢P���

φ
ÉË�n��£

�n���n£P£����x�����+��¨>���d�x�����x���p�����*©dª*�+�n�t�p�Î���
x
�

V ·

∫

RN

∫

Y ∗

(

(∇y + 2iπθ)∇xu
0 · ∇xφ+ [∇x∇xu

0 + (∇y + 2iπθ)∇xu
1] · (∇y − 2iπθ)φ

)

= ±

∫

RN

∫

∂T

(iωnV · ∇xr
1 + V · ∇x∇xr

0 · V) · φe−2iπθ·y
n

ÆEÃ Ä É
�n�P£

V ·

∫

RN

∫

Y ∗

(

(∇y + 2iπθ)∇xu
0 · ∇xφ+ [∇x∇xu

0 + (∇y + 2iπθ)∇xu
1] · (∇y − 2iπθ)φ

)

=
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

V · ∇xu
1e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+
2k

iωn(k −mω2
n)

∫

RN

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)(V · ∇x∇xu
0 · V) · (∇y − 2iπθ)φ

+
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

V · ∇x∇xu
0 · ye2iπθ·y

n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

V · ∇xu
0e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

y · ∇xφe
−2iπθ·y

n.
ÆC°nÈdÉ

Ì0��¨�¨���§��p�������p�����x���x���Ë�n /���x£P���
ε0
±P���·�n©P�_�n���Â�p���

E0
ε

��¿G¢����p�����
∫

Ωε

(

[∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)u1] · ∇xφ+ [∇xu

1 + (∇y + 2iπθ)u2] · (∇y − 2iπθ)φ
)

=
∑

j∈ZN

ε

∫

∂T ε
j

(ṙ0
j ± iωnr

2
j ± V · ∇xr

1
j) · nφeθ,

ÆC°¥¯IÉ
�n�P£
∑

j∈ZN

ε

∫

∂T ε
j

[±iωnr
2
j +

imωn

k −mω2
n

(2iωnṙ
0
j ± V · ∇x∇xr

0
j · V ± 2iωnV · ∇xr

1
j)] · nφeθ

=
−iωnρ

k −mω2
n

∑

j∈ZN

ε2−N

∫

∂T ε
j

(±u̇0 + iωnu
2 + V · ∇xu

1)eθn ·

∫

∂T ε
j

φeθn.

ÆC°�Å�É
Ån²



� �I�¶±���� �n£�£�ÆÔ°G¯IÉ3�n��£�ÆÔ°nÅ�Éa±��Î�P��§_����¨��������+���x���
r
2
j

±:�n��£}�0�Î�+���x�.�p�¸�x���Á���0�´¤��x§��n¨��
¨��������(µ �����n¨����*��¨��������+���x�

V · ∇xr
1 �n��£ V · ∇xu

1 ©dª½¢��x�����TÆ?Ã Ä É_±�ÆÔ°nÈ�É
�n��£'�0�������¨��n§��
r
0 ©:ªÂ���p�Á���n¨�¢������*�x���x���Î�n  u0 µ.ÊË�����ËªG����¨�£��

∫

RN

∫

Y ∗

(

[∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)u1] · ∇xφ+ [∇xu

1 + (∇y + 2iπθ)u2] · (∇y − 2iπθ)φ
)

= ∓
iωnρ2k

(k −mω2
n)2

∫

RN

∫

∂T

u̇0e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+
ρω2

n

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

u2e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+
2k

iωn(k −mω2
n)
V ·

(
∫

RN

∫

Y ∗

[(∇y + 2iπθ)∇xu
0] · ∇xφ

+

∫

RN

∫

Y ∗

[∇x∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)∇xu

1] · (∇y − 2iπθ)φ

)

+
3k

ω2
n(k −mω2

n)
V ·

∫

RN

∫

Y ∗

(∇y + 2iπθ)∇x∇xu
0 · (∇y − 2iπθ)φ · V

+
ω2

nρ

k −mω2
n

(

∫

RN

∫

∂T

y · ∇xu
1e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+

∫

RN

∫

∂T

u1e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

y · ∇xφe
−2iπθ·y

n

)

+
1

2

ω2
nρ

k −mω2
n

(

∫

RN

∫

∂T

y · ∇x∇xu
0 · ye2iπθ·y

n ·

∫

∂T

φe−2iπθ·y
n

+2

∫

RN

∫

∂T

y · ∇xu
0e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

y · ∇xφe
−2iπθ·y

n

+

∫

RN

∫

∂T

u0e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

y · ∇x∇xφ · ye−2iπθ·y
n

)

ÆC° Í É
�Î�����x�}�p�P���x���x����¨¬�n�t��¨����������n 
ÆC° Í É
§��n�V�� E����� �x�����x��§�����£����x£P���¶§������x��§��p�����½���
�1�����V��°¥µ Ã� E�����p���

E−2
ε

��¿:¢+���p�����»±.����£T�p�P�º���0�����x���¥����¢���¨��������·�� ·ÆÔ° Í É�§��n�V�
 E����� �x��� �+���������x£P����§��n�x�x��§��x�����½��� �����V�V�*°¥µ Ã* E���
�x���

E−1
ε

��¿:¢+�´�p���n�»µ�Ê/�nÇ:�����
φ(t, x, y) = ϕ(t, x)ψn(y)

����ÆÔ° Í Éa±G�Î�P���x�
ϕ
���Á���x���G�n�p�º E¢P��§��x�����»±¥��¨��������+���x���

u2

Å �



Æ �p�����Ë���Î�}§����P�x��¿:¢�����§����n /�x��� �+�x��£P����¨�� �n¨��x�����+���p�¾���(É0�n��£ �0�¶��©¥�_�n���

λn

∫

RN

∫

Y ∗

(

[∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)u1] · ∇x(ϕψn) + ∇xu

1 · (∇y − 2iπθ)(ϕψn)
)

= ∓
i

ωn

2k

k −mω2
n

∫

RN

∫

∂T

u̇0e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

ϕψne
−2iπθ·y

n

−
1

2iπ
∇θλn ·

[
∫

RN

∫

Y ∗

[(∇y + 2iπθ)∇xu
0] · ∇x(ϕψn)

+

∫

RN

∫

Y ∗

[∇x∇xu
0 + (∇y + 2iπθ)∇xu

1] · (∇y − 2iπθ)(ϕψn)

]

+
3k

ω2
n(k −mω2

n)
V ·

∫

RN

∫

∂T

∇x∇xu
0e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

ϕψne
−2iπθ·y

n · V

+

∫

RN

∫

∂T

y · ∇xu
1e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

ϕψne
−2iπθ·y

n

+

∫

RN

∫

∂T

u1e2iπθ·y
n ·

∫

∂T

y · ∇x(ϕψn)e−2iπθ·y
n

+

∫

RN

∫

∂T

y · ∇x∇xu
0 · ye2iπθ·y

n ·

∫

∂T

ϕψne
−2iπθ·y

n

+

∫

RN

∫

∂T

y · ∇xu
0e2iπθ·y

n ·

∫

∂T

y · ∇x(ϕψn)e−2iπθ·y
n.

ÆC°�Ã:É
�Î����¨��n§������

u0 ©dª�Æ?Ã Í É�����£ u1 ©dª�ÆEÃ �dÉ!ªG����¨�£����p�+���
ÆC°�Ã:É3�����¶���n���¬���x�������n¨¥ E������¢�¨��´¤�x�������n .� � §_��� �¥£���������� ��ªG�<����¿:¢+�´�p���n�� E���
v±
µÁÊË���·����¨¾ª �x���V�n���������}£P� ��§�¢�¨¾��ª ���

�x����£����d�p��  ª}�x���
§��¥� ��§������d�Á�p�����x���0���V�x���¸��¨�¨����P�p��§Ë�+�n�t�Á�n 
ÆÔ°´Ã:Éaµ.ÊË�P���0���Á�·�x��£�����¢��
§����V�P¢P�_���x�����V�p�+���Ë���¶�x���V��¨¾ª��x¢����º���x�����nµ � �x�����}�p��� �+�x��£�����¨�� ��¨��p���x�+�´�p���n�
 E���
Æu¯ Ä É0�n�P£��n���x¢������P���p���¶�������º��¨��������p�����

‖ψn‖L2(∂T ) = 1
±P���·£���£�¢�§��¶�x�+���·ÆC°�Ã:É0���

�x�����0���nÇÂ E���x� �n ,�p���� E��¨�¨��H�Î�������������������P������£ � §_��� �¥£���������� ��¿:¢+���p�����
∓2ik

ωn(k −mω2
n)

∂v±

∂t
+

3k

ω2
n(k −mω2

n)
V · ∇∇v± · V −

1

λn

£��¾�
(A∗∇v±) = 0,

�Î�����x�
A∗ = 1

8π2∇∇λn

µ���¢�¨��x����¨¾ªG�����*©dª
λn

ρω4
n

2k

±,�x�����¶��¿:¢+�´�p���n��©<��§����V���ÂÆ Í�Ä É
©<��§��n¢��x�

ρω4
n

2k

∂2λn

∂θk∂θj

= 3
∂ωn

∂θk

∂ωn

∂θj

− ωn

∂2ωn

∂θk∂θj

= 12π2VkVj − ωn

∂2ωn

∂θk∂θj

.
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