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C�D,EGF6HJILKMEGNPOGQ�EGF6RSQPTVU=KMQPRWKMUXKMD,QZY[IMQPFLQ]\BK^HJKMEGU$\_U=`,H�\,Q]abNPU$\?K^H�N]K"H�Odc=U=IMEeKMD,fg`hU�I
i UBR[EGQPF.j,\,R[Q]IMc=U$EG\,c�k,\,EeKMQ_R[Ql`hU=IMfmHJKMEGU$\,FPnpoqQ	U=\,OersH=R,RSIMQ]FLF�KMD[Q	tBEd\[QPfmH�KMEGN
H=FLY)QPNlK	U=`pKMD,QuNPU$\?K^H=NlK	Y[IMU i OGQPfwv)KMDxHJK	EGFyKMD,Qz\Bj,f{Q]IMEGN|H�O KLIMQ|H�KMf{Q]\BKWU=`pKMD,Q
\,U=\[}~EG\BKMQlIMFLQPN]KMEGU$\�NPU$\[F�KLI^H=EG\?K|n���\�NPU=\,FLQ|�?j[QP\,NPQ=vXf{QPN^DxH=\[NPEdH=O.H=FLY)Q]N]KMF�OGEGtVQ
`�IMEGN]KMEGU$\�vSH$RSD,QPFLEGU$\{U�I�a�Q|H�I�H�IMQ.\,U=KpEG\BTVQPF�KMEGcVHJKMQ|R{H=\,R�a�QXIMQPF�KLIMEGN]K�U=j[I�H=\,H=Oe}
rSFLEdFWKMU�KMD,QzFLEGf{Y,OGQPF�K�`�IMEdNlKMEdU=\,OGQPFLF_N|H�FLQ$nm�y\sKMD,QzU=KMD[Q]I_DxH�\xR�v�U=j[I	f{Q]KMD[UBR
H=OGOGU|a�F�j[F6KMUWKLIMQ|HJK�NPU$\?K^H=NlKMFZH=\xRuFLQPOe`�}~NPU=\BK^H�N]KMFPv$KMD[EG\�U=IZ\[U$\S}~KMD[EG\zF�KLIMj[N]KMj[IMQPF
EG\wH�FLEG\,c=OGQuFLQlKLKMEd\[c[n �'� :=��� �

� Q]KmHJILKMEdN]OdQsQ]F�KmNPU$\[FMH=N]IM�s��OdHbY[IM�PFLQ]\BK^HJKMEGU$\�R�� j,\1\,U=j,TVQPO�H�OGc$U=IMEeKMD[f{QsR[Q
NPU$\?K^H�N]KmQP\?KLIMQsFLU$OGEdR[QPFmFLj i EGFLFMH=\?K�R[Qsc�I^H=\xRSQPF�R[�]`�U=IMfmHJKMEdU=\,FPn��WU$j,Fm\[U$j,F
EG\BKM�lIMQPFLFLU$\[F{j,\,Ed�?j,Q]f{QP\?K{�'O�� H=FLY)Q]N]K�NPEG\,�]KMEd�?j,Q�R[j1Y[IMU i OG�Pf{QsR[Q�NPU$\?K^H�N]K|v
N$� QPF�K��uRSEeIMQW��OdH	Y[IMEGFLQ�QP\{NPU=f{Y[KMQ�RSQ.OdH�NPU=\xRSEGKMEGU=\�RSQX\,U=\{Ed\?KMQ]IMFLQ]N]KMEGU$\5n��Z\
NPU$\[FL�|�?j,QP\[NPQ$v=OGQPF�H�FLY)QPN]KMFZf{�PN|H�\,Ed�?j,QPFZRSj�NPU=\?K^H=N]K�NPU=f{f{Q�OGQPFZ`�IMU=KLKMQ]f{QP\?KMFPv
O�� H=R[D[�PFLEGU$\�U=j�O�� j,FLjSIMQw\,Q�FLU$\?K{YxH�FmH i U�I^R[�PF{Q]Km\[U$j[F�IMQPF�KLIMQPEGc$\[U$\[F�\[U=KLIMQ
H=\,H=OerSFLQ'H�j�N|H=F�FMH=\[F�`�IMU=KLKMQPf{Q]\BK|n�� Hqf{�]KMD[UBR[QsEG\?KLIMUBR[j[EGKMQsY)QlIMf{Q]K�YxH�I
NPU$\?KLIMQ�RSQ�KLI^H�EeKMQ]I�OGQ�N|H�F�RSQPFpN]U$\?K^H=N]KMF�Q]KpR[Q]F�H�j[KMU=}~NPU=\?K^H=N]KMF�f{Q]KLK^H=\?KZQP\W��QPj
R[QPFXF�KLIMj[N]KMj[IMQ]F.f{EG\[NPQPFXU$j�\,U=\s��O�� H=EdR[QuR�� j[\,Q�j[\,Ed�?j,QW`�U=IMfzj,OdH�KMEGU$\�n
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µ=¯S«l±u·Ã¶[­.¬]²A±
Êx®�¨A±=´s¯?¬l®hµ�µJ¶S¨5©)®d¬]®�¶[¨�¶S·
¨A¶[¨)ÄË®�¨,¬l±=­]«l±=µJ¬l®�¶S¨Zº

Ì�²A±s´w¶[«^¬�µ�¶S´w´w¶S¨�¯B¿A¿�­l¶,¯SµP²1®h«mÊx¨A¶?¸	¨�¯[«
¬l²A±�´w¯[«M¬]±�­JÍ?«l°�¯V³[±�·Ã¶[­l´�ªA°h¯?¬l®�¶S¨�º'ÎZ±�¬�ª�«{¾�­l®�±JÏ�¹�­l±$µ�¯S°�°
¸	²�¯B¬z®�¬�µJ¶[¨�«l®�«^¬]«u®�¨Zº
ÐW¶S¨�«l®�©A±�­_¬M¸y¶�©)±�·Ã¶S­]´s¯B¾A°�±m¾ ¶x©A®�±$«_¸	²A¶,«^±m­]±J·Ã±=­l±=¨�µJ±�µJ¶S¨AÇ�½SªA­P¯?¬]®�¶[¨�«_¯S­l±
¬M¸y¶�¶S¿ ±�¨
«lªA¾�«l±J¬]«u¶B·

R
n Â
n = 2

¶[­
3
ÅJÆ
M1

¯B¨�©
M2

º	ÎZ±J¬
ϕi : Mi → R

n Â
i = 1, 2

Åy¾ ±m¬]²A±�®�­z©)±�·Ã¶S­]´s¯?¬l®�¶S¨5«�º_Ñz¨A±
¶B·�¬]²A±{¬M¸y¶�«^¶[°�®h©A«=Æ�«]¯V¹

M1
Æ5®h«_µ�¯S°�°�±=©b¬]²A±m´s¯S«^¬l±=­u¾ ¶)©)¹SÆ5¸	²A±�­]±=¯[«�¬l²A±�¶B¬l²�±�­u¶[¨A±SÆ5®�º ±Sº

M2
Æ5®h«_µ=¯B°�°�±$©b¬l²A±

«l°�¯V³[±Sº�Ò�±u®�¨,¬l­]¶)©)ª�µJ±�¬]²A±u½,¯B¿�·ÃªA¨�µJ¬l®�¶S¨
gϕ
Æ,¸	²A®�µP²s´s¯S¿�«X±�³[±�­]¹�±=°�±=´�±=¨,¬

x
¶S·
M2

¬l¶{¬]²A±z«l®�½S¨A±$©s©)®�«^¬]¯S¨�µJ±
∗ ÓZÔ
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¾ ±J¬M¸y±�±�¨
ϕ2(x)

¯S¨�©
ϕ1(∂M1)

Æ�©)±�Ç�¨A±$©'¾x¹

gϕ(x) =

{

dist(ϕ2(x), ϕ1(∂M1))
®�·
ϕ2(x) /∈ ϕ1(M1)

− dist(ϕ2(x), ϕ1(∂M1))
®�·
ϕ2(x) ∈ ϕ1(M1)

§L¨�¶S­P©)±�­
¬]¶q¿A­l±=³S±=¨[¬m¯S¨,¹�¶?³S±=­l°h¯B¿A¿�®�¨A½'¾5±�¬M¸W±=±�¨�¬l²�±w¬M¸W¶�©)±�·Ã¶S­]´�±$©�«^¶[°�®h©A«=Æp¯qµJ¶[¨�«M¬]­]¯S®�¨,¬{®h«m¯B¿A¿�°�®�±=©�¬l¶
¯B¨x¹�±=°�±=´w±�¨,¬_¶B·�¬l²A±{¾ ¶Sª�¨�©A¯B­]¹�¶S·�¬]²A±�«l°�¯V³[±z¾ ¶)©)¹

M2
º.»�¶[­l±
¿A­]±=µ�®�«l±�°�¹SÆA®�¬uµJ¶[¨�«l®�«^¬]«y¬]¶s®�´w¿ ¶[«l±
¬l²�¯B¬	¬l²A±

«l®�½[¨A±=©b©)®h«M¬P¯B¨�µ�±�¾ ±J¬M¸y±�±=¨�¯B¨x¹�±�°�±�´w±=¨[¬	¶S·
ϕ(∂M2)

¯B¨�©
ϕ(∂M1)

®�«	¨�¶S¨b¨A±�½,¯?¬l®�³S±[Á

gϕ(x) ≥ 0
·Ã¶S­_¯S°�°

x ∈ ∂M2.
Â î Å

� ¾A­]±=¯BÊ)©)¶?¸	¨1¶B·.¬]²A®h«
·Ã¶S­]´�ªA°h¯?¬]®�¶[¨1µ�¯S¨�¾ ±�·Ã¶SªA¨5©1®�¨�Î�¯Bª�­]«l±�¨�� «u¬l²A±$«^®h«�� ���	��Æ
� î�� �uÂ~«l±�±s¯S°�«l¶
� î	� ��ÅJº�Ì�²A®h«
¯B¿�¿A­l¶,¯SµP²
®h«�µJ¶[¨)·Ã­]¶S¨,¬l±$©
¸	®d¬]²{¬M¸W¶u®�´w¿ ¶S­l¬]¯B¨,¬p©A®���µJª�°d¬]®�±$«�º���®�­P«M¬]°�¹[ÆV®d¬�µ�¯B¨�¨A¶B¬�¾ ±W©A®�­]±=µJ¬l°�¹
¯S¿A¿A°�®�±$©
¨A±�®�¬l²�±�­
¬l¶u¬l²A±yµ�¯[«^±W¶B·�«l±�°�·�Ä�µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬]«WÂÃ¸	²A±=­l±

M1 = M2
¯B¨5©

ϕ1 = ϕ2
Å"¨A¶[­Z¬l¶u¬l²A®�¨�«^¬l­]ª�µJ¬lªA­]±=«WÂ

ϕi : Mi → R
n ¯B¨5©

Mi
®�«p¯_«^ª�¾A´s¯B¨A®�·Ã¶S°h©
¶B·�©)®�´w±�¨�«l®�¶S¨

m < n
Å|º���¶S­p®�¨�«^¬]¯S¨�µJ±[ÆV®�¨
¬]²A±W«l±�°�·�Ä�µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬pµ=¯S«l±SÆ=¬l²A±yµJ¶[¨�«M¬]­]¯S®�¨,¬.Â î Å"®h«

±�´w¿)¬M¹6Á�Ì�²�±.«^®�½S¨�±=©{©)®h«M¬P¯B¨�µ�±�¾ ±J¬M¸y±�±�¨m¯S¨{±�°�±�´w±�¨,¬�¶S·
ϕ1(∂M1)

¯S¨�©
ϕ1(∂M1)

®h«�¯S°�¸�¯V¹)«���±�­]¶�ºp»�¶S­]±�¶?³[±�­$Æ
±�³[±�¨¼®�·.¸y±�µ�¶S¨�«l®�©A±�­zµ�¶S¨,¬]¯[µ|¬u¾ ±J¬M¸y±�±=¨¼¬M¸y¶�©)®h«M¬]®�¨5µ|¬
¾5¶)©)®�±=«
«lª�µP²�¬l²5¯?¬

det(∇ϕi) > 0
Æ"µJ¶S¨5©)®d¬]®�¶[¨gÂ î Å_®h«

¨A¶S¬{«lª���µJ®�±�¨,¬
¬l¶q±=¨�«^ª�­l±�¨A¶S¨AÄË®�¨,¬l±�­P«l±=µ|¬]®�¶[¨�Â�«^±=±���������ÅJºwÈx±$µJ¶[¨�©)°�¹SÆ"¬]²A±s½[¯S¿¼·ÃªA¨�µJ¬l®�¶S¨�®�«
¨�¶B¬{±�³[±�­]¹,¸	²�±�­]±
©)®�� ±=­l±=¨,¬l®h¯B¾A°�±u¸	®�¬l²'­l±$«^¿ ±=µJ¬W¬]¶

ϕ1
¯S¨�©

ϕ2
º�Ì�²A®�«W°h¯SµPÊw¶B·p©A®��6±�­]±�¨,¬l®h¯B¾�®�°�®d¬M¹s«l±�±=´w«.¬l¶�¾5±�¶S¨�±u¬]²A±�µ=¯Bª�«l±_¶S·

¬l²�±z¸y±�°�°6Ê,¨�¶?¸	¨�µP²�¯?¬l¬l±=­W¿A²�±�¨A¶[´�±=¨�¯AÆ)¯�°�¶,«l«W¶B·pµ�¶S¨x³S±=­l½[±�¨�µ�±	®�¨�¬l²A±
¨xªA´w±�­]®hµ�¯B°6«]µP²A±�´w±=«�Â�¬]²A±
µJ¶S´w¿AªA¬l±=©
«l¶S°�ª)¬l®�¶S¨�«
µP²�¯B¬^¬]±�­m¯B­]¶Sª�¨�©�¬]²A±s±��,ªA®�°�®�¾A­]®�ª�´�«M¬P¯?¬]±$Å|º�Èx±=³S±=­]¯S°�«^¬l­P¯?¬]±�½S®�±=«�²�¯V³[±�¾ ±�±=¨�©)±�³[±�°�¶S¿ ±=©¼®�¨�¶S­P©)±�­
¬l¶g¶?³S±�­PµJ¶[´w±�¬]²A¶[«l±¼­]±�±J·~«=º! �ª�«l¶g¯B¨5© Îp¯BªA­P«l±�¨!� ��"��z¨�¶B¬]¯S¾A°�¹�¿A­]¶S¿ ¶[«l±=©�¯�­]±�½[ªA°�¯S­l®#�=¯B¬l®�¶S¨ ¶B·
¬l²�±¼½[¯S¿
·ÃªA¨�µJ¬l®�¶S¨ZÆ�¸	²A±=­l±$¯S«%$u±�®�¨�«M¬]±�®�¨�±J¬�¯S°�º&� î(' �.²5¯V³S±�¯S©�¯B¿)¬]±=©�¬l²A±�´w¯[«M¬]±�­JÍ?«l°�¯V³[±�¯S¿A¿A­]¶[¯[µP²¼¬l¶¼¬l²A±�«^¬lª5©)¹1¶S·
¬l²�®�¨b«M¬]­lª�µJ¬lªA­]±=«W¯B¨�©s«l±�°�·�ÄLµJ¶S¨,¬P¯Sµ|¬P«�º�Ì�²A±=®�­y¯B°�½S¶S­]®�¬l²A´ «^±=±�´s«X¬]¶�¾ ±u±(�sµ�®�±=¨,¬W®�¨�´w¶[«^¬WµJ¶[´w´�¶[¨�µ�¯[«^±$«�Æ,¾Aª)¬
¬l²�±�­]±�®h«{¨A¶�½[ª�¯B­P¯B¨,¬]±�±�®�¬�µJ¶[ªA°h©�µ�¶S­]­l±$µ|¬]°�¹q¬]­l±$¯?¬{±�³[±�­]¹1«^®�¬lª5¯?¬l®�¶S¨�º)�A¶S­m¯q©)±�¬]¯S®�°�±=©�¿A­]±=«l±�¨,¬]¯B¬l®�¶S¨�¶B·y¬l²A±
©)®�� ±=­l±=¨,¬�«M¬]­]¯B¬l±=½S®�±=«{©)±=³S±�°�¶S¿ ±=©�®�¨�¬l²A®h«mµ�¶S¨,¬l±�À,¬$Æp¸y±s­]±J·Ã±�­m¬l¶�¬]²A±)$u¯S°�°*�,ªA®�«^¬�±�¬�¯B°Ëº'¯S­^¬]®�µ�°�±+� î �	��Æ�¸	²A®�µP²
µJ¶[¨,¬]¯B®�¨�«.´w¯S¨x¹�­]±J·Ã±=­l±=¨�µJ±$«�Æ,¯B¨�©�¬]¶m¬l²�±-,
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È,¬P¯?¬l±4� î[î ��¬]¶
¬l­]±=¯?¬.«l±�°�·�ÄLµJ¶S¨,¬P¯Sµ|¬P«�ÆS¾Aª)¬.®�¬W«l±�±�´s«�©A®���µJª�°d¬W¬l¶m¯S©�¯B¿)¬X¬]¶{¬l²A±zµ�¯S«l±	¶B· ¬l²�®�¨�«^¬l­]ª�µ|¬]ªA­]±=«=ºXÑu¬]²A±�­
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J
ÅJÁ

A(M) = Emb(M ; Rn).

Ò�±z¿A­]¶?³S±$©w«^±=³S±�­P¯B°5¿A­]¶S¿ ±�­l¬l®�±=«�¶S·"¬l²A®h«�«^±�¬W®�¨H���S�xÆ������ËºX§L¨�¿5¯B­l¬l®hµJªA°h¯B­$Æ[®�¬y©A¶,±$«.¨�¶B¬	µJ¶S¨,¬P¯B®�¨�¯B¨x¹s©)±J·Ã¶[­l´s¯?Ä
¬l®�¶S¨�¸	®d¬]²w¬l­P¯B¨�«l³S±=­]«]¯B°A«l±�°�·�ÄË®�¨,¬l±=­]«l±=µJ¬l®�¶S¨�«=º�Ì�²�®�«W©)±JÇ�¨�®d¬]®�¶[¨�±�¨�¯S¾A°�±=«X¬]¶{¬l­]±=¯B¬.®�¨�¯m«l®�¨A½[°�±z«^±�¬^¬l®�¨A½�µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬P«�Æ
«l±�°�·�Ä�µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬]«=Æ$¬l²A®�¨�¶S­�¨A¶S¨)ÄË¬l²�®�¨�«M¬]­lª�µJ¬lªA­]±=«=Æ?²A¶?¸y±�³[±�­$Æ=®�¬�®h«�®�´w¿A°�®hµJ®�¬=º.ÐW¶S¨,¬l­P¯B­]®�°�¹z¬l¶z¬l²A±�©)±�Ç�¨A®�¬l®�¶S¨w¯B­]®�«l®�¨�½
·Ã­]¶S´ ¬]²A±m´s¯S«^¬l±=­|ÍB«^°h¯V³S±
¯B¿�¿A­l¶,¯SµP²ZÆ)®�¬u®h«	¨A¶S¬u¶S¾x³x®�¶[ª�«y¬l¶�Ç�¨�©q¶SªA¬u¸	²A±J¬]²A±�­u¶S­_¨A¶S¬u¯s½S®�³S±=¨b©A±J·Ã¶S­]´s¯?¬]®�¶[¨
¾ ±�°�¶S¨A½,«{¬l¶1¬l²A±q¯S©A´�®h«]«^®�¾A°�±�«^±�¬=º�§L¨ ���S�xÆ
�����ËÆX¸y±�¿A­]¶?³S±s¬]²�¯?¬w¯B¨x¹�©)±J·Ã¶[­l´s¯B¬l®�¶S¨�¶B·

A(M)
«]¯?¬]®�«^Ç�±=«�¯B¨

±JÀ)¿A°�®hµJ®�¬�µ�­l®�¬l±=­l®�¶S¨ZºX»�¶[­l±=¶?³S±=­=ÆB¸y±
µJ¶S¨BÉM±=µ|¬]ªA­]±u¬]²�¯?¬�¬l²�®�«�µJ­]®�¬l±�­]®�¶S¨�®h«y¶S¨A°�¹w·ÃªA°�Ç�°�°�±=©�ÂÃ®�¨q©)®�´w±=¨�«^®�¶S¨
n = 2

Å

�



¾x¹q¬l²A±w±=°�±=´�±=¨,¬]«�¶B·
A(M)

º�Ì�²A®�«
¯S°�°�¶?¸_«_¬]¶b«l¶S°�³S±�¿A­]¶S¾A°�±�´ Â �SÅu¾,¹¼¯'¿ ±�¨�¯S°�®#�=¯B¬l®�¶S¨1´w±�¬l²A¶)© Â~«l±�±�� � ' ��ÅJº
5_±=³S±=­^¬]²A±�°�±=«]«�Æp¬l¶1¶SªA­�Ê,¨�¶?¸	°�±$©)½S±[Æ�¬]²A±�­]±�®h«�µJª�­l­]±�¨,¬l°�¹�¨A¶¼±JÀ)¿A°�®hµJ®�¬�©)±JÇ5¨A®d¬]®�¶[¨�¶B·

A(M)
®�¨�¬l²A±'½S±=¨A±�­P¯B°

µ�¯[«^±[º

� � � ¢��� �¦�� ¦����
 p¦J¢m��������¢{¡�¦| 	�
� ¤b�'£
��¡ �'¢m�b¥y¢m������	 ¥y¢m��
" �¡��m¦J�� 


� ´s¯?ÉM¶S­	©)®���µJªA°�¬M¹�®�¨�¬]²A±
­l±$«^¶[°�ªA¬l®�¶S¨�¶S·�¿A­]¶S¾A°�±�´ Â8�SÅW®h«�©)ªA±�¬l¶�¬l²�±
«^¬l­]¶S¨�½�¨A¶[¨A°�®�¨A±$¯B­]®d¬M¹w®�¨,¬l­]¶x©Aª�µJ±$©�¾x¹
¬l²�±�¨A¶[¨�µJ¶[¨,³[±JÀ�µ�¶S¨�«^¬l­P¯B®�¨,¬�¶B·	¨A¶[¨)Ä�®�¨,¬l±=­l¿ ±�¨�±J¬l­P¯?¬]®�¶[¨Zº�Ì�²A±�­]±�®h«m¨A¶1½S±�¨�±�­P¯B°�´w±J¬]²A¶)©�¬l¶�©)®�­l±$µ|¬l°�¹�«^¶[°�³[±
«lª�µP²�¿A­]¶S¾�°�±=´w«=º�Ñz¨�¬l²�±�¶S¬l²A±=­W²5¯B¨�©"Æ)±(��µJ®�±�¨,¬�¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´s«W¯S­l±�¯V³?¯B®�°�¯S¾A°�±u¬l¶�´w®�¨A®�´w®��=±�µ�¶S¨x³S±�Àw·ÃªA¨�µ|¬]®�¶[¨�«
ªA¨�©A±�­_µJ¶[¨x³S±JÀ�µ�¶S¨�«^¬l­P¯B®�¨,¬]«=º�Ì�²xª�«=ÆA¯�µ�°�¯[«l«l®hµ�¯B°6´w±J¬]²A¶)©�·Ã¶[­�¬]¯[µPÊ,°�®�¨A½m¬]²A®�«u«^¶[­^¬�¶B·�¿�­l¶[¾A°�±=´ ®h«.¬]¶w­l±$µ�¯S«^¬�®d¬
¯S«y¯�«^±��[ª�±�°6¶B·pµ�¶S¨x³S±�À�¿�­l¶[¾A°�±=´s«�º�Ò ®�¬l²�¬]²A®h«�®�¨'´�®�¨�©"Æx¬M¸y¶�­P¯S©A®�µ=¯B°�°�¹s©)®�� ±=­l±=¨,¬y¶[¿)¬l®�¶S¨�«y¯B­]±zµ�¶S¨�µ�±�®�³?¯B¾A°�±Sº
Ñz¨A±
µJ¶[¨�«^®h«^¬]«W®�¨b­l±=´w¶?³,®�¨A½�¯S¨x¹�µJ¶S¨5«M¬]­]¯S®�¨,¬=ÁpÒ�±
´w®�¨A®�´w®#��±
¶S¨�¬l²A±
«l±J¬�¶B·�¯S°�°6©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨�«y¯B¨5©�¿ ±�¨�¯S°�®#��±
¬l²�±�¨�¶S¨)ÄL¯S©)´w®h«l«l®�¾A°�±�¶S¨�±=«=º�Ò�±s²�¯V³S±�©)±�³[±�°�¶S¿ ±=©1¬l²A®h«{«M¬]­]¯B¬l±=½S¹q®�¨P��� ' ��º � ¨A¶S¬l²A±=­
¯S¿A¿A­]¶[¯[µP²1µJ¶[¨�«^®h«^¬]«�®�¨
´w®�¨�®�´w®#��®�¨A½q¶S¨�¯'µ�¶S¨x³S±�À�«lªA¾�«l±J¬P«
¶B·W¬l²A±s¯S©A´�®h«]«^®�¾A°�±�«l±J¬$º � °�¶xµ=¯B°�´w®�¨�®�´w®#��±�­mµ�¶SªA°h©1¬l²xª�«�¾5±�¯[µP²A®�±�³S±$©
¾x¹b¯�­l±$µJªA­P«^®�³S±
¿A­]¶)µJ±$©)ªA­]±Sº � ¬z±=¯[µP²�«M¬]±�¿ZÆ5¬l²A±�±�¨A±=­l½[¹�®h«_´w®�¨�®�´w®#��±=©¼¶?³S±�­_¯�µJ¶S¨x³[±JÀ 0^¨A±�®�½S²x¾ ¶S­]²A¶x¶)© 1�¶S·
¬l²�±s¿A­l±=³x®�¶[ª�«
«^¶[°�ª)¬]®�¶[¨ZÆZ®�¨�µJ°�ª�©)±$©�®�¨�¬l²�±�¯S©)´w®h«l«l®�¾�°�±s«l±J¬=ÆpªA¨,¬l®�°.¯'ÇAÀ)±=©�¿5¶[®�¨,¬m®h«
­l±$¯SµP²A±$©"ºwÌ�²A®�«m¶S¿)¬]®�¶[¨
²�¯[«.¬M¸y¶�¯[©)³?¯B¨,¬]¯S½S±$«�º �p®�­P«M¬]°�¹[Æ)®d¬�­l±��,ªA®�­]±=«W¨A±=®d¬]²A±�­y¬l²�±�®�¨,¬l­]¶)©)ª�µ|¬]®�¶[¨�¶S·p¯m¿ ±�¨�¯S°�®#�=¯B¬l®�¶S¨�·ÃªA¨�µ|¬]®�¶[¨'¨�¶S­W¬l²A±
©)±�Ç�¨A®�¬l®�¶S¨�¶B·X¯B¨q±�Àx¿�°�®hµJ®�¬zµP²�¯S­]¯[µ|¬l±=­l®#�=¯B¬l®�¶S¨'¶B·�¬l²A±�¯[©)´w®�«]«l®�¾A°�±m«l±J¬=Æ5¸	²A®hµP²b®h«�¬]¶�¶SªA­	Êx¨A¶?¸	°�±=©A½S±{¯B¨q¶S¿ ±�¨
¿A­]¶S¾A°�±�´ ®�¨�¬]²A±z½[±�¨A±=­]¯S°5µ=¯S«l±Sº�Èx±=µ�¶S¨�©A°�¹[Æ,¨�¶�ªA¨�©A±=«l®�­P¯B¾A°�±u®�¨,¬l±=­]«l±=µJ¬l®�¶S¨�«W²�¯V³S±_¬l¶�¾5±�­l±=´w¶?³S±=©s©AªA­l®�¨A½�¬l²A±
´w®�¨�®�´w®#�=¯?¬]®�¶[¨¼¿A­]¶)µJ±=«]«=Æ5¸	²A®hµP²�«l±�±=´s«_¬]¶�¾ ±�¯'©)®���µ�ªA°d¬
®h«l«lªA±Sº
Ìp¶�¾ ±�´w¶S­]±�¿�­l±$µJ®h«^±[Æ5¶[ªA­�¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´�²�¯S«
¬l²�­l±=±
«^¬l±=¿�«{Á

î º	§L¨A®d¬]®�¯S°�®#�=¯B¬l®�¶S¨b¶B·
ϕ0

¾x¹b¯B¨q¯S©)´w®h«l«l®�¾�°�±{©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨Zº
�AºF�A¶S­	¯S°�°

n ≥ 0
ÆA¸W±{©)±=¨A¶B¬]±

ϕn+1 ∈ T (ϕn)
Æ)¬l²A±m«l¶S°�ª)¬]®�¶[¨'¶S·p¬]²A±{´w®�¨A®�´w®��$¯?¬]®�¶[¨'¿A­]¶S¾�°�±=´

J(ϕn+1) := inf
ψ∈T (ϕn)

J(ψ),

��ºuÈ)ÌuÑ- �¸	²�±�¨
J(ϕn+1) ' J(ϕn)

Æ
¸	²A±=­l±

T (·)
´s¯B¿5«z¯S¨,¹�¯[©)´w®�«]«^®�¾A°�±�©)±�·Ã¶S­]´s¯?¬l®�¶S¨

ψ
¬]¶'¯bµJ¶S¨x³[±JÀ�«^ªA¾5«^±�¬

T (ψ)
¶S·�¬l²�±�¯[©)´w®�«]«^®�¾A°�±�©)±�·Ã¶S­lÄ

´s¯?¬]®�¶[¨�«y¬l²�¯B¬_µJ¶S¨,¬P¯B®�¨�«W¬l²A±
±�°�±�´w±=¨[¬
ψ
ºN5_¶B¬]±
¬l²�¯B¬�¬l²A±{«^¬l¶S¿�¿A®�¨�½wµ�­l®�¬l±=­l®�¶S¨'®�«	¯S°�¸�¯V¹)«.­]±=¯[µP²A±=©'¯S«

J(ϕn)®h«�¯q©)±$µJ­]±=¯[«^®�¨A½�«l±��,ªA±=¨�µJ±[Æ"¾5¶[ªA¨�©)±$©¼·Ã­]¶S´ ¾ ±�°�¶?¸ Â~¯[«l«lªA´w®�¨A½�¬]²A±w®�¨�®dÇ�´�ªA´ ®h«�Ç�¨A®�¬l±VÅ|º�§�·
ψ
¾5±=°�¶[¨A½[«z¬l¶

¬l²�±�®�¨,¬l±=­l®�¶S­y¶B·Z¬]²A±{¯S©)´w®h«l«l®�¾A°�±
«l±J¬=Æ
T (ψ)

¸	®�°�°"¯B°�¸y¯V¹)«W¾5±
µP²A¶,«^±=¨'¯S«y¯bÂ~µJ°�¶[«l±=©5Å.¨�±�®�½S²x¾5¶[­l²�¶,¶)©s¶S·
ψ
ºWÑz¨

¬l²�±wµ�¶S¨,¬l­P¯B­]¹SÆ6®�·
ψ
¾ ±�°�¶S¨A½,«u¬]¶b¬l²A±w¾ ¶SªA¨�©�¯B­]¹�¶B·.¬]²A±s¯S©)´w®h«l«l®�¾A°�±w«l±J¬=Æ�®d¬{®h«
¨A¶B¬{½S­P¯B¨,¬]±=©q¬]²�¯?¬m¯B¨x¹¼µ�¶S¨)Ä

³S±�À�¨A±=®�½[²,¾ ¶S­]²A¶x¶)©�¶S·
ψ
®�¨

A(M)
©)¶x±=«	¯[µ|¬lª5¯B°�°�¹�±�À)®�«^¬=ÆA«l®�¨5µJ±

A(M)
®h«	¨A¶B¬	¨A±$µJ±$«l«]¯B­]®�°�¹s°�¶xµ=¯B°�°�¹'µJ¶S¨x³[±JÀ"º

5_±=³S±=­^¬]²A±�°�±=«]«�Æx¸y±{¸	®�°�°"¶B·�¬]±�¨q­]±J·Ã±�­�¬]¶
T (ψ)

¯[«	¯%0M¨A±=®�½[²x¾5¶[­l²A¶x¶)© 1u¶S·
ψ
¾x¹�°h¯B¨A½[ª�¯B½[±�¯S¾Aª�«l±Sº

Ò�±_¸	®�°�° ¨A¶B¬W¯S¿A¿A°�¹�¬]²A®h«W¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´ ©)®�­]±=µ|¬]°�¹�¬l¶m¬l²A±z®�¨A®�¬l®h¯B°5¿A­]¶S¾A°�±�´ Â8�[Å|Æ,¾Aª)¬.¬]¶�¯m©)®h«]µJ­]±J¬l®#��±$©w³S±=­]«l®�¶[¨
·Ã¶S­	¸	²�®�µP²q¸y±�²5¯V³S±
¯B¨b±JÀ)¿A°�®�µ�®d¬u©)±�Ç�¨A®�¬l®�¶S¨q¶B·�¬l²�±m¯S©)´w®h«l«l®�¾�°�±{«l±J¬=º

� � ¦�
�¥W¡ �y �¦����{ p¦J¢m�
Ò�±�¯S«]«^ª�´�±
¬]²�¯?¬u¬l²A±�«l¿�¯[µJ±{¶B·�©)±�·Ã¶S­]´s¯?¬l®�¶S¨5«�®�«z©)®�«]µJ­]±J¬]®��=±=©b¸	®�¬l²

P1
Î�¯S½S­P¯B¨A½[®�¯S¨�±=°�±=´�±=¨,¬]«=ºyÎ�±J¬

Th
¾5±

¯q­]±�½Sª�°�¯S­{´�±$«^²�¶S·
M � ¬l²A±�¿5¯B­P¯B´w±J¬]±�­

h
®h«{¬]²A±�´w±=«l²�«^®#��± � ¯B¨5©

Xh
¬l²A±�«l¿�¯[µJ±s¶B·

P1
Î�¯S½S­P¯B¨A½[±

±�°�±�´w±=¨[¬P«�¶?³S±=­W¬]²A®h«	´w±=«l²ZÆ

Xh =

{

ψ ∈ C0(M ; Rn) : ψ|T ∈ Pn1 ,
·Ã¶S­_¯B°�°

T ∈ Th

}

,

'



¸	²A±=­l±
P1

®h«�¬l²�±_«^±�¬�¶S·5¿ ¶S°�¹x¨A¶S´w®h¯B°h«p¶S· ©)±=½S­]±�±y°�¶?¸y±�­�¶S­X±��,ª�¯B°,¬l¶
¶[¨A±Sº�Ò�±�®�¨,¬l­]¶x©Aª�µJ±	¯B¨�¶B¬l²�±�­�¿�¯B­P¯B´w±�¬l±�­
ε
ÆZ¬]²A±�´w®�¨�®�´s¯B°W©)®�«^¬]¯S¨�µJ±s¸y±s¸	®�°�°�®�´w¿5¶,«^±s¾ ±J¬M¸y±�±=¨�¯B¨x¹1©)®h«~ÉM¶S®�¨[¬m±=°�±=´w±�¨,¬]«{¶S·W¬]²A±�´w±=«l²ZºM��®�¨�¯B°�°�¹SÆp¬l²A±
©)®h«lµ�­l±�¬l®#��±$©'«l±J¬_¶S·�¯S©A´�®h«]«^®�¾A°�±
©A±J·Ã¶S­]´s¯?¬]®�¶[¨�«�®�«	©A±JÇ�¨A±$©b¾,¹

Ah,ε =

{

ψh ∈ Xh : dist(ψh(T1), ψh(T2)) ≥ ε,
·Ã¶S­_¯S°�°

T1
¯S¨�©

T2 ∈ Th
«lª�µP²'¬l²�¯B¬

T1 ∩ T2 = ∅

}

.

Ò�±m«^±�¬	¬l¶s«^¶[°�³[±u¬]²A±m©)®h«lµ�­l±�¬l®#��±$©�´w®�¨A®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨q¿A­]¶S¾A°�±�´ ¶S·
J
¶?³S±�­

Ah,ε

min
vh∈Ah,ε

J(vh)
Â8�[Å

ª�«l®�¨�½�¬]²A±m¿A­]¶)µJ±$©)ªA­]±�®�¨,¬l­]¶)©)ª�µJ±$©�®�¨b¬l²A±{¿�­l±=³,®�¶Sª5«	«^±$µ|¬l®�¶S¨�º�Ì�¶w¬]²A®�«_±�¨�©"Æ�®d¬u­]±�´s¯S®�¨�«W¬]¶�©)±JÇ�¨�±
¬l²A±m´s¯S¿
T
¬l²�¯B¬_´w¯S¿�«�±�³[±�­]¹s±�°�±�´w±�¨,¬

ψh
¶B·

Ah,ε
¶S¨,¬l¶s¯wµJ¶[¨,³[±JÀB0^¨A±�®�½S²x¾ ¶S­]²A¶x¶)© 1

T (ψh)
®�¨5µJ°�ª�©)±=©b®�¨

Ah,ε
º

����������� ' º î�� Ì�²�±w©A±JÇ�¨A®�¬l®�¶S¨�¶B·
Ah,ε

µ=¯B¨�¾5±w½[±�¨A±=­]¯S°�®#��±$©¼¾x¹¼µP²A¶x¶[«l®�¨�½b¯b¿�¯S­]¯S´�±�¬l±=­
ε
©A±�¿ ±�¨�©)®�¨A½�¶[¨

¬l²�±u±�°�±�´w±=¨[¬P«
T1

¯B¨�©
T2

¶B·"¬l²�±u´w±=«l²�µJ¶[¨�«l®�©)±=­l±$©"º�5_¶B¬]±_¬]²�¯?¬$Æ,®�¨s¬]²A±z©)±�Ç�¨A®�¬l®�¶S¨�¶S·
Ah,ε

Æ
T1

¯B¨�©
T2

µ�¯S¨
¾ ±m¯B¨x¹�±�°�±�´w±=¨[¬P«�¶B·�¬l²A±{´w±$«^²

Th
ÆA¬l²�¯B¬_®�«�³[±�­l¬l®hµJ±=«=Æ)±=©A½S±=«=Æx¬l­]®h¯B¨A½[°�±$«W¶[­�¬l±�¬l­P¯B²A±$©)­l¶[¨�«=º

§�¬�®�«�¨A¶S¬�«^¬l­P¯B®�½S²,¬l·Ã¶S­]¸y¯S­]©�¬l¶w±�À,¬]±�¨�©�¶SªA­	¯S¨�¯B°�¹)«^®h«�¬]¶�¶S¬l²A±=­	«^¿�¯[µJ±
©)®h«lµ�­l±�¬l®#�=¯?¬]®�¶[¨�«=º�»�¶[­l±=¶?³S±=­=Æ[®d·p¬l²A±
±�¨�±�­]½S¹�µ�¶S¨,¬]¯S®�¨5«.«l¶S´w±	Ï�±�Àx®�¶S¨w¬]±�­]´s«�Æx¯��s¨A±z¾,¹�¿�¯S­^¬P«�´s¯B¿�«W©)¶m¨A¶S¬W²�¯V³[±_¯{Ç�¨�®d¬]±u±�¨�±�­]½S¹Sº�5_±=³S±=­^¬]²A±�°�±=«]«�Æ
©)®�� ±=­l±=¨,¬
©)®h«]µJ­]±J¬l®#�=¯B¬l®�¶S¨�«zµJ¶[ªA°�©1¾5±�ª�«l±=©¼·Ã¶S­�¬l²A±wµJ¶[¨,¬]¯SµJ¬�µ�¶S¨�«^¬l­P¯B®�¨,¬�¯B¨5©q·Ã¶S­�¬l²�±�±=¨A±�­]½S¹[º�Ìp¶'¾ ±�´�¶[­l±
¿A­]±=µ�®�«l±SÆ�°�±J¬

Yh
¾ ±�¯g©)®�«]µJ­]±J¬]®��=±=©�«lªA¾�«l±J¬'¶S·
¬l²A±1©A±J·Ã¶S­]´s¯?¬]®�¶[¨�«s¶B·
Ç�¨�®d¬]±1±�¨�±�­]½S¹�¯S¨�©

rh
¾ ±1¯�°�®�¨A±$¯B­

®�¨[¬]±�­]¿5¶[°�¯B¬l®�¶S¨b¶S¿ ±�­P¯?¬]¶S­W·Ã­l¶[´
Yh

®�¨,¬l¶
Xh

Æx¬l²A±=¨b¬l²A±{´w®�¨A®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨q¿A­]¶S¾A°�±�´

min
rh(vh)∈Ah,ε,vh∈Yh

J(vh)

µ�¯S¨q¾5±m«l¶S°�³S±$©�ª�«l®�¨A½s¶SªA­_¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´ ¯S¨�©'¬l²A±{´s¯B¿
T (·)

©)±�Ç�¨A±$©�¬]²A±�­]±=¯B·�¬l±=­=º $u¶?¸W±=³S±=­=Æ,¬l²�±{¿A­l±$µJ®h«^®�¶S¨b¶B·
¬l²�±z«]µP²A±�´w±u¸	®�°�°5¾ ±u°�®�´w®�¬l±$©�¾x¹�¬]²A±zµ�¶S¨,¬]¯[µ|¬�©)®�«]µJ­]±J¬]®��$¯?¬]®�¶[¨ZÆS¸	²A®hµP²�µ�¶SªA°h©w¾5±
µJ¶,¯B­P«^±	®�¨�µ�¶S´w¿�¯B­]®h«^¶[¨�¸	®�¬l²
¬l²�±{¶S¨A±
¶B·�¬l²�±{±�¨A±=­l½[¹Sº

����� ���	��

��������
�����������
����	��� 
��!��"�#%$&��'(#
�)�)*�+

§L¨�¬l²A®h«m«l±=µJ¬l®�¶S¨ZÆp¸W±�©)±�Ç�¨A±w¬]²A±�´s¯B¿
T (·)

¬l²�¯B¬�´s¯B¿�«
±=³S±=­l¹1¯[©)´w®�«]«l®�¾A°�±�©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨
ψh ∈ Ah,ε

¬l¶¼¯
µJ°�¶[«l±=©bµJ¶[¨x³S±JÀ�«lªA¾�«l±J¬_¶S·

Ah,ε
µJ¶[¨,¬]¯B®�¨A®�¨A½

ψh
º�Î�±J¬_ª�«�ªA¨5©)±�­]°�®�¨A±
¬]²�¯?¬	¬]²A±�­]±{®�«	¯w´s¯S­l½[®�¨'¶B·�·Ã­l±=±=©)¶[´ ®�¨

¬l²�±z©)±�Ç�¨A®�¬l®�¶S¨s¶B·
T
ºXÑzªA­WµP²A¶S®hµJ±_®h«�´w¶,«M¬]°�¹�½SªA®h©)±$©w¾,¹w¯{¸	®h«^²w·Ã¶[­W«l®�´w¿A°�®hµJ®�¬M¹SÆ,¶B¬l²�±�­P«.¯B­]±_µJ¶[¨�µJ±=®�³?¯S¾A°�±[ºp§L¨

¶S­P©)±=­�¬l¶�¯V³S¶[®�©'¯B¨qªA¨A¨�±=µJ±$«l«]¯B­]®�°�¹�µ�¶S´w¿A°�±JÀ�·Ã¶[­l´s¯S°�®h«^´qÆA¸y±m©)®h«M¬]®�¨�½SªA®h«^²b¬]²A±
¬M¸W¶SÄ�©A®�´w±�¨5«^®�¶S¨�¯S°Zµ�¯[«^±�·Ã­]¶S´
¬l²�±
¬l²A­]±�±�Ä�©)®�´w±�¨�«l®�¶S¨�¯S° ¶[¨A±Sº
,!-/.0-/. 132!4 ;6537(8:9<;~� 4>= :?;/7 = > @X@[>A: 4
§L¨b¬l²A±
¬M¸y¶BÄL©)®�´w±�¨�«l®�¶[¨�¯B°6µ�¯[«^±[Æx¬l²�¯B¬_®�«

n = 2
Æ)¸W±{©)±�Ç�¨A±
¬]²A±{´s¯B¿

T (·)
¾,¹

T (ψh) =

{

ϕh ∈ Xh : min
xa∈a

na,x(ψh) · (ϕh(xa) − ϕh(x)) ≥ ε,

·Ã¶S­_¯B°�°"±=©A½S±
a
¯S¨�©'¯S°�°"³[±�­l¬l±JÀ

x
¶B·�¬l²A±
´w±=«l²�«^ª�µP²'¬l²5¯?¬

x /∈ a

}

,
Â ' Å

¸	²A±=­l±
na,x(ψh)

®h«�©)±JÇ�¨�±=©�·Ã¶[­�¯S°�°y±=©)½[±
a
¯B¨�©�³S±�­l¬l±�À

x
¶B·_¬]²A±�´w±$«^²g«lª�µP²�¬]²�¯?¬

x /∈ a
¯[«{¬]²A±'¶[¨A°�¹

ªA¨A®�¬]¯S­l¹�±�°�±�´w±�¨,¬_¶B·
R
n «lª�µP²'¬l²�¯B¬

min
xa∈a

na,x(ψh) · (ψh(xa) − ψh(x)) = dist(ψh(a), ψh(x)) ≥ ε.
Â8"[Å

"



� 4 ���g> , -��	-���� � ����� �	� ��� �	
��
ψh

��

Ah,ε �

��� ��� � 
������������
T (ψh) � � � 
��	����� ��� � 
 Ah,ε

�
 � �!�"
 � ÎZ±�¬

ϕh
¾5±�¯�©A±J·Ã¶S­]´s¯?¬]®�¶[¨¼¬l²5¯?¬�©)¶x±=«m¨A¶B¬m¾ ±�°�¶S¨A½b¬]¶

Ah,ε
º�Ì�²A±�­]±w±JÀ)®�«^¬]«

T1
¯S¨�©

T2
±=°�±=´w±�¨,¬]«

¶B·
Th

«lª�µP²�¬l²�¯B¬
T1 ∩ T2 = ∅

¯B¨�©
dist(ϕh(T1), ϕh(T2)) < ε

º Ò�±�®�¨,¬l­]¶)©)ª�µJ±b¬]²A±¼©)±J·Ã¶[­l´s¯B¬l®�¶S¨
ψs¿�¯S­]¯S´�±�¬l­]®��=±=©�¾,¹

s ∈ [0, 1]
¯B¨5©b©A±JÇ�¨A±$©b¾,¹

ψs = (1 − s)ψh + sϕh.

Ò�±�¯B°h«l¶�©)±�¨�¶B¬l±�¾x¹
f
¬]²A±m·ÃªA¨5µ|¬l®�¶S¨¼¬l²�¯B¬z´s¯B¿�«z¯B¨x¹b­l±$¯B°

s ∈ [0, 1]
¶S¨,¬l¶�¬l²A±�©)®�«^¬]¯S¨�µJ±�¾5±�¬M¸W±=±�¨

ψs(T1)¯B¨5©
ψs(T2)

Æ
f(s) = dist(ψs(T1), ψs(T2)).Ì�²A±s´s¯B¿

f
®�«�µJ¶S¨,¬]®�¨xªA¶[ª�«�Æ

f(0) ≥ ε
¯S¨�©

f(1) < ε
º�Ì�²xª�«=ÆZ¬]²A±�­]±s±JÀ)®h«M¬P«m¯b­l±$¯B°

s ∈ [0, 1]
«lª�µP²�¬l²5¯?¬

0 < f(s) < ε
Â~°�±�¬wª5«w­l±=´w¯S­lÊ�¬]²�¯?¬

f(1)
µ�¶SªA°h©�¾5±q±��,ª�¯S°�¬l¶&��±=­l¶5Æ�²A±�¨5µJ±

s = 1
®h«w¨A¶B¬s¨A±$µJ±$«l«]¯B­]®�°�¹

«lªA®d¬P¯B¾A°�±$ÅJº � «u¬l²A±�´w®�¨A®�´s¯B°X©)®h«M¬P¯B¨�µ�±�¾ ±J¬M¸y±�±=¨
ψs(T1)

¯B¨5©
ψs(T2)

®h«u¨A¶S¬-�=±�­]¶�Æ ®d¬
®�«�­]±=¯[µP²A±=©"Æ ªA¿�¬]¶b¯
¿ ±�­]´�ª)¬P¯?¬l®�¶S¨�¶B·

T1
¯S¨�©

T2
Æ,·Ã¶S­y¯�µJ¶[ªA¿A°�±u¶S·Z¿5¶[®�¨,¬]«

(x, xa)
¶S·
T1 ×T2

¸	²A±=­l±
x
®h«W¯�³S±=­^¬]±JÀw¶B·"¬l²�±u´w±=«l²ZÆ

¯B¨5©
xa

¾ ±�°�¶S¨�½[«y¬l¶s¯S¨'±$©)½S±
a
¶S·

Th
ºXÒ�±{²�¯V³S±

na,x(ψh) · (ψs(xa) − ψs(x)) ≤ |ψs(xa) − ψs(x)|

= dist(ψs(T1), ψs(T2)) < ε.

Ò�±
©A±=©)ª�µ�±u·Ã­]¶S´ ¬]²A®h«W­]±�°h¯?¬]®�¶[¨�¬]²�¯?¬
ψs

©)¶x±=«y¨A¶S¬y¾ ±�°�¶S¨�½�¬]¶
T (ψh)

º � «
ψs

®�«	¯�µJ¶[¨,³[±JÀ�µJ¶[´�¾A®�¨�¯B¬l®�¶S¨�¶S·
ψh

¯B¨5©
ϕh

Æ)¬l²A±=¹'µ�¶SªA°h©�¨�¶B¬_¾ ¶B¬l²q¾ ±�°�¶S¨A½�¬]¶
T (ψh)

º

x

na,x

a

ε

�p®�½Sª�­l± î ÁWÐW¶[¨�«^¬l­P¯B®�¨[¬P«�¯S«]«^¶)µJ®h¯?¬]±=©�¸	®d¬]²q¯�³[±�­l¬l±JÀ

��®�½[ªA­]±=« î ­]±�¿A­]±=«l±�¨,¬]«p¬]²A±uµJ¶[¨�«^¬l­P¯B®�¨[¬P«�®�´w¿ ¶[«l±=©�¬l¶m¯
³[±�­l¬l±�À
x
¶B· ¬l²�±	´�±$«^²�Æ[¯S«]«lªA´w®�¨A½
¬]²A±	­]±=«^¬�¶B· ¬l²A±

«^¬l­]ª�µ|¬]ªA­l±�­]±�´s¯B®�¨�«WÇAÀ)±=©"º.Ñz¨�¬l²A±
°�±J·�¬^Ä�²�¯S¨�©'«l®h©)±SÆ)¶[¨A°�¹w¬]²A±{µJ¶[¨�«M¬]­]¯S®�¨,¬�¯S«]«^¶)µJ®h¯?¬]±=©s¸	®�¬l²'¬l²�±
«l®�¨A½S°�±z±$©)½S±
a
®�«W­]±�¿A­]±=«l±�¨,¬l±$©"Æ,¸�²�±�­]±=¯S«.¶S¨s¬]²A±�­l®�½S²,¬^Ä�²�¯S¨�©s«^®h©)±�¯B°�°�¬]²A±�µ�¶S¨�«^¬l­P¯B®�¨,¬]«X®�´w¿5¶,«^±$©�¾x¹�¬l²A±z°�¶?¸y±�­y«M¬]­lª5µ|¬lª�­l±

¯B­]±{©)®h«^¿A°h¯V¹S±$©"º
,!-/.0-#� 132!4 ; 2 < 4 4 8:9<;~� 4 = : ; 7 = > @X@[>A: 4
§L¨�¬]²A±�¬]²A­]±�±JÄL©)®�´w±�¨�«l®�¶[¨�¯B°Wµ�¯S«l±SÆ�¬]²A±b©A±JÇ�¨A®�¬l®�¶S¨g®�«�«^°�®�½S²,¬l°�¹�´�¶[­l±'µJ¶S´w¿A°�±JÀ"º&5_¶B¬�¶S¨A°�¹�©)¶1¸y±�²�¯V³[±s¬l¶
¯S«]«l¶xµ�®�¯B¬l±m¯�µ�¶S¨�«^¬l­P¯B®�¨,¬	¬l¶'±=¯SµP²�µ�¶SªA¿A°�±�³[±�­l¬l±�À�ÍV¬l­]®�¯S¨A½S°�±�¾Aª)¬{¯B°h«^¶w¬]¶�±=¯[µP²¼µJ¶Sª�¿A°�±�±=©)½[±VÍV±$©)½S±[º	Ì�²,ª5«�Æ ¸W±
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«l±J¬

T (ψh) =

{

ϕh ∈ Xh : min
xa∈a
xb∈b

na,b(ψh) · (ϕh(xa) − ϕh(xb)) ≥ ε,

·Ã¶[­_¯B°�°Z±=©A½S±=«
a
¯B¨�©

b
¶S·�¬]²A±{´w±=«l²

Th
«^ª5µP²�¬]²�¯?¬

a ∩ b = ∅
¯B¨5©

min
xT∈T

nT,x(ψh)·(ϕh(xT )−ϕh(x)) ≥ ε,
·Ã¶[­_¯B°�°6¬l­]®�¯S¨A½S°�±

T
¯S¨�©b¯B°�°"³S±�­l¬l±�À

x
¶B·p¬l²A±{´w±$«^²

Th
«^ª�µP²'¬l²5¯?¬

x /∈ T

}

,
Â / Å

¸	²A±=­l±
na,b(ψh)

¯B¨�©
nT,x(ψh)

¯B­]±z¬l²A±{ªA¨�®d¬P¯B­]¹�±�°�±�´w±�¨,¬P«	¶B·
R
n ©)±�Ç�¨A±$©'¾x¹

min
xa∈a
xb∈b

na,b · (ψh(xa) − ψh(xb)) = dist(ψh(a), ψh(b))

¯B¨5©
min
xT ∈T

nT,x · (ψh(xT ) − ψh(x)) = dist(ψh(T ), ψh(x)).

ÎZ±=´w´w¯ ' º ��­]±�´s¯B®�¨�«y¬l­]ªA±
®�¨'¬]²A®h«_µ�¯[«^±[º
����������� ' º � � §L¨1¬l²A±w´s¯S«^¬l±=­|ÍB«^°h¯V³S±�¯S¿A¿A­]¶[¯[µP²ZÆ5¶[¨A°�¹q¬l²A±�¬l­]®h¯B¨A½[°�±?ÍV³S±=­^¬]±JÀ�µJ¶[¨�«M¬]­]¯S®�¨,¬P«z¯S­l±�ª�«^ª5¯B°�°�¹¼µ�¶S¨)Ä
«l®�©)±=­l±$©�¸	®�¬l²b¬]²A±{±JÀAµJ°�ª�«l®�¶[¨'¶S·�¬]²A±{±=©)½[±VÍ?±=©)½[±u¬M¹x¿ ±mµJ¶S¨5«M¬]­]¯S®�¨,¬]«=º

� � �' p¦�� ����¦P �� ¥y¢m�b£'¦P �¦J¢m��

ÎZ±�¬�ª�«�¯S«]«^ªA´w±s¬]²�¯?¬�¬l²A±'¿A­l¶[¿5¶,«^±$©�¯B°�½S¶S­]®�¬l²A´ µJ¶S¨x³[±�­]½S±=«z¬]¶?¸y¯S­]©�¯B¨�±=°�±=´�±=¨,¬

ϕ
¶B·

Ah,ε
º1ÐW¶S¨,¬l­P¯B­]®�°�¹

¬l¶q¶[ªA­{²A¶S¿ ±=«=Æ
ϕ
®�«
¨�¶B¬=Æp®�¨�½S±=¨A±�­P¯B°ËÆ�¯q«l¶S°�ª)¬l®�¶S¨�¶B·W¬l²A±s´w®�¨A®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨�¿A­]¶S¾A°�±�´ ¶S·

J
¶?³S±�­

Ah,ε
º�Èxª�µP²

¯¼­]±=«lªA°�¬�®h«�¨A¶B¬w«^ªA­]¿A­]®�«l®�¨A½�º�Èx®�¨5µJ±
Ah,ε

®�«�¨A¶S¬�µJ¶[¨x³S±JÀ"Æ�¬l²�±�·ÃªA¨5µ|¬l®�¶S¨5¯B°
J
´w¯V¹�¿ ¶[«]«^±$«l«�«^±=³S±=­]¯S°.°�¶xµ=¯B°

´w®�¨�®�´s¯S«=Æx±�³[±�¨�®�·
J
®�«y«^¬l­]¶S¨A½[°�¹wµJ¶[¨,³[±JÀ"º�?W±$µ�¯Sª�«^±u¶B·"¬l²�±�«l±��,ªA±=¨[¬]®�¯S°�¨�¯B¬lªA­]±u¶S·�¶Sª�­W¯B°�½S¶[­l®�¬l²�´bÆ,¸y±zµJ¶[ªA°h©

¯?¬
´w¶[«^¬{±JÀ)¿5±$µ|¬
¬l²5¯?¬{¯'°�¶)µ�¯S°�´w®�¨A®�´�ªA´ ®h«�­l±$¯SµP²A±$©"º���±�¬�¬]²A®h«{©)¶x±=«�¨A¶B¬{¶)µ�µ�ªA­$ºm§L¨�©)±=±=©"Æ�¯�ÇAÀ)±=©1¿5¶[®�¨,¬
¶B·Z¶[ªA­W¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´ ©A¶,±$«�¨A¶S¬W¨A±$µJ±$«l«]¯B­]¹m·ÃªA°�Ç�°�°�¬]²A±u¶[¿)¬l®�´s¯B°�®d¬M¹sµ�¶S¨�©)®�¬l®�¶S¨5«�Á�Ì�²A±z¯[µ|¬l®�¶S¨6ÍV­]±=¯SµJ¬l®�¶S¨w¿A­]®�¨5µJ®�¿A°�±
®h«{¿�¯B­l¬l®h¯B°�°�¹¼³x®�¶[°�¯B¬l±=©Zº�Ì�²A®�«m­l±$«^ªA°�¬m¸y¶SªA°h©1²5¯V³S±w¾5±=±�¨�©)®h«l¯[«M¬]­l¶[ª�«
®�·MÆ�¯[«
¸W±s¸	®�°�°.¿A­l¶?³[±SÆ6¬]²A±�¶S¿A¬l®�´w¯S°�®�¬M¹
µJ¶[¨�©)®�¬l®�¶S¨�«	¯[«l«l¶)µJ®h¯?¬]±=©�¬l¶�¬l²A±�´�®�¨A®�´w®��$¯?¬l®�¶S¨q¿A­]¶S¾�°�±=´ ¶B·

J
¶?³[±�­

Ah,ε
¸y±�­]±
¨A¶B¬u¯S°�´w¶,«M¬�·ÃªA°�Ç�°�°�±$©'¾x¹�¬l²A±

ÇAÀ)±=©b¿ ¶S®�¨,¬]«�¶B·�¶Sª�­�¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´qº

�)��� �	��� ��
��
������� ����

* � � ����
�� �
���>� �	���<��� * ��� ��#
� * ��� ��' �	� ���	� *�� ' ��$�����
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ÎZ±�¬

ϕ
¾ ±.¯u«l¶S°�ª)¬l®�¶S¨{¶S·x¬l²A±W´�®�¨A®�´w®��$¯?¬l®�¶S¨{¿�­l¶[¾A°�±=´ ¶S·

J
¶?³[±�­

Ah,ε
º�§�·

V
®h«p¯u«^´s¯B°�°S±=¨A¶Sª�½S²{¨A±=®�½[²,¾ ¶S­]²A¶x¶)©

¶B·
ϕ
®�¨
Xh

Æ�¯S­l½[ªA®�¨�½�¯[«�®�¨b¬l²�±{¿A­l¶x¶S·�¶B·XÎZ±=´�´s¯ ' º��)Æ)®�¬_®h«	±=¯[«^¹w¬]¶�«^²A¶?¸ ¬l²�¯B¬

Ah,ε ∩ V =

{

ϕ ∈ Xh : min
xa∈a

dist(ϕ(xa), ϕ(x)) ≥ ε

·Ã¶S­_¯B°�°"±=©A½S±
a
¯S¨�©'¯S°�°Z³[±�­l¬l±�À

x
¶B·

Th
«lª�µP²�¬]²�¯?¬

x /∈ a

}

∩ V.

�A¶[­_¯B°�°"³S±=­^¬]±JÀ
x
¯S¨�©'¯S°�°�±=©)½[±

a
¶S·

Th
Æ)¬]²A±mµJ¶[¨�«^¬l­P¯B®�¨[¬

Fa,x(ψ) := ε− dist(ψ(a), ψ(x))
Â � Å

�



®h«.µJ¶[¨,¬l®�¨,ª�¶Sª�«l°�¹�©)®�� ±=­l±=¨[¬]®�¯S¾A°�±_¶S¨
V
º�»¼¶S­]±	¿A­l±$µJ®h«^±=°�¹[Æ[°�±J¬Wª�«.©)±=¨A¶B¬]±u¾x¹

a0
¯B¨�©

a1
¬]²A±_±=¨�©)¿ ¶S®�¨[¬P«.¶S·6¬l²A±

±=©A½S±
a
Æ�¾x¹

pa,x(ϕ)
¬]²A±�±=°�±=´�±=¨,¬u¶B·�¬l²�±�±=©A½S±

a
¬l²�¯B¬u®h«_´s¯B¿A¿ ±=©¼¾,¹

ϕ
¶S¨,¬l¶w¬]²A±�¿�­l¶SÉM±=µ|¬]®�¶[¨q¶B·

ϕ(x)
¶S¨

ϕ(a)
¯B¨�©b¾x¹

α0
a,x

¯B¨5©
α1
a,x

¬l²�±{²A¶S´w¶S½[±�¨A±=¶Sª�«y¾�¯S­l¹)µ�±�¨,¬l­]®�µ�µJ¶x¶[­]©)®�¨�¯B¬l±=«y¶S·
pa,x(ϕ)

¶S¨
a
ºXÒ�±{²5¯V³S±

pa,x(ϕ) ∈ a

pa,x(ϕ) = α0
a,xa0 + α1

a,xa1
Â � Å

dist(ϕ(a), ϕ(x)) = |ϕ(pa,x(ϕ)) − ϕ(x)|,

α0
a,x + α1

a,x = 1,

α0
a,x, α

1
a,x ≥ 0,

¯B¨5©
〈DFa,x(ϕ), ϕ̂〉 = −na,x(ϕ) ·

(

ϕ̂(x) − ϕ̂(pa,x(ϕ))
)

,¸	²A±=­l±
na,x(ϕ)

®h«	©)±JÇ�¨�±=©�¾x¹¼Â "SÅ|º.È)®�¨�µ�±
〈DFa,x(ϕ), ϕ〉 < 0

Æ,¬l²�±
µ�¶S¨�«^¬l­P¯B®�¨,¬]«y¯B­]±-�,ª�¯S°�®�Ç�±=©Zº�$u±�¨�µ�±SÆx¬]²A±
¶S¿A¬l®�´w¯S°�®�¬M¹�µ�¶S¨�©)®�¬l®�¶S¨5«	¯B­]±�½[®�³[±�¨'¾,¹�¬l²A±
·Ã¶[°�°�¶?¸	®�¨A½�¿�­l¶[¿5¶,«^®�¬l®�¶S¨Zº
� 4 ���g> � -/.0-�� �	�

ϕ : M → R
2 � � � � � ��� � � � 
 �"
������

�
��� � � � � ��� � 
 � � �
	 ��� ��


J
� � ���

Ah,ε
��� � � � � �

��� ���
J � � � � 
 �����	
�� � � � � � � ��� ��
 ��� ����� ��� � � � ��� 
 � � � ��� ��
 
 � 
�
 ��� ��� � � � ��� � � � λa,x ��� � ��� � a ��� ��
�� ��� � � ��� ���

�"

Th

� 
��
x � � ������� � � � � � �

� ��� � ��� ��� 
�� � � 
�� � � � � 
 � 
��	� � � 
 ϕ̂ ∈ Xh ��� � � �����














〈J ′(ϕ), ϕ̂〉 =
∑

x/∈a

hλa,xna,x ·
(

ϕ̂(x) − ϕ̂(pa,x)
)

,

λa,xFa,x(ϕ) = 0,
ϕ ∈ Ah,ε,

Â C Å

� � ����� pa,x � � � ��� 
 � � � �����
� na,x � � ����� ��
��

Fa,x
� � ��� � �

�����������+"Aº � � Ì�²A±{Î�¯S½S­P¯B¨A½[±_´�ªA°�¬l®�¿A°�®�±=­
λa,x

®h«y¬l²�±
µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬�·Ã¶S­PµJ±�¾x¹�ªA¨A®�¬	°�±=¨A½B¬]²'±�À)±�­l¬l±=©'¾x¹s¬l²�±�±$©)½S±
a
¶S¨,¬]¶m¬l²�±�¿ ¶S®�¨,¬

x
ÂÃ®�¨�¬]²A±�­l±�·Ã±�­]±�¨�µ�±zµJ¶[¨)Ç�½[ªA­]¯B¬l®�¶S¨5ÅJº 5u¶B¬]±u¬]²�¯?¬_¯?¬y´w¶[«^¬�«l®dÀ�±$©)½S±$«.´s¯V¹w¾ ±�®�¨'µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬

¸	®�¬l²�¯�½S®�³S±�¨b³S±=­^¬]±JÀ�¶S·p¬]²A±{´w±=«l²Zº
� -/.0-#� 132!4 ; 2 < 4 4 8:9<;~� 4 = : ; 7 = > @X@[>A: 4
§L¨�¶S­P©)±�­�¶B¬�¶S¾)¬P¯B®�¨m¬]²A±�¶S¿)¬]®�´s¯B°�®�¬M¹�µJ¶[¨�©)®�¬l®�¶S¨�«p·ÃªA°�Ç�°�°�±$©�¾x¹
¬l²�±�«l¶S°�ª)¬]®�¶[¨�«�¶B·pÂ8�[Åp®�¨�¬l²�±W¬]²A­]±�±JÄL©)®�´w±�¨�«l®�¶[¨�¯B°
µ�¯[«^±[ÆA¸y±�µ�¯S¨b¿�­l¶)µJ±=±=©b±JÀA¯[µ|¬l°�¹'¯[«	®�¨q¬l²A±{¬M¸y¶BÄL©)®�´w±�¨�«l®�¶[¨�¯B°Zµ=¯S«l±Sº $_¶?¸y±�³[±�­$Æx¬l²A±{·Ã¶[­l´�ªA°h¯?¬l®�¶S¨b®h«u«l°�®�½S²,¬l°�¹
´w¶S­]±�µ�¶S´w¿A°�®�µ=¯?¬]±=©"Æ�«^®�¨�µJ±�¬M¸y¶'Êx®�¨�©A«
¶S·�µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬]«�²�¯V³[±�¬]¶q¾5±�µ�¶S¨�«l®�©A±�­]±=©"Æ"¨A¶S¬{¶S¨A°�¹1µJ¶[¨,¬]¯SµJ¬]«�¾ ±J¬M¸y±�±�¨
¬M¸y¶�±$©)½S±$«	¾Aª)¬�¯B°h«^¶sµJ¶[¨,¬]¯SµJ¬]«�¾ ±J¬M¸y±�±=¨q¯w³[±�­l¬l±�À'¯B¨�©q¯�¬]­l®h¯B¨A½[°�±[º �A¶[­u¯B¨x¹�µ�¶SªA¿�°�±{¶S·�±$©)½S±$«

(a, b)
¶S·p¬]²A±

´w±=«l²
Th
ÆA¸y±
®�¨,¬]­l¶)©)ª�µ�±�¬l²A±mµ�¶S¨�«^¬l­P¯B®�¨,¬

Fa,b(ψ) := ε− dist(ψ(a), ψ(b)).
Â î �[Å

ÎZ®�ÊS±=¸	®�«l±SÆx·Ã¶[­_¯B°�°"³S±=­^¬]±JÀ
x
¯S¨�©'¯S°�°6¬]­l®h¯B¨�½S°�±

T
¶B·p¬l²A±{´w±$«^²

Th
ÆA¸W±{«l±J¬

FT,x(ψ) := ε− dist(ψ(T ), ψ(x)).
Â îSî Å

�A¶[­W¯S°�° µJ¶Sª�¿A°�±u¶B·"±=©)½[±=«
(a, b)

¶S·
Th
Æx¸y±u©)±=¨A¶B¬]±_¾x¹

Pa,b
¬]²A±z«l±J¬W¶B·ZµJ¶[ªA¿A°�±=«�¶S·"¿5¶[®�¨,¬]«W¾ ±�°�¶S¨A½[®�¨A½
¬]¶

a× b¬l²5¯?¬_´w®�¨�®�´w®#��±
¬l²�±m©)®�«^¬]¯S¨�µJ±
¾ ±J¬M¸y±�±=¨
ϕ(a)

¯S¨�©
ϕ(b)

ÆA¬]²�¯?¬	®h«

Pa,b := {(pa,b, pb,a) ∈ a× b
«^ª�µP²'¬l²5¯?¬

dist(ϕ(a), ϕ(b)) = |ϕ(pa,b) − ϕ(pb,a)|}.
Â î �SÅ

Ñz¾�«l±�­]³S±u¬l²�¯B¬
Pa,b

µJ¶[¨,¬]¯B®�¨�«�¯�ªA¨A®*�[ª�±�±=°�±=´w±�¨,¬=Æ)±�À)µ�±�¿)¬�¸	²A±=¨
ϕ(a)

¯B¨5©
ϕ(b)

¯B­]±
µJ¶S°�®�¨A±=¯S­=º���®�¨�¯S°�°�¹SÆx·Ã¶[­
¯B¨x¹�µ�¶SªA¿�°�±
¶B·�³S±=­^¬]±JÀ

x
¯S¨�©'¬l­]®�¯S¨A½S°�±

T
Æ)¸W±{©)±=¨A¶B¬]±{¾,¹

pT,x
¬l²A±{±=°�±=´�±=¨,¬_¶B·

T
«lª�µP²�¬]²�¯?¬

dist(ϕ(T ), ϕ(x)) = |ϕ(pT,x) − ϕ(x)|
¯S¨�©

pT,x ∈ T.
Â î �[Å

�



Ì�²A±
·ÃªA¨5µ|¬l®�¶S¨
FT,x

®�«	©)®��6±�­]±�¨,¬l®h¯B¾A°�±m¯B¨5©�·Ã¶[­_¯B°�°6¬l±=«^¬	·ÃªA¨�µJ¬l®�¶S¨
ϕ̂ ∈ Xh

ÆA¸W±
²�¯V³[±

〈DFT,x(ϕ), ϕ̂〉 = −nT,x(ϕ) · (ϕ̂(x) − ϕ̂(pT,x)).

Ñz¨s¬]²A±z¶S¬l²A±=­W²5¯B¨�©"Æ,¬]²A±u·Ãª�¨�µ|¬]®�¶[¨
Fa,b

®�«y¨A¶S¬y©)®�� ±=­l±=¨,¬l®h¯B¾A°�±SºN5_±=³S±=­^¬]²A±�°�±=«]«�Æ,®�¬�¯[©)´w®d¬P«W¯�«^ªA¾6©)®�� ±=­l±=¨,¬l®h¯B°
µJ¶[¨,¬]¯B®�¨A®�¨A½�¬l²A±{°�®�¨�±=¯B­�·Ã¶[­l´s«

L
·Ã¶S­	¸	²�®�µP²b¬l²�±�­]±�±�À)®�«^¬]«	¯S¨b±=°�±=´w±�¨,¬

(pa,b, pb,a) ∈ Pa,b
«lª�µP²b¬l²5¯?¬

L(ϕ̂) = −na,b · (ϕ̂(pb,a) − ϕ̂(pa,b)).

� ¿A­]¶S¿ ¶[«l®d¬]®�¶[¨'«l®�´w®�°�¯S­�¬l¶w¬]²A±{¶S¨A±
¶[¾)¬]¯S®�¨A±$©�®�¨b¬l²A±
¬M¸y¶BÄL©)®�´w±�¨�«l®�¶[¨�¯B°6µ�¯[«^±{µ=¯B¨b¾5±m«^¬]¯B¬l±=©Zº
� 4 ���g> � -�� - � � � � ��� ��� � �

J � � � � 
 ��� ��
 � � � � � � � � �	�
ϕ : M → R

3 � � ��� � ��� � � � 
 �"
 ��� � � � 
 � � �
	 ��� � � 
� � � � � ��� ����� ��� � �	

�
��� ��� ����� � � � � � � 
 ��� � � � ��� ��
 
 � 
 
 ��� � � � ��� ��� ��� � λa,b � 
�� λT,x ��� � ����� a � 
�� b ��� ��


��� � ����� ��
 � ��� � � �"

Th � T � � � � � � � 
 � � ��� � ��
 � x � � � ����� � � � � � �

� ����� ��� ��� 
�� � ��
 � � � � � 
 � 
��	� � � 
 ϕ̂ ∈ Xh �
� � � �����


























〈J ′(ϕ), ϕ̂〉 =
∑

a,b
a∩b=∅

h2λa,bna,b ·
(

ϕ̂(pb,a) − ϕ̂(pa,b)
)

+
∑

T,x
x/∈T

h2λT,xnT,x ·
(

ϕ̂(x) − ϕ̂(pT,x)
)

,

λT,xFT,x(ϕ) = 0,
λa,bFa,b(ϕ) = 0,
ϕ ∈ Ah,ε.

Â î(' Å

� � ����� (pa,b, pb,a) ∈ Pa,b �
� 
��

(pT,x) � � � � � 
 � � � � ��� ��� �

�)��� �	��� ��
��
������� ����

* � � ����
�� �
���>� �	���<��� *	� ��� # � �
� � * �&��� 
��

§L¨ ¬l²A®h«�«l±=µJ¬l®�¶S¨ZÆy¸W±�©)±=­l®�³S±b¬]²A±�¶S¿)¬]®�´s¯S°�®�¬M¹gµJ¶[¨�©)®�¬l®�¶S¨�«�·Ãª�°dÇ�°�°�±=©�¾x¹g¯�ÇAÀ)±=© ¿ ¶S®�¨[¬�¶S·�¶[ªA­�¯B°�½S¶[­l®�¬l²�´bº
$_¶?¸y±�³[±�­$Æ[®�·�¬]²A¶[«l±
µJ¶S¨5©)®d¬]®�¶[¨�«�©)®�� ±=­W·Ã­]¶S´ ¬]²A±
¶S¨A±
¯S«]«l¶xµ�®�¯B¬l±$©s¸	®d¬]²�¬]²A±{«^¶[°�ªA¬l®�¶S¨�«y¶B·�¬l²A±{©)®h«lµ�­l±�¬l±�´w®�¨A®�Ä
´w®��$¯?¬]®�¶[¨�¿A­]¶S¾A°�±�´ Â �,Å�¶[¾)¬]¯S®�¨�±=©�®�¨�¬]²A±�¿A­l±=³x®�¶[ª�«.«l±=µJ¬l®�¶S¨ZÆ,¬l²�±�¹s­]±�´s¯B®�¨�µJ°�¶[«l±Sº G�³[±�­]¹�Ç�Àx±$©�¿ ¶S®�¨,¬W¶B·�¬l²A±
¯B°�½S¶[­l®�¬l²�´ «l¯B¬l®h«MÇ�±$«z¬l²A±s¶[¿)¬l®�´s¯B°�®d¬M¹1µ�¶S¨�©A®d¬]®�¶[¨�«
¯S«]«^¶)µJ®h¯?¬]±�¸	®�¬l²�¬]²A±s©)®�«]µJ­]±J¬]®��=±=©�¶S¿)¬]®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨�¿A­l¶[¾A°�±�´
ªA¿'¬l¶�¯�«^´s¯S°�°"±=­l­]¶S­$Æ[¸	²�®�µP²�«]µ�¯B°�±=«y°�®�Ê[±u¬]²A±m«l®��=±

h
¶S·�¬]²A±{´w±=«l²ZºN�A¶S­�¬]²A±{«l¯SÊS±�¶B·�«^®�´w¿A°�®hµJ®�¬M¹SÆ�¸W±{µJ¶[¨)Ç�¨A±

¬l¶�¬]²A±
¬M¸W¶SÄ�©A®�´w±�¨5«^®�¶S¨�¯S°"µ�¯S«l±SºXÌ�²A±
¬]²A­]±�±JÄL©)®�´w±�¨�«l®�¶[¨�¯B°"µ=¯S«l±�´s¯V¹�¾ ±m¯S©�©)­l±$«l«l±=©�®�¨�¯w«l®�´w®�°�¯S­	¸y¯V¹[º
� 4 ���g> �	- , - � �	�

ϕ � ����� ��� � � � � 
�� �"
 ��� �
��� � � � � ����� � � � ���	
�� ��� � 
 �����	� � � 
 � ��� � � � � � � � ��� � � � 
 ��
� �
	 � � � � 
 ��

J

� �����
Ah,ε � � � ��� � ��� �
��
 � � �!� � � ��� �!� � ��� T (ψ)

������� � � 
 ��� � � ��� ��� � ����� � ����� �	
�� � � � �

T (ψ) =

{

ϕh ∈ Xh : F 0
a,x(ϕh) ≤ 0

�	� � 1
a,x(ϕh) ≤ 0,


�� � � 
�� ����� � ���
x
� 
�����
�� � � � �

a
��


Th

}

,

� � ����� F 0
a,x

��
 �
F 1
a,x

� ����� � � 
 � � � �

F 0
a,x(ϕh) = ε− na,x(ψ) · (ϕh(a0) − ϕh(x)),

F 1
a,x(ϕh) = ε− na,x(ψ) · (ϕh(a1) − ϕh(x)).

��
 �
a0

��
 �
a1

� ��� ��� � ��
 ��� � � 
�� � �"
 ��� � � � � �
a
��� � �	


�
��� ����� ��� � � � � � 
 � � � � � λia,x � � � ����� i = 0, 1 � a

� � ��
 ��� ��� � �"
 ��� � �������
Th

��
 �
x
��
 � �"
 � � � ����� � � � � � � ��
 
 � 
 
 ��� ��� � ��� ��� ��� � � � ��� � ��� � � 
�� � � 
���� � � �


 � 
��	� � � 
 ϕ̂ ∈ Xh �






















〈J ′(ϕ), ϕ̂〉 =
∑

x/∈a

hna,x ·
(

(λ0
a,x + λ1

a,x)ϕ̂(x) − λ0
a,xϕ̂(a0) − λ1

a,xϕ̂(a1)
)

,

λ0
a,xF

0
a,x(ϕ) = 0,

λ1
a,xF

1
a,x(ϕ) = 0,

ϕ ∈ Ah,ε.

Â î "SÅ
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�����������+"Aº " � Ì�²A±{©)±�¿ ±�¨�©A±�¨�µ�±{¶B·�¬]²A±�·ÃªA¨�µJ¬l®�¶S¨�«
F 0
a,x

¯B¨�©
F 1
a,x

¸	®d¬]²'­]±=«l¿5±$µ|¬�¬l¶
ψ
®�¨�¬]²A±{©)±JÇ�¨�®d¬]®�¶[¨'¶S·

T (ψ)
®�«	®�´w¿A°�®�µ�®d¬u¯S¨�©q©)¶x±=«�¨A¶S¬	¯S¿A¿ ±=¯B­	®�¨b¬l²A±{¨�¶B¬]¯B¬l®�¶S¨�«yª�«l±=©Zº

 � �!�"
 � Ì�²A±{¶[¿)¬l®�´s¯B°�®d¬M¹�µ�¶S¨�©A®d¬]®�¶[¨�«	¯S«]«^¶)µ�®�¯B¬l±=©�¸	®d¬]²b¬l²A±{´w®�¨A®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨q¿A­]¶S¾A°�±�´
J(ϕn+1) = min

ψ∈T (ϕn)
J(ψ)

«]¯?¬l®h«^Ç�±=©'¾x¹
ϕn+1 ∈ T (ϕn)

¯S­l±

〈J ′(ϕn+1), ϕ̂〉 −
∑

x/∈a

hna,x(ϕn) ·
(

(λ0
a,x + λ1

a,x)ϕ̂(x) − λ0
a,xϕ̂(a0) − λ1

a,xϕ̂(a1)
)

= 0,

·Ã¶S­_¯S¨x¹s¬l±$«M¬	·ÃªA¨5µ|¬l®�¶S¨
ϕ̂ ∈ Xh

Æ
λ0
a,xF

0
a,x(ϕn+1) = 0, λ1

a,xF
1
a,x(ϕn+1) = 0,

¯B¨5©
ϕn+1 ∈ T (ϕn)

¸	®�¬l²
λia,x

Â
i = 0, 1

Åp¿ ¶[«l®d¬]®�³[±	­l±$¯B°h«�º�Ì�²A±�¨5µJ±SÆ[®d·
ϕ
®�«W¯�ÇAÀ)±=©�¿ ¶S®�¨[¬W¶B·"¶SªA­W¯B°�½S¶S­]®�¬l²A´qÆ

¸y±�²5¯V³S±
〈J ′(ϕ), ϕ̂〉 −

∑

x/∈a

hna,x(ϕ) ·
(

(λ1
a,x + λ0

a,x)ϕ̂(x) − λ0
a,xϕ̂(a0) − λ1ϕ̂(a1)

)

= 0,

λ0
a,xF

0
a,x(ϕ) = 0, λ1

a,xF
1
a,x(ϕ) = 0,¯B¨5©

ϕ ∈ Ah
º

� 4 ���g> �	-�� -�� ��������� ��� � � � � 
�� ��
 ��� � ��� � � � � ��� � �"
 ��� ��� � �	� � � 
 � � � ��� � ����� � ��� � � � �	�����	� � � � 
 � � �
	 ��� � � 
� � � � � ��� �����
� � � ��������� � �����

T (·) � ��� � � 
 � � � � � � � ����� � � � � � ��� � � ��� � ����� � ��� � � 
�� � � � � 
�� ����� � � � � ��

��� � � � �"
 � ��� ���

h
�	� � ����� ��� � � ���	� � � ��� ��������� � � � � � 
 ��� � � � λa,x �"
 
 � 
 
 ��� � � � ��� ��� ����� � � � ����� a ��� ��
�� ��� �

� ��� � � ��

Th �

� 
��
x � � � ����� � � � ��� � ��� � ��� � �







‖R(ϕh, λ)‖H−1(M ;R2) ≤
√

C(ϕh)‖λ‖hh
λa,xFa,x(ϕ) = 0,
ϕh ∈ Ah,ε,

� � ����� R(ϕh, λ) � ����� ��� � � � ��� � � ����� � � � � � � � � � ��� ��� � 
 � � �
	 ��� � � 
�� � � � � ��� �����

R(ϕh, λ) = 〈J ′(ϕ), ϕ̂〉 −
∑

x/∈a

hλa,xna,x ·
(

ϕ̂(x) − ϕ̂(pa,x)
)

,

‖.‖h � ����� � 
 � � � ��� � � � � ��� ��� � � ��� ��� � � � � � ��
 � � � � ��� � ��� � ��� � λ �

‖λ‖h =

(

∑

x/∈a

|λa,x|
2h

)1/2

,

��
 �
C(ϕh) � � ��� ��� � 
�� � ��
 � � ��� 
 � � � �

C(ϕh) := max
a

{

Ca(ϕh) := Card
(

{x ∈ Th
� ��� � ��� ���

Fa,x6=0}
)

}

.

�����������&")º � � Ò�±�­l±$µ�¯S°�°�¬l²�¯B¬u¬l²�±�Î�¯S½S­P¯B¨A½[±{´�ªA°�¬l®�¿A°�®�±=­]«
λa,x

­]±�¿A­]±=«l±�¨,¬_¬]²A±�°�®�¨A±=¯S­_·Ã¶S­PµJ±�±JÀ)±�­l¬l±$©q¾x¹q¯
¿�¯S­^¬�¶S· ¬]²A±z«l¶S°�®h©�¶[¨�¯B¨A¶S¬l²A±=­=º�Ì�²A±u«lªA´ ¸	²A®hµP²�©)±JÇ�¨�±=«�¬]²A±u¨A¶[­l´

‖λ‖h
µJ¶S¨,¬P¯B®�¨�«

Ch2 ±�°�±�´w±�¨,¬P«.«l¶
¬l²�¯B¬=Æ¯?¬y¬l²�±zÇ5­]«^¬y½[°�¯S¨�µJ±[ÆS¬]²A®h«	«^ªA´ ´s¯V¹w¨A¶S¬�­]±�´s¯S®�¨�¾ ¶Sª�¨�©)±=©b¯S«.¬l²�±
©A®�«]µJ­]±J¬]®��$¯?¬l®�¶S¨�½S±J¬P«WÇ�¨A±�­$ºN�A¶[­^¬]ªA¨�¯?¬]±�°�¹SÆ
¬l²�±�¨xªA´�¾ ±�­�¶B·�±=©)½[±=«{®�¨�µJ¶[¨[¬P¯SµJ¬m¸	®d¬]²�¶S¨A±s³[±�­l¬l±�À�®h«{¾5¶[ªA¨�©)±$©�®�¨�©)±�¿ ±�¨5©)±�¨,¬l°�¹�¶B·

h
ºqÌ�²xª�«=Æ�¬]²A±�«lªA´

¸	²A®hµP²�©A±JÇ�¨A±$©
‖λ‖h

¶S¨A°�¹�µ�¶S¨,¬]¯S®�¨�«�¯�¨xªA´�¾ ±�­X¶S·5¨A¶[¨ ��±=­l¶�±�°�±�´w±=¨[¬P«�¶B· ¶S­P©)±�­X¯?¬X´w¶[«^¬
h−1 º�Ì�²A®h« ÉMª�«M¬]®dÇ5±=«¬l²�±{¨A¶S­]´s¯B°�®�«]¯?¬]®�¶[¨�¾x¹

h
Â~¯S¨�©b¨A¶B¬

h2 Åyª5«^±$©�®�¨b¬l²A±m©)±�Ç�¨A®�¬l®�¶S¨q¶B·p¬l²A±{¨�¶S­]´
‖.‖h

º

î �



����������� "Aº � � � «]«lªA´w±z¬]²�¯?¬	¬]²A±m«l±��,ªA±�¨5µJ±
ϕh

µJ¶[¨,³[±�­]½S±$«X¬l¶?¸�¯B­P©�¯�­]±�½[ªA°�¯S­	©)±J·Ã¶[­l´s¯?¬]®�¶[¨
ϕ
Â~¯[«

h
¯B¨�©

ε½S¶x±$«X¬l¶B��±=­l¶xÅX¯B¨�©�¬]²�¯?¬�¯mªA¨�®d·Ã¶[­l´ ´w±=«l²�®h«�ª�«l±=©"Æ,¬]²A±�¨s¬]²A±u¨xªA´�¾5±=­W¶S·Z³S±=­^¬]®�µ�±=«
Ca(ϕh)

®�¨�µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬.¸	®�¬l²
¶S¨�±�±$©)½S±

a
®�«�¶S·p¬]²A±{¶S­P©)±�­

Ca(ϕh) '
∑

x∈ϕ−1(ϕ(y))
x6=y

|ϕ̇(y)|/|ϕ̇(x)|,

¸	²A±=­l±
y
®h«_¯B¨b±�°�±�´w±=¨[¬_¶S·�¬]²A±{±=©)½[±

a
ºX§L¨�«lª�µP²b¯w«l®d¬]ª�¯?¬]®�¶[¨ZÆ

C(ϕh)
­]±�´s¯B®�¨�«�¾ ¶SªA¨5©)±=©"º

 � �!�"
 � Ì�²A±q©)±J·Ã¶[­l´s¯B¬l®�¶S¨
ϕh

³S±=­l®�Ç�±=«�¬l²�±'¶[¿)¬l®�´s¯B°�®d¬M¹�µJ¶[¨�©)®�¬l®�¶S¨�«�½[®�³[±�¨�¾x¹< �­]¶S¿ ¶[«l®d¬]®�¶[¨@")º ' º�Ò�±b«l±J¬
λa,x = λ0

a,x + λ1
a,x

Æ)¬]²A±�¨

〈R(ϕh, λ), ϕ̂〉 =
∑

x/∈a

hna,x ·
(

(α0
a,xλa,x − λ0

a,x)ϕ̂(a0) + (α1
a,xλa,x − λ1

a,x)ϕ̂(a1)
)

=
∑

x/∈a

hna,x · (ϕ̂(a0) − ϕ̂(a1))(α
0
a,xλ

1
a,x − α1

a,xλ
0
a,x)

≤
∑

a

(

∑

x/∈a

h|α0
a,xλ

1
a,x − α1

a,xλ
0
a,x|

2

)1/2









∑

x/∈a
λa,x 6=0

h(ϕ̂(a0) − ϕ̂(a1))
2









1/2

≤
∑

a

(

∑

x/∈a

h|λa,x|
2

)1/2
(

Ca(ϕh)h(ϕ̂(a0) − ϕ̂(a1))
2

)1/2

≤ ‖λ‖h
√

C(ϕh)

(

∑

a

∣

∣

∣

∣

ϕ̂(a0) − ϕ̂(a1)

h

∣

∣

∣

∣

2

h

)1/2

h.

»�¶[­l±=¶?³S±�­$Æx«^®�¨�µJ±
ϕh

®h«_¯�ÇAÀ)±=©'¿5¶[®�¨,¬$ÆA¸W±
²�¯V³[±

Fa,x(ϕh) = min(F 0
a,x(ϕh), F

1
a,x(ϕh)).

Â î�/ Å
§�·
λa,x 6= 0

Æ)¸y±�±=®d¬]²A±�­�²�¯V³[±
λ0
a,x 6= 0

¶S­
λ1
a,x 6= 0

º�Ì�²�±�¨ZÆx·Ã­]¶S´ ¬]²A±
¶S¿)¬]®�´s¯S°�®�¬M¹�µJ¶[¨�©)®�¬l®�¶S¨�«�«]¯?¬]®�«^Ç�±=©'¾x¹
ϕh

Æ[¸W±�®�¨)·Ã±�­�¬]²�¯?¬�±=®d¬]²A±�­
F 0
a,x(ϕ)

¶S­
F 1
a,x(ϕ)

®�«�±��[ª5¯B°x¬l¶K�=±�­]¶�º���­l¶[´ Â î�/ ÅJÆB®d¬X·Ã¶[°�°�¶?¸_«�¬l²5¯?¬
Fa,x(ϕh) = 0

Æ
¯B¨5©�¬]²�¯?¬	·Ã¶[­_¯B¨x¹�µJ¶[ªA¿A°�±
³S±�­l¬l±�À5ÍV±=©A½S±

(x, a)
ÆA¸y±�²5¯V³S±

Fa,x(ϕh)λa,x = 0.

����������� "Aº C � Ì�²A±s±�­]­]¶S­{´s¯S©)±s¶[¨�¬l²A±�­l±$«^®h©)ª�¯S°�©)ªA±s¬]¶�¬l²A±'µJ¶S¨,¬P¯Sµ|¬m¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´�®h«{¶B·�¬]²A±�«]¯B´w±s¶S­P©)±�­
¯S«_¬l²A±�±�­]­l¶[­u©)ªA±�¬l¶s¬]²A±

P1
Ç�¨A®�¬l±�±=°�±=´w±�¨,¬�©)®h«]µJ­]±J¬l®#�=¯B¬l®�¶S¨Zº_Ì�²�¶SªA½[²¼®d¬�®�«u¿5¶,«l«l®�¾A°�±�¬l¶�ª5«^±�¯B¨¼¯B°�¬l±=­l¨5¯?¬l±

©)±�Ç�¨A®�¬l®�¶S¨g¶S·	¬l²A±D0^¨A±�®�½S²x¾ ¶S­]²A¶x¶x©21
T (·)

«^¶1¬l²�¯B¬w¯S¨,¹�ÇAÀ)±=©�¿5¶[®�¨,¬w¶B·_¶Sª�­�¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´ ±�ÀA¯Sµ|¬]°�¹�´s¯?¬PµP²A±=©
¬l²�±z¶[¿)¬l®�´s¯B°�®d¬M¹sµJ¶[¨�©)®�¬l®�¶S¨�«y¯S«]«l¶xµ�®�¯B¬l±$©�¬l¶�¬l²A±�©)®�«]µJ­]±J¬]±u´w®�¨A®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨�¿�­l¶[¾A°�±=´ ¶B·

J
¶S¨

Ah,ε
Æx®d¬�¸	®�°�° ¨A¶B¬

®�¨�µJ­]±=¯[«^±z¬l²A±{¿�­l±$µJ®h«^®�¶S¨b¶B·p¬l²A±{½[°�¶[¾�¯B°Z«]µP²A±�´w±[º

� � ��� £ �w��� � ¦J¥ ¥�� 
 �
Ò�±�µ�¯S¨�±�Àx¬l±�¨5©�¶[ªA­�¯S¨�¯B°�¹)«^®h«�¬l¶q¬]²A±�«^¬lª�©)¹�¶B·_©)¹x¨�¯S´�®hµs«l¹x«^¬l±=´s«
¸	®d¬]²�·Ã­l®hµ|¬]®�¶[¨A°�±$«l«�µJ¶S¨,¬P¯Sµ|¬P«{¯B¨�©�«l¶B·�¬
®�´�¿5¯Sµ|¬P«�º�ÑzªA­�´w±J¬]²A¶)©�µ�¯S¨�¾5±q¯B¿�¿A°�®�±=©�¬]¶1´w¶[«^¬m¬]®�´w±JÄL©)®h«lµ�­l±�¬l®#�=¯B¬l®�¶S¨�«]µP²A±�´w±=«�®�¨g¶S­P©)±�­{¬]¶¼¬P¯BÊS±�®�¨,¬l¶
¯Sµ=µJ¶[ªA¨,¬y¬]²A±�µ�¶S¨,¬]¯[µ|¬_µJ¶[¨�«M¬]­]¯S®�¨,¬$º.ÎZ±�¬_ª�«	½S®�³S±m¯s«l®�´�¿�°�±{±�À)¯S´w¿A°�±[º�§L¨q¬l²�±m©)¹x¨�¯B´w®hµ{µ�¯S«l±SÆA¬l²A±{±=³S¶S°�ª)¬]®�¶[¨
¶B·u¯�·~¯B´w®�°�¹�¶B·u©)±�·Ã¶S­]´s¯B¾A°�±�¾ ¶x©A®�±$«�µ=¯B¨�¾ ±'¯B¿�¿A­l¶VÀ)®�´s¯?¬l±$©�¾,¹�¯¼«l±��,ªA±=¨�µJ±'¶B·	´w®�¨�®�´w®#�=¯?¬]®�¶[¨�¿A­]¶S¾A°�±�´s«

îSî



©)±�Ç�¨A±=© ¶[¨g¬]²A±¼«^±�¬�¶B·
¯S©)´w®h«l«l®�¾�°�±�©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨�«=º »�¶S­]±b¿A­l±$µJ®h«^±=°�¹[ÆW¶[¨�µJ±b¬]²A±q¿A­l¶[¾A°�±�´ ®h«�©)®h«lµ�­l±�¬l®#��±$©
®�¨�¬]®�´w±s¯B¨5©�«l¿�¯Sµ�±SÆZ¸y±w²�¯V³S±�¬l¶�µ�¶S´w¿Aª)¬]±�¯?¬{±=¯[µP²¼¬l®�´w±

t = i(∆t)
¬l²A±�«l¶S°�ª)¬]®�¶[¨1¶B·y¬l²�±�´w®�¨A®�´�®#�=¯B¬l®�¶S¨

¿A­]¶S¾A°�±�´
min

ϕi+1∈Ah,ε

1

2

∫

M

m (vi+1 − vi)
2
dx+ J(ϕi+1),

¸	²A±=­l±
vi+1 = (ϕi+1 − ϕi)/∆t

Æ5¯S¨�©
m

®h«�¬l²�±�®�¨A±�­l¬l®h¯B°Z´s¯[«l«	¿ ±�­z³S¶[°�ªA´w±{ªA¨�®d¬$º.G.¯SµP²q¶B·�¬]²A®�«u¿A­]¶S¾A°�±�´s«
µ�¯S¨�¾5±�«^¶[°�³[±=©bª�«l®�¨A½�¶SªA­u¯S°�½[¶S­]®d¬]²A´qº95z¯?¬]ªA­]¯S°�°�¹SÆ�¶S²,¬l±=­	¬l®�´w±�©)®h«M¬]­l±�¬l®#�=¯B¬l®�¶S¨�«lµP²�±�´w±=«zµ�¯B¨q¾ ±�ª�«l±=©�Â~°�®�ÊS±
5_±=¸	´s¯B­]Ês·Ã¶S­	®�¨�«^¬]¯B¨5µJ±$ÅJº

� � �w¤
� ��¡�¥y¦���� ��	 � � �����

§L¨�¬l²A®h«{«^±$µ|¬]®�¶[¨ZÆ"¸W±�¿A­]±=«l±�¨,¬{¯B¨�¯B¿A¿A°�®hµ�¯?¬]®�¶[¨1¶S·.¶SªA­
´w±J¬]²A¶)©1®�¨�¬l²A±�¬M¸y¶b©)®�´w±�¨�«l®�¶S¨�¯S°�«^¬]¯B¬l®hµwµ�¯S«l±Sº�Ò�±
µJ¶[¨�«l®�©)±=­y¯�«^¹)«^¬l±=´ ´w¯[©)±u¶S·�±�°h¯S«^¬l®hµ_´w±=´�¾A­P¯B¨A±$«

Mi
Æ)©)®�� ±=¶S´w¶S­]¿A²A®hµ	¬]¶�¬]²A±z®�¨,¬l±=­l³?¯B°

[0, 1]
¬]²�¯?¬	µJ¶[¨[¬P¯B®�¨�«

¯�½[¯[«�ºXÌ�²A±{«^¬l¶S­]±=©'±�°h¯S«^¬l®hµ�±�¨A±=­l½[¹�¶B·�¯�´�±=´�¾A­P¯B¨�±
Mi

®�«	©)±�Ç�¨A±$©'¾x¹

Wi(F ) = µi

{

(|F |2 − 1)2
®d·
|F | ≥ 1

0
®d·
|F | < 1.

,

¸	²A±=­l±
µi > 0

®�«	¯S¨�±=°�¯[«M¬]®�µ�®d¬M¹sµJ¶x±(�sµ�®�±=¨,¬=º�Ì�²A±�®�¨,¬]±�­]¨�¯B°6±�¨�±�­]½S¹w¶B·p¯�©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨
ψi

¶S·Z¬l²�±�´w±=´�¾A­P¯B¨A±
Mi

®h«
Ei(ψi) =

∫

Mi

Wi(ψ̇i)dx.

»�¶[­l±=¶?³S±�­$ÆS¸y±
¯S«]«^ªA´w±u¬l²�¯B¬�±$¯SµP²�´w±=´�¾A­P¯B¨A±�®h«.Ç�Àx±$©�¶[¨'¯�¿A°�¯S¨A±
«^ªA¿�¿5¶[­^¬_¯B¨5©s¬l²5¯?¬y¬l²A±{«l¿�¯Sµ�±u¾ ±J¬M¸y±�±�¨
¬l²�±�´w±�´�¾�­]¯S¨A±=«m¯S¨�©�¬l²�±�«^ª�¿A¿5¶[­^¬P«m®h«{Ç�°�°�±=©�¸	®�¬l²�¯�¿ ±�­l·Ã±=µJ¬�½[¯[«�Æ�¸	²A®hµP²�±JÀ)±�­l¬]«{¶[¨�±=¯[µP²�´w±=´�¾A­P¯B¨A±�¯
ªA¨A®�·Ã¶S­]´ ¿A­]±=«]«lªA­l±b®�¨,³[±�­P«^±=°�¹�¿�­l¶[¿5¶[­^¬]®�¶[¨�¯B°W¬l¶�¬]²A±�¯B­]±=¯

Vi
®�¬�®h«w¶xµ=µJªA¿x¹x®�¨A½�º�Ì�²xª�«�ÆW¬l²�±q¬l¶B¬P¯B°	±=¨A±�­]½S¹

¯S«]«l¶xµ�®�¯B¬l±$©s¬l¶w¬]²A±m©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨�«
(ψi) = ψ

¶S·�¬]²A±{´w±�´�¾�­]¯S¨A±=«�®h«

I(ψ) =
∑

i

∫

Mi

Wi(ψ̇i)dx− Ci ln(Vi),

¸	²A±=­l±
Ci

¯S­l±�¿ ¶[«l®�¬l®�³S±qµJ¶S¨5«M¬P¯B¨,¬]«�©)±�¿ ±�¨�©A®�¨A½�¶S¨�¬l²A±=�,ª�¯B¨,¬l®�¬M¹�¶B·_½,¯S«�µJ¶[¨[¬P¯B®�¨A±=©�®�¨�±$¯SµP²�´w±=´�¾A­P¯B¨A±
Mi

º � ¨x¹�±��,ªA®�°�®�¾A­l®�ªA´�¿ ¶[«l®d¬]®�¶[¨�¶S·_¬l²�±b´w±=´�¾A­P¯B¨A±$«�®�«w¯�µJ­]®d¬]®�µ=¯B°�¿5¶[®�¨,¬P«w¶B·_¬]²A±q±�¨A±=­l½[¹�¶?³S±�­�¬l²A±�«l±J¬
¶B·�¯S©)´w®h«l«l®�¾A°�±s©)±�·Ã¶S­]´s¯?¬l®�¶S¨5«�º � «�¬]²A±w·ÃªA¨�µJ¬l®�¶S¨�«

Wi
¯S­l±sµJ¶[¨x³S±JÀ"Æ6¬]²A±�­]±w±JÀ)®�«^¬]«{¯�µ�¶S¨)Ç5½SªA­P¯?¬]®�¶[¨

ϕ
¬]²�¯?¬

´w®�¨�®�´w®#��±=«	¬l²A±{±=¨A±�­]½S¹s¶?³[±�­y¬l²A±m«l±J¬	¶S·�¯[©)´w®�«]«^®�¾A°�±{©)±J·Ã¶[­l´s¯?¬]®�¶[¨�«=Æ

I(ϕ) = inf
ψ∈A(M)

I(ψ).

Ò�±m«^¶[°�³[±u¬]²A±m©)®h«lµ�­l±�¬l®#��±=©'³S±=­]«l®�¶S¨�¶S·p¬]²A®h«	¿A­]¶S¾A°�±�´

I(ϕh) = inf
ψh∈Ah,ε(M)

I(ψh),
Â î	� Å

ª�«l®�¨�½�¶[ªA­	´w±J¬]²A¶)©"º�ÎZ±�¬_ª�«	­]±=µ�¯S°�° ¬]²A±m«M¬]±�¿�«�¶S·�¶[ªA­_¯B°�½S¶[­l®�¬l²�´
î º	§L¨A®d¬]®�¯S°�®#�=¯B¬l®�¶S¨b¶B·

ϕ0
¾x¹b¯B¨q¯S©)´w®h«l«l®�¾�°�±{©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨Zº

�AºF�A¶S­	¯S°�°
n ≥ 0

ÆA¸W±{©)±=¨A¶B¬]±
¾,¹
ϕn+1 ∈ T (ϕn)

¬]²A±m«^¶[°�ªA¬l®�¶S¨b¶B·�¬l²A±{´w®�¨A®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨b¿A­l¶[¾A°�±�´

I(ϕn+1) := inf
ψ∈T (ϕn)

I(ψ),
Â î�� Å

î �



��®�½[ªA­]±M�)Á47z®��6±�­]±�¨,¬�«^¬l±=¿�«m¶S·W¬]²A±�´w®�¨A®�´w®#�=¯B¬l®�¶S¨�¶B·�¬]²A±�±�¨�±�­]½S¹¼¶S·	¯�«l¹)«M¬]±�´ ´w¯[©)±�¶S·y®�¨)Ï5¯B¬l±=©�±=°�¯[«M¬]®�µ
¾�¯S°�°�¶x¶S¨�«=º

¸	²A±=­l±
T (·)

´w¯S¿�«�¯S¨x¹ ¯[©)´w®�«]«^®�¾A°�±1©)±�·Ã¶S­]´w¯B¬l®�¶S¨
ψh

¶S¨,¬l¶�¬]²A±�µ�¶S¨x³S±�À «lªA¾�«l±J¬�¶S·{¬l²A±1¯[©)´w®�«]«l®�¾A°�±1«l±J¬
Ah,ε(M)

©)±�Ç�¨A±$©'¾x¹

T (ψh) =

{

ϕh ∈ Xh : na,x(ψh).(ϕh(a) − ϕh(x)) ≥ ε,

·Ã¶S­_¯S°�°"±$©)½S±
a
¯S¨�©b¯B°�°"³[±�­l¬l±�À

x
¶B·�¬l²A±{´w±$«^²q«^ª5µP²�¬]²�¯?¬

x /∈ a

}

,

¸	²A±=­l±
na,x(ψh)

®h«	©)±�Ç�¨A±=©'·Ã¶[­	±=¯SµP²b±=©A½S±
a
¯B¨�©b±$¯SµP²b³S±�­l¬l±�À

x
¶B·�¬l²A±{´w±$«^²q«^ª5µP²'¬]²�¯?¬

x /∈ a
¾x¹

min
xa∈a

na,x(ψh) · (ψh(xa) − ψh(x)) = dist(ψh(a), ψh(x)) ≥ ε.

��ºuÈ)ÌuÑ- �¸	²�±�¨
I(ϕn+1) ' I(ϕn)

º
Ò�±�«^¶[°�³[±w±=¯SµP²�´w®�¨�®�´w®#�=¯?¬]®�¶[¨�¿A­l¶[¾A°�±�´ Â î�� Å�¸	®d¬]²�¬l²A±�µ�°�¯[«l«l®�µ=¯B°  6�=¯V¸�¯ � «{¯B°�½S¶S­]®�¬l²A´qº)��®�½[ªA­]±M�q«^²A¶?¸_«
©)®�� ±=­l±=¨,¬b«^¬l±�¿5«�¶S·{¬l²A±�´�®�¨A®�´w®��$¯?¬l®�¶S¨ ¿A­l¶)µ�±=«]«�º $u±�­]±SÆ	·Ã¶[ªA­�´w±�´�¾A­P¯B¨A±$«�¯B­]±1µ�¶S¨�«l®�©A±�­]±=©"º � ·�¬l±=­�·Ã±=¸
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