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Résumé. On étudie 1'homogénéisation d'un probleme aux valeurs propres de diffusion
neutronique dans un domaine hétérogéne périodique. En utilisant un modéle avec
une mise a I"échelle adéquate des coefficients (respectant la physique du probleme), on
prouve un théoréme de convergence qui justifie la méthodologie physique utilisée pour
les caleuls de ceeur de réacteurs nucléaires. On indique enfin quelques généralisations
possibles.

Spectral asymptotic analysis of a neutronic diffusion problem

Abstract.  We study the homaogenization of an eigenvalue problem for neutronic diffusion in a
periodic heterogeneous domain. Using a model with an ad hoc scaling of the coefficients
(preserving physical intrinsic properties), we prove a convergence theorem justifving
the method used in computations for cores of nuclear reactors. Finally. we indicate
some possible generalizations.

Abridged English Version

A popular model in reactor physics for obtaining the neutronic flux in a nuclear reactor core is
the so-called one-energy-group diffusion equation (1). It is an eigenvalue problem posed in a very
heterogeneous domain, composed of more than 40000 different fuel rods. To speed up industrial
computations, an averaging process is used. The engineering procedure is the following: the exact
flux ¢ is decomposed into the product ¥u of two terms, where ¢ is a rapidly varying flux computed
in a collection of subdomains (see equation (3)), and w« is a slowly varying flux computed on the
whole domain using homogeneous averaged coefficients (see formula (4)). The aim of this Note
is to justify this methodology of flux factorization and to derive better averaging formulae for the
homogenized coefficients.

Note présentée par Philippe G. CiariET.
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Let €2 be a bounded domain, ¥ = [0:1]" the unit periodicity cell, and ¢ the period in the nuclear
reactor core (2. We study the limit, as ¢ tends to 0. of the following equation

{ &m(p <’> w*) 4% (”')(/f = /1'0<£> ¢ in
€ € €

Of =10 on JSl.

where ;¢ is the smallest eigenvalue, and D(y). ¥(y), and o(y) are positive Y -periodic functions in
L (Y'). The ¢? scaling of the diffusion is based on the physical observation that the migration length
Le(r) = eL{*). with L(y) = \/D(y)/X(y). must stay of the order of the period size ¢ (corresponding
to a fuel assembly in a nuclear reactor core). For more details, we refer to [9] (see also [6] where
this model has been independently proposed).

For each value of ¢, this problem admits a collection of eigenvalues 0 < pf < py < pfy <+ < 4o,
Denoting by (¢ )i>1 the corresponding normalized eigenvectors, we prove the following convergence
theorem as ¢ goes to 0.

THEOREM. — Let ji-. be the smallest eigenvalue and (y) an associated eigenvector for the cell
problem (6). For any fixed integer | > 1, the eigenvalue 1ij and the eigenvector ¢y satisfy

o) = '11}(.1')'(,/)(1) and ;= jis + Eup + Ofe?).
€

where, up to a subsequence, u; converges weakly in H}(Q) to w;, an eigenvector associated to the
I-th eigenvalue v of the homogenized problem (7).

This result justifies the engineering procedure of the flux factorization, and gives more accurate
averaging formulae for the homogenized coefficients (as shown by the numerical computations in
[9]). It can be generalized, at least formally, to the so-called two-energy-group diffusion problem and
to the neutronic transport equation. In the latter case, it provides a justification of the well-known
Benoist formulas for the effective diffusion in a periodic nuclear reactor core (see [3], and also
[5]. [8]. and [13]).

1. Introduction

Les calculs de conception et de slreté des centrales nucléaires nécessitent la détermination précise
de la puissance émise en chaque point du cceur du réacteur. On est amené a résoudre un probleme
de diffusion aux valeurs propres vérifié par le flux neutronique, noté (i), qui s’écrit, lorsque I'on
ne considere qu'un seul groupe d’énergie,

(1) { —div(D()V) + X(1)g = po()e  dans 5:2.
' p=10 sur 982,

oll s est la plus petite valeur propre de ce probleme et € est un domaine plan représentant une
section droite du cceur. Méme en dimension deux, le calcul détaillé de (&) s’avere numériquement
trés coliteux car les coefficients (positifs) de I’équation, D(:) (la constante de diffusion), X(%) (la
section efficace d’absorption), et o(:) (la section efficace de fission), sont trés hétérogenes (un ceeur
de réacteur est formé de quelques 40 000 crayons combustibles différents). Que ce soit & partir de la
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théorie du transport ou de celle de la diffusion, la méthodologie physique consiste alors a simplifier
le probleme en factorisant le flux fin en deux parties (voir [3], [5], [8] et |10])

(2) p(i) = ¢lryulr).

o u () représente les variations lentes ou macroscopiques du flux, et ¢:(.r) les variations rapides ou
microscopiques. La fonction (1) est déterminée sur des sous-domaines (§!;) du cceur (typiquement,
les assemblages combustibles) par résolution, en ¢, = ¢y, » du probleme suivant (dit en milieu infini) :

—div(D()N ) + () = po(d)yy.  dans §y.
: Iy,
(3) Lﬂ =10 sur 982,
Jn
ou ju est la plus petite valeur propre de ce probleme. La tonulon (.
la méme équation que (1) mais avec des coefficients D ), () et 7(:
obtenus par les formules (heuristiques) de pondération suivantes :

. | , |
/ Yy (r)ydr e = — / a3 () da.
Jo, (2] o,

Aprés avoir déterminé « () et la plus petite valeur propre associée, on reconstruit le flux fin p(:r)
par I'intermédiaire de (2). Cette méthode donne numériquement de trés bons résultats tant sur
Iapproximation du flux fin p(r) que sur celle de la plus petite valeur propre ;. du moins lorsque
les données ne varient pas trop d’un sous-domaine a4 Pautre. Le but de cette Note est de justifier
cette méthodologie physique et de trouver des formules plus précises de pondération des coefficients
dans le cas d'un coeur a structure périodique.

) est alors supposée vérifier
1) constants sur chaque 2.

(raiy Joo, n()dir)?

1 e ()
\Qu.fo D dr

]

(1) D=

1
o

2. Principaux résultats

Afin de justifier rigoureusement la factorisation du flux (2), nous étudions I"’homogénéisation du
probleme (1) dans un milieu périodique avec une mise a I’échelle adéquate des coefficients. Soit Q
un ouvert borné de taille fixe. On note ¥ = [0:1]7 la cellule de périodicité (qui correspond & un
assemblage combustible) et € la taille de la période dans le coeur 2. On étudie la limite, lorsque €
tend vers (), du probleme suivant :

(5) { —62(1i\7<])< )V(/) ) + V( )(/) = /fﬁ(i>g’)‘ dans §1.
‘ € ¢

h =10 sur (€.

ot ;1 est la plus petite valeur propre et D(y). X(y) et o(y) sont des fonctions strictement positives
Y -périodiques de L™ () ).

L ordre de grandeur ¢* de la diffusion dans (5) se justifie en affirmant que, physiquement, la taille des
assemblages reste fixe de taille 1 mais que leur nombre croit comme ¢~ (cela permet pour diftérentes
valeurs de ¢ d’utiliser les mémes valeurs de D(y), X(y) et o(y) issues des bibliotheques neutroniques
relatives a4 I'assemblage Y'). Autrement dit, le coeur du réacteur est un domaine Q= ¢'Q et on
passe de (1) a (5) par le changement de variable & = ¢ ', Une caractéristique essentielle de ce
modele est la conservation physique de la longueur de migration des neutrons (voir [11]). En effet,
cette longueur de migration L{y) = /D(y)/Z(y) est de 'ordre de | sur la cellule unité¢ Y, et vaut
Le(r) = eL(*). qui est de I"ordre de ¢, sur chaque période de taille caractéristique ¢ dans €2. Pour
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plus de détails sur ce probléme de mise a I’échelle, nous renvoyons a [9] (le modele (5) a aussi été
proposé indépendamment dans [6]).

Il est bien connu que, pour € fixé, le probléme (5) admet une infinité dénombrable de valeurs
propres ordonnées 0 < 1§ < u§ < p§ < --- < 4oc. On note (¢} );>1 des vecteurs propres normalisés
associés. On démontre alors un théoréme de convergence lorsque ¢ tend vers 0.

THEOREME. — Soient .. la plus petite valeur propre et ¢(y) un vecteur propre normalisé
correspondant pour le probléme

(6) { —div(D(y)Vy) + X(y)¥ = poco(y) dans Y.

Yy — U’)(y) Y—péri()dique.

Pour tout entier | > 1 fixé, la valeur propre p; et le vecteur propre ¢; de (5) vérifient
x ‘ :
di(r) = '1/{(:1:)1/)(—) et 1§ = fiae + €21y + O(?).
€

o1, & une sous-suite prés, la suite w; converge faiblement dans HJ(§)) vers w; qui est un vecteur propre
associé a la l-ieme valeur propre v; du probléme homogénéisé suivant :

(7)

—div (EVU) =vou dans (),
u=~0 sur O,

dont les coefficients sont donnés par :

— L/ ‘ 67 1/ ,
8 D;; = —/ D(y)w3(: (61-- — — (1 )d; et T = —/ a(y)? (y)dy.

les fonctions (89),<j<q étant définies par :

(9) { —div(D(y)¢*(y) (V8 +¢;)) =0 dans Y.

y — 0(y) Y-périodique.

Afin de comparer la méthodologie physique et I"’homogénéisation ci-dessus, il est nécessaire de
revenir sur le domaine 2 = ¢! par le changement de variable & = ¢ 'x dans (7). En posant
U(&) = u(ex), le probleme (7) devient :

(10)

~div(DVU) + TU = (i + €*v)5U  dans €.
U=0 sur 02

ou, grace a (6), la constante ¥ est définie par :

(11) == 37 | Sy + o [ DwIvet) - Tt
Y| Y]
Lorsque I’on calcule la plus petite valeur propre du probleme (10), on obtient une valeur propre

p= loo + €21y telle que pu — p§ = O(e®). En pratique, 2 étant constitué uniquement de cellules
périodiques enti€res, grace a un résultat de [12], on a en fait :

= p+ 0(64).
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De plus, un résultat standard de correcteur pour le probleme (7) transposé au domaine 0 indique que

;dU _ ‘
(12) 2U(F) = () | U( Zm (i) dlj (&) +o(1).

Ce résultat justifie en grande partie la méthodologie physique. La différence essentielle réside
dans la comparaison des formules (4) et (8-11) donnant I’expression des parametres homogenes
de I’équation (10). Remarquons tout d’abord que, lorsque les coefficients D(y), X(y) et o{(y) ont
les symétries du cube dans Y, alors les conditions aux limites de périodicité sont équivalentes a
des conditions aux limites de Neumann et les probleémes (3) et (6) sont équivalents. Dans [9]. des
comparaisons numériques sont présentées. Les formules (8-11) sont meilleures dans le cas d'une
tres forte hétérogénéité. Cependant, lorsque le flux microscopique ¢(y) varie peu par rapport a sa
moyenne, il est aussi montré dans [9] que les formules (4) et (8-11) coincident au deuxiéme ordre
par rapport aux variations de (y).

3. Démonstration du théoréme
Chaque valeur propre du probléme (5) est caractérisée par la formule du min-max

2 [ X = 112 N 2
€ D(E)|V dr + [, X(E)p=dx
= min max jﬂ ( < )| GSI 'l“ ( - ) .

W, CHL(Q) @€V o (£)d?da
. JQ €/t
dimil /_I &F0

On pose ¥ () = (%), ol ¢»(y) est un vecteur propre associ¢ a la plus petite valeur propre ji
du probleéme (6). On sait que ¥ est le seul vecteur propre & ne jamais s annuler sur Y (voir [4]),
et comme ¢ € C%7(Y) (0 < /3 < 1), on peut le choisir strictement positif. Suivant une idée de
[14], on fait le changement de variable suivant :

. H(x
(13) w(x) = (/ (x)
P ()
Un calcul simple montre alors que
f= et i R () () = 1220 W‘ ()| Ful*ds
4 = e + € min max R (w avec (w) = .
= Wi CHL () weEW ‘ / o (L) () wrde

dimh, =1 w#F0

o R(w) est le quotient de Rayleigh d’un probléme elliptique a coefficients périodiques

(14) —(“V(D(%)U}Q (%)Vu‘): 1/‘0(%)'(;92(%)'1[ dans §2.

ut =10 sur Jf).

L."homogénéisation du probléme (14) est standard (voir, par exemple, [7]) : si on note v; ses valeurs
propres ordonnées, et u; des vecteurs propres associés, alors chaque 1] converge vers i, valeur propre
du probléme homogénéisé (7). et les vecteurs propres associés uj convergent faiblement dans H}(§2)
(2 une sous-suite pres a cause des problemes de multiplicité des valeurs propres) vers des vecteurs

N

propres u; associés a 1. Cela termine la démonstration du théoréme.

Remarque 1. — Le théoréme ci-dessus est valable méme quand les sections efficaces ¥(y) et o(y)
s’annulent sur une partie de la cellule Y. Quand les sections X(y) et o(y) sont proportionnelles, le
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résultat est trivial car p. = 1 et 1(y) = 1. On ne sait rien dire lorsque les coefficients D. X et o
dépendent, non seulement de la variable périodique ¥, mais aussi de la variable macroscopique .

Remarque 2. — Les vecteurs propres ) ne convergent que faiblement dans L?(£2). La notion
adéquate de convergence pour ces vecteurs propres est la convergence a deux échelles (voir [1]). En
particulier, on a montré que ¢} et ¢V ; convergent a deux échelles respectivement vers ()4 (y)
et w(x)Vy(y). Comme dans [2], on remarque que le spectre du probleme (5) se densifie autour
de la valeur ji.

Remarque 3. — Le théoreme ci-dessus se généralise, au moins formellement, au probléme de la
diffusion neutronique & deux groupes d’énergie :

.') dans 2.

—e2div(D, ( )'\—w )+ X ( ><’)]

r T
—e2div(D )Vr/}, Yo ( )(/h = SR(—>(/J‘| dans
¢

=5 =0 sur S,

[l
>
N
2
TN
~ =
N———
+
2
N
| =
N——
e

Les flux ¢j et ¢ se factorisem avec un seul et méme flux macroscopique. Le probleme homogénéisé
est donc une équation de diffusion & un seul groupe d’énergie (voir [9]).

Remarque 4. — Enfin, la méthode présentée ici s’adapte aussi & I’'homogénéisation d’un probléme aux
valeurs propres pour |’équation du transport neutronique en milieu hétérogene périodique. L’ originalité
de ce cas provient du fait que le flux neutronique fin se factorise en un flux microscopique, solution
d’une équation de transport, et un flux macroscopique, solution d’une équation de diffusion. Cela
justifie partiellement les tormules, dites de Benoist (voir [3] et aussi [5], [8] et [13]), d'un usage trés
répandu en physique des réacteurs nucléaires. Ce dernier point fera I’objet d’une prochaine Note.

Note remise le 20 décembre 1996, acceptée le 6 janvier 1997.
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