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On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible
des résultats dont il sera tenu compte lors de la correction. On rappelle que
Iindice # indique des espaces de fonctions périodiques. Dans tout le probleme
C désigne des constantes positives indépendantes de e.

Le but de ce probleme est I’étude d’un modele d’écoulement réactif en milieu
poreux. Soit £ un ouvert borné régulier de RY qui va représenter le milieu
poreux. On recouvre {2 par un pavage régulier périodique de taille €. Les pavés
(Y)1<p<n(e), en nombre n(e) ~ [Qe~Y, sont égaux & une translation pres
[0,€]V. Apres cette translation, chaque pavé est homothétique de rapport € a
la cellule unité Y = [0, 1] qui se décompose en parties fluide Y} et solide Y,
d’interface I', avec Y = YyUY;. En notant de méme chaque pavé Y7 = Y5 UYS
on définit la partie fluide du milieu poreux 2. (supposée réguliére et connexe)
par

0 =0\ (U9rz,).

On note I'¢ 'interface entre la partie fluide et la partie solide du milieu poreux,
définie par
L. =09\ 09.

La partie fluide €2 du milieu poreux est occupée, comme son nom l'indique, par
un fluide incompressible dont la vitesse est donnée par b (£) ot b(y) € C# (YN
est un champ de vitesse périodique régulier qui vérifie

div,b(y) = 0 dans Yy, b(y) =0sur I.

Le tenseur de diffusion dans le fluide est A (2) ot A(y) € L (Yy)V*V est une
matrice symétrique périodique coercive qui vérifie, pour 0 < a < 3,

oa|§|2 §A(y)§~§§ﬂ|§|2, pour touthRN,yEYf.

Une espece chimique est dissoute dans le fluide et peut aussi réagir avec la
paroi solide par absorption/désorption. On note wu(t,x) la concentration de
cette espece dans le fluide et v (¢, z) la concentration sur la paroi solide. On
note u;, () et v;,(x) les concentrations initiales que 'on suppose appartenir a
HY(Q).

En notant & > 0 et K > 0 deux constantes positives de réactions chimiques
et n la normale extérieure a (., le modele est un systeme d’équations d’évolution
pour les concentrations:



Oue T . T B
b (E)  Vu, — div (A (E) Vue) —0 dans Q. x (0,T),
x Ov,
—A (E) Viue -n=ce 5 sur T x (0,7),
Ove  k Ve (1)
5% o (uE — K) sur I'c x (0,7,
ue=0 sur 99 x (0,7),
ue(2,0) = uip(x) dans €.,
ve(x,0) = vipn(2) sur T..

Dans le systeme (1) la deuxieéme ligne est une condition aux limites qui exprime
la conservation de la masse totale de la concentration & I'interface fluide/solide,
tandis que la troisieme ligne est une équation différentielle ordinaire gouvernant
I’évolution de la concentration sur la paroi solide

Partie I
Dans cette partie on applique la méthode formelle des développements asymp-

totiques pour trouver le probléme homogénéisé pour (1). On suppose donc que
la solution (u,v.) admet le développement suivant

“+oo ) T +oo . T
uﬁ(tvx) = E €Zui(t,:€,—), ’Ué(taz> = E ezvi(tv'rv_)
€ €
i=0 i=0

avec u;(t,x,y) et v;(t,x,y) fonctions Y-périodiques par rapport & la variable
yey.

1. Ecrire les équations et les conditions aux limites satisfaites par wg, vp,
u1,v1, €t ug,va. Montrer en particulier que chaque v;, pour 0 < ¢ < 2, se
calcule explicitement en fonction des u; avec 0 < j <.

2. Soit g(y) € L3(Yy) et h(y) € L*(T). Montrer que le probleme suivant
admet une unique solution dans H(Yy)/R

—div, (A(y)Vyw) =g  dans Yy
A(y)Vyw-n=h sur I’ (2)
y — w(y) Y-périodique

si et seulement si les données vérifient

/Yf 9(y)dy + /F h(y)ds = 0.



3. En déduire que wug(t,z,y) ne dépend pas de y, et que ui(¢,z,y) peut
s’écrire en fonctions du gradient de ug et de solutions d’un probleme de
cellule que I'on précisera.

4. Ecrire la condition nécessaire et suffisante d’existence pour ua(t, z,y). En
déduire ’équation homogénéisée ainsi que la condition aux limites sur 02
(on ne demande pas de trouver la condition initiale).

Partie I1

Dans cette partie on démontre des estimations a priori sur la solution du systeme
(1). On note V, le sous-espace de H*({) constitué des fonctions qui s’annulent
sur 02. Dans toute la suite on admettra qu’il existe un opérateur linéaire
continu de prolongement de V, dans Hg(£2), noté X, tel que, pour tout ¢ € V;

Xep = ¢ dans Q, et |[V(Xc@)|L20)v < OVl L2~
Par abus de notation on confondra la fonction ¢ avec son prolongement X .

1. Montrer que (1) admet comme formulation variationnelle

Oue € Ove

¢dr + —
o, Ot K Jr. ot

vds + (00, (0.4)) =0 (3)

pour toute fonction test (¢,v) € L2((0,T);Ve) x L*((0,T) x T¢), avec la
forme bilinéaire

a((e, v, (6,)) =/Q (6(%)  Vuo+4(Z) Vue - Vo) da

AR le

2. Montrer que, & € fixé, la forme bilinéaire (4), intégrée en temps de 0 & T,
est coercive sur I'espace L2((0,T); Ve) x L2((0,T) x I'c). On admettra que
cela suffit & montrer que (1) admet bien une unique solution (u.,v.) dans
{L2((0,7); Vo) n C([0, T]; L*()) } x C([0,T]; L*(Te)).

3. Démontrer qu’il existe C' > 0 tel que, pour toute fonction w € V,,
[wllz20.) < C(ellVwlla,) + Vellwlzzr.)).

et
Vellwll a2,y < C(lwllp2.) + el Vwl L2 .))-

4. En intégrant en temps (3) avec (¢,v) = (ue,v), démontrer qu’il existe
une constante C' > 0, indépendante de ¢, telle que

[tell Lo (0,7):22(00)) + Vellvell Lo o,1):r2(r0)) + I Vuell 20,1y x00)

+Velle  (ue — %) 20,1y <10y < C ([[uinllL2) + vinll 1 (@) -



5. En supposant connu u., écrire explicitement la solution v, de 1’équation
différentielle ordinaire en 3eme ligne de (1). En déduire, puisque v, €
H}(Q) et ue € L*((0,7);V.), que v, admet ainsi une extension dans
L?((0,T); Ve) qui vérifie

[vell 20,1y x00) < C ([tell oo 0,7):22(0)) + €llvinllz2@)) »

et
el Veellzzomyxan < € (IVudlzzomyxan + ellvinllm ) ) -

2k(s—t)

t
Indication: on utilisera le fait que / e 2e k2 ds < C.
0

Partie II1

Dans cette partie on utilise la convergence a deux échelles pour démontrer
rigoureusement un théoreme d’homogénéisation. Dans ce contexte instation-
naire on rappelle le théoréme principal: pour toute suite z.(¢, ) uniformément
bornée dans L2((0,T) x ) il existe une sous-suite € et une limite 2o(¢,z,y) €
L2((0,T) x Q x Yy) telles que

T T
lim/ / ze(t, 2)p (t,x, E) dtdm:/ // zo(t, z,y)@ (t, x,y) dt da dy
e=0Jo Ja. € o JalJv;

pour toute fonction test réguliere ¢ (¢, x,y) qui soit Y-périodique en y. On rap-
pelle aussi la notion de convergence a deux échelles pour une suite de fonctions
définies sur le bord T': soit (.(¢, z) une suite vérifiant

\/EHCeHLZ((O,T)xFE) <C,

il existe une sous-suite € et une limite (o(¢,x,y) € L2((0,7) x Q x T) tels que

yi%ﬁ/oT/re C(ta)p (t,x,%)dtdm:/OT/Q/FCo(t,x,y)qb(t,x,y)dtdmdy

pour toute fonction test réguliere Y-périodique ¢(t, z,y).

1. Rappeler les résultats du cours sur la structure de la limite a deux échelles,
d’une part pour une suite z. (ainsi que son gradient Vz.) bornée dans
L?((0,T); V.), d’autre part pour une suite (. vérifiant

¢l 20,1y x 2. ) + €lIVEell 20,1y x00) + VElCell 20,1y 1.y < C.

Dans chaque cas on reliera les limites a deux échelles obtenues pour les
deux notions de convergence ci-dessus.

2. Déduire de (5) (et plus précisément de 'estimation sur e~ (u. — %)) que
les limites a deux échelles de u, et v, coincident sur I'.



3. En multipliant 1’équation pour u. dans (1) par une fonction test du type
é(t,x)+epi(t,x, T), trouver le probleme limite & deux échelles (sous forme
variationnelle).

4. Déduire de ce qui précede le probleme de cellule (dont on montrera qu’il
admet une solution unique dans un espace indépendant du temps) ainsi
que le probleme homogénéisé (dont on précisera la condition initiale).
Montrer que le probleme homogénéisé est bien posé (pour cela on indi-
quera pourquoi le tenseur homogénéisé est bien coercif). Que peut-on en
conclure pour la convergence de toute la suite ?



