Approximation numérique et optimisation (MAP411)
Mini-projet :
Une méthode de résolution des problemes elliptiques
symétriques en grande dimension

Sujet proposé par Tony Leliévre
lelievre@cermics.enpc.fr

L’objectif de ce projet est d’explorer une méthode de discrétisation des équations aux
dérivées partielles qui permet de calculer des solutions approchées pour des problémes
elliptiques et symétriques en dimension grande.

L’algorithme glouton

On considére 1’équation de Laplace sur le domaine Q = (0,1)? :

B —Au(z,y) + u(z,y) = f(x,y) pour (z,y) € Q,
Trouver u € C*(Q) tel que ou (1)

n = 0 sur 012,

ot f est une fonction C%(Q) et n est la normale sortante & (2.

Soit un maillage régulier de [0,1] :
Vi € {0,...,[}, x; = th

ouh = % est le pas de discrétisation. Associée & ce maillage, on introduit une discrétisation
en éléments finis Py des fonctions définies sur [0, 1] & valeurs réelles :

Vi, = Vect(¢i, 1 =0,...,1)

ou, pour tout ¢ € {0,..., I},

- | — 4]

Vr € [0,1], ¢i(x) = o ST E (i1, Tit1],

0 sinon

avec la convention x_1 =0 et xy4; = 1.
Question 1 : Rappeler pourquoi la formulation variationnelle associée a (1) est la suivante :

Trouver u € V tel que pour tout v € V,/ Vu-Vu+ / uv = / fo (2)
Q Q Q
o V = C(Q).

Dans toute la suite, pour r et s deux fonctions a valeurs réelles définies sur [0, 1], on note
r ® s la fonction produit tensorielle définie par :

V(z,y) € Q, 1@ s(x,y) = r(@)s(y).



Question 2 : En cherchant une approximation de la solution u sous la forme

I
up(,y) = Y Uij i @ ¢5(,y),

i,j=0
montrer qu’on peut discrétiser le probléme (1) sous la forme :

Trouver U € RUADXUHD) (o] que,

S (3)
V(k‘, l) € {0, - ,I} , Z UiJ (Di,ij,l + M@ijJ + Mi,ijJ) = Fk,l

4,7=0

. . 1 1

ou pour tout (i,7) € {1,...,1}%, Dij = [y ¢i¢}, Mij = [ ¢ivj et Fij = [ foi @ ¢;.
Rappeler pourquoi le probléme (3) est bien posé. Si on cherche a résoudre le méme probléme
sur © = [0,1]%, comment augmente la taille des données & stocker avec la dimension d ?

On introduit la fonctionnelle £ : C*(©2) — R définie par
1 1
S(u):/ ]Vu\Q—i—/uQ—/fu.
2 Jo 2 Jo Q

Question 3 : Montrer que le probléme (3) est équivalent au probléme de minimisation :

Trouver U € RUHDXUHD) o] que,

T n_ (o) W
i 0 Q @; = ar min V).
= 1,7 Pi ' gvaVh®Vh h

On rappelle que V}, ® V), désigne le produit tensoriel de ’espace vectoriel V}, avec lui méme :

Vh@Vh:VeCt(qbi@d)j,i,j:O,...,I).

On s’intéresse maintenant a 1’algorithme glouton suivant : pour tout n > 1, trouver r, € V},
et s, € V}, tels que
(rn,sn) €arg  min  E(up—1 +r®s) (5)
(r,8)EVR XV},

ol Up—1 = Zz;ll rr ® sg, avec la convention 22:1 =0.

Question 4 : Expliquer pourquoi cet algorithme est appelé algorithme glouton. Quelle
est la taille des données a stocker pour l'algorithme glouton appliqué au méme probléme
sur Q = [0,1]¢, en fonction de la dimension d? Discuter 'importance de disposer d'une
représentation séparée de la fonction f, sous la forme :

P

flen,.ma) =) fi(e) [y (@) fh(xa).



Equations d’Euler et convergence de ’algorithme

Question 5 : Montrer que le probléme (5) admet une solution. Montrer que les équations
d’Euler associée au probléme (5) s’écrivent : trouver r,, € Vj et s, € V}, tels que pour tout
(6r,0s) € Vj, x Vi,

/V(T’n®sn)-V(rn®6s+5r®sn)+/(rn®sn)(rn®5s+5r®sn)
Q Q

:/f(rn®5s~l—5r®sn)—/Vun1-V(rn®5s+5r®sn)—/un1(rn®5s—|—5r®sn).
Q Q Q
(6)

Le probléme (6) est la formulation variationnelle sur Vj, x V}, d’un systéme de deux équations
aux dérivées partielles couplées : quel est-il ?

Question 6 : Soit uy la solution du probléme construite a la Question 2. On note g, =
up—uy ’écart entre la solution et ’approximation obtenue aprés n itérations de I'algorithme

et
a(u,v):/Vu-Vv+/uv
Q Q

Montrer que pour tout (dr,ds) € Vi, X Vj,
a(gn,0r @ sy, + 1, ® ds) = 0.

En déduire que
a(gnfla gnfl) = a(gnvgn) + CL(’f’n X Sn,Tn @ Sn)-
Soit B, = E(up,) — E(up—1). Montrer que

/ ‘V Tn®sn ‘2 / |rn®sn|2 /frn®sn+a(un 1,7“n®$n)
= —§a(rn ® Spy T @ Sp)-
Montrer que les séries suivantes sont convergentes :

Za(rn®sn,rn®sn :—ZZE < 00.

n>1 n>1

Question 7 : En utilisant le fait que v, € V;, @ V}, — \/fQ |Vop|? + [ [vn|? définit une

norme sur V;,®V},, montrer que (g, )n>1 admet une limite a extraction prés : 3goc € V3@ V},
Jp : N — N strictement croissante tel que
lim 9p(n) = Yoo-

n—o0

Montrer en utilisant (5) que pour tout (dr,ds) € Vi, x Vp,

/ IV (6r @ 8s)* + / |67 ® 65)* — algn_1,0r ® 8s) > E,

En déduire que pour tout (dr,ds) € Vj, x Vj,

a(goo, 0T ® 05) =0



et conclure sur la convergence de la méthode.

Implémentation et tests numériques

On suppose dans la suite que f s’écrit sous forme séparée :

P
V(z,y) €, flay) =Y @) y).
p=1
On note F% € RI*! les vecteurs associés : pour a € {1,2}, pour p € {1,..., P}, pour tout

ie{0,..., I}, 1
(D) = /0 205 (1) .

Question 8 : Soit R, € Rl et S, € RI*! les vecteurs associés a la décomposition des
fonctions r, et s, sur la base (¢y, ..., ¢r). Montrer que les équations d’Euler (6) s’écrivent
sous la forme matricielle suivante :

M(Sp) Ry, = Fn(Sn) )
otl, pour tout vecteur V€ RIT1 M(V) € RUFDXU+D) gt défini par
M(V)=VIDV)M + (VIMV)D + (VT MV)M

et pour tout n > 1, les vecteurs Fp, (V) € RUFD et G, (V) € RUFD sont définis par

P n—1
FaV)=> (VIFD)FP =Y " (VI DS) MRy + (VI MSy) DRy + (VT MSi) MRy,
p=1 k=1
P n—1
Gu(V) = (VTF)FY = > (VT DRy)M Sy + (VI MRy) DSy + (VT MRy)MSy) .
p=1 k=1

En pratique, on résout le probléme (7) par une méthode de point fixe : Vm > 0,
M(STRT = Fo(S7)
MRS = G (R

On considére la limite m — oo pour trouver une solution du probléme (7), en partant
d’une condition initiale SO arbitraire.

Question 9 : Implémenter l'algorithme et faire des tests de convergence (en m et n), en
choisissant des seconds membres f (comparer le cas P =1 et P > 1).

Pour aller plus loin : Pour les plus courageux, voici quelques pistes pour poursuivre le
travail :

— Implémenter une méthode de gradient pour chercher la solution de (5) et comparer
les performances par rapport & la méthode de point fixe.



— Adapter le code pour résoudre le probléme de Laplace en dimension d > 2.

— Adapter la méthode pour résoudre un probléme du type :

Trouver u : 2 — R tel que, pour tout y € (0,1),

_ax,xu(l‘a y) + Oé(IL‘,y)U(l',y) = f(ZL‘) pour x € (07 1)a
U(Oa y) = u(lay) =0,

ol a(z,y) est une fonction positive. Ici, y joue le réle d’un parameétre, et I’équation
aux dérivées partielles est en dimension 1.

— Adapter la méthode pour écrire une fonction f(x,y) sous forme séparée, en consi-
dérant la fonctionnelle £(u) = [, |f — u|>. Faire un lien avec la décomposition en
valeurs singuliéres des matrices.



