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Un probleme de dynamique des populations

Sujet proposé par Philippe Moireau
Contact: philippe.moireaulpolytechnique.edu

Consignes : On veillera autant que possible a proposer une rédaction compacte, mais ou
chaque concept clé est souligné. Par ailleurs, toute initiative visant a illustrer votre propos
sera valorisée. La qualité de présentation de vos résultats y compris numeériques seront pris en
compte.

Dans ce projet, nous nous intéressons a des modeles de dynamique de populations structurées
en age. Plus précisément, on note 0 < a < a* la variable d’age borné par un age limite a* et
t > 0 la variable temporelle et on note p(a,t) la densité d’individus d’age a au temps ¢. On
introduit par ailleurs pu(a) le taux de mortalité et B(a) le taux de natalité de la population. La
distribution initiale est dénotée ((a). On consideére typiquement :

*

o u>0, peC0,a%), /a p(s)ds = 400
0
e 320, 8¢cC0,a%)

e (>0,¢eC[0,a])
On s’intéresse alors au modele

Op(a,t) —l—aap (a,t) = —p(a)p(a,t), a€(0,a*),t>0,
p(0,1) / B(a)p(a,t)da, t > 0. (1)
p(a,0) = a € (0,a").

Ce modele a été imaginé par McKendrick en 1926. Son étude mathématique a été réalisée
par von Foerster en 1959. On parle ainsi de modele de McKendrick-von Foerster.

Pour illustrer ce modele, on considérera typiquement a* = 2 et une fenétre en temps [0, 7],
avec T' = 2a*. Par ailleurs, on pourra choisir

B(a) = 10a(a* — a) exp (—20 (a - C;)Q> ,

ainsi que

1 Meéthode des caractéristiques

Question 0.
Commenter la formulation du modele.



Question 1.
On considere 1’équation de transport suivante

Op(a,t) + Ogp(a,t) = —u(a)p(a,t), a € (0,a*),t>0,
p(a, 0) = C(a)7 ac (07 a*)7 (2)
p(()?t) = 07 t > 0.

a. Quel est le comportement de p sur les droites caractéristiques

Co = {(a,t) ERT" xRT |a=a+t},a > 0.
b. Quel est le comportement de p sur les droites caractéristiques

C" ={(a,t) eR" xR [t=a+7},7>0.

c. On suppose de plus que ¢(0) = 0 et ¢'(0) = 0. Construire une solution C! de (2).
d. Démontrer que toute solution C1(0, a*) vérifie

v

e. En déduire que I’équation (2) admet une unique solution C?.

*

Ip(a, t)|2da> <0.

Question 2.

Considérons une discrétisation réguliere de pas Aa du segment (0,a*). On note a; = iAa, 0 <
i < Ng. De méme le temps est discrétisé sur une grille réguliere de pas de temps At avec
t, = nAt,n € N. On pourra typiquement considérer N, = 120 et N; = 50.

Pour discrétiser (2), on considere le schéma numérique suivant

+1 n n+1 n+1
Pt —=pl P — .
AT : Aal L= —p(a)p™, 1<i<NyneN
pg = Oa n e N, (3)
p? = ((a;), 1<i<N,.

a. Démontrer que le schéma est consistant.
b. Démontrer que

N
> Y =)’ <0,
i=0
Indication : On pourra multiplier (3) par p; et utiliser 2p?p?+1 = (p} —|—p;‘+1)2 — (p?“)2 —(p)?

ainsi qu’une transformée d’Abel sur le terme de transport.
c. Qu’en déduire sur le schéma ?
d. Procéder a I'implémentation numérique de ce schéma. On pourra considérer une condition

initiale ‘9
((a) = exp (—30(a — %) ) ,

ou une fonction créneau de méme moyenne et écart type. Interpréter vos résultats.
e. Retrouver numériquement les courbes caractéristiques introduites a la question 1.
Indication : On pourra utiliser la fonction contour de matplotlib



Question 3.
Soit b € C*(R). On considere désormais 1’équation de transport

Op(a,t) + Ogp(a,t) =0, a€ (0,a*),t>0,

p(a, 0) = C(a)v ac (07 a*)7
p(0,) = b(t) t>0.

a. Quel est le comportement de p sur les droites caractéristiques
Co = {(a,t) eRT xR |a=a+1t},a >0.
b. Quel est le comportement de p sur les droites caractéristiques
C"={(a,t) eR" xRT |t =a+7},7>0.
c. Donner les conditions suffisantes sur 3 et ¢ pour construire une solution C.

Question 4.
En utilisant la méthode des caractéristiques, montrer qu'une solution C! de (1) satisfait

pla.t) = 0.0~ ey ([ wayaa), t=a
pla,t) = C(a —t) exp <— /a ,u(oz)da) L t<a

a—t

Dans la suite on notera b(t) = p(0,t) et

(@) = exp <— /Oa,u(a)da> . w(a*) =0.

Question 5.

Etablir que pour les solutions de (1), ’équation de renouvellement

Mﬂ=W®+Aﬁ@ﬂ@W—MM,

ou 1 est une fonction (ne dépendant ni de p ni de b) & déterminer.

Question 6. Bonus
Proposer une méthode de résolution de cette équation.

2 Equation de Lotka-Sharpe et comportement asymptotique

On cherche dans cette partie des solutions de la forme p(a,t) = exp(At)¢r(a) pour A € C.

Question 7.
Démontrer que si une telle solution existe alors ¢y(a) = exp(Aa)m(a) et A est solution de

P = /0 " B(a) exp(—Aa)r(a)da = 1.



Question 8.

a. Démontrer qu’il n’existe qu’une seule solution réelle g de (6).

b. Démontrer que \g > 0 (resp. A9 < 0) si et seulement si F'(0) > 1 (resp. F'(0) < 1)

c. On admettra qu’il existe qu'un nombre dénombrable de solutions (A, )nen dans C de (6).
Celles-ci sont de plus isolées. Démontrer que dans ce cas

Xo > R(A\,), Vn>0.

Question 9. Discrétisation
On discrétise I'intégrale (6) par une méthode des trapezes. Donner les coefficients (w(a;))1<i<n,

tels que
Na

/0 B(a) exp(—Aa)r(a)da ~ Z w(a;)B(a;) exp(—Aa;)m(a;).
i=0
Rappeler quel est ’'ordre d’approximation d’une telle méthode.

Question 10. Implementation

Procéder a I'implémentation de la résolution par un algorithme de Newton de 1’équation de
Lotka-Sharpe (6) discrétisée.

Indication : On pourra s’assurer du résultat du code ainsi produit par lutilisation de fonctions
existantes telles que fsolve.

3 Discrétisation

Question 11. Changement de variable
Soit ¢ € R un petit parametre. On pose A. = \g + € oll A\g a été déterminé A la question 8.
Nous introduisons la variable auxiliaire u définie par

exp(—Act)

t) = ——= t

ula,t) = 2 S,
Démontrer formellement que u est solution de

dru(a,t) + Ou(a,t) + Aeu =0, a € (0,a*),t >0,

u(0,t) = / m(a)u(a,t)da, t > 0. (7)
0
u(a,0) = u(a), a € (0,a%).
ou m(a) = p(a)w(a).
Question 12. Regle de quadrature

Nous discrétisons 1’équation obtenue a la question précédente suivant un schéma explicite aux
différences finies donné par

uttt — utt — unjl .
Z At et AT =0, 1<i<Ny,neN
n __ - . RYTLU N <8)
Uy = Zw(az)m(al)ui ) ne
=0
w9 = up(as), 1<i<Na



Question 13.
Etudier la consistance de ce schéma.

Question 14.
a. Réécrire (8) sous la forme d’un systeme linéaire du type

(1 — AtA) ™ =y,

o u" = (uf ... uy )T

b. Quelle équation de type Lotka-Sharpe satisfont les valeurs propres de A ?

c. Implémeter numériquement la résolution de cette équation. Calculer numériquement le spectre
avec la fonction eigs et vérifier vos calculs.

d. Que dire de la stabilité du schéma numérique ?

Question 15.
Procéder a I'implémentation et a la résolution. On pourra choisir par exemple une condition
initiale du type

*
a*—a _
¢(a) = e,
a*
Ou alors on pourra considérer une condition initiale du type

<(a)::aq><—3o(a-ff)2>,

dont on évaluera par ailleurs la pertinence au vu du probleme considéré.

4 Pour aller plus loin — Modele avec diffusion spatiale

Une généralisation possible de ce modele vise a prendre en compte la diffusion spatiale. Le
modele devient alors

Op(a, z,t) + Oap(a, @, t) = —p(a)p(a, v,t) + 007,p(a, z,t), a € (0,a%),2 € (0,),t >0,
p(a,0,t) = a@t) a€ (0,a%),t>0,
(9)
p(0,x,t) / B(a)p(a,x,t)da z € (0,0),t > 0.
(p(a,z,0) = a € (0,a%),z € (0,4).

En effectuant le changement de variable p — u ou

exp(—Aot)

@) p(a,,t),

u(a,x,t) =

nous obtenons le systeme

Owula, x,t) + Ogu(a, z,t) — 002, u(a, x,t) + Nu(a, x,t) = 0, a€(0,a"),z € (0,4),t>0,
u(a,O,t):u(a;l,t):07 ac€ (0,a%),t>0,

u(0,z,t) = /a m(a)u(a,z,t)da, xz € (0,0),t >0,

u(a,z,0) = uog(ajx), a € (0,a%),z € (0,4).

(10)



Pour discrétiser une telle équation, nous considérons une grille réguliere en espace x; =
jh=3¢/(N;+1),0< i< N, + 1. On choisira typiquement N, = 100. La variable discréte u;';
approche u(a;, z;,t,) et on note

n
W; N,
Le schéma s’écrit alors

yrtl _gn  yrtt -yl
i iy S+ AL+ KU =0, 1<i<NyneN

At Aa
Na
Uy =3 wlaiym(a;)U7, neN (11)
=0
U = (uo(as, 25))1<j<Ny» 1<i< N,
ou
2 -1
1 2 -1 0
- -1 2 -1
K= € My, (R).
0 -1 2 -1
1 2

Question 16. Difficile
Réécrire ce schéma sous la forme

(1 — AtA’)U™H =,

ounU" = (Ul'... Uy )T et A’ peut s’exprimer & partir de matrices du type A ® Ly, ou Ly, ® K.
Etudier son spectre et en déduire la stabilité du schéma.
Indication : On s’appuiera sur les propriétés du produit tensoriel de matrices .

Question 17.
Implémenter, illustrer et commenter. On considerera typiquement £ = 7. On pourra par exemple
choisir

a—a 7)\(1)a

po(a,x) = ——e

pe sin(z),

ou alors
*

po(a,z) = exp (—SO(a — %)2 + 20(30 — i>2> )

Indication : Deux versions sont possibles, soit en codant directement (11) soit en wutilisant la
fonction kron.

5 Pour aller encore plus loin (évidemment du bonus)

Un modele de McKendrick-von Foerster comprenant deux populations (les hommes et les
femmes) en interaction a été introduit pour rendre compte de la pyramide des ages aux Etats-
Unis dans les années 70. On pourra s’inspirer de ce projet et de article [1] pour réaliser un
simulateur réaliste.
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