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1 Différences finies

1. Par périodicité il suffit de calculer, & chaque instant nAt, les NV valeurs (u?)lgjg N-
Pour que le schéma
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soit bien défini, il faut donc que la matrice d’ordre N
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soit inversible. Pour cela, on vérifie que la forme quadratique associée est définie

positive
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Le schéma est clairement consistant car, si u? = u(ty,x;), alors
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donc l'erreur de troncature pour une solution réguliére u est (au moins) de l'ordre

de O(At + Ax).



2. Pour montrer que le schéma est stable en norme L? on utilise I'analyse de Fourier.
En reprenant les notations du polycopié, pour k € Z on note 4" (k) le coefficient de
Fourier qui vérifie, par application de la transformée de Fourier au schéma,
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En regroupant les termes on obtient, en posant ¢ = 2rkAx,

(ﬁnJrl(k) + ﬁn(/{?)) <e2i7rkAm —24 ef2i7rkAm> = 0.
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a" (k) = A(k)u" (k) avec A(k) =

Par le théoréeme de Plancherel, le schéma est stable si et seulement si on a
—-1<A(k) <1

ce qui est équivalent &
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qui est toujours vrai puisque (1 — cos ¢) > 0.
Le schéma est donc stable en norme L2 et consistant. Par le théoréme de Lax
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2.2.17 il est automatiquement convergeant.

3. Pour minimiser les calculs on utilise des formules de Taylor centrées sur le point
((n+ 1/2)At, jAz) (quil est "naturel" d’utiliser car il est centré par rapport aux
différents points du schéma). Dans toute la suite u} = u(ty,x;). On commence par
les termes de dérivées en temps :
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Par ailleurs, on a
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et, avec un resultat similaire en x;_1, on en déduit
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On passe maintenant aux termes de dérivées en espace : d’aprés la formule (1.25) du
polycopié on a

(tns1/2,75) + O ((A1)° + (Ax)?).
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On a des développements similaires pour % mais avec un pas —At/2. Par consé-
quent, en sommant on obtient
5;“1 +a} 9% (Ax)? 0*u 9 4
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En dérivant deux fois I’équation, une solution u vérifie
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et lerreur de troncature est donc (en notant ufj = u(ty,,z;))
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O ((At)? + (Ax)?).

2  Optimisation
On définit
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et on considére le probléme d’optimisation
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1. La fonction J(z) est est évidemment continue & l'intérieur de K, et les seules
difficultés peuvent venir lorsque x; — 0. Cependant, on a

lim x;logx; =0,
$i—)0



et pour Y0, x; <1
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Donc J est aussi continue sur le bord de K.

2. Par hypothése, on sait que pour toute colonne j € {1,...,n} il existe un coefficient
a;j de A qui est strictement positif. On a donc pour tout = € K tel que Az =b
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ce qui implique que l'ensemble {x € K, Az = b} est borné. On minimise une fonction
continue sur un fermé borné non vide de R", donc il existe au moins une solution
optimale de (1).

3. On vérifie sans probléme que J(tz) = tJ(z) pour tout z € K et tout ¢t > 0.
Etudions alors la convexité de J dans K N{Y ;" x; =1} :
n n
J(m):c-x—l—inlogaﬂi pour xEKﬂ{inzl},
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qui est une somme de fonctions convexes donc J est convexe dans KN{> """ | z; = 1}.
Passons au cas général dans K : il nous faut montrer que

J(0x + (1 —0)y) < 0J(x) + (1 —0)J(y)
pour tout z,y € K et 6 € [0,1]. On définit
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Grace a 'homogénéité de degré 1 de J on obtient
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a cause de la convexité de J sur K N{> " x; = 1}. Donc J est convexe sur K.

4. On trouve que

&Lt log = —
Ox; x

ce qui implique que, si « ne tend pas vers 0,




Un développement de Taylor & l'ordre 1 montre donc qu’une solution optimale de
(1) ne peut pas se trouver sur le bord de K en dehors de l'origine. Par ailleurs, 0 ne
peut pas étre solution car b est non nul. Comme lensemble {z € K, Ax = b} n’est
pas inclus dans le bord de K, il existe forcément une solution en dehors du bord de

K.

5. Comme toute solution de (1) est a I'intérieur de K les multiplicateurs de Lagrange
pour les contraintes x; > 0 sont nuls. La condition nécessaire d’optimalité est donc
qu’il existe un vecteur x € K et un multiplicateur de Lagrange A € R™ tel que

J(z)+AN=0, Azr=0b, xz;>0.

Comme la fonction J ainsi que l'ensemble {z € K, Az = b} sont convexes, cette
condition d’optimalité est aussi suffisante en vertu du théoréme de Kuhn et Tucker.



