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1 Introduction

Le but de ce projet est d’étudier puis implémenter et tester un algorithme rapide (issu
de la Méthode de Factorisation) permettant de visualiser la conductivité d’un milieu a
I’aide de mesures de potentiels faites par des électrodes réparties sur la surface du milieu
sondé. Cette technique s’appelle “imagerie par impédance électrique”. Elle est notamment
utilisée en imagerie médicale pour visualiser des régions a forte contenance en sang (et
donc a grande conductivité) : par exemple les poumons.

L’expérimentation consiste a entourer le domaine sondé, que 'on désignera dans la suite
par €2 par des électrodes posées sur sa frontiere. On applique alors un champ électrique
E et on mesure le potentiel résultant u sur la frontiere 0€2. Le potentiel est défini par
E = Vu. Si on note o la conductivité du milieu, alors le potentiel u vérifie (en combinant
la loi d’'Ohm et I’équation de Gauss)

Inclusions ayant o

diveVu =0 in ), (1)
Ou/dv = g on OS2,
avec v la normale a 02 dirigée vers l'extérieur de §2 et g (= E - v) désignant le courant
appliqué a la frontiere de 2.

Pour simplifier ’analyse nous allons supposer que £ C R? est un domaine borné régulier
simplement connexe et que la conductivité o est constante égale a 1 a l'extérieur d'un



domaine D et que o est une fonction bornée définie positive, c.a.d.
0<o,<o(x)<o"<oo p.p.dans .

On supposera aussi que Q \ D est un ouvert régulier connexe. On note L2(99) le sous
espace de L?(99Q) constitué des fonctions & moyenne nulle

L2(09) = {v € L*(09); /mvds = 0} :

On note également
HX(Q) = {v € Hl(Q);/ vds = 0} .
onN

Question 1. Montrer que pour tout g € L2(99) le probleme (1) admet une solution (varia-
tionnelle) unique u € H}(Q).

On définit alors A : L2(9Q) — L2(99Q) par

A(g) = ulon
ot u € HX(Q) est solution de (1).
Question 2. Montrer que A est continu.

Le probléeme que 'on souhaite résoudre est celui de reconstruire le domaine D (qui est en
quelque sorte caractérisé par le support de o # 1) a partir de la connaissance de A. En
pratique, mesurer A revient & mesurer Ag; pour g1, go, ..., gy ot {g;,i = 1,...00} désigne
une base de L2(99).

L’algorithme que nous allons considérer repose sur la construction d’une indicatrice de D
a partir du rang de l'opérateur A. Nous allons dans un premier temps donner quelques
éléments de la justification théorique de la méthode (sans faire 'analyse complete, qui
demande un peu plus de prérequis).

2 Fondement théorique de I’algorithme d’imagerie

Introduisons Ag : L2(092) — LZ(0N2) défini par
Ao(g) = uoloe
olt uy € H}(B) est 'unique solution de

Au =10 in Q (2)
Ou/O0v = g on 0
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Remarquons que I'opérateur A coincide avec Ag lorsque D = (). L’information sur D semble
alors plus apparente dans la différence A — Ay. Remarquons aussi que, vis a vis du probleme
de détermination de D, 'opérateur Ag est queque chose de connu puisqu’il ne dépend pas
de o.

La justification de la méthode repose sur une certaine factorisation de 'opérateur A — Ay.

On définit
H: L2(09) — HY(D)

par Hg = ug|p ol ug € HL(Q) est solution (2) et on définit
L:HYD)— L%(09)

par L(h) = w|sq ott w € H} () est solution de

/0Vw-V<pdm:/(1—a)Vh-V<pdx Yo € H Q). (3)
Q D

Question 3. Montrer que les opérateurs H et L sont continus et que

(A—Ao)g= (Lo H)g Vge L(09Q)

On note par H* I'adjoint de opérateur H, cad H* : H'(D) — L2(9N2) vérifiant
(Hg,UO)Hl(D) = (g,H*UO)LQ(aQ) Vg € LZ(@Q) et vy € Hl(D)

Question 4. Montrer que pour tout vy € H'(D), H*vy = v|gq ot v € H(Q) est 'unique
solution de

/ Vo - Vedr = (vo,0)mp) Ve € HL(Q). (4)
Q
On pose enfin T : H'(D) — H'(D) défini par

T(h) = g

olt vg € H'(D) la solution de

(0. Pcoy = [ (1= 0T+ w(W) Ty Vg € H'(D)

D
et ot w(h) € H() est 'unique solution de (3).
Question 5. Montrer que T est bien défini et que 1'on a la factorisation :

ANA—ANy=H"oToH.
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Question 6. Montrer que T* =T et que
(T'(h), k) (py :/(1 —0)|Vh|2dx+/ o|Vw(h)|*dz.
D D

Question 7. En déduire que si (1 — o) > v > 0 alors il existe a > 0 tq
(THg, Hg)m(p) = al|Hg|* Vg € L3(09).

Indication : procéder par un raisonnement par contradiction (similaire a celui utilisé pour
montrer 'inégalité de Poincaré).

Les résultats des questions 5 et 6 permettent de déduire (et c’est la que I'on va admettre ce
passage) que I'image de (A — Ag)'/? coincide avec I'image de 'opérateur H* (La définition
de la racine carrée d'un opérateur symétrique positif se fait de maniere analogue pour les
matrices— voir par exemple (6)). Par ailleurs il est possible de montrer que l'image de H*
caractérise D (noter que H* est indépendant de o). Pour simplifier nous allons supposer
dans toute la suite que

) = cercle de centre 0 et de rayon R.

On pose pour € et x dans Q et x # &

1 R log R
O(x,8) = —— (10g|x—§|+log’—x—|%|§’>+ o8 ,

27 || T
une fonction qui peut étre définie de maniere équivalente comme la solution dans L2(£2) de

{ AD(-,€) = —d in Q -
0, (&, ) = —1/]092] on 09.

(Vous pouvez réfléchir a comment rigoureusement définir au sens de la dérivation faible
la solution de (5)). Pour un vecteur non nul p on définit alors le dipole (localisé en & et
polarisé suivant p)

Vérifier que

Y(z,§,p) = %% pour x € 0f.

Question 8 (optionnelle). Montrer que si £ € D alors ¢(+, &, p)|aq appartient a I'image de
H*. Indication : utiliser le fait que A®(-,£) = 0 sur tout ouvert de (2 ne contenant pas &.

On admettra la partie complémentaire qui stipule que si £ ¢ D alors (-, &, p)|sq n’appar-
tient pas a I'image de H*.

On en déduit alors que (-, £, p)|aq appartient a I'image de (A—Ag)Y/? ssi & € D. Clest cette
caractérisation de D que nous allons utiliser pour construire une indicatrice du domaine
D.



3 Partie numérique

Nous avons besoin en premier d'un code numérique qui pour une donnée g construit la
solution u € H}(2) de (1) qui s’écrit variationnellement

/aVu-Vgpd:c:/ gpds Yo € HX(Q).
Q o0

Le code FreeFem++ ne permet pas l'utilisation d’éléménts finis conformes pour ’espace
HL(Q). C’est pour cela que nous allons remplacer u par u, € H(Q) solution de

/JVUE-Vgoda:—l—e/ ue-wds:/ gedsVp € HY(Q).
Q o9 09

Nous rappelons que si g € L2(Q2) alors u, — u dans H!(§) (voir exercices des pc de
MAP431, sinon le démontrer!).

Question 9. En s’inspirant de 'exemple dans la section 9.10 de la documentation de Free-
Fem++, écrire un programme qui calcule u, pour un g donné. Choisir ¢ = 0.01 dans D
(carré de coté 1/2) légerement décentré.

Pour construire une discrétisation de I'opérateur A nous allons projeter g et ulsq sur les
cos et sin. On note

cos(nb) et ey, (0) := sin(nd) 6 € [0, 27].

) 1 1
€an =
2ntl V2T V2T

En approchant g et u|gq respectivement par

2N 2N
g= E gnen et u = E UnCn
n=1 n=1

on pose comme discrétisation de A la matrice Ay (de taille 2NV x 2N) définie par

AN(Qla cee 792N)t = (Uh e 7U2N)t-

uestion 10. Donner I'expression de A(; ) en fonction de u et écrire un programme FreeFem
(4,9) g
qui calcule Ay.

Question 11. Montrer que Ag(; ;) = 0 pour @ # j et Ao = Mo(ait1,2i41) = R/i. Utiliser
ce résultat pour valider le programme de calcul de Ay.

Question 12. Soit (v;, \;) la décomposition en valeur propres de la matrice symétrique
positive Ay — Agy. La matrice (Ay — Agy)'/? est définie par

(Ax — Aon) V20 = V. (6)
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Pour une polarisation p non nulle donnée, on pose ¥(-,&,p)laa = > o ¥ (&, p)e, et on
définit
wN(§7p) = (¢1(§»p)7 s 7¢2N(§7p))t‘

Nous introduisons ensuite :

2N

Iv(€.p)i= 3 3 (0w(E.p). )

=1

Question 13. Justifier formellement (au vu des résultats de la partie théorique) pourquoi
limpy oo IN(§) < 00 ssi € € D.

Ce résultat montre que
2N

X(&p) ==Y (n (& p), vi)*/ In(E)

i=1

se comporte comme une indicatrice du domaine D.

Question 1. Ecrire un programme matlab (ou scilab) qui calcule et trace cette fonction
sur un quadrillage uniforme de la région contenant D. Pour augmenter le contraste on peut
tracer 1/log(x(&, p1) + x(&, p2)) pour deux polarisations orthogonales pjet ps.

Question 15. Tester la robustesse de cette fonction par rapport a 'augmentation de N (on
pourra faire varier N entre 10 et 50).

La dégradation du résultat par 'augmentation de N témoigne du caractére mal posé (in-
stabilité) de lapplication inverse : A — D. Le bon choix du parametre N releve de la
théorie de régularisation des problemes (inverses) mal posés.



