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Introduction 1

Introduction

Ce recueil rassemble tous les exercices proposés dans le cours de deuxieme année
d’introduction a l’analyse numérique et 'optimisation de Grégoire Allaire [1]. Toute
référence a ce dernier se distinguera des références internes au recueil par ses ca-
racteres gras. Par exemple, (1.1) fait référence a la premiere formule du cours. Malgré
notre vigilance, ce manuscrit comporte sans aucun doute (encore) de multiples er-
reurs de tout ordre. De nombreux exercices mériteraient un traitement plus élégant
autant d’un point de vue mathématique que stylistique. Nous invitons d’ailleurs tout
lecteur a participer a son amélioration. Vous pouvez nous signaler toute erreur ou
approximation en envoyant un mail a ’adresse
olivier.pantz@polytechnique.org
Nous serons également heureux de recevoir de nouvelles solutions aux exercices pro-
posés ou toutes autres suggestions. Bon courage.

G. Allaire, S. Gaubert, O. Pantz
Paris, Juillet 2006
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Chapitre 1

INTRODUCTION A LA
MODELISATION
MATHEMATIQUE ET A LA
SIMULATION NUMERIQUE

Exercice 1.2.1 On suppose que la donnée initiale ¢, est continue et uniformément
bornée sur R. Vérifier que

+o0 T — a2
bit.) == [ %(y)exp(—#)dy (1.1)

est bien une solution de

2
PB+ve _ys8 =0 pour(z,t) € Rx RS (1.2)
O(t =0,z) = by(x) pour z € R
Correction. Dans un premier temps, nous allons vérifier formellement que 'ex-

pression de (¢, x) (1.1) proposée est solution de I’équation de convection diffusion
(1.2). Dans un deuxieme temps, nous justifierons les calculs effectués.

On pose G(x,t,y) = exp <—W>. On a

Z;_f = ——x_;/yi_yG(x’t,y) 2
%_Cj _ (x+Vt— Z)V(tf -Vt — y)G(x,t,y).
Quitte a permuter les opérateurs de dérivation et d’intégration, on en déduit que
a% _Z Oo(y)G(z,t,y)dy = /: 90(@/)%6@ (1.3)
= [t Gty
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De maniere similaire,

o [ atwc = [~ o) (5 - 0 Gty

o e wt A

et

% /_O; Oo(y)G(z,t,y)dy = /_Z Bo(y) (x+ Vit — Zyll)/(; -Vt — y)G(x,t, 0.

On obtient ainsi I'expression des dérivées partielles de 6(t,z) pour tout ¢ > 0, a
savoir

00 1 > r—Vt—y
- On(y)——— 7
o /—47TVt /Oo O(y) 2wt G(x,t,y)dy

20 1 /_:Ho(y)<1 M>G(x,t,y)dy

@ VAruvt Q_Vt B 412¢2
a0 1 > (x4+Vt—y)z-Vt—y) 1
ot Vit /_oo bla) ( Avt? a1 ) et

On vérifie alors aisément que

ol 00 %0

Il reste a prouver que 6(t, ) est prolongeable en t = 0 et vérifie bien la condition
initiale, c’est a dire que

lim Wllm /Z Oo(y) exp (—W) dy = 0y(z). (1.4)

Rappelons que,

/ exp(—a2?)dz = /7. (1.5)
2
Pour établir cette relation, il suffit de calculer ( ffooo e‘l’Qdag> = fRQ e 1"’ dx en

coordonnées polaires. On pose

1 (x —Vt—y)?
p(l',t,y): \/mexp _4—Vt :

D’apres (1.5), [ p(z,t,y)dy = 1 pour tout z et ¢. Enfin, pour tout z € R, on constate
que pour tout y différent de x, lim;_,o p(z,t,y) = 0. Ainsi, x étant fixé, p(z,t,y) est
une fonction de y se concentrant en z lorsque ¢ tend vers zéro. Pour étre plus précis,
on montre que pour tout ¢ et € réels strictement positifs, il existe £(4, €) tel que pour
tout t < t(0,¢),

z+6
/ plx,t,y)dy — 1‘ <e.
r—0




z—0 00
/ p(x,t,y)der/ p(fv,t,y)dy‘ <e.

—00 x+4

L’équation (1.4) découle alors du fait que 6y est continue, uniformément bornée.
Reste a prouver que les commutations des opérateurs d’intégration et de dérivation

effectuées lors du calcul des dérivées partielles de 6(t, x) sont licites. Pour tout = de

R et tout ¢ > 0, il existe des constantes C(z,t) et Cy(x,t) telles que si z est suffi-

samment proche de z,

z—=Vt—y

T‘ < Ci(z, t)(1 + Jy])
et )

-viy? =y o

En postant C(x,t) = Cy(z,t) exp(—Cq(z,t)/4vt), il vient
oG

%(z’t’y)‘ < C(x,t)(1 + |y|) exp (—%) .

Comme 6y(y) est uniformément bornée, on en déduit que

oG
eﬂ(y)%<z7 ta y)

< Clx, t)(1 4+ |y]) exp (—%) Slslp 100(s)|

pour tout z appartenant a un voisinage de x. Le terme de droite est intégrable par
rapport a y. Ainsi, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, on en
déduit que I’échange des opérateurs d’intégration et de dérivation dans (1.3) est
licite. On peut procéder de maniere similaire pour justifier les deux autres commu-
tations effectuées.

Exercice 1.2.2 On suppose que la donnée initiale 6, est dérivable et uniformément
bornée sur R. Vérifier que
O(t,x) = Oy(x — Vi) (1.6)
est bien une solution de
{g—fnLV%:O pour (z,t) € R x Rf

6(t =0,x) = by(x) pour xz € R. (1.7)

Montrer que (1.6) est la limite de (1.1) lorsque le paramétre v tend vers zéro.

Correction. 96 90 96
—(z,t) = -V2(z — Vi) = —V—(a).
() = VIR (e = V) =~V (1)
Ainsi, 6 vérifie I’équation différentielle annoncée. De plus, @ vérifie trivialement la
condition initiale.
Par un raisonnement analogue a celui qui nous avait permis d’établir la continuité

de la solution en t = 0 dans I'exercice 1.2.1, on montre que

N D A (@=Vi—y)*\ o
ll/lir(l) \/M/—oo 0o(y) exp (_4—Vt)) dy = Op(z — V) =0(1).
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Exercice 1.3.1 On se propose de retrouver une propriété de décroissance exponentielle
en temps (voir la formule (1.1)) de la solution de I'équation de la chaleur

—Au=f dans Q x RS
u=0 sur 99 x Rf (1.8)
u(t =0) =ug dans Q

dans un domaine 2 borné. En une dimension d'espace, on pose {2 = (0, 1) et on suppose
que f = 0. Soit u(t,z) une solution réguliere de (1.8). En multipliant I'équation par u
et en intégrant par rapport a z, établir I'égalité

%% (/Olug(t,as)d:v> :—/01

Montrer que toute fonction v(x) continiiment dérivable sur [0, 1], telle que v(0) = 0,
vérifie I'inégalité de Poincaré

/01v2(x)dx§/01

En déduire la décroissance exponentielle en temps de fo (t,x)dx.

2

ou e

%(tv :U)

@

2
dx.
dz v

Correction. En multipliant 1’équation différentielle (1.8) par u on obtient par

intégration que
—udx = Y d.
/ / dx?

Quitte a supposer u suffisamment réguliere, on peut appliquer le théoreme d’inté-
gration sous le signe somme au terme de gauche et effectuer une intégration par
parties sur le terme de droite. On obtient ainsi que

1 1
1d / widr | = —/

Soit v une fonction de classe C'! sur [0, 1] telle que v(0) = 0. Pour tout x € [0, 1],

2 1
dyé/
0

ou|?

W)

= ([ 2 >dy)2§x/0x o

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz d’ou,

/01U2(:E)d$ < /01

En appliquant cette derniere inégalité a v(x) = u(t, z), on déduit de (1.9) que

dv

2
) d
o (y)| dy

W )

dx

2
dz.

2220 < ~B()



ou

Ainsi,

1d(Ee?) 1dFE )
il b b ) I

2 dt sar TE)e =0
et pour tout £ > 0,

E(t)e* < E(0).

Exercice 1.3.2 On se place en dimension N = 1 d’espace. On suppose que les données
initiales ug et u; sont des fonctions régulieres, et que f = 0 avec {2 = R. On note U,
une primitive de uy. Vérifier que

1 1
u(t,z) = 5 (uo(x +1t) +up(x — t)) + 3 (Ui(x +1t) = Us(z —t)), (1.10)
est la solution unique de
(92
%—Au:f dans Q x R}
u=0 sur 092 x Rf
(1.11)
u(t =0) = ug dans (2
\ %(t:m:ul dans 2

dans la classe des fonctions régulieres.

Correction. La fonction u(t,z) définie par (1.10) est trivialement une solution
de I'équation des ondes (1.11). Comme ’équation est linéaire, il suffit de prouver

I"unicité pour ug = uy = 0. Soit xy < 1 et 2t < x7 — xo. En multipliant 1’équation

te . p) . . . .
aux dérivées partielles par 5, on obtient par intégration par parties que

x1—t 2 x1—t 2
0= / 2 dx + / 2 dx
xo+t 8t zo+t at
ou Ou ou Ou
— 2T () — t) + 20— — t).
gz or 01 T D 2 gy (o D)
On rappelle que pour toutes fonctions a, b et g régulieres,

b(t) b(t)
% (/ g(t,x)dx) = / %(t,x)dx + 0 (t)g(t,b(t)) —a'(t)g(t,a(t)).

() ()
On en déduit que

ou

ou
E(xut)

%(J;?t)

2 2

d 7=t Qu ou
0 = % (/;OH [ E(Zﬁ,t) —+ %(l’,t) dl’)
+%( +tt)2+ @( —tt)2+ @( +tt)2+ %( —tt)2
825 T ) 8t €1 5 ailj' X ) 8.1' X )
ou Ou ou Ou
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c’est a dire

d x1—t
-2 /IOH ou

Ainsi,
ou
+ ‘%(% t)

x1—t 2
(L [l ] )
dt \ Joore

Pour tout ¢ > 0, pour tout yg et y; tels que yy < y1, on a donc

[ Jars [ [
(1.12)

ou xg = yo —t et x; = y; +t. On déduit de (1.12) que u(x,t) = 0 pour tout z et
t > 0, ce qui acheve la démonstration.

2
+

2 2

Ou dr =0

ou
E(xvt)

%(IJ)

ou
+[50

Exercice 1.3.3 Vérifier que la solution (1.10) au point (z,t) ne dépend des données
initiales uy et u; qu'a travers leurs valeurs sur le segment [z — ¢,z + t|. Vérifier aussi
u(—t,z) est solution de (1.11) dans © x R_, quitte a changer le signe de la vitesse
initiale uy(x).

Correction. On rappelle que
1 1
u(t,z) = §(u0($ +t)+up(z —1t)) + §(U1($ +1t) = Ui(z — 1)),

ou U; est une primitive de u;. Comme

T+t

U(x+t)—U(z—t)= / ur(y)dy
T—t
ne dépend que de la restriction de u; sur Uintervalle [x — ¢,z + ], on en déduit que
u(t, ) ne dépend que de ug et u; restreints a [x — ¢,z +t]. On dit que I'information
se propage a vitesse finie. Enfin, on vérifie sans mal que u(—t,x) est solution de la
méme équation sur {2 X R, quitte a remplacer u; par —u;.

Exercice 1.3.4 On se propose de démontrer un principe de conservation de I'énergie
pour I'équation des ondes (1.11) sans utiliser la formule explicite (1.10). En une di-
mension d'espace, on pose 2 = (0,1) et on suppose f = 0. Soit u(¢,x) une solution
réguliere de (1.11). En multipliant I'équation par 2% et en intégrant par rapport a ,

at
établir I'égalité d'énergie
2
dr | =0.

i

Conclure et comparer a ce qui se passe pour |'équation de la chaleur.

0 )

ot 2z %)

2 1
d:c—l—/ Ou
0

ox




Correction. En multipliant ’équation des ondes par du/dt, on obtient par inté-
gration
L 9%u aud L 0%u ou
, oz ot T ), aaz ot
On applique alors le théoreme de dérivation sous le signe somme au premier terme
de I’équation et on effectue une intégration par parties sur le second. Aucun terme
de bord n’apparait suite a I'intégration par parties car comme u(t,0) = u(¢,1) = 0,
on a Ju/0t(t,0) = du/0t(t,1) = 0. On a donc

1d 1 2 L ou 0%u
-z d de = 0.
2dt</0 x)—l—o r =0

Oz Otz

En appliquant & nouveau le théoréme de dérivation sous le signe somme (au deuxieme
terme cette fois), on établit I’égalité d’énergie demandée.

Dans le cas de I'équation de la chaleur avec condition de Dirichlet, I’énergie totale
décroit exponentiellement. La température tend a devenir uniformément nulle au
sein de 'ouvert €. Il y a une déperdition d’énergie par le bord de €2. Le comportement
est tres différent pour la solution de ’équation des ondes. L’énergie est conservée au
cours du temps et 'onde est réfléchie sur les bords.

r = 0.

Ju
ot

Exercice 1.3.5 On se propose de démontrer des principes de conservation de |'énergie
pour I'équation de Schrodinger

)
ia—?—i—Au—Vu:O dans RN x R}

u(t = 0) = ug dans RY.

(1.13)

Soit u(t, z) une solution réguliere de (1.13) en une dimension d'espace qui décroit vers
zéro (ainsi que 2“) lorsque || — +o00. Montrer que pour toute fonction dérivable v(t)

on a 5 L ofof?
v\ 10
R(EU>_2 ot

ou R désigne la partie réelle et U le complexe conjugué de v. En multipliant I'équation
par u et en intégrant par rapport a x, établir |'égalité d'énergie

/R]u(t,x)fda::/R|u0(;c)|2dx.

En multipliant I'équation par %—?, montrer que
2 2
/R (‘%(t,x) + V(x) |u(t,:17)|2) dr = /]R ( %(x) + V(x) |u0(:p)|2> dx.

Correction. Soit v une fonction dérivable,

r(25) = L (v, 97, - Loww
at’) a2 \a' T at) T 2o
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On a bien

ot 2 0t

En multipliant ’équation de Schrodinger par u, on obtient par intégration que

ou_  d*u 5
/ (@Eu—l—a?u—‘/w )dq;—O

Par intégration par parties sur le second membre, on obtient

/_m_/(

(les hypotheses de décroissance effectuées sur u permettent d’éliminer les termes de
bords & “I'infini”). Comme le second membre est réel, fR “udr est un imaginaire

pur,
R ( @ud:p) = 0.

R (@@) _ Lokl (1.14)

oul?

oz

+ V|u|2> dx

0

Olul?
——dz = 0.
/R ot

Pourvu que la solution wu soit suffisamment réguliere, on peut commuter le signe

somme et intégrale, ainsi
d
— / lu|*dz = 0
dt Jp

/|u(t,x)]2dac:/|u0|2dx.
R

D’apres (1.14), on a donc

En multipliant ’équation de Schrodinger par dt, il vient
oul®  O*uom o
| = Vu— | dex =0
/R<Z ot| Toar “at> v

Par intégration par parties du second terme, on obtient que

2 27
/(z —%8 Vu@)dx—()
R

Ox O0tOx ot
En considérant la partie réelle de cette égalité, il vient

L

au
ot

ou|?

ox

+ V|u|2> dxr = 0.



Il suffit d’échanger la dérivation par rapport au temps et le signe intégrale afin
d’obtenir le résultat escompté

3u2 2 8u0

Exercice 1.4.1 Le but de cet exercice est de montrer que le schéma implicite pour
I'’équation de la chaleur

2
+ V|u0\2> dx.

(T —u” 4+ 2u" —u”
-1 +1
J J + v J J J

At (Ax)?

=0, (1.15)

vérifie aussi le principe du maximum discret. On impose des conditions aux limites de
Dirichlet, c'est-a-dire que la formule (1.15) est valable pour 1 < 5 < J et on fixe
ug = u’j,, = 0 pour tout n € N. Soit deux constantes m < 0 < M telles que
m < u? < M pour 1 < j < J. Vérifier que I'on peut bien calculer de maniere unique
les u?“ en fonction des uj. Montrer que pour tous les temps n > 0 on a encore les

inégalités m < u} < M pour 1 < j < J (et ceci sans condition sur At et Ax).

Correction. Tout d’abord, montrons que le schéma implicite (1.15) est correcte-
ment défini. On pose U™ = (u)i1<j<;. On vérifie que le schéma implicite équivaut a
déterminer U™ tel que

AU = Un
ou
1+ 2¢ —c 0O ... .. ... 0
—c 1+2¢ —c O
0 —c
A= 0
—c 0
: 0 —c 14 2¢c —c
[ 0 —c 1+ 2¢

et ¢ = vAt/(Az)?. 1l s’agit donc de prouver que la matrice A est inversible, ce qui
est aisé, car A est symétrique, définie positive donc inversible. En effet, soit X € R.
Par convention, on pose Xg = X;,1 =0. On a

J 2 2
X2 4 X2,
XTAX = Z ]T‘H_ —|— C(Xj+1 — X])Q

Jj=0
Reste a prouver que le schéma vérifie le principe du maximum. On raisonne par

récurrence sur n. Supposons que m < u}l’l < M pour tout 5 € {0,---,J + 1}. Soit
m' = infjeqr.. yuj et M’ = supjeq .. jyuj. Montrons que M’ < M. Si M' = 0,
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on n’a rien a démontrer car 0 < M par hypothese. Dans le cas contraire, soit
ke{l,---,J} tel que M’ = u}. D’apres le schéma,

n n
Up_y + “k+1>

(1+2c)uf = up™ ' + 2¢ < 5

Comme “=1T"k+1

<y, on en déduit que

(1+2c)uy <ul™ + 2cuf,
d’ou
M =u} <up' < M.

Quitte a remplacer u par —u, on obtient également m’ > m.

Exercice 1.4.2 Montrer que, si la condition CFL
|[V|At < Ax (1.16)

n'est pas satisfaite, le schéma décentré amont

7‘l+l _ un

j I Vo j
At + Ax

- —0 (1.17)

pour I'équation d’'advection est instable pour la donnée initiale u? = (—=1).

Correction. Le schéma décentré amont est défini par

n+l _ . n no_ . n
Y U L
+V =0.
At Ax
Considérons comme donnée initiale ug = (—1). On montre par une récurrence

évidente que

2VAL\" ,
n— 11— —1)7.
= (1-25)

Ainsi, la suite u™ reste bornée si et seulement si

| 2V AL
Ax

<

ou encore si la condition CFL
|V |At

Az

<1
est vérifiée.

Exercice 1.4.3 Ecrire un schéma explicite centré en espace pour I'équation des ondes
(1.11) en une dimension d’espace et sans terme source. Préciser comment démarrer les
itérations en temps. Vérifier |'existence d'un cone de dépendance discret analogue a celui
continu illustré par la Figure 1.3. En déduire que, si ce schéma converge, les pas de temps
et d'espace doivent nécessairement satisfaire la condition (de type CFL) At < Ax.
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Correction. Pour I’équation des ondes (1.11) sans terme source, le schéma explicite
centré est

u?_l — 2uj + u?“ N —ul g+ 2uf —uj, 0
(A1) (Az)?2 :
Ainsi,
W = =1 4 gyt (ﬁf (", — 2" + ) (1.18)
j j J Az i1 ¢ e ‘

On initialise le schéma en posant
u = up(jAT) et uj = u) + ui (jAz)AL.

Au vu de 'équation (1.18), on montre par une récurrence évidente que la valeur
de u?“ ne dépend que des valeurs des uj1 4 bour k entier, —n < k < n et de u? "
pour [ entier, —n < [ < n. On note u(t, ) la solution de ’équation des ondes. Soit
(At),, et (Ax),,, suites de discrétisations en temps et espace, tel que le schéma soit
convergent. Dans ce cas, pour tout temps ¢ et tout point de I’espace x, on a

m—r0o0

w25t x)

avec n = [t/(At),,] et j = [¢/(Ax)y] (ou les crochets désignent la partie entiere).
Comme nous venons de I’établir, la valeur de u?“ dépend uniquement de la restric-
tion de ug et uy sur Uintervalle [(j — n)(AZ)m, (j + n)(Ax),,]. Ainsi, par passage &
la limite, on en déduit que la valeur de sa limite ne dépend que de la restriction de
up et uy a lintervalle [x — tlim inf((Ax),,/(At)y), x + tliminf((Ax),/(At),,)]. Or
u(t,z) dépend de toutes les valeurs de ug et u; sur Uintervalle [z — ¢,z + t]. Pour

que le schéma soit convergent, il faut donc que

Himinf 257 < o~ f otz 4 ¢ < 2+ tliminf oDm
r—tliminf — <z —tetzx x imin
¢’est-a~dire que la conditioin CFL doit étre asymptotiquement vérifiée
Az,
liminf =2 > 1.
m—00 m

Exercice 1.5.1 Le but de cet exercice est de montrer que le probleme de Cauchy pour
le Laplacien est mal posé. Soit le domaine bidimensionnel 2 = (0,1) x (0,27). On
considere le probleme de Cauchy en x et le probleme aux limites en y suivant

O*u  O%u
—@ - 8_y2 = dans ()
u(z,0) = u(x,2m) =0 pour 0 <z <1
ou —Vn
u(0,y) = 0, a—(O,y) = —e V'sin(ny) pour 0 <y < 2w
x
VT

Vérifier que u(z,y) = “—— sin(ny)sh(nz) est une solution. Montrer que la condition
initiale et toutes ses dérivées en x = 0 convergent uniformément vers 0, tandis que, pour
tout = > 0, la solution trouvée u(x,y) et toutes ses dérivées ne sont pas bornées quand
n tend vers I'infini. Conclure.
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Correction. Ici, = joue le role du temps. Rappelons que sh(z) = (e* — e *)/2 et
ch(z) = (e* + e~ *)/2. On vérifie sans mal que la solution proposée est une solution
du systeme. D’autre part,

8k+lu _ e—\/ﬁnl—i-k—l(i)l emy _ (_.1)l€fz‘ny ent (_l)kefmc '
Oxkoy! 21 2

On constate que en x = 0, la fonction u ainsi que toutes ses dérivées convergent
vers 0 lorsque n tend vers +oo (pour tous les entiers k et I, e~VPn!*+=1 converge
vers 0 lorsque n tend vers I'infini). A contrario, si x > 0, ni w ni ses dérivées ne sont
bornées par rapport a n (pour tous les entiers k et I, e"*~V*n!*F~1 diverge lorsque n
tend vers l'infini). Or, pour des conditions initiales (i.e. en = 0) nulles, la fonction
u = 0 est une solution triviale du systéme. Ainsi, des perturbations infinitésimales
des conditions initiales (méme pour la norme tres forte C'*°) induisent de tres grandes
perturbations de la solution (pour n’importe quelle norme raisonnable, méme faible).
Le probleme de Cauchy proposé est donc mal posé dans tout espace “raisonnable”.



Chapitre 2

METHODE DES DIFFERENCES
FINIES

Exercice 2.2.1 Montrer que le schéma a six points

u;irll — Ui " Buj ™ —ul) " wit —
12At 6At 12At 51
n+1+2un+l_un+l g +2 no__ ,n (>
j+1 Ujq T 2l — Uiy
v +v =0
2(Azx)? 2(Ax)? N
n'est rien d'autre que le f-schéma
witt — w42t — —ul_y 4 2ul — u?
Y L Gy— (A) 2L (1-0w J‘l(A )92 _0 (22)
x x
avec 0 = 1/2 — (Ax)?/12vAt
Correction. Il suffit de constater que
witl =l N Sluftt —uf) N wit =l
12At 6At 12At
= (uj ™" — ) + W U _ 2(uj ™ = uj) + u —
At 12At 12At 12At
_ (ul ™t —ul) B w20 =l 4 2u) —
At 12At 12At

En remplacant cette expression dans le schéma a six points, on en déduit que ce
dernier est équivalent a

ultt— (v (B —uit 4 20—
At 2 124t (Az)?
(v B\ 2
2 " 12A¢ (Az)?

qui n’est rien d’autre que le § schéma avec § = 1/2 — (Ax)?/12vAt.

13
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Exercice 2.2.2 Pour chacun des schémas de la Sous-section 2.2.1, vérifier que |'erreur
de troncature est bien du type annoncé dans le Tableau 2.1. (On remarquera que tous
ces schémas sont consistants sauf celui de DuFort-Frankel.)

Correction. Le calcul de I'erreur de troncature d’un schéma est souvent délicat a
mener. Si on ne procede pas de maniere soignée et méthodique, on peut aisément
se retrouver englué dans un calcul inextricable, dont le cout croit exponentielle-
ment en fonction de l'ordre a déterminer. Quelques regles simples permettent en
général d’éviter ce travers. L’erreur de troncature se calcule en développant tous les
termes du schéma au méme point a l'aide des formules de Taylor. Le point choisi n’a
évidemment aucune influence sur le résultat obtenu (I’ordre du schéma ne dépend pas
du point considéré). Par contre, ce choix influe sur la taille du calcul qui en résulte.
Il est recommandé de diviser le calcul en plusieurs étapes. Les développements cal-
culés lors d’une étape pouvant étre réutilisé a une autre. Il faut absolument utiliser
I'équation vérifiée par la solution (par exemple remplacer les dérivées en temps par
des dérivées en espace). Cela simplifie considérablement les calculs, et nous permet
de déterminer I'ordre optimal du schéma. Enfin, il faut éviter a tout prix d’effectuer
des calculs inutiles et ne pas manipuler des termes d’ordre non significatifs. Enfin,
un petit truc classique consiste a utiliser les symétries du schéma, qui peuvent im-
pliquer que les termes non nuls du développement sont nécessairement soit pairs,
soit impairs.

Les schémas explicite, implicite et de Crank-Nicholson ne sont que des cas par-
ticuliers du #-schéma. Ce dernier possede des termes communs avec le schéma a 6
points dont nous donnons le développement ci-dessous. Le schéma d’ordre le plus
¢élevé étant le schéma a 6 points, d’ordre 2 en temps et 4 en espace, on peut donc
négliger les termes en o((Az)?) et o((At)?). On effectue nos développement au point
(tn, ;) (un autre choix raisonnable consisterait a effectuer les développements au
point (t, + At/2,x;)).

Remarque 2.2.1 Une fonction f(h) est un “petit o” de g(h) (f = o(g)) si pour
tout réel & positif aussi petit soit-il, on a |f(h)| < Cd|g(h)| dés que |h| est assez
petit.

Par développement de Taylor, puis en utilisant le fait que u est solution de I’équation
de la chaleur, on a

u(tnar, 75) — ultn, ;) _
At

ou  Atd*u  (At)? 03u N
(G5 + 350 + 05 ) +ol(ar7)
0%u o At 0*u 5 (At)? O%u 9
(y@—i-y 5 +v 5 8:66) (tn, ;) + o((AL)7).




15

De méme,

U(tn, ij_l) — 2U(tn, .’L’j) + u(tn, ajj—i—l) _
(Ax)?

Pu  (Ax)?2 ' _(Ax)* OSu A
<ag;2 LTI P 8m6> (tns 25) + o(A)7).

En remplacant n par n + 1 dans l'expression précédente, on obtient suite a un
développement en (%, z;) que

Wtnar, Zj-1) = 2u(tnir, 25) + wltnar, Ti1)
(Az)?
Pu  (Az)?0*u  _(Ax)* OOu
(8:132 T e T e ax6> (tn: 23)

Pu  (Ax)? Ou
+At(8t8x2+ 12 8t8x4>(t"’xj)

+ <A2t> ( ag a“ﬁ) (tas25) + 0 (D) + (AL)?).

De léquation du/0t = vd*u/dz?, il vient

U(tngr, 1) = 2u(tngr, 25) + ultni, v41) [ OPu (Ax)® @
(Az)? oz T2 A g
(Az)*  v(AH)(Az)?  VA(AL)?
+<2 o T 12 T2

) giﬁé) (tn, ;) + o((Az)* + (At)?).

1. Consistance des schémas explicite, implicite, 6-schéma et Crank-Nicholson.
Par combinaison linéaire des développements calculés précédemment,

Ultnir, 75) = ultn, %) o =Ultnirs 8jm1) + 20t 75) = ultnrr, 1)

At (Ao
+(1— Q)V_u(t"’ Tj1) + QELA(ZL)’;C» — U(tn, Tj11)
-0t

L (At g ((Al?Q n At) —(1-0) <A1*’;)2) y%
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Apres simplification,

u(tni1, T5) — ultn, ;) s —u(lps1, Tj—1) + 2u(tntr, 7)) — ullps1, Tj41)
At (Az)?

oy, —ultns 1) + 2u(te, ;) — u(tn, Tj41)
+(1—-0)v (D)2

(-0 vae— BEY 2 (10 (a2
+ o((At)? + (Ax)?).

Ainsi pour 6 # 1/2 (en particulier pour les schémas explicite et implicite), le 6-
schéma est d’ordre un en temps et deux en espace, tandis que le schéma de Crank-
Nicholson est d’ordre deux en temps et en espace.

2. Consistance du schéma a 6 points. Il nous reste a considérer le terme

Ultnis, Tjar) = Ultn, T1) | Ultnsr, Zjm1) = Ultn, 1)

At At

D’apres le développement effectué au début de l'exercice, puis en développant le
résultat obtenu en (¢,,x;), on a

U(tng1, i) — ultn, Tj1) N U(tni1,2j-1) — ultn, xj-1)
At At
_, 0?u N vAt 9*u N V2 (At)? 9%u (b 1)
-~ \ 0x2 2 Ozt 6 920 ) Tt
Pu  vAtO'w  vE(AL)? 0%
. At)?
+V<6x2 T e T 6 a:c6) (s Z31) + oL AE))

_ (s 0%u N vAt 0*u N v2(At)? 95u (A O'u N vAt 0%
— "\ aa2 2 Ox* 6 O0x A\ et 2 015

v(Az)* 95y

- 8—) (tnr2)) + 0((A0) + (Aa)").

Soit,

(b1, Tjs1) — ultn, Tjt1) n U(tnt1, Tj—1) — ultn, Tj-1)

At At
0%u ) o Ot (A2 VPAH(Ax)E v(Ax)*t OSu
= 2o+ (VAL + v(Az)?) ot ( T 5 + =7 ) 525

+o((At)? 4 (Ax)Y).

Par combinaison linéaire avec les autres développements effectués, on obtient (apres



simplification)

Wtns1, Tj1) = wtn, Tj11) | S(Utnrs, @) — ultn, 7))

12At 6At
" U(tnir, Tj—1) —ultn, xjo1) V“(tnﬂa zj-1) = 2ultni1, T5) + ultngr, Tjp)
124t 2(Az)?
Cu(les mio1) = 2ultn, ;) 4 ultn, Tj41)
2(Ar)
3 6
_ (%V(Axyl _ E(At)2> % +o((A)* + (AL,

Le schéma a 6 points est donc d’ordre 4 en espace et 2 en temps.
3. Consistance du schéma de DuFort-Frankel (2.7). On a

u(thrl,SL']) - U/(tn717xj> . @ _|_ ﬁ ’
2AL ot P \\Ae

et

—u(tn, Tj1) + ultngr, T5) + ultn_1, ;) — ultn, Tj41)

(Az)?

__Jw (A 262”—(M)284u+ A 2+(A )?
o2 T\ Az) o T 12 ot O\ \Ax v
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En combinant ces deux expressions, on en déduit que, si u est solution de I’équation

de la chaleur,

U(tnt1, ) — u(tn-1,7;)
2At
—U(tn, $j_1) + u(tn+17 37]') + U(tn_l, l'j) — U,(tn, [L’j_H)
(Az)?

At\? (Ax)?\ d'u At\?
A N C O A A e
Ax 12 oxt Az
Le schéma n’est pas consistant au sens classique, mais il 1’est si on suppose que
rapport At/Ax converge vers zéro. Un choix optimal de At en fonction de Az po
avoir un schéma d’ordre élevé est de choisir At du méme ordre que (Az)?. Dans

cas, le schéma est d’ordre 2 en espace.
4. Consistance du schéma de Gear (2.8)

+v

Bu(tygr, ;) — 4u(ty, x;) + u(t,—1, x;)

= (2080 % = 27T (b, ) + O((B1))

le
ur
ce
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et

—u(tpi1, 333‘71) + 2u(tyq1, l’j) — u(tnt1, %‘H)
,0*u  (Az)* d*u

:<_(Ax)aﬁ“ 24 &w)dm*ﬂw‘%o«A$W)

En appliquant ces deux développements de Taylor a la solution u de 1’équation de
la chaleur, on obtient

Bu(tng1, xj) — dulty, x;) + u(ty—1,x;)
(Az)?
—u(tns1, @jo1) + 2u(lnr1, 75) — ullnr1, Tj41)
2At
v(Az)? 0'u  (At)? O5u

— 3 3
= 51 ax4+ 3 8x6+0((At) + (Ax)?).

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps et en espace.

+v

Exercice 2.2.3 Montrer que le schéma de Crank-Nicholson (2.2) (avec § = 1/2) est
stable en norme L™ si vAt < (Ax)?, et que le schéma de DuFort-Frankel

ulttt — ! —ul T T =
J b 4y J J J+

2At (Az)?2 =0 (2:3)

est stable en norme L™ si 2vAt < (Ax)? (on applique aux deux schémas des conditions
aux limites de type Dirichlet homogenes).

Correction. On va montrer que sous une condition CFL appropriée, le schéma de
Crank-Nicholson vérifie le principe du maximum discret. Soit k et [ tels que

uptt = M = maxu* et wftt = m = minu”

J J

+1
Notons que M est positif ou nul et m négatif ou nul. On va montrer que
M < max((),mjaxu?) (2.4)
et min(0, minuj) < m. (2.5)

J

Dans un premier temps, on considere I'inégalité (2.4). Cette derniere est trivialement

vérifiée si M = 0. On peut donc se restreindre au cas M # 0. Le maximum de u}”l
pour tout j € {0,---, N + 1} est atteint en un élément k € {1,--- , N} et d’apres
(2.2) avec § = 1/2,
M — uy; — U+ 2up — Uy,
<0
AL VT oAy =0

soit

vAt n vAt "
M < (1 - (AJC)Q) uy + m(uk—l + Ugyq).
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Si
vAt < (Ax)?, (2.6)

le terme de droite est une combinaison convexe des coordonnées de u", et le premier
point de (2.4) est vérifié. La minoration (2.5) de m s’en déduit en remplagant u™
par —u™ et M par —m. Si la condition CFL (2.6) est vérifiée, le schéma de Crank-
Nicholson vérifie le principe du maximum discret. En conséquence, il est stable pour
la norme L*°.

Le schéma de DuFort-Frankel (2.3) est défini par

L _i_L un+1 _ L - L unfl 4 L(un +un )
2At - (Ax)?2) 7 \2At (Ax)?2) Y (Ag)2t -t 7 A

Si 2vAt < (Az)?, uf™ est une combinaison convexe de uf ™!

est stable pour la norme L, c’est a dire

, ul_y et ujy . Ainsi, il

[ oo < max (J[u’loc, [l o) -

Exercice 2.2.4 Montrer que le f-schéma (2.2) est stable en norme L? inconditionnel-
lement si 1/2 < 6 < 1, et sous la condition CFL 2(1 —20)vAt < (Az)?si0< 60 < 1/2.

Correction. Etudions la stabilité en norme L? du #-schéma. Par application de la
transformation de Fourier, il vient

20vAtL il
(1 + W(l — cos(2k’7rAa:))> " (k) =

26— Dvat — cos(2kmAx)) ) 0"
(1—1— (An) (1 (2kmA ))) (k).

Ainsi, le schéma sera stable en norme L? dés que

200 At
(Az)?

2(60 — 1)vAt
(B

‘1 + (1- cos(%m@)‘ < ‘1 + (1- COS(QkWAx))‘ (2.7)

pour tout k. Comme 1 — cos(2kmAxz) = 2sin*(krAx), on peut rééerire (2.7) sous la
forme

{_ 4uAtsin®(krAx)
(Az)? + 40v At sin? (kT Ax)

ou encore
4uAtsin®(krAz) <9

<
= (Az)? + 40vAtsin®(krAx) —

Comme @ est positif, cette condition est équivalente a

(Az)? > 2(1 — 20)vAtsin®(krAx).

Cette derniere relation est vérifiée pour tout k deés que (1 —260) < 0 ou (Az)? >
2(1 — 20)vAt.
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Exercice 2.2.5 Montrer que le schéma a 6 points (2.1) est inconditionnellement stable
en norme L.

Correction. Par transformation de Fourier appliquée au schéma a 6 points (2.1),
on obtient

cos(2kmAx) 5 il om y .

c’est-a-dire

6Uv AL
(Az)?

(5 + cos(2kmAx) + (4— COS(2/€7TA$))) Gl —

6U AL

(5 + cos(2kmAz) — W(

4— cos(2k:7rAx))> .

Le schéma est donc L2-stable des que

6v AL

54+ COS(ZkZ?TAJZ) + W

(4 — cos(2kmAx))

6U AL

W<4 — cos(2kmAx))

Y

> ‘5 + cos(2kmAx) —

relation qui est trivialement vérifiée indépendamment de Az et At.

Exercice 2.2.6 Montrer que le schéma de Gear

n+1 n n—1 n+1 n+1 n+1
2At (Ax)? B '

est inconditionnellement stable et donc convergent en norme L2

Correction. En appliquant la transformation de Fourier au schéma de Gear (2.8),
on obtient
(3 + csin®(krAx)) 4" = 44" — 4", (2.9)

8vAL

ol ¢ = Xz

On introduit le polynéme (dépendant implicitement de k et c¢)
P(X) = (3 + csin®(krAr)) X? — 4X + 1.

On note A;(k,c) et Ay(k,c) les racines (éventuellement complexes) de P et on
pose A(k,c) = (Aa(k,c) — M\i(k,c))? Le discriminant de P vaut précisément (3 +
csin?(krAz))?A(k, c) et a donc le méme signe que A(k,c). Les solutions de (2.9)
s’expriment explicitement en fonction de 4°(k) et 4! (k)

(22328 ) a0 + (BE30) (k) si Al ) 0,
(1 —n)A2aC (k) + nA ot (k) si A(k,c) = 0.
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Une condition nécessaire de stabilité inconditionnelle est donc
Ak, o) < 1et |Aa(k, o) <1 (2.10)

pour tout entier k et toute constante positive c. C’est justement la condition nécessaire
de stabilité de Von Neumann !

Cependant, cette condition n’est pas suffisante. En particulier, si le polynome
P admet une racine double (i.e. A(k,c¢) = 0) et si cette racine est de module un,
alors |0"(k, ¢)| n’est pas borné, sa croissance étant linéaire en fonction de n. D’autre
part, a supposer que A(k,c) # 0, il n’existe pas de majoration évidente du module
de 4" (k,c) uniforme par rapport a c et k, le rapport |Aa(k,c) — A1 (k,c)|~! conver-
geant vers l'infini lorsque A(k,¢) tend vers zéro. Afin que le schéma soit stable, il
faut s’assurer que lorsque A(k,c) est proche de zéro, |Ai(k,c)| et |[Aa(k, c)| restent
strictement plus petits qu’une constante inférieure a 1. Plus précisément, pour que
le schéma soit stable, il suffit de prouver qu’il existe deux réels § > 0 et § < 1 tels
que pour tout entier k£ et tout réel positif ¢, on ait

IA(k, ¢)| < & = max(|\(k, c)], [ha(k,c)]) < B < 1. (2.11)

En effet, supposons que les conditions (2.10) et (2.11) soient vérifiées et posons
C(B) = max,nB" ! : comme 0 < f < 1, C(B) < +oo. Afin d’étudier la stabilité
du schéma, on considere trois cas différents suivant la valeur de A(k,c) : |A(k, )|
grand, |A(k, c)| petit et A(k,c) nul. Si |A(k, c)| > 6, alors

A — AT
=1 <2/V§.27277
‘ Ao — A |~ /\/_
Si0 < |A(k,c)| < 0, alors
)\3 — )\? — pyn—1—p n—1
M — M| PBRIH < nmax(|A1], [A2])" < C(B) ,
p=0

enfin si A(k,c) =0, n|A\;|"! < C(B). De ces trois inégalités, on en déduit que
[a" (k)| < K(|a" (k)| + @' (K)])

ot K =14 (C(B8) +2/V6). Ainsi, ||a"| 2 < V2K (||u|| 2 + ||ut]|z2).

Reste a prouver que les conditions de stabilité (2.10) et (2.11) sont satis-
faites. Tout d’abord, vérifions que les modules des racines du polynéome P(X) sont
effectivement inférieurs a 1 (condition de Von Neumann). Si le discriminant est
négatif, les racines sont conjuguées 'une de l'autre. Leur module est alors égal a
(3 + csin?(knAx))~2 qui est en effet inférieur & un. D’autre part, si A est une
racine réelle de P(X), on a

3N — 4N+ 1 = —csin®(krAz)A* <0

ou encore

(A—1)(3\ — 1) < 0.
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On en déduit que toute racine réelle de P(X) appartient a lintervalle [1/3,1] et
est donc bien de module inférieur ou égal a un. Reste a vérifier la condition (2.11).

On suppose que Ay désigne la plus grand valeur propre du polynome P. Ainsi A\ =
M+ VA Oron a4+ Ay = 4(3 + csin?(knAz))~'. Ainsi,

2y = 4(3 + esin®(krAz)) ™t + VA < 4/3 + VA.

Ainsi, dés que A < 1/9,ona Ay <2/3+4+1/6 =5/6 < 1. La condition (2.11) est
donc vérifiée.

Exercice 2.2.7 Montrer que le schéma de DuFort-Frankel (2.3) est inconditionnelle-
ment stable en norme L?. Montrer que, si on fait tendre At et Az vers 0 de telle
maniere que le rapport At/(Ax)? reste majoré, alors le schéma de DuFort-Frankel est
convergent. (On dit qu'il est “conditionnellement” convergent.)

Correction. Par transformation de Fourier, on obtient que

2UAL
(Ax)?

T (=24 cos(2kmAz) + 4" + 4"t = 0.

Soit encore
(1+ )" (k) — 2ccos(2kmAz)a" (k) — (1 — c)a™ (k) = 0,

ou
2(At)v
c= —( Ar)E”
Afin d’établir la stabilité, on procede comme pour l'exercice 2.2.6. Considérons le
polynome
P(X) = (1+¢)X? —2ccos(2krAz)X — (1 —¢)

La stabilité est assurée si (2.10) et (2.11) sont vérifiées, c’est a dire si les modules
des racines de P sont inférieures a 1 et si elles restent majorées par une constante
strictement inférieure a 1 des que les racines du polynome sont suffisamment proches.
Vérifions tout d’abord le premier point. Si le discriminant de P est négatif, P admet
des racines complexes conjuguées et

1/2
<1

1—-c
1+¢

Dl = ol = \

Si le discriminant de P est positif, P admet des racines réelles. Pour chacune d’elles

on a
(14 c)A? — 2ccos(2kmAx)A — (1 —¢) = 0,

d’ou
(14+e)\* —(1—¢) = 2ccos(2knAx)\
c(A\? 4 cos? (2kmAx))

<
< (AP +1)
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On en déduit que A\* < 1. Donc (2.10) est vérifée. Passons a la vérification de (2.11).
Supposons que Ay soit la plus grande valeur propre, on a alors Ay = A\; + VA ol
A= ()\1 — )\2)2. Or

Nt hy = 2CCOS(2]€7TA$)'
1+c
On a donc
2kwA
)\2:CCOS< km :c)+\/z/2
1+¢
et )
| < —— + VA2 =14 VA - ——.
1+c¢ 1+c¢

Si le rapport At/(Ax)? reste borné, ¢ est majoré par une constante M > 0. On a
donc dans ce cas

o] =<1+ VA -1+ M)

Pour A suffisament petit, le membre de droite est strictement plus petit que 1, ce
qui établit la deuxieme condition de stabilité (2.11).

Le schéma est donc stable en norme L? pourvu que le rapport At/(Ax)? reste
borné. Enfin, d’apres le Théoreme de Lax, la stabilité combinée a la consistance
implique la convergence.

Exercice 2.2.8 Montrer que le schéma explicite

n n n n n n n
Ui — Uik n V‘“j—l,k A 205y — Uiy g —UGg g+ 2UGy — U
At (Ax)? (Ay)?

=0 (2.12)

est stable en norme L™ (et méme qu'il vérifie le principe du maximum) sous la condition

CFL
vAt vAt

Ao ' By

1
< -
-2
Correction. Le schéma explicite (2.12) est défini par

nil _ [ 1 of VAL vAL "
Uk = (1 2((Am)2 - (Au)2> Uik

VAt n n I/At n "

Si
vAt vAt

(B2 | (Ayy

<1/2,
n+1

(e est une combinaison convexe de coordonnées de u" et donc

i | < oo
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Exercice 2.2.9 Montrer que le schéma de Peaceman-Rachford

n+1/2 12 n+1/2 n+1/2

Uj g, Uj n V_ i1k T2u — Ui —UT g 2l — Uy _0
At (Am) 2(Ay)?
n+1 n+1/2 n+1/2 % n+1/2 n+1/2 n+1 9 n+1 n+1
Ujp — Uy Uj_1p T 2U — Uik, Yk Al — Uik
At (Aﬂf) (Ay)

est précis d'ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour
des conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction.
1. Consistance

En effectuant la soustraction des deux équations définissant le schéma, on ob-
tient 'expression de u"*/2 en fonction de u” et u™t!.

wir | WUl At
Yk = 2 +4(Ay)2(uj’k_1

n n n+1 n+1
= 2uj g + U — Uy L+ 2ufy —uf).

En substituant 'expression de u"*/? dans I'une des équations du schéma, on déter-
mine la relation reliant ©"*! & «™. On pourrait effectuer le calcul explicite de cette
expression, puis établir la consistance. Cependant, cela constitue un calcul fastidieux
qu’on peut éviter. On introduit plutot la fonction intermédiaire, qui ressemble a

n+1/2
Ui s

u(t + At,z,y) + u(t, z,y)
2

(u(t, oy — Ay) — 2u(t,5,y) + ult, 5,y + Ay)

v(t,z,y) =
N v At
4(Ay)?

—u(t + At z,y — Ay) + 2u(t + At, z,y) —u(t + Atz y + Ay)) - (2.13)

Pour toute solution u de 1’équation de la chaleur, erreur de troncature (venant de
la premiere équation du schéma) est

v(t,z,y) —u(t,x,y) n V—v(t, r— Ax,y) +2v(t,z,y) —v(t,x + Az, y)
At 2(Ar)?
—u(t,x,y — Ay) + 2u(t,z,y) — u(t,x,y + Ay)
2(Ay)? ’

ou v est définie par (2.13). Par développement de Taylor, on établit que

Atdu  (At)? [(0*u D3u (At)3 [ O3u Ot
+ —v + 2 — W
2 0Ot 4 ot? dtoy? 24 ot3 ot20y?

o ((At)* + (At)(Ay)?) ,

E(u) =

+ v
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puis que

_ 2 2 94 2 2 94
E(u):v u V(E)U (Az)? 0" 0°u  (Ay)?d*u

- 2 2

At 2\02 T 12 o Tapr T 12 ay4> +o((Az)"+ (Ay))
V3 (At)? O'u 9 , 0 , 0

24 A (6x28y2 —a u) 24 <(Am) ot + (Ay)* 0 4)

o((Az)? + (Ay)? + (A1)?),

ou A (seul) désigne le Laplacien. Le schéma est donc d’ordre 2 en espace et en temps.
2. Etude de la stabilité L2
En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on en déduit que

antl/2 1- Q(ZA)t2 sin (lﬂ-Ay) ~m

U U
1+ Q(VA)Q sin?(kmAx)
et At
an+1 — . 2(A )? sin (kf’/TA.T) ,&n-&-l/?
1 9 _vAL vAt 2 ItA ’
+ (Ay)2 sin ( T y)

Ainsi, 4" (k, 1) = A(k,D)a"(k,1) o

1—2”A2s1n I Ay 1—2"A2sm kmAx
A(k’l):< gy S’ ))( Ry sin®( )>‘

L+ 25500 sin*(InAy) | \ 1+ 2735 sin®(krAx)

Comme pour tout z > 0, [(1 —z)/(1 4+ 2)| <1, on a |A(k,l)] < 1. Le schéma est
inconditionnellement stable en norme L.

Exercice 2.2.10 Montrer que le schéma de directions alternées

n+1/2 n+1/2

n+1/2 n n—i—l 2 n n n
Yk " _ Ujk Uj— 14@ +2u Uitk —UG gt 2UG — UG
+v v =0
At (Am) 2(Ax)?
n+1 n+1/2 u” 1 n+1 n+1 n+1 2 n+1 2 n+tl/2
UJ; j k / y J—;C_ 1T 2ugy, r “J;H +V_ / +2u3 j,k+/1 _ 0
At (Ay) (Ay)
(2.14)

est précis d'ordre 2 en espace et temps et inconditionnellement stable en norme L? (pour
des conditions aux limites de périodicité dans chaque direction).

Correction.
1. Etude de la consistance
Le schéma se décompose en deux étapes

Id v Id
— _ M n+1/2 M n _
(At 2 y) B (At 3 )u 0

Id v Id
IV n+l _ [ 2 —M n+1/2
(At 2 x) " (At * ) 0
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ou S
_ Uitk — 2Uk T Uj—1k
(M$U>j7’€ - (Al,)Q
et
(M,v); 5 = Ujk+1 — 2055 + Uj k-1
yV)j,

(Ay)?
Afin d’appliquer la définition de la consistance donnée dans le cours, il faut exhiber
la relation reliant «"' & ™. Il faut donc supprimer Iinconnue intermédiaire u™*'/2

des équations définissant le schéma numérique. A cet effet, il suffit de multiplier la

deuxieme équation par (% -3 y) et de constater que cette matrice commute avec

(IA—CL + %Mx) Cette propriété de commutation est ’analogue discret de la commuta-

tion des opérateurs de dérivations dans le cas continu. On peut s’en convaincre en
constatant que M, et M, n’agissent pas sur les mémes indices, on plus simplement
en comparant M,(M,v) et M,(M,v). On vérifie a la main que

(Mo (Myv))j = (My(Myv)) 5 =

(Az)*(Ay)~> (Uj+1,k+1 +4vje +vj 1 k-1 + (V1 Er + Vike1)

= 2(Vj k41 F Vjy1 ke + Vg1 + Uj—l,k:))-

On obtient ainsi

A A
(Id —VTtMy> (Id —VTtMQC) urt =

A A
(Id +”7th) (Id —VTt My) ey

D’apres la premiere équation du schéma, il vient

(A1) (Id —”TNMy) (Id —”TNMQU) W

(A8~ <Id +VTNMx> <Id +”7NMy> = 0.

Pour toute fonction v, on note M, (v) la fonction définie par

v(t,x,y+ Ay) — 2v(t,x,y) + v(t, z,y — Ay)
(Ay)?

On définit de méme la fonction M, (v) en échangeant les roles respectifs de z et y.

De plus, on note

My (v)(t, 2,y) =

T(v)(t, z,y) = v(t + At, z,y).

En utilisant ces notations, ’erreur de troncature est donc

vAt vAtL

E(u) = (A)™ (Id —TMy) (Id —TM:,) (7(v))

— (A (Id —i—VTAtMy) (Id +VTNMI) (v).
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Apres simplification, on obtient que I’erreur de troncature est

At
B(u) = (&)™ (r(w) = u) = 5 (M, + M,)(7(u) + u) + v*—=M, M, (7(u) - v).
En effectuant un développement de Taylor en (¢, z,y), on montre que

ov  At20%°u At d3u

=v+ At— At?
e i e R S R el
et que
0?u  (Ax)?) d'u
M, (u) = Ax?).
+(u) 8$2+ 12 8:c4+0( )
En substituant ces expressions dans celle de la troncature, on obtient
ou  Atd*u A2Pu v ou  At? 0*u
Eu)=—+ — — =M, + M,) [ 2u+ At— + ——
W=%t%aet 5o Mt y)(u+ Yor T at2)
o, At ou
— M, M,— At?
+v 1 gy + o(At?)
et
ou  Atd*u  At?9u Az? 0% Ay? 0'u
B(u) = & + = N
W=%+t2w " 5 o ( 2 o0t T 12 8y4>
At 0 At? 9? A2 O
—v——(Au) —v——(A i A2 + Az? 4+ Ay?).
v g A v ap (A F Y e gy T oA+ AT Ay

On en déduit que

1 1 V(A)? 0*Au
_ o 3a2 (L LY AB
E(u) =v°At (6 4) Ay 4 1 0220y
Az? v Ay? d'u ) ) )
VoA Vo 6y4+o(At + Az + Ay”),

et enfin que

4 2 o4 2 o4
VS(AL)? 1Ay 1, @, A2 0u Ay du
40220y?> 12 12 0x4 12 oy?
Ainsi, le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace.

2. Etude de la stabilité L2
En appliquant la transformation de Fourier au schéma, on établit que

1 — %A sin?(rkAx) .

a2 — (Az)? sin i
1+ X264 sin?(rkAx)
(Ax)?

E(u) = +o(AP+AT*+AY?).

et
vAL 2
,&nJrl 1- (Ay)? sin ( lAy) ,an+1/2.
1+ (”A§2 sin?(wlAy)
Rappelons que pour tout x > 0, | L) < 1. Ainsi, [T < Jamt?) < Jan] et le

schéma est inconditionnellement stable L2,
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Exercice 2.3.1 Montrer que le schéma implicite centré

ntl _gn Wl — unjll

J J 1% j+1 J
At + 2Ax

=0 (2.15)

est consistant avec |'équation d'advection (2.32), précis a I'ordre 1 en temps et 2 en
espace, inconditionnellement stable en norme L?, donc convergent.

Correction.
1. Consistance
L’erreur de troncature est

u(t + At,x) — u(t, x) u(t + At,x + Ax) — u(t + At,x — Ax)

Bw) = At v N
ou  Ato*u ou  Ax?d3u 9
== E—F?W V(%—FT%)—FO(At—F(AI) )

At ,0*u  VAx?Pu
= =y +
2 Ox? 6 Ox?
Le schéma est donc d’ordre un en temps et deux en espace.

2. Précision
Pour la stabilité L?, 'analyse de Fourier conduit &

+ o(At + (Ax)?).

@ (k) = (1 VA sin(QWkAa:))_ (k) = A(k)i" (k).

Ax

On vérifie alors que le module du facteur d’amplification est toujours plus petit que

1
AR = (1 + (VAA; sin(QWkAm)) ) <1,

Le schéma est inconditionnellement stable. La convergence s’obtient alors par le
Théoreme de Lax 2.2.20.

Exercice 2.3.2 Montrer que le schéma de Lax Wendroff

n+1 n n n " i Ji
Wty W -, (VQAt> Y T2 (2.16)

J J
At v 2Ax 2 (Az)?

est stable et convergent en norme L? si [V|At < Aux.

Correction. Il suffit de montrer la stabilité en norme L? afin d’en déduire la
convergence par le théoreme de Lax. En appliquant la transformation de Fourier au
schéma de Lax-Wendroff (2.16), on obtient

(k) = A(k)a" (k)

ol
VAE\? VAt
Alk)y=1-2 (—) sin®(krAz) — i N

sin(2kmAx)
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Le schéma est stable en norme L? dés que |A(k)| < 1. On montre aisément que

|A(K)|> = 1 — 4sin*(krAx) (%)2 <1 - <2—f)2> :

Ainsi, le schéma est stable et convergent des que
|V]At <1
Ax
Exercice 2.3.3 Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs préserve le principe du maxi-

mum discret si la condition CFL |V|At < Az est satisfaite, tandis que le schéma de
Lax-Wendroff ne le préserve pas sauf si VAt/Ax vaut —1,0, ou 1.

Correction. 1. Schéma de Lax-Friedrichs

I \2 2Ax ) M 2 2Az ) UV

Ainsi, u!*! est une combinaison linéaire convexe de u”',; et u? des que |V|At < Az.
Sous cette condition, le schéma vérifie le principe du maximum discret.
2. Schéma de Lax-Wendroff

u”“—V—At (V—At—l)u" + (1— (V—N)2> u”+V—At (V—At+1)un
I 2Ax \ Az A Ax 77 2Ax \ Az -
Le schéma préserve le principe du maximum discret si chacun des coefficients ap-
paraissant dans le terme de droite est positif, ¢’est-a-dire si VAt/Az = —1, 0 ou 1.
Dans le cas contraire, I'un des coefficient est négatif. Soit k£ un indice quelconque.
On pose u) = 0 pour tout j # k et up = 1. D’apres le schéma, on a u; = 0 pour
tout £k — 1,k k+ 1, de plus,

ul _V_At V_At_l w=11= V_At :
LT oA \ Az Tk Az

. _VAL(VAE
Ukt = 987 \ Az ’

Si VAt/Ax n’est égal ni a —1, ni & 0 ni a 1, 'un de ces termes est strictement
négatif. En conséquence,

et

min { 0, min«? ) =0 > minu!
i i

et le schéma ne vérifie pas le principe du maximum discret.

Exercice 2.3.4 Montrer que le schéma de Lax-Wendroff (2.16) est le seul schéma
précis a I'ordre 2 en espace et temps qui soit du type

n+1
J

ol «, 3, dépendent seulement de VAt/Ax.

_ n n n
i = auj_y + fui +yujyy,
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Correction. L’erreur de troncature est
E = (A) 7 (u(), tas1) — aw(wjo1,ty) = Bultn, ;) — ultn, zj41))

En effectuant un développement de Taylor en (z;,t,), on montre que

ou Az ou
_ -1 _ I — )
E=(A)""(1 (a+ﬁ+7))u+at+At(a V)ax
AtPu  a+ vy (Ax)? 0*u 9 (Az)3
T2 2 At o O <<At) * (ol + D7 ) '
Si u est solution de I’équation d’advection,
ou ou  *u 50U
o~ Vot or e
Ainsi,
_ V du
E=(A)7 (1= (at+f+m))u——(c—(a=7) 5

. Vgﬁt (@~ (a+7) % +0 ((At)2 <1 + w» , (2.17)

ou ¢ = VAt/Azx. Pour un rapport At/Ax fixé, ¢ est constant. Si le schéma est
d’ordre 2 en temps et en espace, l'erreur de troncature doit étre d’ordre deux en
temps (& ¢ constant), ainsi d’apres I'expression de lerreur de troncature, il vient

l—(a+8+7)=0
c—a+v7=0
¢ —(a+7v)=0.

D’ou 'on déduit que

a=c(l+c)/2
f=1-—c?
v=-clc—1)/2.

On retrouve donc le schéma de Lax-Wendroff. Enfin, comme |a| + |y| = O(c + ¢?),
d’apres (2.17), le schéma est en effet au moins d’ordre 2 en espace et en temps.

Exercice 2.3.5 Montrer que le schéma explicite décentré amont

utt — ut — u”

T iyd Tl g 5 V>0
At Ax

g Tyt g 6 V<0,
At + Ax !

est consistant avec I'équation d'advection (2.32), précis a I'ordre 1 en espace et temps,
stable et convergent en norme L? si la condition CFL |V|At < Az est satisfaite.
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Correction. La précision d’ordre 1 en temps et en espace est aisée a établir. En
effet, dans le cas V' > 0,

u(tni1, 25) — u(tn, ;) U(tn, 25) — u(tn, ;1)
Al v Az

= (ur + Vug)(tn, xj) + O(At + Ax).

Le cas V < 0 est identique. Reste a établir la stabilité L? (on considére uniquement
lecas V>0, le cas V < 0 s’en déduisant en remplagant j par —j et V par —V).
Par transformation de Fourier, on obtient

~n+1

i ~n ~n 2zk7rAmﬁn

—U U
A +V AL = 0.

Apres simplification, on en déduit que 4" (k) = a(k)u™(k) avec

ak) — ( VAt VAt

1 =~
Aa:+Ax

VAt
cos(2k7rAx)) + 1 sin(2krAz).
x
Ainsi, les complexes a(k) appartiennent a un cercle de centre (1 — VAt/Az,0) de
rayon VAt/Ax. Le module de a(k) est donc inférieure ou égal a 1 pour tout k si et
seulement si

VAt/Ax < 1.

Sous cette condition, d’apres le Théoreme de Lax, le schéma est convergent en norme
L.

Exercice 2.3.6 Montrer que |'équation équivalente du schéma décentré amont (2.18)
est

Ou ou V| 0*u

— — — — (Ax — |V|At) — = 0.

ot FVar g B VIA 55

Correction. Considérons le cas V' > 0. L’erreur de troncature du schéma décentré
amont (2.18) est
ou ou  Atd*u  VAxd*u
EFE=—+V_—+— —
ot or 2 0Ot? 2 OJx?
Soit u une fonction pour laquelle I’erreur de troncature E ci-dessus est d’ordre 2 en
espace et en temps. On en déduit que

+ O((At)? + (Ax)?).

8u Ju
donc, en dérivant par rapport a t,
0%u , 0%
T =V 92 + O(At + Ax).
Ainsi, lerreur de troncature pour un tel u est égale a
ou ou V 0%u
E= +V—+ —(VAt — Az) = + O((At)* + (Ax)?).
VL VAL~ A2)S g+ O((AY? + (Ar))
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L’équation équivalente s’obtient en ajoutant a ’équation d’origine le terme d’ordre
O(At + Ax) dans E. Ainsi, dans le cas V' > 0, I’équation équivalente est

ou 8u 1% 0%u
—+ V= VAt — A =0.
ot FVar 3! ) 52
Il suffit de substituer Az par —Ax pour obtenir ’équation équivalente dans le cas
V' < 0. Enfin, on peut résumer ces deux résultats par I’équation
du ou |V| 0*u
—

ot TVae ~ 5 (Ar VI 55 =0

valable dans les deux cas.

Exercice 2.3.7 Montrer que |'équation équivalente du schéma de Lax-Wendroff (2.16)
est

Jdu @+M (1_ (VAt)z) Du

o Vet e 222 ) 058

Correction. L’erreur de troncature dans le cas du schéma de Lax-Wendroff (2.16)
est
U(tni1, @5) — ultn, ;) u(tn, le) u(tn, 1)

E(u) = A7

+V
VQAt tn,;cj 1) — 2u(ty, z;) +u(tn,xj+1)
(Az)?

En effectuant un développement de Taylor en (¢,,z;), on montre que

_ Ou ou At [(0*u 5, 0%u (At)? Pu
Bl =gtV t % (8752 -V ax2> MY
V(Az)? &u 3 3

Soit u la solution de 1’équation équivalente associée au schéma de Lax-Wendroff.
L’erreur de troncature est alors au moins deux en temps et en espace. En particulier,
on a donc

ou ou
+V— = O((At)* + (Ax)?).
SVl — o((an? + (Ac)?)
En dérivant cette équation et en 'utilisant une nouvelle fois, on en déduit que
0%u 0%u
— — V2= = O((At)? + (Az)?).
o — V2 = O((A0? + (Ax))

En injectant cette équation dans l'expression de E(u), on en déduit que

ou V@u A2 By VAz?Pu

_ Ou ou 3 2 3
== + o + T + 6 523 + O((Ax)” + At(Az)” 4+ (At)°).
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Il suffit enfin de remarquer que P*u/dt* = —V3d3u/0x® + O((At)? + (Az)?) pour
obtenir que
A 2 _ 3A 2 93
E(u) = g—? + v% L YA - - g;:f +O((A2) + AHAD)? + (A1),

Ainsi, pour 'équation proposée, le schéma gagne en précision. Si on choisit At et
Az du méme ordre de grandeur, le schéma est d’ordre 3. Cependant, le schéma
n’est pas d’ordre 3 en temps et en espace pour cette équation équivalente : Le terme
At(Axz)? n’est pas un O((Az)® + (At)?). Cela n’a aucune importance en pratique.
Afin d’assurer la stabilité du schéma, on doit choisir At = O(Ax) pour lequel on
obtient une précision de l'ordre de (Az)? identique a celle qu’on obtiendrait si le
schéma était d’ordre 3 en espace et en temps.

Exercice 2.3.8 Soit |'équation

b ou o o
ot oz V@xZ M@x?’

u(t =0,x) = sin(wz + ¢) pour z € R,

=0 pour (x,t) € R x Rf

avec V v, u,w, ® € R. Montrer que sa solution est
u(t, ) = exp(—vw’t) sin (w(z — (V + pw?)t) + ¢)

(on admettra son unicité). En déduire que la diffusion atténue I'amplitude de la solution,
tandis que la dispersion modifie la vitesse de propagation.

Correction. On détermine les dérivées partielles de u intervenant dans 1’équation
donnée. On a

% = —ww’u— w(V + pw?) exp(—rw?t) cos (w(z — (V + pw?)t) + ¢) |
% = wexp(—vw’t) cos (w(z — (V + pw?)t) + ¢) ,
Ou _ wu
or2 ’
et
83U 3 2 2
% = —w exp(—yw t) CcoSs (w(l‘ - (V + pw )t) + (b) :

En sommant ces différents termes, on obtient bien I’équation désirée satisfaite par
u. Latténuation de Pamplitude est exp(—vw?t). Elle est donc d’autant plus forte
que le terme de diffusion v est important. La vitesse de propagation de 1'onde est
(V + puw?) et dépend donc du terme de dispersion u. Les ondes de fréquence élevée
sont plus rapides que les ondes de basse fréquence si p est positif, plus lentes dans
le cas contraire.

Exercice 2.3.9 On définit le schéma “saute-mouton” (leapfrog, en anglais)

n+1 n—1 n

i Y " Vuj“ ~
2At 2Ax
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Etudier la consistance et I'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est stable sous la condition CFL |V |At < M Ax avec M < 1.

Correction.
1. Etude de la consistance
Par développement de Taylor en (,,z;) on a

Wtnir, @) — ultno1,75) | o W(tn, Tji1) — ultn, 1)

2At v 2N B
ou ou  (At)? 93u (Ar)? Bu 5 5
—+V— % O((At Ax)?).
o Va6 ap TV 6 aw T OUAD F (AT
Si u est solution de I’équation d’advection, l'erreur de troncature est donc
Vv 3
E== ((Az)* = (A1)*V?) % + O((At)? + (Az)?).

Ainsi, le schéma saute-mouton est consistant, d’ordre 2 en espace et en temps.
2. Stabilité L?
Par transformation de Fourier, on obtient

0" (k) = 0" (k) — i2csin(2rkAx)a" (k). (2.20)
ol ¢ = ‘;—Axt. On introduit le polynéme (dépendant implicitement de k, At et Az)
P(X) = X? +i2csin(2rkAz) X — 1.

On note A\; et Ay les racines de P et A = 4(1 — ¢?sin®(2kwAx)) son discriminant.
Les solutions de (2.20) s’expriment explicitement en fonction de 4° et @' :

XA —=MAT\ ~0 A2 oq .
an ( v (U ol v vl KT A #0,
(1 —n)A20° + nAY ot si A=0.

Si ¢ > 1, le module de la somme des deux racines est égale a 2¢|sin(2rkAx)|. Pour
Ax assez petit, il existe k tel que 2¢|sin(2rkAxz)| > 2. Le module de la somme des
deux racines étant plus grand que 2, le module de I'une des deux racines est plus
grand que un et le schéma est instable. Si ¢ = 1, on peut avoir A = 0 pour certaines
valeurs de k et Az telles que sin(2rkAx) = 1. Dans ce cas, A\ = Ay = +i et

0" = (na* +i(n — 1)a%)(£i)" .

Le schéma est donc instable pour ¢ = 1.

Considérons le cas ou ¢ est majoré par une constante M < 1, 0 < ¢ < M. Dans
ce cas, A > 0 et les racines de P sont de méme module

[Aif =[Ao] = 1.

De plus, [A; — Xo| = VA > 2¢/T — M2 > 0. On déduit de I'expression explicite de
4" en fonction de @° et @' que
|a°] + |a’)|
V1—M?2
Ainsi, sous la condition CFL, VAt/Az < M < 1, le schéma saute-mouton est stable
L.

| <2
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Exercice 2.3.10 On définit le schéma de Crank-Nicholson

n+1 n n+1 n+1 n
G T Uy n Vuj+1 —Uj_y Iy Uiy — Uy —0.
At 4Ax 4Ax

Etudier la consistance et I'erreur de troncature de ce schéma. Montrer par analyse de
Fourier qu'il est inconditionnellement stable.

Correction.
1. Consistance
Par développement de Taylor en (¢,,x,), on montre que

U(tnt1, @) — ultn, @) o ultnsr, js1) — ullpsgr, 2-1)
+V

At 4Ax
U(tn, Tjp1) — u(ln,2-1)  Ou % At (0Pu 0%u
v 1Az o Vet \oe T ros

2 (10°u V. OPu
+ (A1) (6 o8 T oror
Ax)*V Bu
( 6) % + O((At)g + (Am)S)

Alinsi, si u est solution de I’équation d’advection, I’erreur de troncature est

3

V 9 d’u
12( (Ax)? —l—V(At))a 5

Le schéma de Crank-Nicholson est donc d’ordre 2 en temps et en espace.
2. Stabilité L>
Par transformation de Fourier, on établit que

An_t,_l VAL . _ZVAt .
(1 + N sm(?kaa:)) =u" <1 N sin(2rkAx) | .

E(u) = + O((At)? + (Ax)?).

Ainsi, [4"*| = |4"]. Le schéma est donc inconditionnellement stable en norme L?.

Exercice 2.3.11 On considére la discrétisation des ondes

% - % =0 pour tout (x,t) € (0,1) x RY
u(t,z+ 1) = u(t,x) pour tout (z,t) € (0,1) x Rf (2.21)
u(t =0,z) =ug(x) pour tout z € (0,1) '
Qut=0,2) =1 pour tout x € (0,1),
par le f-schéma centré suivant
wIt = 2ul ! Lo w4 20 — Wl
(At) (Ax)
+ 2uf —u" 2 — ] (2.22)
-1 ]+1 +9 -1 J j+1

(1 —20)—

Boy By =0
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n _.n
Ujen+1 = Uy

ul — 0 j+1/2
u? = ug(z;) et ——=L = uy () du,
j At )
ji—1/2

avec x; = jAx et z41/2 = (2; + xj11)/2 ou Az = 1/(N + 1). On suppose que la
vitesse initiale est de moyenne nulle, c'est a dire que

/1 u!(z) dr = 0. (2.23)

Montrer que est inconditionnellement stable en norme L? si § > 1/4 et que pour 0 <
0 < 1/4, il est stable pourvu qu'il existe une constante M indépendante de Ax et At

telle que

At\?
1-40)| — | <M <1 2.24
- (5 (2.24)
Correction. Notons que si § > 1/4, la condition (2.24) est vérifiée. Ainsi, il suffit
de prouver la stabilité du schéma pour tout # > 0, tel que la condition (2.24) soit

satisfaite. On utilise ’analyse de Fourier pour obtenir

) it 2-(1-20)a(k) . N
[ (k) = ( a:(}(j;) > _ ( REC 01 ) U (k) = A(k)U"(k),

ou )
At .9
alk) =4 (A_x> sin”(mkAx).

Ainsi, U1 (k) = A(k)"U°(k). Les valeurs propres de la matrice A(k) sont les racines
du polynome
2 (1 20)a(k)

AQ
1+ 0a(k)

A+1=0, (2.25)
dont le discriminant est

a(k)

15 0a(h)? (4—(1—-40)a(k)).

Si a(k) = 0, le polynome (2.25) possede une racine double A = 1. Si a(k) # 0, d’apres
la condition CFL (2.24), A(k) < 0 et le polynéme possede deux racines distinctes
complexes, conjuguées I'une de l'autre, de module 1. Considérons le premier cas,
c’est-a-dire a(k) = 0. On a alors sin(mkAx) = 0 et comme Az = 1/(N +1), il existe
p tel que k = p(N + 1). On note v la vitesse initiale et v; la vitesse discrétisée.

A(k) = —

N N N

f)(k?) — § Ujez27rijm — § :Ujeﬁﬂ'p — E :Uj — 07

J=0 J=0 J=0

d’apres 'hypothese (2.23) de vitesse moyenne initiale nulle effectuée. Ainsi, 4! (k) =

W0(k) + Ato(k) = a®(k). Or

am(1)=(79)(1)=(1)
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“rn - nyrm _ n (v (k) _ ’&O(k) __ 770
70 = 400 = A6 (o) ) = (e ) =00

On a montré que si a(k) = 0, alors 4" (k) = 1°(k) pour tout n.
Reste a considérer le cas a(k) # 0. Dans ce cas, le polynome (2.25) possede deux
racines distinctes A et A. La matrice A(k) est donc diagonalisable. Plus précisément,

S0 )

AR =511 1
On en déduit que
W1 A Am0 1 —A
Alk) _ﬁ(1 1)(0 X”)(—1 A )

0" (k) en fonction de 4°(k) et o(k).

On obtient ainsi une expression explicite de

Plus précisément,
1 ~n+1 <N ~n+1
~n+1 _ n+l (" ~0 - n+l ~
i) = s (((A PN O Y )) Q0(k) — At )v(k:)) ,
ou encore
—n—+1, .
by )v(k:)) .

1 —n o~

~n+1 _ n _ _ _ ~0 _ n+l
" (k) = T (()\ A=1) =X (A 1)> u (k) — At(A

Un calcul explicite de la racine A du polynéme (2.25) nous donne

\_ 2= (1= 20)a(k) +iy/=A(K)

2(1+ Oa(k))

La condition CFL (2.24) stipule que 4 — (1 — 46)a(k) est minoré par une constante
strictement positive. Ainsi, il existe une constante C indépendante de k telle que

! a(k)

- 1“2(1_29)\/4—(1—49)@(1@)

D’autre part, en utilisant a nouveau la condition CFL, on établit qu’il existe une

<Cp.  (2.26)

7| - e sat

constante Cy, indépendante de £ telle que

At At
— < (h
A a(h)
or At At
i =2 — | sin(rA — | TAr = 71A
(k:Sin(rggx#o a(k)) <A:v) sin(rAx) > <Ax> TAx = At
des que Ax est assez petit. Ainsi,
A
t— <7 'Cy
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De cette derniére estimation, de I'estimation (2.26), de I'expression de u"™!(k) et le
module de A étant égal a 1, on déduit que

" (k)| < 2C1[6° (k)| + 7~ Colo(k)].
Le schéma est donc stable pour la norme L? et il existe une constante C' telle que

[u™llz2 < C (llulllzz + [[v]lL2) -

Exercice 2.3.12 On consideére le cas limite de L'Exercicie 2.3.11, c’est-a-dire At/ Az =
(1—46)~2 avec 0 < 0 < 1/4. Montrer que le §-schéma centré (2.22) est instable dans
ce cas en vérifiant que u} = (—1)"*/(2n — 1) est une solution (remarquez qu'il s'agit
d'une instabilité “faible” puisque la croissance de u" est linéaire et non exponentielle).

Correction. Soit u} = (—1)"*/(2n — 1),
—ul_y +2u) —ufyy = 4(=1)"(2n — 1)

et

n+1 -1 _ n+j+1
wit = 2u T =4(=1)" T (2n — 1),

En substituant ces relations dans I'expression du # schéma et en considérant le cas
(At/Az)* = (1—-460)~", on en déduit que u} est bien solution du schéma numérique,
car

I R p P
(At) " (Ax)?
Ut 2~ —ut T 2ut T — ]
+(1-20)— LT 4 g ! :
(Az)? (Az)?
_ i(_l)n+j+1(2n _ 1) + i4(_1)”““(2n + 1)
INE Az?
+ ( 9>A(£L‘2 ) (2n—1)+ %(271 —3)
, 2 20 — 1 2n — 3
— A(_1\nHi+1 _ —
4(—1) ((2 SR e R Ve el LU Ve e )

i (2n—1  20—1 20
=4(-1) +y+1( ot Ao (2n—1)+A—$2(2n—1)>

. 1 20-1 26 2 Az
— 4(—1) +J+1<2n—1)<m2+ v Aﬂ) = 4(~1) ﬂ“ﬁ(m@ 40— 1>

0.
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Exercice 2.3.13 Montrer que le #-schéma centré (2.22) conserve |'énergie discréte,

c'est-a-dire que E"*! = E! pour tout n > 0, ol

N oy 2
En+1 — E : J A J 4 aAw(unJrl’un) 4 ean(un+l _ un7un+1 _ un)

Jj=0

avec
anz(u,v) Jﬁ; (uﬁl ) (Uj+1A; UJ') :
Correction. On multiplie (2.22) par u/*' —u?~" et il vient
g 57 =0 = 0 =) (o =)
g (20 ) (")
+(Ai)2 (—(u?ﬂl —uj_y) + Q(U?“ u) — (u;‘jll U?H)) (U?H qu’l)
+(A9x)2 (—(u;‘j —ujy) + 2(u§l—1 —uy) — (uj — u;%ﬂ)) (u;’H-l o’ 1) —0
(2.27)

Remarquons qu’en réarrangeant la somme en j (ce qui correspond & une intégration

par parties “discrete”), on a

=

N
n n
E (_uj—l + 2uj — ]+1 E Uiy — UJ+1 — ;).

j=0 Jj=0

Par conséquent, en sommant en j les équations (2.27), on a

N TL+1 'n, 2 N n n—1 2
U _ uj _uj n ,n+l __  n-1
Z( ) z( . ) b osu ™ — )

+ ean<un+l o un’ un-l—l —ut 4+ (un - un—l))

+Oan,(u" Tt —u" " — w4 (Ut —u")) =0,

Jj=0

c’est-a-dire

ce qui prouve E"tt = B,
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Exercice 2.3.14 On considére la reformulation de I'équation des ondes (2.21) sous la
forme de I'équation d'advection suivantes

9 Je =0 pour tout (z,t) € (0,1) x R
Ult,z) =U(t,z+1) pour tout (z,t) € (0,1) x R}

Ult=0,z)= ( o /O ) (x) pour tout z € (0,1) ,

U1
0 1
J= ( 0 ) .
Montrer que le schéma de Lax-Friedrichs définissant U}' = (UJ’-L, w;”) par

_ 731 J+1 Jj—1 - i1 i1 _ 0’ 999
2At < ij'H _ w?—i-l — w;?_l 2Ax 1 0 w;L—&-l _ w?—1 ( )

n o n
JEN+1 = Uj

(2.28)

avec

et
U)=U(t=0,z;)
avec z; = j(Az) = j/(N + 1) est stable en norme L? sous la condition CFL At < Az,

et qu'il est précis a I'ordre 1 en espace et temps si le rapport At/Ax est gardé constant
lorsque At et Az tendent vers zéro.

Correction.
1. Consistance
On note E, ; I'erreur de troncature

1
Enj= AL U (tni1,5) = Ultn, 2j31) — U(tn, 75-1))

1
- EJ(U(%%H) = Ultn, 1)) -

En effectuant un développement de Taylor en (¢,,z;), on obtient

ou oUu  (Az)?0°U  Atd*U 9 ,  (Ax)!
E,i=——-J—— — +t—— A At :
i =5 7 T aar g T2 ap PO\ BT AT TL
D’apres 1'équation vérifiée par U, on a %—Itj = J%—g et 832712] = (8;7[2]. Ainsi,
2 A 4
E,; = (2At)7" ((At)* — (Axz)?) a@% + 0O <(Aac)2 + (At)? + ( Al;) ) :

Si le rapport At/Az est constant et différent de un, le schéma est précis a l'ordre 1.
Si on choisit At et Ax égaux, le schéma est précis a 'ordre au moins 2.
2. Stabilité L?

Etudions la stabilité L2. Par transformation de Fourier, on établit que

ﬁn—i—l ﬁ"
(,uA)n-l-l ) :A(k)<wn)7
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ou
A(k) = cos(2kmAx) Id +1 sin(2k7rAx)%J.
iy

On pose o = cos(2kmAz) et f = sin(2krAz)SL. On diagonalise la matrice A(k) et
on établit que

1/1 1 a—if 0 11
A(k>:§(1 —1)( 0 a+w)(1 —1)'
1/1 1)
5(1 —1) = 1d.

Ainsi, le schéma est stable L? si et seulement si |a + i3] < 1. Or

Notons que

|+ iB]* = cos(2kmAz)? + sin(2krAx)*(At/Ax)?.
Le schéma est donc stable en norme L? sous la condition CFL At < Ax. De plus,

d’apres le Théoréme de Lax, il est converent en norme L? sous cette condition.

Exercice 2.3.15 On considere la discrétisation de I'équation des ondes (2.28) par le
schéma de Lax-Wendroff

n+1 n n n
R O N D (L U+t T Vi (2.30)
At w}” —wy 2Az \ 1 0 Wi —wi g
2 n n n
n At 01 =iy + 207 — vl _o
2(Ax)2 (1 0 —wi_y +2wi —wiy
Montrer que ce schéma est stable en norme L? sous la condition CFL At < Az, et qu'il
est précis a |'ordre 2 en espace et temps.

Correction.
1. Consistance
On pose U = (v, w) et

J:((1)(1)>

On effectue un développement de Taylor en (¢,, ;) afin d’évaluer l'erreur de tron-
cature

1 1
En,j :At (U(thrlax]) - U(tngx])) — —2AxJ(U(tn,xj+l) — U<tn7:[;j71))
At oUu  Atd*U
+2<A$)2 (=U(tn, 2 — 1) + 2U(tn, 25) = Ultn, 2j41)) = ot * 2 922

(AP O°U U Az U AU vz | Ay,

6 Ot o 6 O3 2 O

Si U est solution de I’équation (2.28), on en déduit que l'erreur de troncature est

E,;= é ((At)? — (Az)?) J?;TZ + o((Az)* + (At)?).

+J
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Le schéma est donc d’ordre deux en temps et en espace.

2. Stabilité L2.

Etablissons la stabilité L2 sous la condition CFL At < Ax. Par transformation de
Fourier, on établit que

Ut (k)y=[1-2 Ay in?(krAx) 1d i 2 in(2krAz).J | U™ (k)
= Az S TAT ZA:US TAT .

On pose a =1 — 2 (ﬁ—i)zsin2(k7rAx) et f = {Lsin(2kwAz) et on proceéde comme
pour l'exercice précédent. Ainsi, le schéma est stable L? si et seulement si [a+i3| < 1.

' 2 2
At At
212 4 g aind at _ (&2t
o +i8]° =1 — 4sin®(krAx) < x) (1 ( :17) ) :

Ainsi, le schéma est stable L? dés que

At
— < 1.
Ax —

Le schéma étant consistant, il est donc convergent sous la condition CFL ci-dessus.



Chapitre 3

FORMULATION
VARIATIONNELLE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 3.1.1 Si f est une fonction continue sur [0, 1], montrer que I'équation dif-
férentielle

—d%:f pour 0 <z <1
{ w(0) = u(1) = 0, (3:1)

admet une solution unique dans C?([0, 1]) donnée par la formule

u(z) = x/o f(s)(1 — s)ds — /01’ f(s)(xz — s)ds pour z € [0, 1]. (3.2)

Correction. Soit u défini par (3.2). La continuité de la fonction f assure la
dérivabilité de la fonction u. On a

i) = [ 160 -as— [ sty

d’ot —u"(z) = f. De plus, u vérifie les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0. Ainsi,
u est bien solution de I’équation différentielle (3.1). Il reste a établir I'unicité de la
solution de I’équation (3.1). L’équation étant linéaire, il suffit de montrer que toute
solution v de ’équation (3.1) avec f = 0 est nulle. La dérivée seconde de v étant
nulle, on en déduit que v est une fonction affine. Enfin, les conditions aux limites
impliquent la nullité de la fonction v.

Exercice 3.2.1 Déduire de la formule de Green (3.5) la formule de Stokes

/Q dive (2)6(x) dz = — /Q o(x) - Vo(z) dz + / o(x) - n(z) b(x) ds,

o0

ol ¢ est une fonction scalaire de C*(Q) et o une fonction a valeurs vectorielles de C'*(€2),
a supports bornés dans le fermé (2.

43
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Correction.

(¥ -o@ito) +ola) - Vota dﬂf—Z/(gZ D 4o 90w ) da

- [ Glne =3 [ atrrotern o
= [ o) ntwyotes

Exercice 3.2.2 En dimension N = 3 on définit le rotationnel d'une fonction de €2 dans
R3, ¢ = (¢1, o, ¢b3), comme la fonction de € dans R3 définie par

_(&?3 0py 0p1  Op3 O 5¢1)
rotg = — .

axg B 81‘37 81'3 81'17 0x1 8272

Pour ¢ et 1), fonctions a valeurs vectorielles de C''(€2), a supports bornés dans le fermé
€2, déduire de la formule de Green (3.5)

/Qrow-wdx—/ggb-rotwda:: —/m(qb X n)-ds.
Correction.

/ (rotgp - ¢ — ¢ - rotyh) dx
Q

_ dp3 O dp1 O3 dpy Oy
=[G g ) v (G 5o ) v (5 - )

s Oy oYy O3 oYy Oy
(a—xz‘a—mV“ (a—m‘a—xl)@‘ (a—‘a—M d

Z/Q %(@52% — ¢3102) + %(@53@01 — ¢11h3) + aixg(?bl% = Gatn) da

o3 — P31y
:/ G301 — P13 | - n ds
90N\ pripa — dathy
:/ (¢ x 1) -n ds.
o9

Exercice 3.2.3 On considére le Laplacien avec condition aux limites de Neumann. Soit
Q) un ouvert borné régulier de RY et u une fonction de C*(§)). Montrer que u est une
solution du probleme aux limites

{ —Au=f dans

% =0 sur 0f2.

(3.3)

si et seulement si u appartient 3 C'1(€2) et vérifie I'égalité

/ Vu(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz pour toute fonction v € C*(9). (3.4)
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En déduire qu'une condition nécessaire d’existence d'une solution dans C2(€2) de (3.3)
est que [, f(z)dz = 0.

Correction. Supposons que u soit solution du probleme aux limites de Neumann
(3.3)
—Au = f dans ()
{ % = 0 sur 02.

En multipliant I'équation vérifiée par u par dans  par une fonction test v € C*(Q),
on obtient, suite a une intégration par partie que

/QVu(x).Vv(x)dx— @(x)v(:v)ds:/gf(:c)v(:c)d:c.

a0 On

Comme Ju/0n = 0 sur 02, on en déduit que

/QVU(:L').VU(J:)CZJ: = /Qf(x)v(x)dx pour tout v € C(Q). (3.5)

Réciproquement, supposons que u soit une fonction réguliere vérifiant (3.5). Par
intégration par partie on a

- /Q(Au(x) — f(x))v(z)dx + %(a;)v(x)ds =0 (3.6)

aa On

pour tout v € C'(Q). On procede en deux étapes : Dans un premier temps, on
applique la relation (3.6) a des fonctions tests a support compact dans . Cela
nous permet de “tester” 1’équation vérifiée par u dans 2 et d’établir ’équation
—Au = f dans €. Dans un deuxiéme temps, on applique (3.6) a des fonctions tests
non nulles sur 0f2, ce qui nous permet de “tester” 1’équation vérifiée par u sur le
bord du domaine et d’en déduire que du/On = 0 sur 9. Plus précisément, pour
toute fonction test v a support compact dans §2,

/Q (Au(z) — f(2))v(x)dz = 0.

On peut conclure a la nullité de Au — f de deux maniére différentes. La premiere
consiste a appliquer le Lemme 3.2.9 du cours. Plus simplement, Au — f est nulle
car orthogonale & un sous espace dense de L*(Q). L’égalité (3.6) implique alors que
Ou/On est elle nulle car orthogonale (pour le produit scalaire L*(09)) & un sous
espace dense de L2(09), trace des fonctions C''(2) sur le bord 99 du domaine €.
En choisissant la fonction v = 1 comme fonction test dans la formulation va-
riationnelle, on en déduit que s’il existe une solution w réguliere au probleme aux

limites (3.3),
/ f(z) dz = 0.
0
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Exercice 3.2.4 Soit © un ouvert borné régulier de RY. On considere |'équation des

plaques
A (Au) = f dans )

u=0 sur 052 (3.7)
% =0 sur OS2

On note X I'espace des fonctions v de C*(2) telles que v et % s'annulent sur 9€). Soit
u une fonction de C*(£2). Montrer que u est une solution du probleme aux limites (3.7)
si et seulement si u appartient a X et vérifie I'égalité

/ Au(z)Av(x) dx = / f(z)v(x) dz pour toute fonction v € X. (3.8)
Q 0

Correction. On procede comme pour l'exercice précedent. Soit u une solution
réguliere de I’équation des plaques (3.7), pour tout v € X,

AA(AU)(x)U(x)dx:/Qf(x)v(x)dx. (3.9)

Par intégration par partie,

/Q A(AW)(@)o(x)de = — /Q V(Au) - Vo(z)de + /a

Q 871

Comme v = 0 sur 02, on en déduit que

/Q A(Au)(z)o(z)dr = — /Q V(Au) - Vo(z)dz

puis par une nouvelle intégration par partie que

/ﬂ A(Au)(z)v(z)de = /Q Au(z)Av(z)da — / Au(x)g—Z(x)ds.

o0N

Comme g—ZfL(az) = 0 sur 092, le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on
déduit de (3.9) que

/Q Au(z)Av(z)dz = /Q f(a)v(x)da.

La réciproque s’établit comme lors de I’exercice précédent. Supposons que u soit une
solution du probleme variationnel (3.8), en effectuant deux intégrations par partie
successives, on obtient

/(A(Au) — flvdx =0,
Q
pour tout v € X. Or X est un sous espace dense de L?(2), ainsi A(Au) — f = 0.

Exercice 3.3.1 Le but de cet exercice est de montrer que |'espace V', défini par

V={velQ), v="0surd0}, (3.10)
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muni du produit scalaire
(w,v) = / Vw(x) - Vu(z) dz, (3.11)
Q

n'est pas complet. Soit 2 la boule unité ouverte de RY. Si N = 1, on définit la suite

—x—1 si —1l<ax<-—nt
up(z) =4 (n/2)x> = 1+1/(2n) si —n ' <x<n!
x—1 sint<xz<l1.

Si N =2, pour 0 < a < 1/2, on définit la suite
up(x) = ‘log <|§|2 + n_1>’ — |log(4™ " +n7h)|™

Si N >3, pour 0 < < (N —2)/2, on définit la suite

B 1 1
up(z) = (|22 + n-1)8/2 - (1+n-1)8/2

Montrer que la suite u,, est de Cauchy dans V' mais qu'elle ne converge pas dans V
lorsque n tend vers l'infini.

Correction.

D’apres l'inégalité de Poincaré, une suite wu, de l'espace V' est de Cauchy, si
et seulement si Vu, est une suite de Cauchy dans L?(2)Y. L’espace L*(Q)" étant
complet, on en déduit que u, est de Cauchy dans V si et seulement si Vu, est
convergente dans L*(Q2)N. Ainsi, si V était un espace complet, toute suite de wu,
de V telle que Vu, converge vers un élément 7 de L?(2)V serait convergente vers
un élément v de V. En particulier, 7 = Vu serait une fonction continue. Afin de
prouver que V' n’est pas complet, il suffit donc dans chacun des cas de vérifier que
Vu, converge dans L2(2)Y vers une fonction discontinue.

Cas N = 1. La suite Vu, converge dans L*(] — 1,1[) vers la fonction 7 définie par

(@) = -1 siz<0
11 siz >0

La fonction 7 n’ayant pas de représentant continu, V' n’est pas complet.
Cas N = 2. Soit 7: Q — R? la fonction définie pour tout = # 0 par

a2®

|2

On vérifie sans mal que 7 appartient & L*(Q2)?. En effet,

1
1
2 200 2
dx = 2m2°" d
et =2me [

7(z) = — 3 (= log(|z/2)))" " z.
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et comme 2o — 1 < 0, l'intégrale est finie

20-171 920412
} =2 T (og2)2t,

2 2a+1__ 2 -1 r
dz = 2 1-2 (1 T _ L T
/Q|7'| x o ( a) { 08 3 ) T

La suite Vu,, converge dans L*(Q2)? vers 7. Il suffit & cet effet, d’appliquer le théoréme
de convergence dominé de Lebesgue en remarquant que |Vu,(z) — 7(z)| est une
suite décroissante sur un voisinage de 1’origine, uniformément bornée en dehors de
ce voisinage, convergeant ponctuellement vers zéro.

Comme 7 n’est pas continue, V' n’est pas complet.
Cas N > 3. On procede comme dans le cas précédent. En particulier, u, et de
Cauchy et le gradient de u,, converge dans L?(2)" vers

T

=

La fonction 7 appartient bien a L?(Q2)", car fol r=2HN=83dr < 400 des que B <
(N —2)/2, mais n’est pas continue en 0.



Chapitre 4
ESPACES DE SOBOLEV

Exercice 4.2.1 Soit 2 = (0, 1). Montrer que la fonction 2 est dérivable au sens faible
dans L?(Q) si et seulement si a > 1/2.

Correction. Tout d’abord, z® appartient a L?(0,1) si et seulement si @ > —1/2.
Si a est un réel strictement plus grand que —1/2, d’apres la Définition 4.2.3, z*
admet une dérivée faible dans L?(0,1) si et seulement si il existe w € L?(0,1) tel
que pour tout ¢ € C(0,1),

/01 ¢ (x)dr = — /01 w(x)p(z)de.

Or comme ¢ est a support compact, il existe a > 0 tel que p(x) = 0 pour tout
z €]0, af. Ainsi,

1 1
/xo‘gpl(x)dx:/ ¢’ (z)dx
0 a ) .
= —/ az® tp(r)dr = —/ az® tp(r)de
a 0

(Les intégrations par partie sur (a, 1) ne posent aucun probleme, z® étant de classe
C*> sur cet intervalle). On en déduit que z* admet une dérivée faible L? si et
seulement si ax®™! = w € L*(0,1), c’est & dire « — 1 > —1/2.

Exercice 4.2.2 Soit {2 un ouvert borné. Montrer qu'une fonction continue sur Q, et
C" par morceaux est dérivable au sens faible dans L?(Q).

Correction. Soit f une fonction continue sur €2, C' par morceaux. Par définition,
il existe une famille d’ouverts deux a deux disjoints (§2;);=1... x telle que

o =0

de sorte que, pour tout indice i, la restriction de f a €; (notée f;) soit de classe
C'. On note I'; ; = Q; N Q; la frontiére commune entre deux sous-ouverts de € et n’

49
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la normale extérieure a I'ouvert ;. Soit ¢ € C°(§2). En appliquant la formule de
Green (3.5) a chacun des ouverts §2;, on obtient

/f axk dx_ /fz 327k

- (/[, e - [ o S0<;[,->d;,;)

l#J
Or pour tout couple (4, 7) et tout point = € T';;, ni(z) = —ni(z), et comme f est
continue, f;(z) = f;(x). On en déduit que

%:/F”fz(l’) nde—Z/ nk"’fg( ) )ds:()
i#J z<]

/f< >8xk Z/ Sj; :cz—/gwx)gp(x)dx

ol ¢, : 2 — R est défini pour tout = € §2; par V() = 0f;/0zxk(z). Enfin, la fonction
Y étant continue par morceaux sur un ouvert borné, elle appartient a L*(€). Ainsi
f admet une dérivée faible L? et 0f /0z) = .

Exercice 4.2.3 Soit Q un ouvert borné. Montrer qu'une fonction C'! par morceaux
mais pas continue n'est pas dérivable au sens faible dans L*((2).

Correction. On utilise les mémes notations que ’exercice précédent, on a toujours

| 155 @i (Z/ e das>+2/ (i + £y () )ds

d’ou

J s (Z/ el df)+2 / el@)(flx) = fy(a)mids

Supposons que f soit dérivable au sens faible dans L?. Dans ce cas, il existe une
fonction w € L?(Q) telle que pour tout ¢ € C(Q),

> [ o) = fepmids = [ wiaetos.

Q
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En particulier, pour tout ¢ € C2°(£2;), on a

/Q | w(z)p(z)dz = 0.

Ainsi, w = 0 presque partout sur €2, car Q \ U;Q; est de mesure nulle. De plus, pour
tout indice k, et toute fonction test ¢,

Z/F | o(x)(fi(z) — fi(x))nkds = 0.

i<j
On en déduit que pour tout x € U, ;I'; ;, fi(x) = f;(z), c’est a dire que f est continue.

Exercice 4.2.4 Soit €2 un ouvert borné constitué de deux ouverts €y et ()5 séparés
par une surface I' = 99, N €. Montrer qu'une fonction vectorielle de classe C sur
chaque morceau ; et 2, admet une divergence faible dans L?(2) si et seulement si sa
composante normale est continue a travers la surface I'.

Correction. Soit ¢ une fonction de 2 a valeurs vectorielles. On note oy, o9 les
restrictions de o a € et )y respectivement et n', n? les normales extérieures a 4
et . Soit p € C°(R2), d’apres la formule de Stokes (voir Exercice 3.2.1),

/Qa(x) -V(x)dx —/Q1 o1(z) - Vo(x)dz —i—/ oay(x) - Vo(x)dz

Q2

_ / (@) (@)ele)ds — [ divion)@)ponds

Q1

+ /F 0y - () () ds — /Q divion) (w)p(e)d

Ainsi, si la composante normale de o est continue a l'interface, on en déduit que
[ o) Vetwrts = - [ v@ppla)ds,
Q o

avec ¥ (z) = div(o;)(x) pour tout = € €; (i = 1,2). La fonction a valeurs vectorielles
o admet donc une divergence faible et div(o)(z) = ¥(z).

Réciproquement, si o possede une divergence faible, il existe donc w € L*(Q) tel
que

[ =@ nweds = [ wiwypds

Q

et par un raisonnement similaire a celui effectué dans 'exercice précédent, on en
déduit que (o7 — 03) -n! =0 sur T.

Exercice 4.3.1 Montrer que les fonctions continues, C'' par morceaux et a support
borné dans (2, appartiennent & H' ().
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Correction. D’apres 'Exercice 4.2.2 (on utilise les méme notations), pour toute

fonction ¢ € C(9),
| 1@ 5@ e == [ onwypta) ds

ou Yi(x) = 0f;/0xk(x) pour tout x € ;. Le support de f étant borné, 1 est
continue & support borné et donc appartient a L*(Q). Ainsi f admet une dérivée
faible dans L?(Q) et appartient & H'(Q).

Exercice 4.3.2 Soit B la boule unité ouverte de R". Si N = 2, montrer que la fonction
u(x) = |log(|z/2|)|* appartient a H'(B) pour 0 < a < 1/2, mais n'est pas bornée
au voisinage de I'origine. Si N > 3, montrer que la fonction u(x) = |z|~? appartient 2
H'(B) pour 0 < 8 < (N — 2)/2, mais n'est pas bornée au voisinage de I'origine.

Correction.
1. Cas N =2
Soit a, 0 < a < 1/2 et u la fonction définie sur la boule unité de R? par

u(x) = [log(lz/2)|*.

Tout d’abord, on vérifie que u est un élément de L?*(B). En effet,

1
/ lu|?dx = 27r/ |log(r/2)[**rdr < +oo.
B 0

Reste & prouver que u admet une dérivée faible L? (u n’est évidemment pas bornée
au voisinage de 0). Rappelons que |z| = \/x7 + 23 est dérivable pour tout z # 0 et
que V|z| = z/|z|. Ainsi, la fonction u, en tant que fonction composée de fonctions
dérivables, est dérivable au sens classique sur B \ {0} et Vu = 1) ou

Y(z) = T ’2|10g(|90/2|)|°‘ g
De plus, ¢ appartient & L?(Q)%. En effet,

/;prd” = jé (OﬂogUE42D“—l>2dx

En passant en coordonnées polaires, on obtient

1 2(a—1)
/ |1/1|2dﬂ7 — 27'('0(2/ |10g(T/2)| dT
B 0

r

4
- 1“”Umgﬁmwl}<+m.

Ainsi, ¢ est un élément de L?(B). Pour étre tout a fait rigoureux, il reste a prouver
que la dérivée au sens classique coincide avec la définition de la dérivée faible. Soit
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© € C§°(B), pour tout réel € tel que 0 < e < 1,
[ et = [ RGO / ) Tes
= — x)p(x)dr w(x)p(x)ds w(x)Vo(x)dx
/Klmw Jo() +/|x|:€ (@)el) +/| (@)Vo()
= — x)o(x)dr + |log(e/2)¢
/K.m“ Je(w)ds + [1og(e/2)1" [

|z=e|

o(x)ds + / u(z)Vo(z)de.

lz|<e

Les deux derniers termes de I'expression tendent vers zéro lorsque € tend vers zéro.
En effet,

|1Og(6/2)|°‘/ pl(w)ds ~ [log(e/2)|*2mep(0) <= 0
|z=¢|
1/2
‘/ uw(r)Veodr| < ||lul|L2s (/ V2 dx) =%
|z|<e |z|<e

[ w0V dr == [ viaote) de

ce qui acheve la démonstration.
2. Cas N >3
Soit 0 < B < (N —2)/2. On pose

et

Alinsi,

u(z) = |z 7.

Dans un premier temps, on vérifie que u est un élément de L*(B). Soit Sy la sphere
unité,

1
/ lu|?dr = |SN|/ 1r| N2 dr < +oo.
B 0

Pour tout = # 0, u est dérivable au sens classique et Vu(z) = ¢(x) ou

U(r) = — Bz~ @+)

On vérifie que la fonction ¢ est un élément de L?(B)Y. En effet,
[ tpde = [ oo vas
B B

1

_ BQISN‘/ TN71T72(5+1)d7,
0
1

— 52|SN|/ r20EN=3 0
0

La derniere intégrale est fini car —25 + N — 3 > —1. Enfin, en procédant comme
dans le cas N = 2, on vérifie que les dérivées faible et classique coincident.
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Exercice 4.3.3 Le but de cet exercice est de montrer que le Théoréme de trace 4.3.13
n'est pas vrai si I'ouvert € n'est pas régulier. Soit I'ouvert Q C R? défini par 0 < z < 1
et 0 <y < 2" avec r > 2 (voir la Figure 4.2). Soit la fonction v(z) = z*. Montrer
que v € H'() si et seulement si 2a + 7 > 1, tandis que v € L*(0N) si et seulement
si 2a > —1. Conclure. (On peut aussi montrer avec ce méme exemple que le Théoreme
4.3.5 de densité et la Proposition 4.4.2 de prolongement ne sont pas vrais pour un tel
ouvert.)

Correction. On a

T

1 T 1
/\UIdedy:/xzad:cdy:/ (/ xQO‘dy> d:c:/ 2T dy.
0 Q 0o \Jo 0

Ainsi, v € L*(Q) si et seulement si 2a + 7 > —1. De plus, 9v/dy = 0 et dv/dx =
az® 1. On en déduit que v € H'(Q) si et seulement si 2(a — 1) +r > —1, c'est &
dire 2a+r > 1. Soit 'y = 9Q N {(z,y) € R* : y = 0} et ['y la partie du bord de ©
paramétrée par la fonction (0,1) 3 z — (z,y) = (x,2") € 0. On a D’autre part,

1
/ v(z)|?ds = () Pdx + v(2)|%dr = 1 +/ 221 4 122222y,
o0 T 0

I'>

Comme r > 2, la fonction (1 + r222"=2)1/2 est bornée sur (0,1) et v € L?(09) si
et seulement si 2a > —1. Si r est strictement supérieur a 2, il existe o tel que
1 —r < 2a < —1. Dans ce cas, v € H'(Q) et vjgo ¢ L*(09). Le Théoréeme 4.3.13
est mis en défaut dans ce cas. En effet, on introduit la suite croissante de fonctions
v € HY(Q) N C(Q) définie par

v"™(x) = min(v(x), n).

: n 1 n
La suite v™ converge vers v dans H' () et Ulp converge presque partout vers vjpq.
On a alors

lin [[v"|[ 1) = (o]l 1)
et
lim [[o" | 2o = / (@) Pds = +oc.
n o0

Quel que soit K > 0, pour n assez grand, on a donc

10" 200) > K|[v" || 10,

ce qui acheve la démonstration.

Exercice 4.3.4 Le but de cet exercice est de montrer qu'il ne peut pas y avoir de
notion de trace pour des fonctions de L?(£2), c'est-a-dire qu'il n'existe pas de constante
C > 0 telle que, pour toute fonction v € L?(f2), on a

lviaellz200) < CllvllL2@)-

Pour simplifier, on choisit comme ouvert € la boule unité. Construire une suite de
fonctions régulieres dans © égales a 1 sur 99 et dont la norme dans L?(QQ) tend vers
zéro. Conclure.
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Correction.

Soit T une fonction réguliere de [0; +o0[ a valeurs dans R¥ telle que 7'(0) = 1,
T(s) =0pours>1let0<T(s)<1pourtout s. On définit la suite u™ de fonctions
de la boule €2 a valeurs dans R par

u"(z) = T(n(1 = [x])).

Pour tout n, quel que soit x € 99, |u™(x)|] = 1. D’autre part, la suite |u™(z)| est
majorée par 1 pour tout z € Q. Enfin, u,(x) = 0 pour tout x appartenant a la boule
de rayon 1 — 1/n. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominé de Lebesgue,
|u"{|L2() — 0, et quel que soit C', pour n assez grand,

[l 220y = 14"l 2200y > Cllu"|z2(o)-

L’opérateur trace définit de C'(2)NL?(Q) dans L?(9) n’est pas continue. A fortiori,
il ne peut étre prolongé en une application continue de L?(Q2) dans L*(992).
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Chapitre 5

ETUDE MATHEMATIQUE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

Exercice 5.2.1 A l'aide de I'approche variationnelle démontrer I'existence et |'unicité
de la solution de

(5.1)

—Au+u=f dans(
u=0 sur 0f)

ol 2 est un ouvert quelconque de I'espace RY, et f € L*(§2). Montrer en particulier que
I'ajout d'un terme d'ordre zéro au Laplacien permet de ne pas avoir besoin de |'hypothese
que € est borné.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur 0f2. Par
intégration par partie, on obtient que

/Q(Vu-Vv—i-uv)dx_/nydx‘

Afin que cette expression ait un sens, il suffit de choisir u et v dans H}(Q). Le
probleme variationnel associé a 'équation (5.1) consiste donc a déterminer u €
H () tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hj (),

ou
a(u,v) = / (Vu- Vo +uw) dz
Q

L(v) = / fvdx.
Q
2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.

La continuité de a(-,-) et L(.) est évidente de méme que la coercivité de la forme
bilinéaire a(-,-). En effet,

a(u,u) = HUH?W(R?)-

57
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Les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram sont réunies. Il existe donc une so-
lution unique au probleme variationnel. On vérifie enfin en effectuant les méme
intégrations par partie que lors de la premiere étape que Vu est un élément de
H(div) (voir cours, 4.4.2) et que —Au +u = f en tant qu’éléments de L*(Q) et
donc presque partout dans €. Enfin, comme u € Hj(f2), et que Q est un ouvert
régulier, la trace de u est bien définie et u = 0 presque partout sur 0f2.

Exercice 5.2.2 Soit Q un ouvert borné de RY. A I'aide de I'approche variationnelle
démontrer |'existence et |'unicité de la solution du probleme suivant de convection-
diffusion

(5.2)

V-Vu—Au=f dans()
u=>0 sur 0f)

ol f € L*(Q) et V est une fonction réguliere a valeurs vectorielles telle que divl = 0
dans Q.

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.
On multiplie I’équation vérifiée par u par une fonction test v nulle sur 0€2. Par
intégration par partie, on obtient la formulation variationnelle suivante :
Trouver u € H}(Q) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € Hy(Q),
ou
a(u,v) = / (Vu-Vo+ (V- Vu)v) do
Q
et

L) = /Q foda.

2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.
Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale
a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire af(, -).

a(u,u) = / (Vu-Vo+ (V- Vu)u) dz
Q
La diveregnce de V' étant nulle, on a
/(V Vu)udr = / (div(uV)u — div(V)|ul?) dx
Q Q

= / div(uV)u dx
0

Par intégration par partie et comme v = 0, il vient

/Q(V‘VU)dez —/(V'Vu)udx.

Q
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Ainsi,
/(V -Vu)udr =0
Q
et
a(u, u) = ||V

La coercivité de a(-, ) se déduit alors de 'inégalité de Poincaré.
3eme Etape. Equivalence avec 1’équation.

/QVwVvd:I;:/(fv—(V~Vu)v)dx.

Q

Ainsi, en majorant le membre de droite,

/Vu-Vvdx
Q

et Vu est un élément de H(div). On en déduit donc par intégration par partie que

< (1Al 2@ + 1V o llull @) 0]l 229

~Au+V -Vu= f en tant qu'éléments de L*(€2).
Enfin, comme u € H}(2), on a u = 0 sur 99.

Exercice 5.2.3 On reprend les notations et hypothéses de |'Exercice 5.2.2. Montrer
que tout v € H}(Q) vérifie

/vV-Vvdx:O.
Q

Montrer que la solution de la formulation variationnelle du probleme de convection dif-
fusion ne minimise pas dans Hj () I'énergie

1
J(v) = —/ (|Vv]* + 0V - V) da — / fodz.
2 Jo Q
Correction. On a d’ores et déja prouvé dans ’exercice précédent que
/ vV -Vodr =0
Q
pour tout v € H} (). Ainsi,

J(v) = 1/2/Q(‘VU|2+U(V-VU))dQZ—/f"Ud£E

= 1/2/Q|Vv|2dx—/fvda:.

Or le minimiseur u sur H}(2) de J est solution du probleme aux limites

—Au=f dans ()
u=20 sur 0f2,
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et n’a donc aucune raison (sauf cas exceptionnel) d’étre solution du probleme aux
limites

V.-Vu—Au=f dans )

u=70 sur O0f).

Exercice 5.2.4 On considére a nouveau le probleme aux limites

{ —Au=f dans ()

u=0 sur 0f (5.3)

oll 2 est un ouvert borné de I'espace RY, et f est un second membre qui appartient
a I'espace L*(€2). On suppose que I'ouvert ) est symétrique par rapport a I'hyperplan
zy = 0 de méme que la donnée f (i.e. f(2',zn) = f(2/,—zN)). Montrer que la
solution de (5.3) a la méme symétrie. Montrer que (5.3) est équivalent a un probleme
aux limites posé sur Q™ = QN {xy > 0} avec une condition aux limites de Neumann
sur QN {zy =0},

Correction. Deux approches sont possibles. On peut raisonner soit directement sur
'équation aux dérivées partielles (5.3) soit sur la formulation variationnelle associée.
Un raisonnement direct sur 'EDP (5.3) peut se justifier rigoureusement, la solution
étant réguliere. On obtient sans mal que u est symétrique et que la restriction de
u sur Q1 est solution de la méme équation supplémentée de conditions aux limites
de Neumann homogenes sur 2 N 9QT. On propose ici d’adopter plutot 'approche
basée sur la formulation variationnelle.

Soit s la symétrie de RY par rapport au plan z = 0. On note S I'application
de L*(Q2) a valeurs dans L?(Q) qui & toute fonction v € L*(2) associe la fonction
S(v) = vos. L’application S est une isométrie de L?(2). De plus, la restriction de S
a Despace H'() est également une isométrie. En effet, pour toute fonction réguliere
v, on a

V(S(v)) = V(vos)=V"'s(Vvos),
et
/ IV(S(v))|? dx = /Q(Vv 05)'VsVTs(Vvos)dr

Comme s est une isométrie de RY, VsV7's n’est autre que I'identité et

/|V |2d3c—/]V'U ) o s|*du,

et donc (par simple changement de variable),

/lV |2dx—/|Vv]2d;1: (5.4)

Par densité des fonctions régulieres dans H'(2), on en déduit la relation (5.4) pour
tout fonction v € H'(Q2) et que S est une isométrie de H'(2). Par un raisonnement
similiaire, I'ensemble des fonctions C§°(2) étant stable par S, on en déduit que S
est une isométire de H} (). Enfin, la relation

V(S(w)) =V's(Vvos)
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valable pour toute fonction v réguliere s’étend par densité & toute élément de H*(2).
Considérons la solution de 'equation de la chaleur u € H}(Q) telle que

/Vu-Vvdz:/fvdx.
Q Q

Par changmement de variable x = s(y), il vient

[(wwe9- (vwosdy= [ (ros)wos)dy

Q
et

/Q (VS(u)) - (VS(0)) dy = / (f 0 5)(S()) dy.

Q
L’application S étant une isométrie de H{ (£2), on en déduit que pour tout v € H} (),

/Q(VS(U)) Vody = /Q(f o $)udy.

Comme fos = f, S(u) est solution du méme probléeme variationnel que celui vérifié
par u et
uos=S(u)=u.

Reste & montrer qu’on peut reformuler le probleme vérifié par u sur Pouvert QF =
Q Ny > 0. On introduit 'application de prolongement P de L*(QT) & valeur dans
L*(Q) définie par

u(x) siz e QF

Plu)() := { uos(r) sixég¢Qf

On introduit également I’application de restriction R de L*(Q) dans L*(QT) qui &
une application u associe sa retriction a Q*. On peut montrer aisément que P et
R définissent des applications continues respectivement de H(2F) a valeurs dans
HY(Q) et de H'(Q) & valeurs dans H' ().

Soit u la solution de I'équation de la chaleur (5.3), pour tout v € X := P~*(HJ(Q)),
on a

/QVU~VP(U)dx:/QfP(U)dx.

De plus,

/Vu-VP(v)d:U = Vu-VP(v)dac+/ Vu - VP(v)dx

O+

= Vu-VP(v)dx +/ (Vu)os)- ((VP(v))os)dr

Q+ Q+

= Vu-VPw)dz+ | V(uos)-V(P(v)os)dx

Qt Q+

Oruos=uet P(v)os= P(v), ainsi

/ Vu-VP(v)de=2 | Vu-VP(v)dz.
Q

O+
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De plus, on a également
/ fPv)de =2 fP(v)dx.
Q Q4
On a donc pour tout v € X,

Vu-Vodr = fudex.

Q+ Q4

De plus, on a Ru = P~'(u) € X. Ainsi, la restriction Ru de u a 2 est solution du
probleme variationnel consistant a trouver Ru € X tel que pour tout v € X,

VRu-Vvdr = / fudz.

o+ Q.
Enfin, on vérifie sans mal que

X ={ve H Q) tel que v =0 sur 90" NN},

et donc que Ru est solution de I’équation de la chaleur avec conditions aux limites
de Dirichlet homogenes sur 9Q+ N I et de Neumann sur Q N {Xy = 0}.

Exercice 5.2.5 Démontrer que I'unique solution u € H*(f2) de la formulation varia-
tionnelle

/(Vu-Vv+uv) dxz/ gvds—l—/fvda: Vv e HY(Q). (5.5)
Q o0 Q
vérifie |'estimation d'énergie suivante

ullgr) < C (1 fllz2@) + 19l z200)) »

ou C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de u, f et g.

Correction. Il suffit d’appliquer la formulation variationnelle (5.5) a la fonction
test v = u. On en déduit que

y|u||§,1(m:/(|vu\2+|uy2)dx:/ guds—l—/fudx.
Q o0 Q

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz au deuxiéme membre,

||UH%11(Q) < ||9||L2(89)HU||L2(69) + Hf“L?(Q)||U||L2(Q)-

Par le Théoreme de Trace, il existe donc une constante positive C' telle que

ull7 ) < Cllgllzeoe) + 1 flz2@) lull ae)

et
ull @) < Cllgllzo) + I1f ] 2@)-
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Exercice 5.2.6 On suppose que ) est un ouvert borné régulier de classe C'. A I'aide
de I'approche variationnelle démontrer |'existence et I'unicité de la solution du Laplacien
avec une condition aux limites de Fourier

{ ~Au=f dansQ

gz +u=g surdf (5-6)

oi f € L*() et g est la trace sur IO d'une fonction de H'(f2). On démontrera
I'inégalité suivante (qui généralise celle de Poincaré)

Wiz < C (vl c2oe) + IVVllLa@) Vv € HY(Q).

Correction.
ler Etape. Recherche de la formulation variationnelle.

On multiplie I'équation vérifiée par u par une fonction test v. Par intégration
par partie, on obtient

/Vu~Vvdx— —vds-/fvd:r;
Q

o0 371

Enfin, comme Ou/0n = g — u sur 0f2, on en déduit que

/Vu-Vvdx—/ (g—u)vds:/fvda:.
Q 80 Q

La formulation variationnelle retenue consiste donc & trouver u € H*(f2) tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € H*(Q),

ou

a(u,v):/Vu-Vvdx—i-/ uvds
Q

o0N

:/fvdx+/ guds.
Q o9

2eme Etape. Résolution du probleme variationnel.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothese non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire a(-, ). A cet effet, on va montrer qu’il
existe une constante C' telle que pour tout v € H'(Q),

o]l z2@) < C(llvll200) + Vo]l L2())-

La coercivité est alors évidente. Afin d’établir ce dernier résultat, on raisonne par
contradiction. Supposons que pour tout n, il existe v,, tel que

lvnllz2@) > n(llonllzzee) + 1 Venllra@)-

Quitte a considérer la suite vy, /||vy||r2@) au lieu de v,, on peut supposer que pour
tout n, ||vn || 12(0) = 1. Ainsi, la suite v,, est bornée dans H'(Q) et d’apres le théoreme
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de Rellich, il existe une sous suite v, convergente dans L?*(£2) vers un élément v de
H'(Q). De plus, Vo, converge vers zéro dans L*(Q). Ainsi, v,/ est une suite de
Cauchy de H'(2), v appartient a H*(Q2) et Vv = 0. D’apres la Proposition 4.2.5,
on en déduit que v est une constante sur chacune des composantes connexes de ().
L’application trace étant continue de H'(€2) dans L*(9), la trace de v sur le bord
de Q est égale a la limite des traces de v,/ sur le bord de €. Or lim, ||v||£2(90) = 0,
ainsi v = 0 sur 0df2. Finalement, v étant constante sur chacune de ces composantes
connexes, v = 0 dans tout €2, ce qui contredit le fait que ||v||z2(q) = 1.
3eme Etape. Equivalence avec le probleme aux limites.

Tout d’abord, on établit en appliquant la formulation variationnelle a des élé-
ments v € C°(2) que Vu est un élément de H(div) et par intégration par partie
que

—Au = f dans €.
De plus, pour toute fonction v € H* (),

/ (@jLu)vds = /((Au)v+Vu-Vv)dx+/ uv ds
a0 \On Q )
= /(—fv—i-Vu-VU)dﬂU-l-/ UUdS:/ guds.
Q o0 o0

On en déduit en particulier que du/On est un élément de L?(99) et que

ou

— 4 u = g presque partout sur 0f2.

on
Remarque 5.2.1 FEn toute rigueur, l’intégrale faﬂ (% + u)v ds n’est a priori pas
correctement définie. Cependant, comme Vu est un élément de H(div), il admet une
trace normale sur 0N). Ainsi, le calcul précédent reste valable en toute généralité
quitte a remplacer lintégrale de bord par le crochet de dualité % + u, U>H,1/27H1/2.
Enfin, comme on prouve finalement que Ou/On appartient a L*(0Q), lutilisation de
['intégrale faQ (g—z + u)v ds est justifiée a posteriori.

Exercice 5.2.7 On suppose que €2 est un ouvert borné connexe. A |'aide de I'approche
variationnelle démontrer |'existence et |'unicité de la solution du Laplacien avec des
conditions aux limites mélées

—Au=f dans ()

gu =0 sur 0Qn (5.7)
u=>0 sur 0S)p

ol f € L*(), et (0Qn, 0p) est une partition de IS telle que les mesures superficielles
de 0Q2y et 0S2p sont non nulles (voir la Figure 4.1). (Utiliser la Remarque 4.3.18.)

Correction.
La formulation variationnelle s’établit naturellement : il s’agit de trouver u € V
tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € V
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ou

V={veH(Q):v=0sur 0Qp}

a(u,v):/Vu-Vvdz
0

et

Lv) = /Q foda.

L’application trace étant continue, I'espace vectoriel V| image réciproque d’un fermé
par une application continue, est un sous espace fermé de H'(f2). Ainsi, V est un
espace de Hilbert. Les formes bilinéaire et linéaire a et L étant continues, il ne reste
plus qu’a établir la coercivité de la forme bilinéaire a pour pouvoir appliquer le
Théoreme de Lax-Milgram et en déduire 'existence et 1'unicité d’une solution au
probleme variationnel. Il s’agit donc d’établir I'inégalité de type Poincaré suivante :
Il existe C' > 0 tel que pour tout v € V,

ullz2) < Cl|Vul| 2.

Cette inégalité s’établit par contradiction (voir la deuxieme démonstration de l'in-
égalité de Poincaré 4.3.10). Supposons que cette inégalité soit fausse pour toute
constante C'. Dans ce cas, pour tout entier n, il existe u,, € V tel que

unllL2(@) > nl[Vual 22 0)-

Quitte & diviser u, par sa norme L?, on peut supposer que ||, || 2@ = 1. Ainsi, u,
est borné dans H'(2) et d’apres le Théoreme de Rellich, il existe une sous-suite u,,
de u, et un élément u de L?(Q) tels que u,s converge vers u en norme L?. Or Vu,
converge vers zéro. On en déduit que u, est de Cauchy dans H'(€2). En particulier,
u appartient & H'(Q) et le gradient de u est égal & la limite des gradients de u,y,
c’est a dire Vu = 0. D’apres la Proposition 4.2.5, on en déduit que u est une
constante. Comme u appartient a V', la restriction de u a 0{2p est nulle. La mesure
superficielle de 0€)p étant non nulle, on en déduit que u = 0, ce qui contredit le fait
que ||ullz2(0) = limy ||ty || 2 = 1.

Enfin, si u est une solution du probléeme variationnel, on en déduit que Vu
appartient & H(div) et que —Au = f en tant qu'éléments de L?(Q2). Enfin, pour
tout élément v de V', on a

<@,v> :/Auv—i—Vu-Vvdx:O.
on H-1/2 [J1/2 Q

Quitte a supposer ) et 0y assez réguliers, la trace des fonctions de V' sur le bord
est égal & I'ensemble des fonctions de H'/2(Q2) de support inclus dans 9. Ainsi,
la restriction de Ou/dn a 0y est nulle. Enfin, v = 0 presque partout sur d€2p car
u € V. Ainsi, la solution u du probleme variationnel est bien solution du probleme
aux limites initial.
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Exercice 5.2.8 Démontrer I'inégalité de Poincaré-Wirtinger : si ) est borné, régulier
et connexe, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € H'(Q),

Jovdx
fQ dx
Correction. On peut démontrer cette inégalité par contradiction. On suppose que

I'inégalité de Poincaré Wirtinger est fausse. Dans ce cas, pour tout entier naturel
n > 1, il existe un élément u,, de H'(Q) tel que

lv = m(v)||r200) < C||Vv||L2(02) avec m(v) (5.8)

[un = m(un)||2) > 2|Vl 229,

ou m est la moyenne définie par

() = /Q wy da / /Q dz.

On pose v, = (up — m(uy))/||un — m(uy,)||L2(). La suite v, vérifie 'inégalité
1= ||Un||L2(Q) > nvanHLQ(Q) (59)

Ainsi, la suite v, est bornée dans H'(£2). Comme 2 est borné régulier, d’apres le
Théoreme de Rellich, on peut extraire de v, une sous-suite convergente dans L?(£2)
vers un élément v de L?(Q). Par commodité, on note de nouveau v, cette suite.
Comme v,, est convergente dans L*(£2), c’est une suite de Cauchy de L?(2). De plus,
d’apres 1'équation (5.9), Vv, converge vers 0 dans L?*(€2). Ainsi, v,, est une suite de
Cauchy dans H'(€2). Comme H'(Q) est un espace de Hilbert, il est complet : toute
suite de Cauchy est convergente et v, converge dans H'(§) vers un élément v. De
plus, on a
Vvl 2 = lirrln Vo, 2 < liyrln(l/n) =0,

m(v) = limm(v,) =0,
||’U||L2(Q) = 117I1Tl ||Un||L2(Q) = 1

Comme Vv =0, m(v) = 0 et Q est connexe, v est une constante de moyenne nulle
d’apres la Proposition 4.2.5. Ainsi, v = 0 et |[v][z2) = 1, ce qui est absurde et
acheve la démonstration de I'inégalité (5.8).

Exercice 5.2.9 On suppose que €2 est un ouvert borné connexe régulier. Soit f €
L*(€2). On considére la formulation variationnelle suivante : trouver u € H'(Q) tel que

/QVU-Vde—i— (/Qudx) </dex) :/vadx Vo e H(Q).

Démontrer |'existence et I'unicité de la solution de cette formulation variationnelle. Quel
probléme aux limites a-t-on ainsi résolu ? En particulier, si on suppose que fQ fdx =0,
quel probleme déja étudié retrouve-t-on 7
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Correction.
1. Existence
Soit

a@m}iAVwVwm+(Aum>(Avw) (5.10)

L(v) = / f(z)v(z) dx.
Q
Le probleme variationnel posé consiste a déterminer u € H'(Q) tel que
a(u,v) = L(v) Vv € HY(R).

Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hypotheése non triviale a
vérifier porte sur la coercivité de la forme bilinéaire a(-,-). En raisonnant par 1'ab-
surde (comme lors de la deuxieme démonstration de l'inégalité de Poincaré 4.3.10
ou dans P'exercice 5.2.8), on établit qu’il existe C' > 0 tel que pour tout u € H'(Q),

et

[l () < Calu,u)

(On utilise ici le fait que €2 est borné connexe). Le Théoreme de Lax-Milgram nous
assure alors I'existence et 1'unicité de la solution de (5.10).

2. Détermination du probleme aux limites
Soit p € C(Q),

Avwvwmmz—<émmm9(éﬂ@m)+éﬂ@wmm.

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
/ wdx
Q

/Vu~Vg0(x) dr| < (|Q|1/2
Q
—div(Vu) = f — / udz dans €.
Q

. ||f||Lz<m) lolle-

Ainsi, Vu € H(div) et

De plus, en appliquant la formulation variationnelle a v = 1, on obtient que

1
udx:—/ dz.
| o )y’

Enfin, comme Vu € H(div), la trace de u/0n sur la frontiere de 2 est correctement
définie et on établit aisément que du/0n = 0. Le probléeme aux limites résolu consiste
donc & trouver u € H'(Q) tel que

(

—Au=f— |Q|_1/fdx dans 2
Q

S g—Z =0 sur 0f),

1
udx:—/fdx.
k/Q €2 Jo

Dans le cas particulier [, fdz = 0, u est solution du probleme de Neumann (5.25).
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Exercice 5.2.10 Soit  un ouvert borné et K un compact connexe de R" inclus dans
Q (on suppose que Q \ K est régulier). Soit f € L?(2). On considére un probléeme de
conduction dans €2 ou K est une inclusion parfaitement conductrice, c'est-a-dire que
I'inconnue u (la température ou le potentiel électrique, par exemple) est constante dans
K (cette constante est aussi inconnue). On suppose qu'il n'y a pas de terme source dans
K. Ce probleme se modélise par

—Au=f dans 2\ K

u="0C sur 0K
Jox g—ZdSZO sur OK
u=20 sur OS2,

ou C' est une constante inconnue a déterminer. Trouver une formulation variationnelle
de ce probleme aux limites et démontrer I'existence et I'unicité d'une solution (u,C').

Correction. On introduit I'espace vectoriel
X={ue H'(Q\K): u=0sur 09 ; v = constante sur 0K }.

muni de la norme de H'(Q \ K). Notons que X est un espace de Hilbert. En effet,
c’est un sous espace fermé de H'(Q2\ K).
lere Etape. Détermination de la formulation variationnelle.

On multiplie I’équation vérifiée par u sur 2\ K par un élément v de X. Par
intégration par partie, on en déduit que

Vu - Vo(z)dr + %(m)v(z)ds = f(z)v(z)dx (5.11)
O\K oK O\K

Comme v(x) est constante sur K, on a

/8K %(x)v(x)ds = (/BK g—st) v(0K).

Enfin, d’aprés I’équation vérifiée par du/on sur 0K,

ou
. a—n(x)v(x)ds = 0.

L’équation (5.11) vérifiée par u se simplifie en
/ Vu - Vo(z)dr = f(z)v(z) de.
Q\K QK

La formulation variationnelle associée au probleme aux limites consiste a trouver
u € X tel que
a(u,v) = L(v), (5.12)

ou af(+,-) est la forme bilinéaire définie sur X par

a(u,v) = /Q\K Vu - Vo(z)dx
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et L(.) la forme linéaire

L(v) = f(z)v(z)de.
O\K
2eme Etape. Existence de solution.

L’application du Théoreme de Lax-Milgram est triviale grace a l'inégalité de
Poincaré pour les fonctions de X et nous assure l’existence et 'unicité au probleme
variationnel (5.12).
3eme Etape. Equivalence avec le probleme aux limites.

On applique dans un premier temps la formulation variationnelle & une fonction
v e CX(Q\ K). On en déduit que Vu € H(div) et que

—Au = f pour presque tout x € Q\ K.

Comme Vu € H(div), Ou/On admet une trace (au moins au sens faible sur 0K).
En appliquant la formulation variationnelle a un élément quelconque v de X et en
intégrant par partie, on en déduit que

ou
—(z)dz = 0 sur 0K.
aKa”( )

Enfin, les conditions de type Dirichlet u = 0 sur 02 et u =constante sur 0K ont été
incluses dans la définition de ’espace X auquel appartient w.

Exercice 5.2.11 Soit Q un ouvert borné régulier de R™ et A une application de Q
dans I'ensemble des matrices symétriques N x N. On suppose que |'application A est
uniformément bornée, c'est a dire telle qu'il existe une constante 5 > 0 telle que, presque
partout dans (2,

[A(2)¢ - €] < BI¢]? pour tout € € RY

et qu’elle est uniformément elliptique, c'est a dire qu'il existe une constante a > 0 telle
que

A(z)€ - € > al¢)”.

Soit f € L*(§2), montrer qu'il existe une unique solution faible au probléme aux limites

(5.13)

—div(AVu) = f dans Q
u=>0 sur 0f).

Correction. Dans un premier temps, établissons la formulation variationnelle as-
sociée. Pour toute fonction test v € Hg(£2), en multipliant ’équation vérifiée par u
dans €2, on obtient, suite a une intégration par partie que

/AVU-Vde:/fvdx.
Q Q

On note a(u, v) la frome bilinéaire défini par le membre de gauche de cette équation
et L(v) la forme linéaire définie par le membre de droite. Si u est une solution
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classique du probleme aux limites (5.13), alors u est une solution de probleme va-
riationnel consistant & déterminer u € H} () tel que pour tout v € Hy (),

a(u,v) = L(v). (5.14)

Maintenant que nous avons établi la formulation variationnelle, il suffit de vérifier
les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram afin d’établir I'existence de solutions.
Exceptés la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a, elles sont trivialement
vérifiées. Pour tous u et v dans H}(Q), d’apres 'hyptothese de borne uniforme
effectuée sur A, on a

a(u,v) / AVu - Vodr < 5/ (V|| Vol de < Bllul gy [v]|r1@)-
Q Q

La forme bilinéaire A est donc continue. De plus, d’apres ’hypothese d’uniforme
ellipiticité,
a(u,u) = / AVu - Vudzr > a/ |Vul? dx.
Q Q
L’inégalité de Poincaré nous permet de conclure que a est coercive. Le probleme va-

riationnel (5.14) admet donc une solution unique. Reste & prouver que cette solution
est également solution du probleme aux limites initial. Comme

/AVU-Vvdx:/fvdx,
Q Q

La fonction AVu admet une divergence faible L? et div(AVu) = f. De plus, comme
u est un élément de H}(Q), on a u = 0 sur 9.

Exercice 5.2.12 Montrer |'existence et |'unicité de la solution de

—div(AVu) +u = f dans
u g sur 02

on g
avec f € L*(Q) et g € L*(092). On rappelle que du/Ons = (AVu) - n.
Correction. La formulation variationnelle consiste & trouver u € H*(f2) tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € H'(Q)

ou

a(u,v) = AVu - Vv +uv) dz
Q

L(v) = /va dx + /asz guds.

L’existence d’une solution a ce probleme découle d'une application aisée du théoreme
de Lax-Milgram. Enfin, le Lemme 5.2.13 reste valable pour un opérateur elliptique
du deuxieme ordre a coefficients variables, pourvu que A et €2 soient suffisamment
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réguliers. En particulier, si pour tout i et j, a;; € C* (Q), alors u € H?(2). Ainsi, on
obtient que
—div(AVu) = f en tant qu'éléments de L*(€2),

que la trace 887“ est bien définie sur 0€2 et que
A

ou
— = L*(09)).
o g dans L*(09Q)

Exercice 5.2.13 Montrer que I'application (non-linéaire) v — v™ est continue de
L*(2) dans lui-méme, ainsi que de H'(f2) dans lui-méme (utiliser le fait que Vu = 0
presque partout sur I'ensemble u~*(0)).

Correction.
La continuité de Papplication v — v de L*(Q2) dans L*(2) est évidente, car
Lipschitzienne. En effet, pour tout u,v € L*(Q2), on a

[v" —ut|20) < v — ull L2

La continuité de cette application de H'(Q) dans lui méme est un peu plus délicate.
Considérons une suite v,, convergeant vers v dans H'(Q). On veut montrer que v;"
converge vers v dans H'(Q). A cet effet, on va plus précisément prouver que de
toute suite extraite de v;", on peut extraire une sous-suite convergente vers v™, ce qui
nous permettra de conclure & la convergence de toute la suite v;". Soit v, une sous-
suite extraite quelconque de v,. De cette sous suite, on peut extraite une nouvelle
sous-suite v,» convergeant presque partout. D’apres le Lemme (5.2.24),

|Vt — Vo©|lr2) =|11v,,50VUpr — LoV 12(0)
<o, 50(Vopr = V)| 2) + || (Lo, 50 — Los0) VO 22(0)
<[ Vunr — Vo2 + ||(Lo, 50 = Lus0) V| 120

I est clair que le premier terme du second membre converge vers zéro. Enfin,
||(]-’Un//>0 - ]-’U>0)V,U||%2(Q) = / (1vn//>0 - 1’U>0)2|vv|2 dl‘
Q\v=1(0)

car Vv = 0 presque partout sur v~1(0). Comme 'application z — 1,0 est continue
sur R\ {0},

1, ,>0(z) = Lyso(z) pour presque tout z € Q\ v™'(0).
Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
1(1s, ;50 — Lus0) V0| 120) — 0 lorsque n” — 0

et
Vul, — Vo' dans L*(Q).
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On en déduit que toute la suite Vv converge vers VoT. En effet, dans le cas
contraire, il existerait un réel € > 0, et une sous-suite v, de v, tels que

||V'U:; — VU+||L2(Q) >e€,

ce qui contredit le fait qu’on puisse construire une sous-suite v,» de v, telle que
Vo, — Vot dans L?(Q). En conclusion, on a montré que si v, — v dans H(Q),

alors v;” — vT dans L?(Q2) et Vv — Vo™ dans L*(Q). L’application qui & v associe
v est continue de H'(Q2) dans H*(2).

Exercice 5.3.1 Montrer que I'application de L*(Q)" dans H}(Q)N qui 3 f fait cor-
respondre u, unique solution faible de

{ —div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) = f  dans Q

u=0 sur 0€). ’ (5.15)

est linéaire continue.

Correction.

La linéarité de cette application est évidente. La continuité est une conséquence
du Théoreme de Lax-Milgram (qu’on a appliqué pour démontrer 'existence et 1'uni-
cité de la solution de (5.15)). On peut retrouver la continuité directement, en appli-
quant la formulation variationnelle a la fonction test v = u. On obtient

/Q(2u|e(u)\2 + A(divu)?) dz = /Qf.udx.

En combinant cette égalité a I'inégalité de Korn pour u € H} ()Y

C/Q(|e(u)]2+(divu)2) dr > [[ullp 0

et a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit qu’il existe une constante C' > 0
telle que pour tout f € L2(Q)Y, on a

||u||H1(Q) < CHfHL?(Q)-

Exercice 5.3.2 Soit Q un ouvert connexe de RY. Soit I'ensemble R des “mouvements
rigides” de €2 défini par

R = {v(z) = b+ Mz avec b € RN, M = —M" matrice antisymétrique } . (5.16)

Montrer que v € H' ()Y vérifie e(v) = 0 dans ) si et seulement si v € R.

Correction. Tout d’abord, si v appartient a R, on a évidemment e(v) = 0.
Réciproquement, soit v € H*(Q)V telle que e(v) = 0. On pose w = %(Vv — (Vo))

partie antisymétrique de Vo,
1 8uz 8Uj
Wi = — — .
K 2 \ Ox j al’l
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La fonction w;; est un élément de L?(2). De plus, en effectuant diverses intégrations
par partie, on peut établir que pour toute fonction ¢ € C°(£2),

dp . dp Oy
/mea—xk dr = /Qezk(v)axj ejk(v)axj dx.

Comme e(v) = 0, on en déduit que pour tout k,

8wij

= 0.
a.’I}k

Ainsi, chaque w;; admet une dérivée faible L*(2) nulle et d’apres la Proposition
4.2.5, il existe une matrice constante M telle que w;;(x) = M presque partout. De
plus, w étant antisymétrique, M l'est également. Puisque e(v) = 0, on en déduit que

Vv =M.

Enfin,
V(v—Mz)=0.

De nouveau par application de la Proposition 4.2.5, on en déduit qu’il existe un
vecteur constant b tel que

v(x) = b+ Mx pour presque tout = € .

Exercice 5.3.3 Montrer que u € V = {v e H'(Q)" tel que v ="0sur 9Qp} est
I'unique solution de la formulation variationnelle,

/2ue(u)-e(v)dm—l—//\divudivvdx:/f-vdm—i—/ g-vdsVveV, (5.17)
Q Q Q N

si et seulement si u réalise le minimum sur V' de |'énergie

1

J(v) = 5/9 (2ule(v)]* + Aldivo]?) do — /Q frodr — /sz g-vds. (5.18)

(Indication : on pourra s'inspirer de la Proposition 3.3.4).

Correction. Il suffit d’appliquer la Proposition 3.3.4 a la forme bilinéaire
a(u,v) = / (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz
Q
et a la forme linéaire

L(v):/f-vdm—l—/ g - vds,
Q 0N

sur l'espace de Hilbert V. Plus précisément, on a dans ce cas

J(u—v)=J(u)—a(u,v)+ L(v) + a(v,v)/2.
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Ainsi, u est un minimiseur de J sur V, si et seulement si pour tout v € V,
a(u,v) — L(v) < a(v,v)/2. (5.19)

Le premier terme étant homogene d’ordre 1 par rapport a v et le deuxieme terme
d’ordre 2, cette inégalité est vérifiée si et seulement si a(u,v) — L(v) = 0 pour tout
v € V. En effet, pour tout réel «a, en appliquant I'inégalité précédente a av plutot
qu’a v, il vient
ala(u,v) — L(v)) — a?a(v,v)/2 < 0.

La fonction dépendant de a définie dans le membre de gauche atteint sont maxi-
mum en « = 0. Sa dérivée en o = 0 (qui est précisément a(u,v) — L(v)) est donc
nulle. Réciproquement, si a(u,v) — L(v) = 0 pour tout v € V, I'inégalité (5.19) est
éviemment vérifiée. On a donc établit que u est un minimiseur de J sur V si et
seulement si u est solution de la formulation variationnelle (5.17).

Exercice 5.3.4 Soit Q un ouvert borné connexe de RY. On considére le systéme de
I'élasticité avec la condition de Neumann (5.59) sur tout le bord 992. Montrer que la
condition d’équilibre (vectorielle)

/f-(Mg:+b)da:+/ g-(Mx+bds=0 VbeRY VM =—-M"ec RVN
Q o0

est une condition nécessaire et suffisante d'existence et d'unicité d'une solution dans
HY(Q)N (I'unicité étant obtenue “3 un mouvement de corps rigide” pres, c'est-a-dire 3
I'addition de Mx + b prés avec b € RY et M une matrice antisymétrique constante).

Correction.

Supposons que u soit solution du systeme de 1’élasticité avec conditions aux
bords de Neumann. En multipliant I’équation vérifiée par u dans €2 par une fonction
test v € HY(Q)Y, on obtient suite & une intégration par partie que

/Q (2ue(u) ce(v) + )\(divu)(divv)) dr = /Qf cvdx + /agg .vdr.

En appliquant cette équation & un élément v de la forme v = Mz +b, o b € RV et
M est une matrice antisymétrique, on en déduit que

|1 aavyins [ g anis—o
Q onN

qui est donc une condition nécessaire d’existence de solution. Sous cette condition,
on va montrer que le probleme aux limites avec condition de Neumann admet une
unique solution dans I'espace V, quotient de H'(Q)" par I'espace des mouvements
rigides R. La formulation variationnelle est aisée a établir et consiste a trouver u € V
tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V

ou

a(u,v) = /Q (2pe(u) - e(v) + A(divu)(dive)) da
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L(v):/Qf-vdan/an-vds.

Notons que a(u,v) et L(v) sont toutes deux correctement définies. Leurs valeurs
sont indépendantes des représentant u et v choisis dans H(Q)". En effet, soit u; et
uy (resp. vy et vy) deux élements de H'(Q)V, représentants de u (resp. v) dans V.
Il existe M et N matrices antisymétriques N x N, b et ¢ vecteurs de RY tels que
Uy =ug+ Mz +bet vy =vy+ Nx.c. On a alors e(uy) = e(ug) et e(vy) = e(vy). Ainsi
a(uy,v1) = a(ug,v9). De plus, d’apres la condition de compatiblité, L(v) = L(vs).
Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Migram, seule la coercivité de la forme bilinéaire
n’est pas tout a fait évidente a établir. Il s’agit de prouver qu’il existe une constante
C telle que

|ul|? < Ca(u,u) pour tout u € V. (5.20)

lul|ly = }\1}% |u—+ Mz + bl g1 (), avec M matrice antisymétrique et b € RY.

Supposons que la relation (5.20) soit fausse pour tout C. Dans ce cas, il existe une
suite u,, d’éléments de V' telle que

1= HUHH%/ > na(tn, ).
Rappelons qu’il existe v tel que pour tout v € H*(Q)V,
a(u, u) > vle(u)||7:(q)-

Ainsi,
L= [lunlly = vnlle(un) |72

Par abus de langage on note également u,, I'élément de H*(Q)N tel que ||u, || g1 (o) =
|unlly (on confond un élément de V' avec un représentant particulier). D’apres le
théoreme de Rellich, la suite wu, étant bornée dans H'(Q)%, il existe une sous-
suite wu,s convergente dans L?(Q)". On rappelle que d’aprés I'inégalité de Korn,
v = ||v]l 2@~ + ||€(v)]|2@vx~ est une norme équivalente & la norme de H'(Q)N.
Comme e(u,) tend vers zéro dans L*(Q)", e(u,/) est une suite de Cauchy dans
L2(Q)V*N De plus u, est une suite de Cauchy dans L*(Q)". Ainsi, la suite u, est
de Cauchy dans H'(Q)". En conséquence, u,, converge dans H'(2)" vers un élément
u tel que e(u) = 0. D’apres 'exercice précédent, il existe M matrice antisymétrique
et b € RY tels que u(z) = Mz +b. En d’autres termes, u = 0 dans V. D’autre part,
la convergence dans H'(Q)" implique la convergence dans V. Comme ||t/ ||y = 1 on
a donc ||ully = 1, ce qui est contradictoire avec le fait que v = 0. La forme bilinéaire
a est donc coercive sur V' et la formulation variationnelle admet donc une solution
unique. Afin de prouver que la solution du probleme variationnel est solution du
probleme aux limites, on procede comme pour le Laplacien. En particulier, afin de
donner un sens a o - n, il serait nécessaire de montrer que u est en fait un élément de
H2(Q)N (ce qu'on a admit pour le Laplacien). A défaut, on peut toujours utiliser le
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fait que chaque ligne de o est un élément de H (div) et utiliser la définition faible de la
trace de la composante normale de ¢ sur le bord comme élément de H~'/2(9%2)(voir
Théoreme 4.4.7)

Exercice 5.3.5 On suppose que 2 est un ouvert borné de RV et que f € L*(Q)".
Montrer I'existence et I'unicité d’une solution faible dans H} ()" au systéme de Lamé

(5.21)

—puAu — (p+ ANV (divu) = f dans Q
u=20 sur Of).

sans utiliser I'inégalité de Korn. Vérifier qu'on peut affaiblir les hypothéses de positivité
sur les coefficients de Lamé en supposant seulement que 1 > 0 et 2+ A > 0.

Correction. La formulation variationnelle consiste & trouver u € H}(Q)Y tel que
a(u,v) = L(v) pour tout v € H(Q)V,

ou

a(u,v) = /Q (1Vu- Vo + (A + p)(dive)(dive)) do

L(v):/f-vda:.

Afin d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram, la seule hypothése non triviale a
vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire a(-,-). Or

Ou; Ou;
CN2 i OUj
/Q(dlvu) dx —/Q 5 9r: 07, dx.
17]

Par intégration par partie, il vient

ou; Ou;
divu)? dz :/ : ]dx:/Vu-Vutdas
[ (@i DL A

/|vu||(vu)f|dx:/|vu\2dx.
Q Q

IN

Ainsi,
alu,u) > /(,u + min(0, A + )| Vul? dx
0

ou encore

a(u,u) > / min(p, A + 2u) | Vu|® dz.
Q

La forme bilinéaire a(-,-) est donc coercive des que p > 0 et A +2u > 0, ce qui
établit I'existence d’une solution unique au probleme variationnel. On montre que u
est solution du probleme aux limites en procédant comme pour le Laplacien.
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Exercice 5.3.6 Vérifier |'équivalence de (5.21) et (5.15) si A et p sont constants.
Montrer que (5.21) et (5.15) ne sont plus équivalents si A et ;1 sont des fonctions
(régulieres), méme si on remplace I'équation vectorielle de (5.21) par

—div(uVu) — V((pu + N)divu) = f dans Q.

Correction. Soit u la solution du probléme variationnel associé & (5.15) pour tout
veCRQ)N,

/ Z (gz; ) g:;; dx + /Q A(divu)(dive) doe = /Qf ~vdx.
Or par intégration par partie,
Ou,; Ov; B 0 ov;
/ 8% 0z dr = /Q“]a_x, ('u@xj) d
= — Ty — Rl |
/QMUJaZEjaCL’Z‘ * /QUJ 8J]Z 8xj v
d(puj) Ov; / op Ov;
= dr — ; d
/Q Zhj 8@ v Qujaxi 8xj *

B du;j v, o dv;  Ou v,
— /Max] oz, da:+/ﬂuj (8:5]- oz, o, 8@) dx.

Alinsi,

8uz 8vi ' ' -
/ Z (833] ) oz, d:p—l—/Q)\(dlvu)(dlvv) de =

/QuVu -V + (A + p)(divu)(dive) de + /Qu - ((dive) Vi — (Vo) 'Vu)de.

Si p est constant, u est donc également 'unique solution du probleme variationnel
consistant & trouver u dans HJ ()Y tel que pour tout v € Hg(Q)V

/Q (uVu- Vo + (A + p)(dive)(dive)) do = /Qf ~vdz,

qui est équivalent au probleme aux limites consistant a trouver u tel que

—puAu — V((p+ N)dive) = f dans Q,
u=20 sur Of).

Si de plus A est constant, on retrouve le probleme aux limites (5.21). Enfin, si 'un
des coefficient 1 ou A\ n’est pas constant, (5.15) et (5.21) ne sont en général par
équivalents.

Exercice 5.3.7 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere du
systeme de |'élasticité linéarisée dans le cas d'une force de cisaillement anti-plan. On
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considéere un domaine cylindrique homogene €) de longueur L > 0 et de section w, ou
w est un ouvert borné connexe régulier de RN~ (les coefficients de Lamé \ et i sont
constants). Autrement dit, 2 = w x (0, L), et pour x € 2, on note x = (2/,x) avec
0<xy < L etz €w. On consideére le probleme aux limites suivant

—div (o) =0 dans 2

on =g sur Ow x (0, L)

u =0 surw x {0, L} ~’
(on)-n=0 surw x{0,L}

(5.22)

avec
o =2ue(u) + Atr(e(u)) Id,

ol on a utilisé la notation, pour un vecteur v = (vy, ..., vx), v = (v, vy) avec v’ € RN™!
et vy € R. On suppose que la force surfacique g est du type “cisaillement anti-plan”,
c'est-a-dire que ¢’ = (g1, ...,gn_1) = 0. Montrer que la solution unique de (5.22) est
donnée par u = (0, ...,0,ux) ol uy(2") est la solution du Laplacien suivant

;Lag—év =gy surOdw

{ —Auy =0 dansw
ol A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV~

Correction. Soit uy la solution du probleme de Laplace

{ —Auny =0 surw

,uag—;y =gy sur Jw

On pose u = (0,---,0,uy). Pour tout i et j tels que i,j < N,

eij(u) =0
10u
ein(u) = eni(u) = 5 895]\-[
GNN<U) =0

En particulier, tr(e(u)) = 0. On en déduit que,
—div(2ue(u) + Atr(e(u)) Id) = —u(0,--- ,0, Aluy) =

De plus,
o(u)ey = 2ue(u)eny = u(V'uy,0).

Ainsi, pour presque tout x € w x {0,L}, (on) -n = 0. Enfin, pour presque tout
r € 0w x (0,L), n=(n,0) et

k=1

N-1
on =2 (Z ejknk> = 2u(0,-++,0,1/2V"up - ') = (0,--- ,0, gn).

Ainsi, u est bien I'unique solution du probléme aux limites (5.22).
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Exercice 5.3.8 Généraliser |'Exercice 5.3.7 au cas d'une condition aux limites latérale
du type
u' =0et (on) ey =gy sur dw x (0, L).

Correction. La solution construite dans ’exercice précédent vérifie également ces
conditions aux limites.

Exercice 5.3.9 A |'aide de I'approche variationnelle démontrer |'existence et I'unicité
de la solution de I'équation des plaques

A (Au) = f dans )

u=20 sur OS2 (5.23)
% =0 sur OS2

ol f € L*(Q). On pourra remarquer que, si u € H3(€2), alors 2% € H} () et

/|Au|2d:£— Z/

On admettra le résultat de régularité suivant : si w € L*(Q) et f € L*(Q) vérifient pour

tout v € CX(Q)
—/U;Avdx:/fvdx,
Q Q

alors (w) € H?(2) quelle que soit la fonction 6 € C°().

81’1895 j

Correction.
La formulation variationnelle associée a I’équation des plaques (5.23) consiste a
déterminer u € HZ(Q) tel que

a(u,v) = L(v) pour tout v € H3 (1) (5.24)

ou

a(u,v) = / AuAvdz et L(v / fvdx
Q
(voir Exercice 3.2.4). Afin d’appliquer le Théoreme de Lax-Milgram, la seule hy-

pothese non trivialement vérifiée est la coercivité de la forme bilinéaire a(-,-). Or
pour tout u € HZ()), on établit suite & deux intégrations par partie successives que

a(u,u) dr = ||V2uH%2(Q)

895 (‘33:]

En appliquant deux fois 'inégalité de Poincaré, on obtient qu’il existe des constantes
C et C" positives telles que pour tout élément u de H3 (1),

||UH%2(Q) < CHVUH%Q(Q) < C/HV2UH%2(Q) = C'a(u,u).
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Par conséquent, il existe C' > 0 tel que pour tout v € Hj (),
[ull 320y < Calu, w).

La coercivité de la forme bilinéaire a(-,-) est donc établie et il existe une unique
solution au probléme variationnel (5.24).

Reste a établir que la solution du probleme variationnel est solution du probleme
aux limites. Soit w un ouvert inclus dans un compact de Q. Il existe 6 € C'2°(€2) telle
que € = 1 sur w. Pour toute fonction v € C'°(2) de support inclus dans w,

/Qe(x)Au(x)Av(x) dx:/QAu(x)Av(x) dx:/gf(x)v(x) dx.

D’apres le résultat de régularité admit, 0Au est un élément de H?(Q). Il est donc
licite d’effectuer deux intégrations par partie successives sur le membre de gauche
de I'équation précédente. On en déduit que

/QA(H(:U)AU(:L’))U(:U) dx:/gf(x)v(a:) dx.

Cette équation étant vérifiée pour toute fonction v € C'°(€2) de support inclus dans
w, on en déduit que pour presque tout z € w,

A(Au)(z) = [(2).

Cette relation reste valable pour presque tout x € € : il suffit de considérer une
suite w, de compacts tels que U,w, = . Enfin, comme u € HZ(2), la solution du
probleme variationnel vérifie automatiquement les conditions au bord v = du/dn =

0.

Exercice 5.3.10 Soit V' I'espace des champs de vitesse a divergence nulle. Soit J(v)
I'énergie définie pour v € V par

J(v) —%/Q/L|Vv|2dx—/ﬂf~vdx. (5.25)

Soit u € V' la solution unique de la formulation variationnelle

/,uVu-Vvd:)s:/f-vdeveV. (5.26)
0 0

Montrer que u est aussi |'unique point de minimum de I'énergie, c'est-a-dire que J(u) =
min,ey J(v). Réciproquement, montrer que, si u € V est un point de minimum de
I'énergie J(v), alors u est la solution unique de la formulation variationnelle (5.26).

Correction. Il suffit d’appliquer la Proposition 3.3.4 a la formulation variationnelle
(5.26) pour conclure. A défaut, on peut prouver 'équivalence entre le probleme de
minimisation de I’énergie et la formulation variationnelle a la main. On rappelle que
I'espace V des champs de vitesse H' & divergence nulle est défini par

N
N . 3; — v
V = {v e H'(QN . div(v) = ;1 oz, 0}.
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Notons que pour tout élements u et v de V,
J(u—v)=J(u)—alu,v)+ L(v) + a(v,v)/2,

ou a(+,-) est la forme bilinéaire continue, définie sur V' x V' par

a(u,v) = / uVu - Vodz,
Q

et L est la forme linéaire continue sur V' définie par

L(v) = / f-vde.
Q
Ainsi, u est un minimiseur de J sur V si et seulement si
a’(uv U) o L(U> < CL(U,’U)

pour tout v € V. Comme le terme de gauche est homogene de degré 1 tandis que le
terme de droite est homogene d’ordre 2, cette inégalité est vraie si et seulement si

a(u,v) = L(v)
pour tout v € V, c’est a dire si u est solution de la formulation variationnelle (5.26).

Exercice 5.3.11 Le but de cet exercice est de trouver une solution particuliere des
équations de Stokes dans un canal rectiligne de section uniforme, appelée profil de Poi-
seuille. Soit 2 = w x (0, L) ou L > 0 est la longueur du canal et w sa section, un ouvert
borné connexe régulier de R¥~1. Pour x € 2, on note z = (2/,zy) avec 0 < zy < L
et ' € w. On considere le probléeme aux limites suivant

Vp—pAu=0 dans )

divu =0 dans (2

u=0 sur Ow x (0, L) (5.27)
pn— p2h =pon  surw x {0}

pn — u% =prn  surw x {L}

ol py et py sont deux pressions constantes. Montrer que la solution unique de (5.27)

est donnée par

X
p(x) =po + TN(pL — Do),

et u=(0,...,0,un) ol uy(z') est la solution du Laplacien suivant

L

—ulNuy = —2L=20)  gang
uy =0 sur Ow

ol A’ est le Laplacien dans la variable 2/ € RV~
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Correction. On pose
p(z) = po+ xn(pL — po)/L,

et u=(0,---,0,uy) ot uy est solution du probleme aux limites

—pNuy = —@ dans w
uy =0 sur Ow.

On va montrer que (u, p) est solution du probleme aux limites (5.27). On a
Vp = (07 50, (pL _pO)/L)7

Au=(0,---,0,Auy),

d’ou
Vp — pAu = (0,---,0,(pr — po)/L — pA'uy) = 0.
De plus,
div(u) = gz—z = 0.

Enfin, comme du/0n = 0 sur w x {0,1} et

p=po surw x {0},
p=p surw x{L},

les conditions aux limites imposées aux extrémités du profil sont également vérifiées.

Exercice 5.3.12 Généraliser I'Exercice 5.3.11 au cas des équations de Navier-Stokes
(u-V)u+Vp—puAu=f dans
divu =0 dans Q (5.28)
u=20 sur 0S2.

Correction. Avec les mémes notations que l'exercice précédent, on vérifie que

(u-V)u=0,

ainsi, u est également solution des équations de Navier-Stokes.



Chapitre 6

METHODE DES ELEMENTS
FINIS

Exercice 6.2.1 Appliquer la méthode des éléments finis P; au probleme

{ —u" = f dans 0, 1]
u(0) = a,u(l) = 5,

Vérifier que les conditions aux limites de Dirichlet non-homogeénes apparaissent dans le
second membre du systeme linéaire qui en découle.

Correction. La formulation variationnelle, issue de I'utilisation des éléments finis
P, consiste a déterminer

up € Vy = {vh c C°([0,1];R) : Vl[zs,21] € P1 pour tout i € {0, - - ,n}}
oux; =1i/(n+1) tel que
1 1
/ up vy dr = / fupdz pour toute fonction vy, € Vo, = Vi, N Hy (0, 1),
0 0

et
up(0) = a, up(l) = B.

On note (¢;)i=o,... n+1 la base de V}, définie par ¢;(x;) = ¢; ;. En utilisant ¢; comme
fonction test, on obtient, a l'aide de la formulation variationnelle, que pour tout

0<j<n+l1,
n+1 1 1
>t [ oidide= [ 16y
i=0 0 0

ou (up); sont les coordonnées de u; dans la base (¢;). Les conditions aux limites
impliquent que (up)o = a et (up)ns1 = 5, ainsi
1
0

n 1 1
> () / b6, du = / féydz / (ady + By ), d.

33
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Déterminer Uy, = ((up)i)1<i<n consiste donc a résoudre le systeme linéaire

KnUn = ba,
ou la matrice
2 -1 0
-1 2 -1
Kn=nh"' : (6.1)
-1 2 -1
0 -1 2

est identique a celle obtenue avec des conditions de Dirichlet homogenes, tandis que
le second membre est défini par

Tit1
(bp); = / foidx, pour tout 1 < i < n,
Ti—1

i—

s =afhs [ fords
0
1
) =p/h+ [ fondo
Tn—1
Exercice 6.2.2 On reprend le probléme de Neumann

{ —u" 4 au = f dans ]0,1] (6.2)

u'(0) = a,u/(1) = .

en supposant que la fonction a(x) = 0 dans |0, 1[. Montrer que la matrice du systeme
linéaire issu de la méthode des éléments finis IP; est singuliere. Montrer qu'on peut
néanmoins résoudre le systéme linéaire si les données vérifient la condition de compati-
bilité

/0 f(@)de=a -8,

et que cette condition est préservée si I'on utilise des formules de quadrature. Comparer
ce résultat avec le Théoreme 5.2.18.

Correction. Le systeme linéaire obtenu en considérant a = 0 est

lChUh = bh, (63)
ol
1 -1 0
1 -1 2 -1
K%/::E '“
—1 2 —1
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et by, est défini comme dans le cas a # 0 par

(br)i = ij ( )925 (z) dxw pour tout 1 < i < n,

bho—fo T)go(z) dor —
bho—fo 1‘¢n+1 )d$—5-

La matrice K, est auto-adjointe et positive. En effet, pour tout (v;) € R"™2, on a

Kpo-v=nh" <(Uo — v1)U0 + (Ung1 — Vn)VUng1 + Z(_Ui+1 + 2v; — Uil)vi)

i=1

1
=h" Uo - Ul Vo + (Un+1 Un+1 + E - Uz+1 v; + (Ui - Uil)“i)

=0

=hp!

n—1
=h! ( vo — 1)V + (Vnt1 — Un)Uns1 + Z(UZ — V1)V + Z('UH.l — vi)viH)
i=1

n—1
(vo — v1)? + (Vng1 — va)? + Z(Uz - Uz‘+1)2)

=1
n

h_l (Ui — Ui+1)2-
=0

Par contre IC;, n’est pas définie. De ’expression précédente, on déduit que Cpv-v =0

si et seulement si v; = v; 1 pour tout ¢ = 0, - -- , n. Ainsi, le noyau de I'application K},
est 'espace vectoriel de dimension un engendré par (1,---,1) et 'image de K}, est
exactement 'orthogonal de (1,---,1). Le systeme linéaire (6.3) admet une solution
si et seulement si by, € (1,---, 1), cest & dire

n+1

> (bn)i = 0.

i=0

D’apres l'expression de by, cette condition équivaut a

n+1 n+1

/f dx+6—oz—2/f )i (z dx+ﬁ—a—2(bh) 0.

Exercice 6.2.3 Appliquer la méthode des différences finies (voir le Chapitre 2) au
probléme de Dirichlet

{ —u" = f dans ]0,1] (6.4)

u(0) = u(1) = 0.

Vérifier qu'avec un schéma centré d'ordre deux, on obtient un systéme linéaire a résoudre
avec la méme matrice IC;, (a un coefficient multiplicatif pres) que celle issue de la méthode
des éléments finis P; mais avec un second membre b, différent. Méme question pour le
probleme de Neumann (6.2).
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Correction. Conditions aux limites de Dirichlet
La méthode des différences finies, basée sur un schéma centré d’ordre 2, nous
conduit a résoudre, dans le cas du Laplacien avec conditions de Dirichlet, le systeme

Uj— _2U1 U; '
— h2+ +1:f(xi)pou11rt0ut()<z<n+1,

u0:07

Unp+1 = 0.
On doit donc résoudre le systeme
IChU h = bh

ou Uy, = (u;)1<i<n, Kp est la matrice d’ordre n

2 —1 0
o2 f(x1)
Kh:ﬁ et by, = :
-1 2 -1 F(z2)
0 -1 2

La matrice K; differe de la matrice obtenue par la méthode des éléments finies
a un facteur multiplicatif 1/h pres. La méthode des éléments finis conduit & une
expression différente du second membre

T; . Tit+1 . — .
Ti—1 ZTq 1S2§n

En pratique, on utilise une formule de quadrature pour évaluer les intégrales définis-
sant b, Si on utilise la formule des trapezes, on obtient

be = h(f(ivz‘))lgign-

Avec un tel choix, les deux méthodes conduisent au méme systeme linéaire.
Conditions aux limites de Neumann

Pour le probleme de Neumann, le systeme obtenu, suite a la discrétisation par
différences finies, consiste a déterminer (u;)_1<;<pi2 tel que

i—1 — 2u; + u; .
—= hqé +u+1+a<xi>ui:f($i) pour tout 0 < ¢ <mn+1,

=

Up — U1

un+2_un_
o P

Ou les noeuds fictifs z_; et z,,5 ont été introduit afin que les conditions aux limites
soient discrétisées a I'ordre 2. Si on élimine du systeme linéaire final les degrés de
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liberté artificiellement introduits, on obtient les expressions suivantes

1 -1 0 a(xg)/2 0o - 0
-1 2 -1 0 a(zy)
1
Kn=123 + : . :
-1 2 -1 a(x,) 0
0 -1 1 0 0 a(xni1/2)

et by = (=% + f(20)/2, f(1), -, f(xn), § + f(xn11)/2)". Le systeme obtenu par
la méthode des éléments finis, des lors qu’on utilise la formule des trapezes pour
évaluer les intégrales, est équivalent. Plus précisément, on a alors

1 -1 0 a(zg)/2 0 --- 0

) -1 2 -1 0 a(z)
-1 2 -1 a(x,) 0
0 -1 1 0 0 a(zpe1)/2

et bEF = h(_% + @7 f(SL’1>, U >f(x”>7 % + W»T

Exercice 6.2.4 On considére (n + 2) masses ponctuelles (alignées) situées aux points
zj =j/(n+1) pour 0 < j < n+1 et reliées entre voisines par des ressorts de méme
raideur & > 0. On applique a chaque masse ponctuelle une force longitudinale f;. Dans
I'hypotheése de petits déplacements (longitudinaux) écrire |'énergie totale du systeme
qu'il faut minimiser (on discutera le cas des extrémités libres ou fixées). Interpréter la
recherche de la position d'équilibre du systeme en termes d'éléments finis.

Correction. On note u; le déplacement de la masse j. L’allongement du ressort
situé entre les masses j et 7 + 1 est

(5Lj = Uj41 — Uy -

Sous I'hypothese de petits déplacements, I'énergie élastique du ressort est une fonc-
tion quadratique de 'allongement égale a g(ujﬂ —u;)?. L’énergie totale du systeme
est égale a la somme de I’énergie élastique de chaque ressort et de I’énergie potentielle
due aux forces appliquées aux masses, soit

n L n+1
Jw)=>" 5 (Ujs1 = u)* = u,f;.
j=0 J=0

Si les deux extrémités sont fixées, ’énergie est a minimiser sur I’ensemble des vec-
teurs u tel que ug = u,y; = 0. Si uniquement l'une des extrémités (par exemple
si I'extrémité zq est fixée), 'espace de minimisation est I’ensemble des u tels que
up = 0. Si aucune extrémité n’est fixée, I'espace de minimisation n’a pas a étre
contraint. Par contre, dans ce dernier cas, ’existence d’un minimiseur n’est assurée
que si la condition de compatibilité
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est vérifiée.
Il y a une forte similitude entre le probleme obtenu et la résolution de 1’équation

—kAu=f

par la méthode des éléments finis IP;, qui consiste a minimiser I’énergie

k 1
1) = 51l = [ fle)uta) da

sur 'espace de discrétisation Vj,. Soit u;, un élément de Vj, et Uy, = (UP, ..., UM
les coordonnées de u;, dans la base classique de V. On a alors

t) = OIS ([ ooy )

Si on utilise la formule des trapezes afin d’évaluer I'intégrale apparaissant dans la
définition de I, on obtient

"k Uj+1 _ Uj 2 ntl .
rn) =3 O O S o v
=0 =0

En posant f; = (Az)?f(z;), on retrouve expression J & un coefficient Az pres.

Exercice 6.2.5 Démontrer |'équivalent du Théoreme 6.2.6 de convergence de la méthode
des éléments finis en dimension 1 appliquée au probléme de diffusion (6.2) avec condi-
tions aux limites de type Neumann.

Correction. La démonstration est identique mot pour mot a celle effectuée dans
le cas de conditions aux limites de Dirichlet.
Plus précisément, la formulation éléments finis consiste a déterminer

up € Vi, = {v € C([0,1]) tel que vl 4,,,) € P1 pour tout 0 < j < nj,

i1
ou z; = j/(n+ 1) tel que pour tout v, € Vj, on ait

a(up,vy) = L(vp), (6.5)
ou

1
a(u,v) = / u'v' dz + auv
0

et

L(v) = /o fvdz — av(0) + fo(1).

La forme bilinéaire a est bilinéaire, continue et coercive sur H'(0,1). La forme
linéaire L est continue sur H'(0,1) (les fonctions H'(0,1) s’injectant de maniere
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continue dans C([0,1])). D’apres de Lemme 6.1.1, 'approximation de Galerkin ci-
dessus admet une solution unique et d’apres le Lemme de Céa 6.1.2, il existe C' > 0
indépendant de h tel que

lu — unll 10,1y < Cvilel\f/h [ = vnlla10,0)-

En choissisant v, = rju, on 73, est I'opérateur d’interpolation de H'(0,1) dans V},
de la définition 6.2.4, il vient

|lu — Uh||H1(0,1) < Cllu— ThUHHl(OJ)-
D’apres le Lemme 6.2.5, on a

}lblil(l) lu — raul| g1y =0

et si u € H%(0,1), alors il existe une constante C' indépendante de h telle que
Hu — ’I"huHHl(o,l) S C’hHu"HLz(OJ).

Il s’en suit que
lim |w —un|l 0,0y =0

et que si u € H%(0,1), il existe C indépendant de h tel que
HU — uh“Hl(O,l) S ChHUH”L2(071).

Exercice 6.2.6 En généralisant les arguments précédents, démontrer le Théoreme
6.2.14 de convergence de la méthode des éléments finis P, a la résolution du probleme

aux limites
—u” = f dans ]0, 1]
{ u(0) = u(1) =0,

Correction. D’apres le Lemme de Céa 6.1.2, il existe une constante C' indépen-
dante de h telle que

”u_uhHHl(O,l) S C' inf ||U—’Uh||H1(071), (66)
v €Von

ou Vo, est 'espace des éléments finis Py nuls aux bords. Afin de majorer le terme de
droite, on introduit I'opérateur d’interpolation de Hg sur Vg, qui a v associe

n

U = Z v(z;)Y; + Z U(@j11/2) Y541 /2,
=0

j=1

olt ¥; et ;112 sont les fonctions de bases de I'espace des éléments finis Py (voir
cours, p. 157). L’introduction de cette opérateur d’interpolation nous permet de
majorer le terme de droite de (6.6) par la norme H' de (u — rpu). Il ne nous reste
donc plus qu’a estimer ce dernier terme.
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Dans le cas h = 1, il existe une constante C telle que pour tout v € H>(0, 1),

(o = Y ez < Callo” 20 (6.7

Afin d’établir cette inégalité, on peut effectuer un raisonnement par I’absurde dans
'esprit de la démonstration de I'inégalité de Poincaré. Supposons que I'inégalité (6.7)
soit violée pour toute constante C;. Il existe une suite v,, d’éléments de H*(0, 1) telle
que pour tout n,

1(r1on = va)llz20,0) > vy l22(0,1)-

Quitte a modifier v™ par I'ajout d'un polynome de de degré 2, on peut supposer que

1 1 1
/ vndx:/ v;dmz/ vl dr = 0.
0 0 0

De plus, quitte a multplier v,, par une constante, on peut également supposer que

1= |[(riv, — vn>/HL2(O,1)- (6.8)

Par application successive du théoréeme de Poincaré Wirtinger, on en déduit que v”,
v’ et v sont bornés dans L*(0, 1) et donc que v, est borné dans H3(0,1). D’apres le
Théoreme de Rellich et quitte a extraire une sous-suite de v,,, on peut donc supposer
que la suite v, est convergente dans H?(0,1). De plus, comme v’ converge vers zéro
dans L?(0,1), la suite v, est convergente dans H*(0,1). Soit v la limite de v,. Tout
d’abord, on a

"

10"l 20,0y = lim [|o7 || 2200y = O,

d’autres part, Uopérateur 1 étant continu de H'(0, 1) & valeurs dans Py (les fonctions

H' en dimension 1 s’injectant dans I'espace des fonctions continues), on peut passer
a la limite dans (6.8), d’ou

1= H(’f’l’l) — U)/||L2(0,1)-

La dérivée troisieme de v étant nulle, ¢’est un polynome de degré inférieur ou égale
a 2. Ainsi,

v =v,
ce qui est contradictoire avec l'inéglaité précédente et établit (6.7).

Nous allons généraliser I'inégalité (6.7) pour tout h = 1/(n + 1), en prenant
soin d’exprimer la dépendance de la constante de majoration en fonction de n. On
décompose la norme L? de r,v — v en une somme de termes portant sur chacune des
mailles.

112 ! !/ 2 . (j+1)h 2
1w — 0220, = / (0 — Y (@)Pdz =3 / (v — w)i() P de.
=03

h

On pose v;(x) = v(h(j + x)). Par changement de variable, on a

n 1 n
[ (rav — U)/H?ﬁ(og) =h Z/o |(rv; —vy) () de < CPRT! Z HU;'HH%?(OJ)-
=0 =0
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En effectuant de nouveau un changement de variable, on établit que

(J+1)h

o ooy = [ @) d

hj
Ainsi,
(v = v) 12200 < CERM V" 2201)-

D’apres l'inégalité de Poincaré, la norme L? du gradient est une norme équivalente
a la norme H' sur H}. 1l existe donc Cj tel que pour tout v € H3(0,1) N H(0, 1),

HThU - UHHl(o,l) < COhZHUWHLQ(OJ)'

La covergence de la méthode des éléments finie P, dans le cas régulier découle alors
de la majoration (6.6) par ||u — rpul| g1 (0,1).-

Il reste a établir la convergence dans le cas ol on effectue aucune hypothese de
régularité sur la solution du probleme. A cet effet, on établit dans un premier temps
la continuité uniforme 7, par rapport a h. Notons que la contiuité de 'opérateur ry,
est évidente, les fonctions H'(0,1) s’injectant de maniere continue dans C([0, 1]).
Il nous faut donc seulement étudier la dépendance de la constante de continuité en
fonction de h. On a

n Tjt1
Iwo) Wan =3 [ Ny d,
=0 /%

et . Par changement de variable, dans ’expression précédente, il vient
S
w0 oy =173 [ 1005 P e
=00
L’opérateur r; étant continu, il existe une constante Cj telle que
S
30 [y < HC0 S [ g e
5=0

En effecutant le changement de variable inverse de celui réalisé précédemment, on
obtient

2 2
1(rnv) 12201y < Callv' 20,1y
D’apres 'inégalité de Poincaré, la norme L? du gradient est équivalente a la norme
H' sur Hj. 1l existe donc une constante C' indépendante de h telle que pour tout
v e H0,1),
lrnvllmr 1) < Cllvllmo,-

Afin d’établir la convergence de la méthode des éléments finis, il suffit de prouver

que pour tout v € H}(0,1), on a

h—0
[ = 7ol 0,1) — 0. (6.9)
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Comme dans le cas régulier, la covergence de la méthode s’obtient en majorant (6.6)
par ||u — ruu g1,y Soit v € Hy(0,1). Comme Pespace des fonctions de classe C
a support compact est dense dans H}(0, 1), pour tout € > 0, il existe p € C>(Q)
tel que

lv = ¢llin <e.

Ainsi, on a
v = rrvll a1 00) < v =@l + e = raellaron + [1rale — )l a0

L’opérateur 7, étant uniformément continu par rapport a h, il existe une constante
C indépendante de h telle que

v = rrvl|E100) < Cllv = ollar0,) + I — rall a1 0,1)-

D’apres I'analyse précédente, || — 79| m1(0,1) — 0 lorsque h tend vers zéro. Ainsi,
pour h assez petit, on a

le = rnellmon < 1+ O)lo = @llmey = 1+ C)e.
On en déduit (6.9) et donc la convergence de la méthode des éléments finis Ps.

Exercice 6.2.7 Calculer explicitement la matrice de rigidité K, associée au probleme
consistant a trouver

up, € Vou := {v € C'((0,1]) tel que vy, 4,,,) € P3 pour tout 0 < j < n} N H(Q)
tel que

/0 uy (x)vy (z) de = /0 f(@)vp(x) dz Yoy, € Vop. (6.10)

Correction. Tout d’abord, rappelons que l’espace Vj, de dimension 2n + 2 est
engendré par les fonctions de base

Xr — r—X

hx]) pour 1 < j <n, 1/)J(x):1/1< - j) pour 0 <j<n+1,

¢j(z) = ¢ <
ou ¢ et v sont les fonctions meres

(1+x)*)(1—2z) si —1<z<0,

dlr)=< (1—2z)*(1+2x) si0<z<I1,
0 si |z > 1,
et
r(l+z)? si —1<z<0,
Plr)=< z(1—2)* si0<x<1,
0 si o] > L.

On note E la base de Vj, définie par

E = (e;)o<i<ant2 = (Yo, &1, - - -, Ons Uy Yg1).
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La matrice de rigidité associée a la résultion du probleme (6.10) est définie par
1
(Kn)ij = /0 ej'e/dx pour tout couple (i, 7) € {0,--- ,2n+ 2}*.

Le support des fonctions de base ¢; (ou ;) et ¢; (ou ;) étant disjoints des que
|i — 7] > 1, on en déduit que K}, possede une structure particuliere de la forme

Qo bg
bO Al,l A1,2
/Ch: A2,1 A2,2
‘ T Anfl,m
Apno1r Anpn b
b o

olt ag, a; € R, by, by € R? et pour tout couple i et j de {1,...,n}* tels que |i—j| < 1,
A;; € R¥?2 sont définis par

Aivri = < fo P07 d fo i da )

fol z+1¢// dx fo z+177b” dx

0 (b//w// dx fo |2/)//‘2 d&?

a0 = /w 2 ds, o = /w 2do
B f ¢// f ¢// i
by = 9 by = 0
’ (fow” ) o (fow”w+1dx)

Afin de déterminer ces intégrales, on effectue le changement de variable X =
(x — x;)/h. On obtient en utilisant la parité des fonctions de base

A < fq ¢//|2 dJT f() QS//@Z)// dﬂ? )

dor o —pen (Mg X = DE0 X [ (X 1)e(X) dX
A Jo (X = 1)¢"(X)dX [y 0"(X = )" (X)dX )

T G ).

0 J} v (X)dx

1
ay = a; = h_?’/ " (X)|dX
0

b — [ X =D (X)ax (X - 1/ (X) dX
Jo (X = 1)p"(X)dX )’ Jo WX = 1) (X) dX
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Enfin, sur [0,1] on a
¢"(X)=12X —6; ¢"(X — 1) = —12X + 6

et
w”(X) =6X —4; 1/1”(X—1) =6X — 2.

Finalement, suite a un calcul de primitive élémentaire, il vient

s —12 =6 5240
AZ+1,Z_h ( 6 2 JAl,Z_h 0 8

et
_ 3 —6 —3( 6
a0:a1:h34,b0:h3( 2),b1:h3(2>
Ainsi,
4 -6 2
-6 24 0 —-12 -6
2 0 8 6 2
—-12 6 24 O
K — h? 62 0 8
—-12 -6
6 2
—-12 6 24 0 6
-6 2 0 8 2
6 2 4

Exercice 6.3.1 Soit 7;, un maillage de © pour 2 ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n; le nombre de triangles de 7}, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), 15 le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage (qui ne
sont pas sur 0S2). Démontrer les relations, dites d'Euler, n; +ns = n.+1 et 3n, +ng =
2nc + Nps-

Correction. Plutot que de vérifier les relations d’Euler, on se propose de les re-
trouver directement en effectuant un raisonnement par récurrence. On cherche a
déterminer s'il existe un (ou plusieurs) vecteur L € Z* et un entier « tel que pour
tout maillage d’'un ouvert simplement connexe, L -z +« = 0 out & = (ng, N, Ns, Ngo)-
Tout d’abord, la relation doit étre vérifiée par le maillage trivial constitué d’un
unique triangle. On a donc

L-(1,3,3,0)+a=0. (6.11)

Considérons un maillage de €2 comportant plusieurs triangles. On choisit un chemin
a 'intérieur de €2 constitué d’une succession d’arétes reliant deux sommets distincts
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du bord. L’ouvert €2 étant simplement connexe, ce chemin sépare €2 en deux ouverts
simplement connexes €2; et {25. On note x; et x5 les vecteurs composés du nombre
de triangles, d’arétes, de sommets et de sommets intérieurs de chacun des maillages.
On note n. et n, les nombres de cotés et de sommet du chemin. On vérifie que

r =z + 22+ (0, =N, —Nog, s — 2).

Deplus,ng=n.+1.SiL-x1+a=0et L-2o+a=0,ona L-z+a=0siet
seulement si
n.L-(0,-1,-1,1)+ L-(0,0,—-1,—1) —a = 0.

Le nombre de noeuds n. de cotés du chemin pouvant prendre des valeurs quel-
conques, on en déduit que

(L-xy=aet L-zo=a)=L-z=0, (6.12)
pour tout maillage de € si et seulement si
L-(0,0,1,1)=—aet L-(0,—1,—1,1) =0. (6.13)

On a montré que (6.11) et (6.13) étaient des conditions nécessaires pour que la
relation L - x = « soit vérifiée par tout maillage. Par récurrence sur le nombre
de triangles du maillage, on obtient de plus que ces conditions sont suffisantes,
I'équation (6.11) nous permettant d’initialiser la récurrence et ’équation (6.13) nous
permettant de prouver que si la relation L - x = « est vérifée pour tout maillage
comportant moins de n triangles, elle I'est également pour les maillages de taille
n (n > 1). On peut reformuler les conditions (6.11) et (6.13) sous la forme L €
Vect((—2,1,0,1);(—=1,0,1,1)) et @« = —L - (0,0, 1,1). Ainsi, on a uniquement deux
relations d’Euler indépendantes :

—2n;+n.+ngpg=1et —n,+ny,+ny, =2.
On vérifie enfin que ces relations sont équivalentes a celles proposées par 1’énoncé.

Exercice 6.3.2 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<ny+1. Montrer que tout
polyndme p € P; se met sous la forme

N+1

p(x) = Z pla) (),

ol les (A\;(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de z € RY.

Correction. Soit p un polynome de degré un et K un N-simplexe de sommets

(a;)1<j<n+1. Comme z = Z?:El Aj(z)a;, et que l'application qui a = associe p(z) —

p(0) est linéaire, on a
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Comme » . A; = 1, on en déduit que

N+1

2) = > A@p(a)

Exercice 6.3.3 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<n+1-
Soit (ajj/)1<j<j<N+1 les points milieux des arétes de K définis par leurs coordonnées
barycentriques

1 .
Ajlagy) = Ajr(azy) = 5 Mi(aj;) =0 pour I # 7, 5.

Vérifier que X, est précisément constitué des sommets et des points milieux des arétes
et que tout polynéme p € [Py se met sous la forme

ple) = pla)Xi(@) 20 (x) = 1)+ D Aplag)di(@) Ay (x), (6.14)
j=1 1<j<j/<N+1

ol les (A\;(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de = € RY.

Correction. Rappelons tout d’abord que le treillis Y5 est défini par
1
Yo = {x € K tel que \j(x) € {0,5,1} pour 1 <j < N}

Il contient naturellement les sommets du simplexe (pour lesquels les coordonnées
barycentriques sont \;(a;) = d;;) et les points milieux des arétes (pour lesqules
les coordonnées barycentriques sont \;(a;;) = (;; + 0;)/2). Réciproquement, tout
éléments du treillis ¥y est soit un sommet, soit un point milieu d'une aréte. En
effet, la somme des coordonnées barycentriques d’un point étant égale a un, les
coordonnées baycentriques \;(x) d'un point du treillis sont soit égale & un pour 1’ un
des sommet, nul pour les autres (dans ce cas x un sommet du simplexe), soit égale
a 1/2 pour deux sommets et nul pour les autres (dans ce cas, x est un point milieu
d’une aréte). Le treillis 3y est donc précisément constitué de ’ensemble des points
milieux des arétes et des sommets du simplexe.

Comme les coordonnées barycentriques sont des fonctions affines, les fonctions g; et
q;;» définies par

g;(z) = Aj(2) (2A;(2) — 1)
qjj (x) = 4N (x) Ay ()

sont des polynomes de degré deux. De plus ils sont indépendants les uns des autres,
car

q;(a:) = bij, qj(air) =0, qjy(a;) = 0, qjjr(air) = 0500
I1 suffit donc de vérifié que la famille consistuée par les polynomes g; et g;; contient
autant d’élément que l'espace Py pour en déduire qu’elle en est génératrice et
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conclure. L’espace des polynomes Py, engendré par N mondmes de type z2, N(N —
1)/2 du type z;z; (avec i < j), N monomes de type x; et la constante unité, est de
dimension N + N(N —1)/24+ N+1= N(N +1)/2+ N + 1. La famille constituée
des g; et ¢j; compte précisément N + 1+ (N + 1)N/2 éléments. Elle engendre donc
I’espace des polynomes de degré 2 et tout polynome p € Py se décompose sur cette
base selon (6.14).

Exercice 6.3.4 Soit 7;, un maillage de © pour 2 ouvert simplement connexe polygonal
de R2. On note n,; le nombre de triangles de 75, n. le nombre de faces ou cotés des
triangles (un coté commun a deux triangles n'est compté qu’une seule fois), 15 le nombre
de sommets du maillage, et ngs le nombre de sommets intérieurs du maillage. Montrer
que les dimensions de I'espace V}, d'éléments finis de Lagrange d'ordre k et de son sous
espace Vy, des fonctions s'annulant sur le bord du domaine sont

Mnt +kng,—k+1, dimVy, = M
2 2
Correction. Pour un treillis d’ordre k, on compte (k + 1)(k + 2)/2 éléments ou
noeuds, dont 3k sur le bord du triangle. En particulier, un treillis d’ordre £ compte
(k+1)(k+2)/2—3k=(k—1)(k—2)/2 points “internes”, 3(k — 1) points situés a

I'intérieur des arétes et 3 aux sommets.

La dimension de V}, est égale au nombre total de degrés de liberté. A I'intérieur
de chaque triangle, on compte (k—1)(k—2)/2 degrés de liberté soit n,(k—1)(k—2)/2,
auxquels il faut ajouter les degrés de liberté situés a l'intérieur des arétes, soit
(k — 1)n. degrés de liberté et les ny; sommets du maillage. Au total,

dimV), = ng —kng + k+ 1.

kE—1)(k—2
dim(V},) = ( )2( )nt + (k= D)ne + ny
D’apres la premiere formule d’Euler (voir Exercice 6.3.1), n. = n; + ns — 1. Ainsi,
(k—1)(k—2) (k—1)k

dim(V},) = ne+(k—1)ng+kns+(1—k) = ny+kns+1—k.

2 2

Le nombre de degrés de liberté de V{y, est égal a celui de V},, auquel il faut soustraire
les degrés de liberté situés sur le bord J€2 du domaine qui en compte k(ns — ngs).
On a donc

k—1)k kE—1k
dim (Vo) = %nt +kng+1—k — k(ng — ngs) = %nt + kngs +1 — k.
D’apres les formules d’Euler,
Nos =3¢ + Ng — 2N,
=3n; +ns — 2(ny +ns — 1)
=Ni — Ng + 2
Ainsi
E—1)k kE+ 1)k
dim(Vyy) = (k=1) nt—i—knt—kns—i—l—i—k:unt—lms—i—l—l—k.

2 2
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Exercice 6.3.5 Démontrer la formule (6.43) en dimension N = 2, c'est a dire

a1!a2!a3!
(1 +ag+az +2)!

/K M (2) Da(2)™ A ()™ dz = 2Aire(K) (6.15)

oll K est un simplexe de R?, \;(z) sont les coordonnées barycentriques de z et «; des
entiers naturels.

Correction. On pose

[ / A% (2)AS2 (2)A% () dar.
K
Soit a; les sommets de K, et F' ’application de
S = {()\1,)\2> c Ri C A F A < 1}
a valeurs dans K définie par
F()\l, )\2) = )\1&1 + )\2&2 + (1 — )\1 — )\2)(1,3.

L’application F' est un difféomorphisme de S dans K. En effectuant le changement
de variables x = F'(\1, A2) dans l'expression de I, on obtient

I= / AN NS | det(DF)|dA\ds,
S

avec A3 = 1 — (A + A\g). Or

oF OF .
|det(DF)| = a—)\l A a—)\2 = ](al — a3) VAN (CLQ — a3)| = 2AH‘€(K).
Ainsi,
I = 2Aire(K) / ATAS2 AL A d g, (6.16)
S

Il reste a calculer I'intégrale figurant dans le terme de droite.

1 1-X\1
/ ASIAG2 NS I DAy = / Ao ( / A% (1 — Ay — Az)%dAQ) .
S 0 0

On effectue le changement de variable Ay = (1 — A1)t dans U'intégrale selon \s.

1 1
/ ATIASZ AL AN d Ny = / AST(1 — Ap)ertestlgy, / to2 (1 — 1) dt
S 0 0

Par intégration par partie successives, on montre que
1 Im)!
nlm!
/ t"(1—t)"dt = ——.
0 (n+m+1)!
Ainsi,
arl(ag +az +1)! aslas! B oqlaslas!
<051+012+063+2)!(042+063+1)! (041+042+053+2)!'

/ APASAS AN d Ny =
S

qui combinée avec (6.16) nous donne (6.15).
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Exercice 6.3.6 Montrer que les formules de quadrature
/ () dz ~ Volume( K )(ao). (6.17)
K

avec ag = (N +1)"' -+ 4;, le barycentre de K, et

[ vty dn = D S o), (6.13)

sont exactes pour ) € P;.

Correction. Soit p un polynome de degré 1, il existe ¢ polynome de degre len A
tel que g(A(z)) = p(z). Or [ 1dx = Volume(K) et [, A\pdx = VOl}lvriel > A(a).
On en déduit donc que

[ a0 ds = A S @),

et que la formule (6.18) est exacte pour les polynomes de degré 1. De plus, comme p
est affine, p(ap) = 1/(N+1) Y. p(a;), ce qui établit I'exactitude de la formule (6.17)

Exercice 6.3.7 Soit K un triangle de R? de sommets (a;)1<;<3 et de barycentre ay.
Soit (a;j)1<i<j<s les points milieux des segments d'extrémités a;,a;. Montrer que la
formule de quadrature

Alre(K)
/ U(z Z ¥(aij)
1<i<j<3
est exacte pour 1 € Py, tandis que la formule
Alre
/w 321/;@1 )+8 > ¥(ay) + 27 (ag)
1<i<j<3

est exacte pour ¢ € Ps.

Correction. On procede comme pour I’Exercice 6.3.6 en vérifiant 1’exactitude des
formules de quadrature pour les polynomes de la forme

p(x) = q(Mi(2), Aa(2), As (),

ou ()\;) sont les coordonnées barycentriques de x et ¢ est un polynéme de trois
variables de degré 2 ou 3. En d’autres termes, il s’agit de vérifier que pour tout
polynome ¢ de trois variables et de degré deux

/K (), (@), Ms(2))dz = To(g), (6.19)
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ou Ty est défini par
Aire(K)
Tr(q) = —s > allei+e;)/2),

1<i<j<3

(€1, e, €3) désignant la base canonique de R3 et que pour tout polynéme ¢ de trois
variables et de degré trois,

/K 4O (), Ma(2), As())da = Ti(q), (6.20)

T3<q>=w<szq<ei>+8 Z q<<ei+ej>/2>+27q<<el+e2+eg>/3>>.

On note

061!042!()[3!
(041 + oo + a3 + 2)'

S(on, ag, a3) = / ATTAS2AS? dx = 2Aire( K)
K

Les équations (6.19) et (6.20) sont linéaires par rapport au polynéme q. Il suffit donc
de les établir pour une base de I’ensemble des polyndmes de trois variables de degré
deux et trois respectivement. On peut par exemple vérifier que, pour tout «o; € N
tel que Z?:1 a; <2,

S(ar, ag, a3) = To( X7 X572 X57)

et pour tout o; € N tel que 23:1 a; < 3,
S(an, ag, a3) = T3(XTT X522 X2,

Pour toute permutation o de {1,2,3} et pour tout multi-indice o € N?, on a
S, s, a3) = Sy, Mgy, Ny)

et
To( XM X522 X5%) = Tp( X, X572 X37%) pour B =1,2.

Ces considérations d’invariance, nous permettent de limiter le nombre de vérifications
a effectuer. Seuls les 4 cas et les 7 cas suivants sont a considérer pour vérifier res-
pectivement la premiere et deuxieme formule de quadrature.

5(0,0,0) = Aire(K) —=T5(1) =T5(1),
S5(1,0,0) = Aire(K) /3 =T5(X1) =T3(X1),
S(1,1,0) = Aire(K) /12 =T»(X 1 X>) =T5( X1 X5),
S(2,0,0) = Aire(K) /6 =T5(X7) =T3(X7),
S(1,1,1) = Aire(K)/60 =Ty(X;X>X3),

S(2,1,0) = Aire(K)/30 =T3(X{X,),

5(3,0,0) = Aire(K)/60 =T3(X})
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Exercice 6.3.8 Soit (b;)1<;<; des points d'un N-simplexe K et (w;)i<;<; des poids
réels. Soit une formule de quadrature

/K (z) dr ~ Volume(K) Z wi(b;)

qui soit exacte pour ¢ € P,. Montrer que, pour une fonction réguliere ¢/, on a

m /Kw(:v) dr = ;wiw(bi) +O(RFY,

ol h est le diameétre de K.

Correction. Soit 1) une fonction de classe C**!. En effectuant un développement de
Taylor, il existe une constante C' telle que pour tout élément a du domaine (borné)
considéré, il existe un polynome T, dépendant de v, de degré au plus k tel que

[W(a+u) — Tu(u)| < ClulF.

Considérons un simplexe K de centre de gravité ag, par intégration de la formule
précédente sur les éléments u tels que ap+u € K (en particulier, |u| < h), on obtient

que
/wdx—/TaO(x—ao)dx
K K

La formule de quadrature étant exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal
a k, on a donc

< C'Vol(K)hF !,

< C'Vol(K)hF !,

/ ¥ dx — Vol(K) sz‘Tao(bi — ap)
K i

En utilisant a nouveau le développement de Taylor de i en ag, on en déduit que

< C'Vol(K)hF+!

/K ¢ d — Vol(K) Z with(b;)

ou C’ est une constante indépendante de h, ce qui acheve la démonstration.

Exercice 6.3.9 On consideére le carré Q =| — 1,+1[> maillé suivant la Figure 6.1.
Calculer la matrice de rigidité K, des éléments finis P; appliqués au Laplacien avec
condition aux limites de Neumann (on utilisera les symétries du maillage).

Correction. On note Vj l'espace des éléments finis PP; associé au maillage de la
Figure 6.1. L’espace V}, est de dimension 9. Pour tout i € {1,---,9}, on note ¢;
la fonction de base associée au ieme noeud (on utilise la numérotation des noeuds
indiquée sur la figure). En d’autres termes, ¢; est I'unique élément de Vj, tel que
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FI1GURE 6.1 — Exemple de maillage et de numérotation des noeuds.

¢i(x;) = d;; pour tout indice j € {1,---,9}. La matrice de rigidité associée a la
résolution du Laplacien est définie pour tout couple d’indices i et j par

(Kh)i,j = /QV¢1 . V¢J da:

On a donc 81 coeflicients a déterminer ! Cependant, des que ¢; et ¢; sont a support
disjoint, (Kp);; = 0. Enfin, en utilisant les symétries du maillage, on constate qu’il
suffit de calculer six coefficients de la matrice de rigidité, les autres s’en déduisant
aisément. En l'occurrence, on doit calculer (KCp)11, (Kn)1s, (Kn)1o, (Kn)ss, (Kn)so
et (Kp)oyg. Le gradient des fonctions de base ¢; est constant sur chaque maille, qui
sont toutes de méme aire 1/2. Le calcul de nos 9 coefficients est donc aisé et

(Kp)ii=1, (Kp)is=—1/2, (Kp)1o =0, (Kp)ss =2, (Kp)s9 = —1,(Kp)og = 4.

En rassemblant ces résultats, on obtient

1 0 0 0 —1/2 0 0 —1/2 0

0 1 0 0 —1/2 —1/2 0 0 0

0 0 1 0 0 -1/2 -1/2 0 0

0 0 0 1 0 0 -1/2 —-1/2 0
Kn=|-1/2 =1/2 0 0 2 0 0 0 -1
0 —1/2 —-1/2 0 0 2 0 0 -1

0 0 -1/2 —-1/2 0 0 2 0 -1

~1/2 0 0 -1/2 0 0 0 2 -1

0 0 0 o -1 -1 -1 -1 4

Exercice 6.3.10 Appliquer la méthode des éléments finis IP; au probleme de Dirichlet

(6.21)

—Au = f dans ()
u=20 sur 0f),

dans le carré 2 =0, 1[> avec le maillage triangulaire uniforme de la Figure 6.2. Montrer
que la matrice de rigidité K; est la méme matrice que celle que I'on obtiendrait par
application de la méthode des différences finies (a un facteur multiplicatif 22 prés), mais
que le second membre b, est différent.

Correction. On note n + 2 le nombre de mailles situées sur 'un des bords du
domaine. Soit h = 1/(n+1), la taille d’'une maille. On note z; ; = (x;, z;) les sommets
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FIGURE 6.2 — Maillage triangulaire uniforme d’un carré

du maillage o z; = ih (on a 1 < 4,j < n). On numérote les noeuds du maillage ligne
par ligne. En d’autres termes, on pose a;4;, = ;; pour tout 1 < 4,5 < n. Enfin,
on note ¢y, la fonction de base P; associée au nceud ay. La Figure 6.3 représente les
valeurs du gradient d’une fonction de base ¢, sur son support (constant par maille).

—(1/n)
CONC| -
() | N4
(/1)

FI1GURE 6.3 — Valeurs du gradient d’une fonction de base

On cherche a calculer Ay, = fQ Vor -Vorde. Si k=1,

Ahk,k:/ |V¢k|2d£€-
Q

Le gradient V¢ est nul sur tout 2 a I’exclusion des 6 triangles contenant aj. Sur
chacun d’entre eux, |V¢y|? est constant, égale & 1/h? sur quatre d’entre eux, 2/h?
sur les deux autres. Enfin, I'aire des triangles du maillage étant égale & h?/2,

Ahk,k =4.
Si ai et a; sont des nceuds voisins, c’est adiresi k=1+1, k=1—-1,k=1+n—1,
k=Il+n,k=0l—nouk=1—n+1, les supports de ¢, et ¢; ne sont pas disjoints.

Cependant, le terme Ay, est nul dans les cas k =1l —n+1et k =14+n—1 (les
gradients des fonctions ¢y et ¢; sont orthogonaux). Dans les autres cas, on a

Ahk,l == —1
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En d’autres termes, on a

D E 0
EF D F
Ay = .
E D FE
0 E D
ou E et D sont les matrices n X n
4 -1 0 -1 0
-1 4 -1 0O -1 0
D = E = )
-1 4 -1 0O -1 0
0 -1 4 0 -1

On obtient donc en effet la matrice issue de la méthode des différences finies (voir
cours, section 2.2.6) multipliée par h?. Cependant, le second membre du systeme
linéaire obtenu differe , car , en général,

(bu)i = /Q Fonde £ B2 f (ar).

Exercice 6.3.11 On reprend les notations de |'Exercice 6.3.10. On note n le nombre
de points du maillage sur un coté du carré (supposé étre le méme pour chaque coté).
On numérote “ligne par ligne” les nceuds du maillage (ou les degrés de liberté). Montrer
que la matrice de rigidité K, des éléments finis P; est de taille de I'ordre de n? et de
largeur de bande de I'ordre de 2n (pour n grand).

Montrer que la méme méthode et le méme type de maillage pour le cube 2 =|0, 1[?
conduisent 3 une matrice de taille de I'ordre de n® et de largeur de bande de I'ordre de
2n? (ol n est le nombre de nceuds le long d'une aréte du cube Q).

Correction. La taille de la matrice K, est exactement n?, tandis que sa demi-
largeur de bande est n, en effet, des que |k — 1] > n, Ky, = 0. Dans le cas du
cube, on note a; i jn k2 = (T, %, x) les nceuds du maillage, o x; = i/(n + 1). Le
nombre de degré de liberté est donc égal & n®. Enfin, si |k — | > n® + n, le support
des fonctions test ¢y et ¢; sont disjoints. Ainsi, la matrice du systeme obtenu a une
demi-largeur de bande de I'ordre de n? pour n grand.

Exercice 6.3.12 On dit qu'une matrice carrée réelle B = (b;j)1<; j<n €st une M-
matrice si, pour tout ¢,

bii>07 Zbik>07 bZJSO ‘v’y;zéz
k=1

Montrer que toute M-matrice est inversible et que tous les coefficients de son inverse
sont positifs ou nuls.
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Correction. Soit B une M-matrice et X € RY tels que BX =Y > 0 (cest &
dire tels que toutes les coordonnées Y; de Y = BX soient positives). Introduisons
I'indice 72 tel que

X, = min X;
1<i<N
On a alors
bioioXio + Z bionj = }/;() > 0,
J#i0

d’ou

N

(Z bioj) Xiy = ) bigj(Xiy — X;) >0,
Jj=1 J#io

d’apres la définition de i5. Comme Zjvzl bi,; > 0, on en déduit que X;p > 0 et donc
que X > 0. On en déduit que B est inversible car injective. En effet, si BX = 0,
BX > 0et B(—X) >0, dou X > 0et —X > 0, cest a dire X = 0. Comme
BX > 0 implique X > 0, les coefficients de la matrice B~! sont positifs.

Exercice 6.3.13 On se place en dimension N = 2. Soit u;, la solution approchée du
probleme de Dirichlet (6.21) obtenue par la méthode des éléments finis P;. On suppose
que tous les angles des triangles K; € Tj, sont inférieurs ou égaux a m/2. Montrer que
up(x) > 0 dans Q si f(x) > 0 dans Q. Indication : on montrera que, pour tout € > 0,
K, + e1d est une M-matrice, ou K}, est la matrice de rigidité.

Correction. Soit K, la matrice du systeme issu de la méthode des éléments finis,

avec conditions de Dirichlet. Il suffit de prouver que, pour tout ¢ > 0, K, + ¢1d

est une M-matrice. En effet, dans ce cas et d’apres l'exercice précédent, tous les

coefficients de la matrice (KCj +<1d)~! sont positifs. L’application qui & une matrice

associe son inverse étant continue sur l’ensemble des matrices inversibles, on en

déduit en faisant tendre € vers 0 que les coefficients de la matrice ;' sont positifs.
Tout d’abord, il est clair que

(Kn)ii >0 (6.22)

pour tout . Considérons ensuite deux sommets distincts a; et a; communs a un
triangle T}, du maillage.

Le gradient de ¢; est orthogonal au coté du triangle T} opposé a a;, car la
restriction de ¢; a cette aréte est la constante 0. I en est de méme pour V¢;. On en
déduit que l'angle fromés par les vecteurs V¢, et V¢, est I'opposé (modulo 7) de
I'angle du triangle 7} au sommet de 7T}, disctinct de a; et a;. Or on a supposé que
tous les angles des triangles du maillages étaient inférieurs a 7/2. Il s’en suit que
I'angle formé par ces deux vecteurs V¢, et V¢; est aigue et que

Vo;-Vo; <0

sur Tj. Le raisonnement étant valable sur tous les triangles du maillage, on en déduit
que

(Kn)ij = / Vi - Vo;dr <0 pour tout i # j. (6.23)
0
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Soit ng le nombre de nceuds du maillage situés a l'intérieur du domaine 2 et n le
nombre de nceuds total, on numérote les noeuds a; du maillage de sorte que a; € 02

pour 7 > ng. Comme
n
1=>_ 4
j=1

pour tout ¢, 0 < i < ny,

Oz/ngi-Vldx:Z/ngi-ngﬁjdx.
Q FEEEAY
Ainsi,

> /Q Vi - Vo, dr. (6.24)

j=no+1

;/ﬂw-wjd:c:—

Or on a prouvé précédemment que le second membre de (6.24) est positif. On a donc

montré que
o

> (Kn)i; > 0. (6.25)

i=1
De (6.22), (6.23), (6.25), on déduit que K + €l est une M-matrice pour tout € > 0,
ce qui acheve la démonstration.

Exercice 6.3.14 Appliquer la méthode des éléments finis P, au systeme de I'élasticité
(5.15). Montrer en particulier que la matrice de rigidité ), est dans ce cas d'ordre Nngy
ou N est la dimension d'espace et ng est le nombre de nceuds de degrés de liberté.

Correction. La formulation faible de 1’élasticité linéarisée consiste & déterminer
u € HH Q)N tel que

/ (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz = / f -vdx pour tout v € Hy(Q)N.
Q Q
Soit 7;, un maillage régulier de €2, on introduit les espaces discrets

Vi, ={u e C(Q;R)Y : uy| € Py, pour tout K € Tp,}

et
Vo ={u € Vj, : u =0 sur 00}.

Soit (¢;)i=1,n, les fonctions de base associées aux degrés de liberté du treillis d’ordre
k du maillage Tj,. L’approximation variationnelle du probleme (5.56) par la méthode
des éléments finis P, consiste a déterminer u € Vg, tel que

/ (2ue(u) - e(v) + A(divu)(dive)) dz = / f - vdx pour tout v € Vo,
Q Q

c’est a dire a résoudre le systeme

IChUh = bh
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(Kn)ij = /Q (2pe(ei) - e(9;) + A(dive) (dive;)) da
et

(ba)s = /Q feéi de.

L’existence d'une solution a ce probleme est évidente par application du théoreme
de Lax-Milgram. Enfin, chaque élément de I'espace Vj, est défini de maniere unique
par ses valeurs (dans RY) aux nceuds de degrés de liberté du treillis d’ordre k. Ainsi,
la dimension de I'espace V{, est égale a Nng ou ng est le nombre de noeuds de degrés
de liberté.

Exercice 6.3.15 Expliciter la matrice de rigidité I, obtenue par application de la
méthode des éléments finis IP;, au probleme de Neumann

—Au+au=f dans()
{ % =g sur 02, (6.26)
avec f € L*(Q), g € L*(99Q), et a € L>(Q) tel que a(z) > ag > 0 p.p. dans Q.

Correction. L’espace d’approximation issu de la méthode des éléments finis Py,
associé au probleme de Neumann (6.26) est basée sur l'espace discret

Vi, ={u € C(R) : u|g € Py, pour tout K € T,}.

Soit (¢;)i=1., les fonctions de base associées au degré de liberté du treillis d’ordre
k du maillage 7;,. L’approximation variationnelle consiste a résoudre le systeme

KnUp, = by,

ou

(Kn)is = /Q (Vi -V, + adudy) da

(ba)i = /Q foide + /a s,

Exercice 6.3.16 Montrer que la matrice de rigidité K;, obtenue par application de la
méthode des éléments finis P, au probleme de convection-diffusion de I'Exercice 5.2.2
est inversible mais pas symétrique.

Correction. L’espace d’approximation variationnelle du probléeme de convection
diffusion de I’Exercice 5.2.2 est

Von = {u € C(QR)Y : ;| € Py, pour tout K € Ty, u = 0 sur 9Q}.

Soit (¢;)i=1,n, les fonctions de base associées aux degrés de liberté du treillis d’ordre
k du maillage 7;,. L’approximation variationnelle consiste a résoudre le systeme

]ChUh = bh7
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ou

(Kn)ij = /Q (V@i - Vo; + (V- Vi)p;) dx

On rappelle que la divergence de V' est supposée nulle. Ainsi, pour tout u, et vy
appartenant a Vo,

/Q(V -Vup)vp doe = — /Q ((divV)vpup + (V- Vop)uy) doe = — /Q(V -Voup)up, dx.

En particulier, la matrice K}, est en général non symétrique, sauf si tout les termes
fQ(V - V¢i)¢; dx sont nuls, ce qui n’est pas le cas en général. Enfin, la matrice Ky,
est inversible car injective, en effet,

<,ChUh, Uh> = / Vuh : Vuh + (V : Vuh)uh dx = / V’Lbh : Vuh dx
Q Q

et <’ChUh, Uh> > 0si U, 7é 0.

Exercice 6.3.17 On se propose de résoudre numériquement |'équation des plaques
(5.23) par une méthode d'éléments finis (de type Hermite) en dimension N = 2. Pour
un maillage triangulaire 7, on introduit I'espace discret

Vi, = {v e C'(Q) tel que v |, € P5 pour tout K; € Tp,}.

Montrer que tout polyndme p € P5 est caractérisé de maniére unique sur un triangle K
par les 21 valeurs réelles suivantes

Ip(b;)

pla;), Vp(a;), VVp(a)), o

j=1,2,3, (6.27)

ou (ay, as, az) sont les sommets de K, (by, ba, b3) les milieux des cotés de K, tandis que
Op(bj)/On désigne la dérivée normale au coté de b;. Montrer que V}, est un sous-espace
de H?(Q2) dont les éléments v sont caractérisés de maniére unique par les valeurs (6.27)
pour chaque sommet et milieu d'aréte du maillage. En déduire une méthode d'éléments
finis (dite d'Argyris) pour résoudre (5.23).

Correction.
1. Unisolvance (équivalent du Lemme 6.3.3)

On considere application qui & un élément de P5 associe les 21 valeurs (6.27).
Comme P5 est un espace de dimension 21, il suffit de montrer que cette application
est injective afin de prouver qu’elle est bijective. Enfin, quitte a effectuer un chan-
gement de variables par une application affine, on peut se contenter de considérer le
cas d'un triangle équilatéral tel que a; = (—1,0), ag = (1,0) (voir remarque 6.3.10
du cours). Soit p € P; annulant toutes les valeurs (6.27). Montrons que p est le
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polynome nul. On pose ¢1(z1) = p(21,0) et ¢2(x1) = IOp/Oxs(x1,0). Par hypothese,
on a
q(+1) = ¢ (£1) = ¢/(£1) = 0.

Comme ¢; est un polynome de degré au plus 5, on en déduit que ¢; = 0. Ainsi, p
est divisible par z; : il existe un polynéme q(z1,x2) tel que

p(ml,mz) = 332@(371,352)-

De méme, comme 0p/0zy = dp/dn sur le segment [ay, as], on a par hypothese que
@2(E1) = g(£1) = ¢2(0) = 0.

Comme g5 est un polynome de degré au plus 4, on a donc go = 0. Or g2(z1) = ¢(x1,0),
ainsi ¢ est divisible par z3. On a donc prouvé que p est divisible par z3. Pour des
raisons d’invariance, par changement de coté, on en déduit que p est également
divisible par (14 z1 — 25/v/3)% et (1 — 2, — x5/+/3)2. Ainsi, p est un polynoéme de
degré au plus 5 divisible par un polynome de degré 6 et p = 0.
2. Raccordement au niveau des mailles

Afin de résoudre le probléeme, il nous faut prouver le Lemme suivant (équivalent
du Lemme 6.3.4 du cours) :
Lemme. Soit K et K’ deux triangles ayant une aréte commune I' = (a1, az). Soit
pi et pr deux éléments de Py, alors la fonction v définie sur K U K’ par

o) = pr(z) size K
prr(x) size K’

est de classe C* si et seulement si pour i = 1,2,

pK(ai) = pK'(az'), VPK(CM) = VPK'((M),

VVpi(a;) = VVpgi(a;), Opi/On(b) = dpg:/On(b), (6.28)

ot n désigne la normale extérieur a K et b le milieu du segment [ay, as).
Démonstration. L’application v est de classe C' si et seulement si les restrictions
de px et pgs coincident sur l'aréete commune I' aux deux triangles et s’il en est
de méme pour les polynémes dpg /On et Opg:/On. Or les polyndmes pg et pgs, de
degré au plus cing, coincident sur I' si et seulement si pour ¢ = 1,2 les 6 conditions
suivantes sont satisfaites

op Opxr 0*p Ppy
px(a;) = pro(ai), a—f(az’) = a—f(ai) t Wf(ai) = ()

(7 désigne le vecteur unitaire tangent a l'aréte). D’autre part, les restrictions de
Opk /On et de Opg:/On a ' sont des polynomes de degré 4 égaux si et seulement si
pour ¢ = 1,2 les 5 conditions suivantes sont vérifées

Ipk _ Ipxr P px _ P pr
%(Gi) =~ on (a:), on2 (a;) = W(ai)
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et s1

P 1) =
on on 7
On a donc prouvé que si les conditions (6.28) étaient vérifiées, alors v était C?.
Réciproquement, si v est de classe C, les restrictions de Opg/On et Opx: /On & T'aréte
commune I' coincident et pour i = 1,2 on a &?pg//Ondt(a;) = 0*pr/OnOT(a;).
Enfin, on a d’ores et déja prouvé que les autres conditions de (6.28) étaient satisfaites,
ce qui acheve la preuve du Lemme.
3. Méthode d’Argyris

Tout d’abord, I'espace

Vi ={v € CY(Q) : v|k, € P° pour tout K; € Tp,}

est inclus dans H%(Q) (la dérivée d’un élément de Vj, est continue, dérivable par mor-
ceaux et appartient & H'(Q) d’apres le Lemme 4.3.19). D’apres le point précédent,
un élément v de Vj, est entierement déterminé par les valeurs de v, Vv et VVu
aux nceuds du maillage ainsi que par les flux dv/0dn(bg), by parcourant les mi-
lieux des arétes k du maillage (on oriente de maniére arbitraire chacune des arétes).
On peut donc construire une base de V}, formée des éléments (p;q)@a) €t (¢x) ol

ie{l,- n},aeN? |a|=a; +ay<2etke{l, - n.} définis par
; i o
aﬁgpl,a(a]) - 6]'5(57 an ( ) = 07
oY
0%y (ay) = 0, a—nk(bl) =4

pour tout j € {1,--- ,ns}, 1 € {1,---,n.} et B € N2 tel que |B] < 2 (B est un
multi-indice, si 8 = (81, 32), 0°p désigne la dérivée partielle %1472 /0P 11072 15).
Afin de résoudre ’équation des plaques (5.23), on introduit le sous espace de V},

Vo = Vi, N H2(Q).

L’espace Vg, est I’'ensemble des fonctions de V}, qui s’annulent ainsi que leurs dérivées
partielles sur 02. 11 est engendré par les éléments (¢; ) et (¢y) ot i € {1, -+ ,ng}
et k € {1, -+ ,ne} parcourent respectivement sommets et arétes n’appartenant pas
au bord de (). L’approximation variationnelle consiste a trouver u, € Vg tel que

/ AupAvy, do = / fup dx pour tout vy, € Viy.
Q Q

D’apres le Théoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une solution unique. Enfin,
il équivaut a résoudre le systeme

KnUn = by, (6.29)

ou la matrice de rigidité (de taille 6ngy + ne) est définie par

_(Dy F,
Kh_(Fé Hh>’
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ou Dy, et F} sont des matrices définies par blocs. La matrice D;, est constituée de
6 x 6 blocs de taille ngy X ng. La matrice F}, est un vecteur colonne constitué de 6
sous-matrices de taille ny X ne. On pose

Dy, = (Ezj)(i,j)e{1,~--,6}2
F, = (Gz)ie{l,---,ﬁ} ’

Les sous-matrices E}’ et G sont définies par
(E;Lj)kl = / App o, Aprs, dz,  on (k1) € {1,--- nyo}?
Q
(Gﬁl)kl = / Ay s, A dx, ou (k,0) € {1,--- ;ngo} x{1,--+ ,neo}
Q

ot s; parcourt les multi-indices N? de degré inférieur ou égal & 2 (ensemble qui
contient 6 éléments). La matrice Hy, de taille ny X nq, est définie par

(Hh)kl:/Akawldm
Q

ot (k,1) € {1,--+ ,nx}? Enfin, le vecteur b, compte 6n,, + n, composantes et est
défini par
bh = (Cilp e 76(]17dh)

ol ¢; € R™o et dj, € R™o sont les vecteurs
(cﬁl)k :/fhgp;“si ke{l,--- ,nyo}etie{l,---, 6}
Q
(dn)r = / Tt ke{l,- neot
Q

La solution u; de I'approximation variationnelle est telle que

5 mnso Teeq
inso+k 6nso+k
Up = § :Uh 0 Pk,sit1 + E :Uh - wk?
=0 k=1 k=1

ot Uy, est solution du systeme (6.29).

Exercice 6.3.18 Montrer que pour une suite de maillages réguliers, et pour des élé-
ments finis Py, |'opérateur d'interpolation r;, vérifie en dimension N =2 ou 3

|lv — rhv||L2(Q) < ChQHUHHQ(Q).

Correction. Par construction de r,u, la restriction de r,u a un N-simplexe K; est
simplement rx,u (opérateur rg, est défini dans le cours (6.56)) . Par conséquent,

v — 7”iﬂfH%?(Q) = Z v — 71K,V ‘%Q(Ki)'

K, €Ty,
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On rappelle que K est 'image par une application affine d’un simplexe de référence
Ky. On utilise la méme notation que dans le cours en introduisant la matrice B, com-
posante linéaire de cette application (voir cours (6.62)). On applique la majoration
(Lemme 6.3.20 avec k = 1)

v — vl 20 < C| Bl v] g2

a chacun des N-simplexe K; (on rappelle que |v]g2(r) = ([, |D?v] dx) 1/2). Ainsi,

o= rnellfa@) < C 3 Bl ol
Kieﬁb

11 suffit de combiner cette estimation avec I'inégalité (voir cours)
|Bi|| < diam(k;)/p(Ko) < Ch
pour conclure.

Exercice 6.3.19 Soit K = [0,1]? le cube unité en dimension N = 2 de sommets
a' =(0,0), a®> = (1,0), a®> = (1,1), a* = (0,1). On définit z3 = 1 — z1, 74 = 1 — @9,
et i comme la valeur de i modulo 4. Grace a ses notations, chaque sommet a’ est défini
par x; = x;77 = 0. Vérifier que les fonctions de base de Q; sont

pi(z) = T7mrs  pour 1 <i <4,
et que celles de Q, sont

P(z) = 2752075 — 1)a5(2255 — 1) pour 1 <4 <4
Pi(z) = 41752755 — 1)r5(2r35 — 1) pour 5 <4 <8
Py(z) = 1621 297374.

Correction.

Les éléments de Qj définis sur K sont les polynomes de degré au plus k par
rapport a chacune des variables 1 et x5. D’apres le Lemme 6.3.22, il suffit de vérifier
que les fonctions proposées s’annulent sur tous les points du treillis correspondant
excepté un point, différent pour chacune d’entre elles, ou elles prennent la valeur un.
1. Fonctions de base Q.

Les points du treillis sont a’, i = 1,--- ,4. Pour des raisons de périodicité des
formules, il suffit de vérifier la forme de la fonction de base p;. Or

pi(r) = 2324 = (1 — 1) (1 — 22),

qui vaut en effet 1 pour x = a; et zéro sur les autres sommets du carré.
2. Fonctions de base Q,.

Les points du treillis X5 sont les sommets, les milieux des arétes et le centre du
carré K. Pour des raisons de symétrie, seules trois fonctions de bases sont a étudier.

On a

P1<LL’> = I3(2I3 - 1)I4(2$4 — 1) = (1 — ZL’l)(l — 2I1)(1 — Ig)(l — 21’2)
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qui vaut 1 pour x = a; et zéro sur les autres noeuds du treillis.Puis
Ps(z) = —4das(xz — Dog(204 — 1) = 4(1 — 1)z (1 — 22)(1 — 229)
qui vaut 1 pour x = (a; + az)/2 et zéro sur les autres noeuds du treillis. Enfin,
Py(x) = 1621202374 = 162129(1 — 1) (1 — 29),
qui vaut 1 en = = (a1 + as + asz + a4)/4 et zéro sur les autres noeuds du treillis.

Exercice 6.3.20 Montrer que pour la méthode des éléments finis P, /bulle pour la
vitesse et P, pour la pression on a dim(KerB;) = 1.

Correction. Soit 1, € Qj, et wy, € Vo, (Qp, et Vo, étant les espaces issus respective-
ment de la discrétisation Py de la pression et Py /bulle de la vitesse). Soit Ry, et W}, les
coordonnées respectives de 7, et wy, dans les bases de 9, et Vg,. On note Bj, la ma-
trice associé a la forme bilinéaire définie b sur Qy, x Vg, par b(ry, wy,) = fQ wy,-Vry, dx.
Ainsi,

Wh-B;Rh:BhWh-Rh:—/

div(wp)ry dx = / wy, - Vrp, dx.
Q

Q

Si R, appartient au noyau de Bj, on a

/wh-Vrhd:E:()
Q

pour tout élément wy, € Vy,. En particulier, si on applique 1'égalité précédente a
la fonction bulle A\j(x)--- Ayy1(z)er de la maille K; (les A; sont les coordonnées
barycentriques de x dans la maille K; et k € {1,--- , N}), on obtient

Vrn(K;) - e < /K @) A @) d:v) ~0.

d’ott on en déduit que Vr,(K;) = 0. Ainsi, r, est une fonction constante, Rj est
proportionnel au vecteur (1,---,1) et

dim(B;) = 1.
Exercice 6.3.21 On considére les équations de Stokes

Vp — pAu = f dans 2
divu =0 dans Q (6.30)
u=20 sur 0f)

ol i > 0 est la viscosité du fluide en dimension N = 1 (ce modele n'a aucun intérét
puisque sa solution explicite est u = 0 et p une primitive de f, mais il permet de bien
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comprendre les problemes de discrétisation). Pour 2 = (0, 1), on consideére le maillage
de points z; = jh avec h = 1/(n+ 1) et 0 < j < n + 1. On définit la méthode de
différences finies centrées (d'ordre 2) suivante

—Uj41+2u;—Uuj—1 Pj+1—Pj—1 __ . y
= + S = f(x) pour 1 <5 <n
Uj4+1—Uj—

s =0pour1 <j<n
UOIUnJrl:O.

Montrer que ce systéeme d’'équations algébriques est mal posé, et en particulier que la
pression (p;) est définie a I'addition d'une constante prés ou d'un multiple d'une pression
définie par ses composantes (1,0,1,0,...,1,0).

Correction. Le schéma proposé consiste a déterminer les vecteurs Uy, = (u;)1<j<n

et (Pr)1<j<n tels que
U\ ( b
w(n)=(3)

A BT
=5 %)

ot by, = (f(7;))1<j<n €t

avec

=1 IR

-1 2 10
Le systeme est bien posé si et seulement si le noyau de K est vide. Déterminons
ce dernier. Considérons tout d’abord le cas ou n est pair. Soit (U, P,) € R™ x R™.
Si (Up, P,) appartient a Ker(K},), pour tout 1 < j < n, on a u;4; = uj_;. Comme
up = 0, on en déduit que u; = 0 pour tout indice j pair. De plus, comme u,; = 0,
u; = 0 pour tout indice j impair. Ainsi, U, = 0 et (U, P,) appartient au noyau de
K, si et seulement si U, = 0 et pour tout 1 < j < n, on a p;_1 = p;j+1. Il s’en suit
que les éléments du noyau de K, sont entierement déterminés par les valeurs de p;
et py des deux premieres coordonnées de P, et que

Ker(Kj) = Vect (( P(’),} ) ’ ( P(’],f ))

avec P! = (1,0,---,1,0)7 et P? = (0,1,---,0,1)T. Considérons le cas n impaire
(i.e. n = 2p + 1 avec p entier naturel). Soit (Uy, P,) un élément du noyau de Kj.
Pour tout 1 < j <n, on a uj;1 = uj_;. De ug = 0, il s’en suit que u; = 0 pour tout
indice j pair et que U, est un multiple de U = (0,1,---,0,1,0). Soit a € R tel que
U, =aUP. On a pj11 — pj = 4“7"‘. Ainsi, P, en entierement déterminé par «, p; et
P2 et Py, est de la forme

4o e 4o
P, = <p1,p2,p1 +%,p27p1 +2%,p27"' ;1 —|—p%) .
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Ainsi,

U° 0 0
kers Ve (o ) (o )+ ()

avec PP = 2£(0,0,1,0,2,0,--- ,p), P§ = (0,1,---,0,1,0) et P = (1,0,---,1,0,1).
On vérifie sans mal que cette inclusion est une égalité.

Ainsi, le systeme obtenu par discrétisation centrée des équations de Stokes en
un dimension 1 est mal posé. Il n’admet pas nécessairement de solution méme si
Zj f(z;) = 0. De plus, si une solution existe, elle n’est pas unique. Si n est pair, la
pression P, est définie a I'addition d’un multiple de (1,0, 1,0, ---) pres. De ce fait, les
solutions (Uy, P,) ne sont pas des approximations des solution (u,p) des équations
de Stokes (6.30) pour lesquels p est défini a 'addition d’une constante pres. Si n
est impair, la situation est encore plus critique, la vitesse discrétisée U, n’étant pas
non plus définie de maniere unique (alors que c’est le cas pour le systeme de Stokes
initial).



116 CHAPITRE 6. METHODE DES ELEMENTS FINIS



Chapitre 7

PROBLEMES AUX VALEURS
PROPRES

Exercice 7.1.1 Soit 2 = RY. Montrer que u(x) = exp(ik - x) est une solution de
—Au = \u (7.1)

si |k|> = \. Une telle solution est appelée onde plane.

Correction. Soit u(r) = exp(ik - x) avec k € R, on a Vu(z) = iexp(ik - 2)k et
Au = div(Vu) = —|k|* exp(ik - 7).

Ainsi, u est solution de I'équation (7.1) deés que |k|*> = X. Sur cet exemple, on
voit que le Laplacien dans un domaine non borné peut admettre une infinité non
dénombrable de valeurs propres (“généralisées”, car la “fonction propre” exp(ik - z)
n’appartient pas a L*(RY)).

Exercice 7.1.2 Soit un potentiel régulier V(z). Montrer que, si u(z,t) = e~ “tu(x)

est solution de
ou

ot
alors u(x) est solution de

+Au—Vu=0 dans RY x R, (7.2)

?

—Au+ Vu =wu dans R, (7.3)

Correction. Il suffit d’effectuer le calcul. En effet,

Ou
za(x,t)

Au(z,t) = e “ Au(z).

—twt

e “wu(r)

Comme u est solution de 1’équation de Schrédinger (7.2), on en déduit que

—Au+ Vu = wu.

117
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Exercice 7.1.3 Soit V(z) = Az - x avec A matrice symétrique réelle définie positive.
Montrer que u(x) = exp(—A'/2x - x/2) est une solution de (7.3) si w = tr(A/2). Une
telle solution est appelée état fondamental.

Correction.

Rappleons tout d’abord que la matrice A2 est définie comme la matrice dont
les vecteurs propres sont identiques a ceux de la matrice A et dont les valeurs propres
sont les racines carrés des valeurs propres de A. Plus précisement, la matrice A étant
symétrique définie positve, elle admet une base orthonormale de vecteurs propres. Il
existe donc une matrice unitaire U et une matrice diagnale D telles que A = UDU*.
Les coefficients de D sont les valeurs propres (positives) de la matrice A. On a alors
AY? = UEU*, ol E = DY? est la matrice diagonale définie par E;; = Dili/z. La
matrice A2 est évidemment indépendante de la base de vecteur propre choisie,

c’est a dire du choix de U.
Soit u(x) = exp(—AY2x - x/2). On a

Vu = —exp(—AY?z - 2/2) A0 = —uAY %y

et
Au = div(Vu) = —div(uA'?z).

On rappelle que pour toute fonction f a valeurs réelles et o a valeurs vectorielles,
div(fo) =Vf -0+ f(dive). Ainsi,

Au = —(AYV?z) - Vu — (div(AY%z)u = (Az - 2)u — tr(AY?)u,
et u est bien solution de I’équation

—Au+Vu = tr(AY?)u.

Exercice 7.2.1 Montrer que |'application identité Id dans un espace de Hilbert V' de
dimension infinie n'est jamais compacte (utiliser le Lemme 7.2.6).

Correction.

L’image de la boule unité par I'application Id est évidemment la boule unité.
Si 'application Id était compacte, la boule unité serait relativement compacte et
donc compacte (la boule unité est fermée), ce qui est impossible d’apres le Lemme
7.2.6 qui stipule que la boule unité d’'un espace de Hilbert de dimension infinie n’est
jamais compacte.

Exercice 7.2.2 Soit I'espace de Hilbert /5 des suites réelles = = (z;);>; telles que
> s l@i|* < 400, muni du produit scalaire (z,y) = > .., 2;y;. Soit (a;);>1 une suite
de réels bornés, |a;| < C' < +o0 pour tout i > 1. On définit I'application linéaire A
par Ax = (a;x;);>1. Vérifier que A est continue. Montrer que A est compacte si et
seulement si lim;_, ., a; = 0.
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Correction.
Soit z un élément de £2,

1Az|[f =) lawil® < supfaif® Y lal® = sup Jaq ..
. (2 . 3

(2 2

Ainsi, A est une application continue de ¢? dans /2.

Supposons que lima; = 0. Soit 2™ une suite d’éléments de la boule unité de ¢2.
On pose y™ = Ax™. Afin de prouver que l'opérateur A est compact, on va construire
une sous-suite de y"” convergente. On commence par construire une suite de sous-
suite par récurrence : on pose y™" = y". Pour tout k, y™* est une suite extraite
de y™*=1 telle que yZ’k soit convergente (c’est toujours possible puisque pour tout
k> 1, y,?’k est borné dans R). Enfin, on procede a lextraction d’une sous-suite
diagonale en définissant la suite z" = y™". Reste a prouver que la suite z" est de
Cauchy dans ¢%. Pour tout entier £ > 0, on note 2™F la sous-suite extraite de z”
telle que y™* = Ax™*. Soit ¢ > 0, comme a; converge vers 0, il existe [ tel que pour
tout @ > [, |a;| < e. On en déduit que pour tout indice n,

ni2 __ nni2 __ 2] .11 2 2 n,n |2 2
> P =Y 1y P =Y e < e f <
i>1 i>1 >l
Notons que pour tout k, la suite 2} est simplement convergente. Ainsi, pour n et p
assez grand, on a
E |2t — 2212 < €2
i<l
En combinant ces deux résultats, on en déduit que pour n et p assez grand,

Z|zf—zﬂ2 < Z|zl"—zf’| +2Z (|zf|2+ |zf’|2) < 5e?,
i

1<l i>1

et que ||z — 2P||,2 — 0 lorsque n et p convergent vers 'infini. Ainsi, A est compacte.

Reste a établir la réciproque. Supposons que la suite a; ne converge pas vers
zéro. Il existe une constante M > 0 telle que pour tout entier n positif, il existe
i > n tel que |a;] > M. On peut donc définir une suite 2 de £? et une suite i,
d’entiers naturels croissants telles que, pour tout indice k,

ap =0, et |ag,| > M

et i, strictement croissante. Autrement dit, toutes les composantes du vecteur z"
sont nulles, sauf la i,-ieme qui est égale a 1. On pose y™ = Ax™. La suite 2" est
bornée dans ¢2, tandis que la suite y” d’éléments de 2 n’admet pas de sous-suite
convergente. En effet, pour tout n et p tels que n # p, on a

ly" — Pl = lai,|* + |a;, | > 2M>.

Ainsi, A n’est pas compacte.
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Exercice 7.2.3 Soit U, V et W trois espaces de Hilbert de dimension infinie, A une
application linéaire continue de V' dans W, et B une application linéaire continue de U
dans V. Montrer que I'application AB est compacte dées que A ou B est compacte. En
déduire qu'une application linéaire continue compacte n'est jamais inversible d'inverse
continu en dimension infinie.

Correction.

Considérons le cas A compacte et B continue. Comme B est continue, il existe
un réel M tel que 'image de la boule unité de U par B soit incluse dans la boule de
V', centrée a l'origine et de rayon M. Comme A est compacte, I'image de la boule
de rayon M par A est relativement compacte. Or tout sous-ensemble d’un ensemble
relativement compact est relativement compact. L’image de la boule unité de U par
I’application AB est donc relativement compacte : 'application AB est compacte.

Considérons le cas A continue et B compacte. L’image de la boule unité de U
par B est relativement compacte dans V. Or I'image par une application continue
d’un ensemble relativement compact est relativement compact. L'image de la boule
unité de U par l'application AB est relativement compacte.

Enfin, considérons une application linéaire compacte inversible A . L ’application
inverse A™! (qui est linéaire) ne peut étre continue. En effet, dans ce cas I’application
identité AA™! serait compacte, ce qui n’est jamais le cas en dimension infinie (voir
I'Exercice 7.2.1).

Exercice 7.2.4 Soit V' un espace de Hibert réel de dimension infinie et A une applica-
tion liénaire continue, définie positive, auto adjointe, compacte de V' dans V. On note
uy et A les valeurs et vecteurs propres de A. Montrer que, pour v € V, I'équation
Au = v admet une unique solution u € V' si et seulement si v vérifie

400 2
3 % < +00. (7.4)
k=1

Correction. Supposons qu’il existe u tel que Au = v. Pour tout k, (Au,uy) =

(v, uy) et donc

A A
<u7uk> _ <u> uk> _ < u, uk> _ <U7uk>.
Yy Ak Ak

La famille (uy) formant une base orthonormale,

2
U, U
> % = (u,u)? = [Jul* < +oo.
k k k

Réciproquement, si v vérifie la relation (7.4),

appartient a V' (la série est convergente) et Au = v. Enfin, le systeme Au = v ne
peut admettre plus d’une solution. En effet, I’application A étant définie positive,
elle est injective.
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Exercice 7.2.5 Soit V = L?*(0,1) et A I'application linéaire de V' dans V' définie par
(Af)(x) = (2® + 1) f(z). Vérifier que A est continue, définie positive, auto-adjointe
mais pas compacte. Montrer que A n'a pas de valeurs propres. On pourra vérifier aussi
que (A — A\1d) est inversible d'inverse continu si et seulement si A ¢ [1,2].

Correction. Continuité

2 _ Ly 2 2 2 2 ' 2
[Af72(0,1) i (2" + 1)7If (@) dv < { max (27 + 1) i | (@)]* de.

(0,1)
Ainsi, ||Af|2001) < 2 f]l22(0,1) et A est continue.
Positivité et symétrie
Soit f et g éléments de L?(0,1),

1 1
(Af, g)ion) = / (Af)gda = / (4 + 1)fgdr = (. Ag)secon.

Ainsi, A est auto-adjointe. De plus, A est positive car

(Af, 2o = /0 (22 + D)|f(2)]* dz > 0.

Enfin, A est définie. En effet, si (Af, f) = 0, la fonction (2* + 1)|f(z)|* est nulle
presque partout, donc f =0 (en tant qu’élément de L?(0,1)).
Valeurs propres

Supposons que f soit un vecteur propre de A de valeur propre A. Dans ce cas,
pour toute fonction g € L*(0, 1),

/0 (2® + 1) f(2)g(x) dz = (Af, 9)r200.1) = MS, 9)r200) = )\/0 f(z)g(z)dx.

On en déduit que
((@* + 1) f = Af,9(2) 12001) = 0
En choisissant g = (22 + 1 — \) f, on en déduit que
1(2* +1 =N fll201) =0

et que (z2+ 1 — \)f(z) = 0 presque partout et donc f(z) = 0 presque partout.
L’application A n’admet pas de vecteur propre non nul.
Inversibilité de (A — A1d)

Soit g € L*(0,1), on cherche f tel que (A — AId)f = g, c’est a dire tel que

(2* +1 =N f(z) = g(2)
presque partout. Si (A — A1d) est inversible, f = (A — AId)~!g est défini par

fl@)= (" +1-X)"g(x)
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pour presque tout x €]0,1[. L’inverse de (z? +1 — \) étant défini, sauf en au plus
deux points, f(z) est correctement défini presque partout.

Si A n’appartient pas a l'intervalle [1,2], il existe C'(\) tel que 2% +1 — \| >
C()\) > 0. On en déduit que l'opérateur (A — X\1d) est bien inversible de L*(0,1)
dans L?(0, 1), d’inverse continue. En effet,

I(A = M) gl 201y < CN)Mgllz2(0.0)-

Si A € [1,2], on constate que si (A — AId) était inversible, (z? + 1 — \)™! serait
un élément de L?*(0,1) (prendre g = 1). Ceci n’est pas le cas. En effet le polynome
(22 +1 — \) admet une racine dans l'intervalle [1,2]. Ainsi, (22 + 1 — \)~! présente
une singularité (du type 1/z ou 1/2?) dont le carré n’est pas d’intégrale finie :

1
/ (22 +1—X)"%dr = +o0.
0

Exercice 7.3.1 Démontrer une variante du Théoreme 7.3.2 ou I'on remplace I'hy-
pothése de coercivité de la forme bilinéaire a(-, ) par I'hypothése plus faible qu'il existe
deux constantes positives 7 > 0 et v > 0 telles que

a(v,v) + nllv||3 > v||v||? pour tout v € V.

(Dans ce cas les valeurs propres (A )x>1 ne sont pas forcément positives, mais vérifient
seulement A\, + 1 > 0.)

Correction. Un réel A\ est valeur propre de (7.12) de vecteur propre u, si et
seulement si

a(u,v) + n{u,v)g = (A + n){u,v)y pour tout v € V,

c’est a dire si u est un vecteur propre associé a la forme bilinéaire a(.,.) +7(.,.) g de
valeur propre A+ 7. Comme la forme bilinéaire a(.,.) 4+ (., .) g vérifie les hypotheses
du Théoreme 7.3.2, il existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres u; de
(7.12) de valeurs propres Ay — 1 ol A; est une suite non bornée, croissante de réels
positifs.

Exercice 7.3.2 En dimension N = 1, on considere 2 =]0, 1[. Calculer explicitement
toutes les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites
de Dirichlet

{ —Auy = Apup  p.p. dans € (7.5)

ug =0 p.p. sur 0f2.
A I'aide de la décomposition spectrale de ce probleme (voir la Remarque 7.2.9), montrer
que la série

+o0
Z ay sin(kmx)
k=1

converge dans L?(0,1) si et seulement si 3" a? < +oo, et dans H'(0, 1) si et seule-

ment si >, k%a} < +oo.
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Correction. On cherche & déterminer les fonctions u € H} (0, 1) telles que
"+ du = 0. (7.6)

Tout d’abord, comme u € H}(0,1), u est continue, et d’aprés I'équation (7.6), u
est de classe C?. Par récurrence, il s’en suit que u est en fait de classe C°. Ainsi,
I’équation (7.6) est une équation différentielle classique. De plus, si elle admet une
soluton non nulle (avec u(0) = u(1) = 0, on a nécessairement A > 0. En effet,

1 1 1
/ |u/|> dox = —/ v'udr = /\/ lu|? dz
0 0 0

et A = fol |u/|> dz/ fol |u|>dx > 0. II est bien connu que les solutions de 1’équation
(7.6) sont de la forme

u = Asin(vVAzx) + B cos(VAz).

Les conditions aux limites de Dirichlet impliquent que B = 0 (car u(0) = 0) et
VA = kr ol k est un entier naturel non nul (car u(1) = 0). Les vecteurs propres
du Laplacien unidimensionnel avec conditions aux limites de Dirichlet sont donc les
fonctions
u, = V2sin(kr)

de valeurs propres )\, = k*r%. Comme l'injection de H}(0,1) dans L*(0, 1) est com-
pacte et que a(u,v) = fol u'v" dx est une forme bilinéaire symétrique, continue et
coercive sur H}(]0, 1), on peut appliquer le Théoreme 7.3.2. Ainsi, (uy/k7)g>1 est

une base de hilbertienne H'(]0, 1]) et (u)r>1 une base hilbertienne de L?(]0, 1[). On
en déduit que la série

Z ay sin(kx)
k=1

converge dans L?(]0, 1[) si et seulement si >, aZ < oo et dans H{(]0, 1[) si et seule-
ment si Y, k?a; < oo.

Exercice 7.3.3 On considére un parallélépipede
0 =]0, L1[x]0, La[x - - - x]0, Ly][,

ou les (L; > 0)1<;j<n sont des constantes positives. Calculer explicitement toutes les
valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites de
Dirichlet (7.5).

Correction.

Soit uy(x) = v/2sin(kmx) les fonctions propre du Laplacien avec conditions de
Dirichlet sur 0, 1[. Pour tout indice 1 < p < N, et tout & € N,, on introduit la
fonction wu,y, de |0, L,[ & valeurs dans R définie par

Up 1 (Tp) = ug(zp/ Lyp).



124 CHAPITRE 7. PROBLEMES AUX VALEURS PROPRES

Enfin, pour tout k = (ky, -+ ,ky) € NY et tout x = (21,--+ ,zy) € RY, on pose

vp(z) = Hup,kp (@)

On vérifie sans peine que pour k, v est une fonction propre du Laplacien sur €2 avec
conditions aux bords de Dirichlet de valeur propre

Ap = (H kpw/Lp> :

Pour conclure, il reste a prouver que la famille v;, forme une base de L?*(f2), c’est a
dire que si w € L?*(2) vérifie

(U, w) r2(q) = 0 pour tout k € N, (7.7)

alors w = 0. Procédons par récurrence sur la dimension N. Ce résultat est vrai
pour N = 1. Supposons que le résultat soit établi pour {2 de dimension N — 1. On
introduit la fonction @w € L*(]0, Ly[) définie par

N-1

w(zry) = /JU(x) 1T v, (2) d,

Q p=1

ott =)0, Ly[x...x]0, Ly_1[ et T = (z1, -+ ,zn_1). D’apres (7.7), pour tout k € N,,
on a

Ly
/ iD(xN)uN,k(xN) dZL‘N = 0.
0

Comme la famille uyy forme une base de L*(]0, Ly[), on en déduit que w(xy) = 0
pour presque tout xy. Ainsi, pour presque tout zy €]0, Ly/[, la fonction w,, (z) =

w(z, zy) € L*(Q) est telle que

N-1

/ﬁwﬂw@ [T w,(x,) dz =0,

p=1
et d’apres I’hypothese de récurrence, w,, = 0, ce qui achéve la démonstration.

Exercice 7.3.4 On considére a nouveau un ouvert € parallélépipedique comme dans
I'Exercice 7.3.3. Calculer explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres
du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sur tout le bord 0f2.

Correction.
Les fonctions propres du Laplacien 1D avec conditions aux limites de Neumann
sur ]0, 1[ sont, pour k£ > 0, les fonctions

ug(x) = cos(kmx)
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de valeurs propres k*m? (Attention : ici, la collection des valeurs propres démarre &

k = 0). En suivant le méme raisonnement que lors de I’Exercice 7.3.3, on montre que

les fonctions propres du Laplacien avec conditions de Neumann sur €2 =]0, Ly [x - - - X]0, L[
sont de la forme

ug(x) = Hcos(kpwxp/Lp)

ou k € NV. La valeur propre associée & u; étant

)\k = (ﬂk;,ﬂ'/[z;,) .

Exercice 7.3.5 On reprend les notations et les hypotheses du Théoreme 7.3.5. Mon-
trer que la meilleure (i.e. la plus petite) constante C' dans l'inégalité de Poincaré (voir
la Proposition 4.3.10) est précisément la premiere valeur propre \; de (7.5).

Correction.

Soit (ug)g>1, base hilbertienne de L?(€2), fonctions propres du Laplacien avec
conditions aux limites de Dirichlet (7.5) et Ay, les valeurs propres associées (ordonnées
par ordre croissant). Soit u un élément de HJ ().

[ull72i0) = D w2l S AT - Mel(w, we) 20> = ATVl 72 q)-
k>1 k

Ainsi, I'inégalité de Poincaré
/ lv(z)|* dz < C’/ |Vo(z)|? dr. (7.8)
Q Q

est vérifiée pour C' = A\[*. Cette valeur est optimale car ||u, ||%2(Q) =\ |V ||%2(Q).

Exercice 7.3.6 Soit 2 un ouvert borné régulier et connexe. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien dans €2 avec condition aux limites de Neumann est nulle et
qu'elle est simple.

Correction.
Tout d’abord, zéro est valeur propre du Laplacien avec conditions aux limites
de Neumann pour la fonction propre constante, car

{Ale dans {2

01
o 0 sur 0f).

Si A est une valeur propre du Laplacien de fonction propre u, on a
IVullZ2) = Mullza)-

Ainsi, les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sont
strictement positives sauf si ||Vul[2(q) = 0 auquel cas A = 0. Comme €2 est connexe,
si A = 0 la seule fonction propre associée possible est u(z) = Cte dans . Ainsi, la
premiere valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Neumann est 0
et elle est simple.
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Exercice 7.3.7 Soit € un ouvert borné régulier connexe de classe C* de R™. Montrer
qu'il existe une suite croissante (\;)x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini, et une base
hilbertienne (uy)x>1 de

H = {v € L*(Q)" tel que pour tout ¢ € HZ (), / v-Vedr = 0}
Q

telle que chaque uy, appartient a HJ ()Y, et il existe une famille de pressions p;, € L*(Q)
qui vérifient

Ve — pAuy, = A\yug,  p.p. dans €2

divug, =0 p.p. dans €2

ug =0 p.p. sur 0S2.

On admettra que |'espace
Vi={ve Hy(Q)" : div(v) = 0 p.p dans Q}
est dense dans H.

Correction. Notons tout d’abord que H est un espace de Hilbert, en tant que
sous-espace fermé de L?(2). On munit V' du produit scalaire

a(u,v) = u/ Vu-Voudr.
0

D’apres le théoreme de Rellich, I'injection de V' dans H est compacte. De plus comme
I'espace V est dense dans H on peut appliquer le théoreme (7.3.2) d’ou on déduit
I'existence d’une famille positive et croissante de valeurs propres A\, et u, € V une
base de L*(Q)" tels que

a(ug,v) = g / uy - v dr pour tout v € V.
Q
Pour tout k, on définit la forme linéaire continue Ly sur H}(Q)Y par

Li(v) = )\k/uk ~vdr — a(ug,v).
Q

La forme linéaire L, s’annule sur V et d’apres le Théoreme de de Rahm 5.3.9, il
existe p, € L*(Q) tel que

Li(v) = /pkdivv dx pour tout v € H}(Q)N.
Q

On en déduit en procédant comme lors de la résolution du probleme de Stokes que
—uAu + Vpr = A\puy dans €

(Attention, dans cette expression, la somme —puAu+ Vpy appartient & L(€), ce qui
n’est pas forcément le cas de chacun des termes sans hypotheses supplémentaires
sur la régularité de €2). Par définition, comme les éléments wuy appartiennent a V|
div(ux) =0 dans 2
et up, =0 sur 0f).
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Exercice 7.3.8 On considére le probleme aux valeurs propres pour I'équation de Schro-
dinger avec un potentiel quadratique V(x) = Ax - x ou A est une matrice symétrique
définie positive (modele de I'oscillateur harmonique)

~Au+Vu = u dans R, (7.9)
On définit les espaces H = L*(R") et
V = {ve H'(RY) tel que |z|v(z) € L*(RM)}.

Montrer que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)y = /RN Vu(z) - Vu(x)dx —i—/R |z|*u(z)v(z) d,

N
et que l'injection de V' dans H est compacte. En déduire qu'il existe une suite croissante
(Ar)rx>1 de réels positifs qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de L2(R™) (uy,)x>1
qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (7.9). Calculer explicitement ses

valeurs et fonctions propres (on cherchera uy, sous la forme py(z) exp(—Ax - x/2) ol py
est un polyndme de degré k — 1). Interpréter physiquement les résultats.

Correction.
1. V est un Hilbert

Tout d’abord, il est évident que (-, )y définit bien un produit scalaire sur V.
Reste a montrer que V' muni de la norme associé est complet pour prouver que V
est un espace de Hilbert. Soit B; la boule unité de RY et B, la boule de rayon 2.
Par un raisonnement par I’absurde, on montre aisément qu’il existe une constante

C > 1 telle que
/ lu*dz < C (/ (Vul? dx —|—/ \u|2d:c) :
B2 Bo BQ\Bl

On en déduit que pour u € V,

lull 2y < Cllully

En effet,

iy < [ Wldes [ oo
1 1

c(/ \vu|2cz;c+/ |u]2da:)+/ 2P Juf? da
B2 BQ\Bl RN\Bl

< @+ Dullv-

IN

Ainsi, si u, est une suite de Cauchy de V, elle est également une suite de Cauchy
de H'(RY). T existe donc u € H'(R") telle que u,, converge vers u dans H'(R").
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La suite |z|u, étant elle méme de Cauchy dans L?(RY), elle converge dans L*(RY)
vers une limite v de L*(RY). Enfin, pour tout ¢ € C®(RY),

lim |x|un(:p)¢(x)dx:/ |z|u(z)p(z) dz

n—-+o0o RN RN

= /RN v(x)o(z) d.

On en déduit que v = |z|u et que u,, converge vers u dans V.
2. Compacité

Soit (un)nen une suite bornée de V, |ju, ||} < M. Nous allons construire une
sous-suite de (u,)nen dont les restrictions a tout borné sont convergentes en norme
L? par un procédé d’extraction diagonal.

Dans un premier temps, on construit, par récurrence, une suite ((u*),en)ren de
sous-suites de (u,)nen telle que pour tout k € N,, la suite (u¥), ey soit convergente
sur la boule By de rayon k, centrée en 1’orgine.

On pose (u0)nen = (Un)nen. Soit k un entier naturel. Supposons (uF),cy soit
déja construite. On note v* la restriction de u* & la boule By ;. Par hypothése,
(uk)en est une suite bornée de V. On en déduit que v* est borné dans H'(By,1).
D’aprés le Théoreme de Rellich, il existe une sous-suite (v} )yen de v, convergente
dans L?(Bj41). On définie alors (uy*!),en comme la suite extraite de (u))nen définie
par ur ™t = uj .

La suite (u"),en est convergente dans L?(By,) pour tout entier naturel k. Dans
la suite, on note wu,, cette suite. Comme u,, est convergente sur toute boule bornée,
elle est convergente presque partout. On note u sa limite. Notons que la restriction
de u a toute boule B, appartient a LQ(Bk) et que la restriction de u, a B converge
vers la restriction de u & cette méme boule dans L?(By,).

Soit & un réel positif. On pose o = (5M/e)'/2. On a

/ lu —u,|*de < / |u—un|2d:v+1/oz2/ 2| |u — u,|* da
RN |z|<a |z|>a
< / lu — wu,|* dx 4+ 4M /o
|z|<a
Pour n assez grand, ||u — un||%2(Ba) < M/a? et
/ lu — u,|* de < 5M/a? = ¢.
RN

On en déduit que u, converge vers u dans L*(RY) fort. Ainsi, I'injection de V' dans
H est compacte.
3. Fonctions propres

La forme bilinéaire

a(u,v) = /RN (Vu(z) - Vo(z) + (Az - z)u(z)v(z)) do
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est symétrique, continue et coercive sur V. L’injection de V dans L*(RY) est com-
pacte et V est dense dans L2(RY) (V contient les fonction C* & support compact).
On déduit donc du Théoreme 7.3.2 qu’il existe une base hilbertienne de L*(RY)
formée de vecteurs propres u; de (7.9) et dont les valeurs propres associées \j, sont
positives et convergent vers I'infini.

Afin de déterminer I’ensemble des fonctions propres de (7.9), on considére dans
un premier temps le cas unidimensionnel (N = 1) et V(x) = 22. Le cas général s’en
déduira aisément. On s’interesse donc au probleme aux valeurs propres

—u" + |z|*u = Mu. (7.10)

Comme proposé par I’énoncé, on cherche les fonctions propres de la forme ug(z) =
pk(x)exz/ 2 ol p; est un polynome de degré k. Notons que s'il existe une telle fonction
propre pour tout k, toutes les fonctions propres auront été exhibées, la famille ainsi
obtenue étant dense dans V. On note Ay la valeur propre associée a wug. D’apres
(7.10), si uy, est de la forme suggérée, on vérifie apres un simple calcul de dérivation
de fonctions produits que le polynome py est solution de ’équation différentielle

—pi + (14 X)p + pr. = Mipie (7.11)

On en déduit d’ores et déja une condition nécessaire sur \;. Si on suppose que le
terme On en déduit d’ores et déja une condition nécessaire sur \;. Si on suppose
que le terme de plus au degré de py est X* (ce qui est toujours possible, p, étant
défini & une constante multiplicative pres), le terme de plus haut degré du membre
de gauche de I'équation (7.11) est (k + 1)X* tandis que celui de gauche est A\, X*.
On a donc

M =k + 1.

On cherche donc p; de la forme
—pp+ (1 + X)p, — kpr. = 0. (7.12)

En posant ¢ (X) = pp(X — 1), déterminer p; équivqut a rechercher un polynome g
de degré k tel que
q — Xq), + kg = 0.

Il est aisé de vérifer a la main que cette équation différentielle admet un unique
solution polynémiale de degré k (toujours a une constante multiplicative pres). En
effet, si on décompose ¢, sous la forme

ar(X) = Z%‘XZ}

on obtient une relation de récurrence tres simple entre les coefficient a; a savoir pour
tout entier 7,
(i — k)a; = ai2(i + 2)(i + 1),

qui permet de déterminer a; en fonction de a; o, sauf (et heureusement, sinon tous
les termes seraient nuls) pour 7 = k ou on peut fixer aj; de maniére arbitraire (on
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choisit a;, = 1). Notons enfin que cette relation définie bien un polynome car elle
implique toujours a_; = 0 et a_y = 0 (et de ce fait a; = 0 pour i < 0). On a donc
établit que ’équation (7.12) admet une unique solution polynémiale de degré k.
Les polynomes ¢ sont connus sous le nom de polynome d’Hermite et peuvent étre
alternativement définis par la relation de récurrence

k= Xqr—1 — (k - 1)%72,

go = 1 et ¢t = X. Les fonctions propres de (7.10) sont donc de la forme g, (z+1)e™*"/2

et de valeurs propres A\, = k + 1. Cherchons a étendre ce résultat au cas général.
Tout d’abord, toujours dans le cas unidimensionnel les fonctions propres de

—u! + a|z)* Uy = Aalla. (7.13)

se déduisent aisément du cas o = 1. En effet, on vérifie (par un simple change-
ment de variable) que si u est fonction propre de (7.10) de valeur propre A, alors
ua(x) = u(a'/*z) est fonction propre de (7.13) de valeur propre A\, = /a\. Ainsi,
les fonctions propres de (7.13) sont les fonctions uay = qe(@/4z + 1)e"**/2 de
valeurs propres A, = v/a(k + 1).

Le cas N > 1 se déduit du cas unidimensionnel par diagonalisation de la matrice
A. En effet, la matrice A étant symétrique, définie positive, elle admet une base de
vecteurs propres. En se plagant dans une telle base, I’équation (7.9) se réécrit sous
la forme

Z —i— ajriu = u, (7.14)

ou les a; sous les valeurs propres de la matrice A. Si on recheche u(x) sous la forme
u(z) = vi(z1)va(x2) -+ - vn(xy), on obtient que u vérifie (7.14) si et seulement si
chacun des v; est un vecteur propre de (7.13) avec o = ;. De plus, la valeur propre
A est égale a la somme des valeurs propres associées aux vecteurs propres v;. A tout
multi-indice o = (04, - ,0n) € NV on peut donc associé un vecteur propre u,
solution de (7.14) de la forme

Uy () = Hé\leuo‘jﬂj (z;) = (HN 140, (041/4:E + 1)) oAV )2
de valeur propre

=2 doi = 2 V(1)

Enfin, on a bien obtenu toutes les fonctions propres de V', I’espace engendré par les
U, étant dense dans L2(RY)

Exercice 7.3.9 Soit Q un ouvert borné régulier de R". On consideére le probléme de
vibrations pour I'équation des plaques avec condition aux limites d'encastrement

Qu — = () sur 0f.

{ A (Au) = u  dans Q
on
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Montrer qu'il existe une suite croissante (\;)x>1 de valeurs propres positives qui tend
vers l'infini et une base hilbertienne dans L*((2) de fonctions propres (u)x>1 qui appar-
tiennent 3 HZ ().

Correction.
On introduit la forme bilinéaire

a(u,v) :/AuAvd:E
Q

qui est symétrique, continue et coercive sur HZ(2) (voir Exercie 5.3.9). Comme
'injection de HZ(2) dans L?*(€2) est compacte et que HZ()) est dense dans L?(12),
la conclusion découle de ’application du Théoreme 7.3.2.

Exercice 7.4.1 On considere le probléme aux valeurs propres en dimension N =1

{ —uyl = Aup  pour 0 <z <1
uk(O) = Uk(l) = 0.
On se propose de calculer la matrice de masse pour la méthode des éléments finis IP;.
On reprend les notations de la Section 6.2. Montrer que la matrice de masse M, est
donnée par
2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
Mh =h T T . s
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3

et que ses valeurs propres sont
h
Ae(My) = 3 (2 4 cos(kmh)) pour 1 < k <n.

Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (6.18), alors on trouve que M, =
h1d. Dans ce dernier cas, calculer les valeurs propres du probleme spectral discret.

Correction. La matrice de masse M), est définie par

(M) = / 61()85 (x) da,

ou ¢; sont les fonctions de base des éléments finis P;. Pour tout ¢ et j tels que
li — j| > 1, les supports de ¢; et ¢; sont disjoints et

(My)i; = 0.
Sijg=i+1,

(i+1)h DA ((; — ) (o —
(Mp)ij = / ¢i(2)pig1(x) do = / (G+ DA ) h) dx

h ih h h
h
= 2/ (h—x)xdx = h/6.
0
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Enfin, si 7 = j,

(i+1)h (i+1)h
(Mp)ij = /( s (2)|* doe = 2/

i—1)h ih

2

DV
(i+1)h z”

h

h
= 2h‘2/ |h — x|*dx = 2h/3.
0

On a donc montré que la matrice de masse obtenue par la méthode des éléments
finis IP; est bien du type annoncé.
Soit (U,A\) € R® x R (n=h"! —1) tels que

MU = \U (7.15)

et U # 0. Afin de calculer les valeurs propres de la matrice de masse My, on effectue
une analyse de type Fourier. On introduit la fonction wu, périodique de période 2,
impaire, définie sur [0, 1] par

0 sizel0,h/2

up(x) =S U; siz€[jh—h/2,jh+h/2[1<j<n (7.16)
0 sizell—h/21|

D’apres (7.15), pour tout z € R, on a

up(x — h) + dup(x) + up(z + h)

h
6

= Aup(x). (7.17)
Remarque 7.4.1 On a choisit u, impaire de période 2 afin que l’équation (7.17)
soit vérifiée pour tout x et en particulier pour tout x € [0,h/2] U [1 — h/2,1].
Comme uy, est périodique de période 2, il existe iy tel que
—+o0 '
up(x) = Z T’
k=—0oc0
En appliquant la transformée de Fourier a (7.17), on obtient

e_ihkwﬂk + 41AL]€ + eihkﬂ’&k R
h = )\uk,
6

c’est a dire
(cos(kmh) +2 — 3\/h) uy, = 0.
Comme U # 0, il existe au moins un & tel que

cos(kmh) +2 —3\/h =0

ou encore tel que
h
A= §(2 + cos(khm)).
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Ainsi, toute valeur propre de My, est de la forme
h .
e = 5(2 + cos(khm)), ouk € Z. (7.18)
Enfin, en remarquant que

{Ar tel que k € {0,--- ,n+1}} = {\; tel que k € Z},

on peut limiter notre analyse aux cas k € {0,--- ,n+ 1}.
Réciproquement, pour tout k € {1,--- ,n}, les fonctions uy(z) vérifiant I’équa-
tion (7.17) avec A = Ay sont de la forme de la forme

i(k+2(n+1)j)m i(k+2(n+1)j)m

un(z) =l amen;e Yt U (kr2(n1)5)€
J

Afin que uy, soit définie a partir d’'un vecteur U € R"™ par (7.16), il est nécessaire
que uy, soit impaire, a valeur réelles. On en déduit qu’on a alors

Uk+2(n+1)j = —U—(k+2(n+1)5)>

et que les coefficients de Fourier 1, sont imaginaires purs. On en déduit qu’il existe
une suite a; de réels telle que

up(z) = Z a;jsin((k +2(n+1)j)mx).

J

Ainsi, si MU = \,U, on a

U, = up(z = hp) = Z a;sin((k + 2j(n + 1))mph) = (Z aj> sin(khpm).
J J

Un calcul similaire appliqué au cas k = 0 ou k = n + 1, nous montre que A\g et A\,11
ne sont pas des valeurs propres de M,,. Finalement, comme M, est symétrique,
définie positive, elle admet une base de vecteurs propres. Les seules valeurs propres
possibles sont les n valeurs de Ay pour k£ € {1,---,n}. A chacune de ces valeurs
propres, on peut associer au plus un vecteur propre. Ainsi, il ne peut y avoir de
valeur propre double. On a donc prouvé que pour tout k € {1,--- ;n},

M UF = \U*,

ot U* = (sin(khpr)),.
On note My, la matrice de masse obtenue par la formule de quadrature (6.18).
Pour tout entier ¢ et j, on obtient

(M) = Xn: h/2(di(hk)d;(hk) + ¢i(h(k +1))¢; (h(k + 1)) = hi 0135 = hd!.
k=1 k=1
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Donc //\/\171 = h1d. En utilisant la matrice de masse ainsi obtenue, les valeurs propres
et vecteur propres du probleme spectral discret vérifient

KnUn = hAnUp,
ol
2 -1 0
-1 2 -1
’Ch—h
-1 2 -1
0 -1 2

On déduit des valeurs propres de M, et de la relation
Kp =6h1d —6M,,
que les valeurs propres du probleme spectral sont de la forme
Ak = h(2 — 2 cos(kh)),

et ke {l,---,n}.



Chapitre 8
PROBLEMES D’EVOLUTION

Exercice 8.2.1 Soit Q un ouvert borné régulier de R". Soit un temps final T > 0,
une donnée initiale ug € L*(f2), et un terme source f € L*(]0,T[; L?*(2)). On consideére
la solution u de I'équation

% —Au=f p.p. dans 2x]0, T'[
w=0 p.p. sur 90 x]0,T| (8.1)

u(z,0) = up(x) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (8.1) est assez réguliere dans |0, T'[x €2, montrer
que, pour tout t € [0,7], on a I'égalité d'énergie suivante

t
1/u(m,t)%lx—i—/ /\Vu(:c,s)|2dxds zl/uo(x)de
2 Ja 0 Jo 2

+/0t/ﬂf(x,s)u(x, s) da ds.

2. Démontrer la propriété suivante, appelée “lemme de Gronwall” : si z est une
fonction continue de [0, 7] dans RT telle que

(8.2)

2(t) §a+b/tz(s)ds Vtel0,T],

ou a, b sont deux constantes positives ou nulles, alors
2(t) < ae’ Vit 0,T).

3. En appliquant le lemme de Gronwall avec z(t) = 3 [, u(z,t)*dz, déduire de (8.2)
que, pour tout ¢ € [0,77,

%/Qu(x,t)2d:c+/ot/g|vu<x, §)2dzds < %t </Qu0(x)2dx
—|—/OT/Qf(x, s)%ixds).

(8.3)

135
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Correction.

1. En intégrant le produit de I’équation d’évolution par w sur €2, on obtient

ou
—u—A = )
/Q <8tu uu) dx /qudx

Par intégration par partie et en échangeant I'opérateur de dérivation en temps
et intégrale, il vient

d (1
pr (E/ﬂzﬁdx) —I—/Q|Vu|2dx:/ﬂfudx.

I1 suffit alors d’effectuer une intégration en temps pour obtenir 1’égalité désirée.
2. Soit v(t) =a+ bfg z(s)ds. La fonction v est de classe C' et

V'(t) = bz(t) < bu(t).
Ainsi,
(v(t) exp(=bt))" = exp(=bt) (V' (t) — bu(t)) <0
et v(t) exp(—bt) < v(0) = a. Comme z(t) < v(t), on a montré que
z(t) < aexp(bt).

3. On pose

szééwww&m

0— % (/Q |u0(x)|2dx+/oT/Q|f(:1:,s)|2d:cds)

et b = 1. D’apres I'égalité d’énergie établie précédemment et en utilisant
I'inégalité fu < (|f]* + |u]?)/2, on a pour tout 0 <t < T,

2(t) < z(t)+/0t/Q|Vu(m,s)|2d:pds

%(/Q |u0(x)|2dac+/0t/g|f(x,s)]2+\u(m, S)deds)
< a—l—/otz(s)ds.

D’apres le lemme de Gronwall, z(t) < ae’. En intégrant cette inégalité, on
obtient

IN

¢
a +/ z(s)ds < ae’.
0

Cette derniere, combinée a la précédente, implique que

1 t
—/ ]u(m,t)]de—i—/ /!Vu(x,s)\zdxds
2 Ja 0 Jo

<5 ([ mowrars [* [ 11 pasis) e
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Exercice 8.2.2 Au vu de |'estimation

/Qu(:c,t)zdx + /Ot/Q|Vu(x,s)\2dxds <C (/Q up()*dx + /Ot/ﬂf(x,s)deds> )

(8.4)
vérifiée par la solution u de (8.1), ou la constante C' est indépendante de 7', on voit que
le terme e’ n'est certainement pas optimal dans la majoration (8.3). Cette estimation
peut étre améliorée en raisonnant de la facon suivante, avec une variante du lemme de
Gronwall.

1. Soit a € R™ et g € L*(]0,T) tel que g > 0. Montrer que, si z(t) est continue de
[0,T] dans RY et vérifie

2(t) <a-+ Q/Otg(s)\/z(s)ds Vtel0,T],
alors 2(t) < (\/5—1— /Otg(s)ds) Vi e [0,T).

2. Déduire de (8.2) que, pour tout t € [0, 77,

/Q (2,1) da:+2/ /|Vux OPdeds < ((/uo( )2dx)1/2
L))

1. On suppose dans un premier temps que g est une fonction réguliere. Soit € un
réel strictement positif. On pose

v(t) =e+a+ 2/0 g(s)\/z(s)ds.

(8.5)

Correction.

Comme g(s) z( ) est une fonction continue, la fonction v est dérivable et
= 2¢(t)\/z(t). Comme z(t) < v(t) et que g est une fonction positive,

V'(t) < 2g9(t)\/v(t).

Enfin, v(t) > 0, ainsi d’apres l'inégalité précédente, v'(t)/2/v(t) < g(t) et par
intégration, on obtient

Vo) — v/o(0) < / o(s)ds

Alinsi, pour tout & > 0,

2

(0 <olt) < (vaTe+ | tg(s)ds)
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Il suffit de passer a la limite lorsque € tend vers zéro pour obtenir I'inégalité
désirée.

Si g n’est pas continue, on raisonne par densité. Soit g € L%*(]0;T|) tel que
g > 0 presque partout. Il existe une suite de fonctions régulieres g, positives,
convergeant vers g dans L?(]0; T'[). Pour tout n, on a pour tout ¢ € [0; 7],

t
1/2
2(t) < a+ llgn = gllzzgorn 1210y + 2/0 gn(s)V/2(s)ds.

D’apres ce qui précede,

t
1/2
2(t) <a+ llgn — gllz2gop 12l ey + 2/0 gn(s)V/ 2(s)ds

t 2
1/2
= (\/a +1l9n = llz2q0:70 1210 +/ gn(s)ds) .
0

Il suffit alors de passer a la limite lorsque n tend vers I'infini pour conclure.

2. D’apres I'égalité d’énergie (8.2) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Au@ﬂ%ﬁﬂ/{/WM@ﬂ%Ms
g/ﬁ o(x 2dm—|—2/ (/fa:s da:) 2(/Qu(x,s)2dx)l/2ds.

On applique la variante du Lemme de Gronwall a

2(t) :/u(x,t)de+2/t/Q]Vu(x, s)[*dzds

</fxs dx)l/z
a—/Q (2)2da.

/ﬂu(x,t)devLQ/ot/ﬂ|Vu(x, s)[*dzds
< (( /Q uo(x)Qda:)l/2+ /O t ( /ﬂ f(a:,s)Qdm)l/st>

Exercice 8.2.3 On suppose que les hypotheses du Théoreme 8.2.7 sont vérifiées, que
ug € H}(Q), et que la solution u de (8.1) est assez réguliere dans ]0, T[x 2. Montrer
que, pour tout t € [0,7], on a I'égalité d'énergie suivante

Ainsi,

2
1
dxds :—/|Vug($)|2dx
2 Ja

—l—/ot/gf(x,s)%(x,s)dxds.

1
—/ |Vu(z, t)|2dz +
2 Ja

ou
—(33, 5)
ol 0l (8.6)
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Correction. En multipliant I'’équation (8.1) vérifiée par u par 94 on obtient, suite

ot
a une intégration sur {2 que

/Q —Au(x,t)%(x,t)dx+ /Q

Par intégration par partie, il vient
ou

/v<w9ﬂkwd+/ Qd—/ﬂtﬂ%tm
g u(x, 5 (& t)de o x = g z,t) 5, (@, t)dz,

ou encore en échangeant les signes dérivation et intégrale,

d (1 9 ou 2 ou
— | = d — dr = t)—(x,t)dx.
i (5 [rvupar)+ [ o= [ fte.0 500

T,t
5 (&)
Il suffit d’intégrer cette derniere équation suivant ¢t pour obtenir 1’égalité recherchée.

Ou

2
0
Gt(x’t> dx:/gf(x,t)a—z;(m,t)dx.

(1)

Exercice 8.2.4 Soit Q un ouvert borné régulier de R". Soit un temps final 7" > 0,
une donnée initiale ug € L?*(2), et un terme source f € L*(]0, T[; L*(£2)). Montrer que
I'équation de la chaleur avec condition aux limites de Neumann

du _Nu=f dans x]0, T
u _ sur 90 x]0, T (87)

on

u(z,0) = ug(x) dans Q
admet une unique solution w € L*(]0, T[; H'(Q)) N C([0, T]; L*(2)).

Correction. On applique le Théoreme 8.2.3 4 V = H'(Q),
forme bilinéaire symétrique, continue sur V'

a(u,v) = / Vu - Vudz.
Q

L*(Q) et a la

La forme bilinéaire a(.,.) n’est pas coercive, mais a(u,v) + (u,v)r2 étant coercive
sur V', les conclusions du théoréme restent valables d’apres la remarque 8.2.5. Le
probleme (8.7) admet donc une unique solution

u € L*(J0; T[; H' () N C([0, T]; L*(%2)).

Exercice 8.2.5 Soit { un ouvert borné régulier de RY. Soit A(x) une fonction de
() dans I'ensemble des matrices symétriques réelles telles qu'il existe deux constantes
£ > a > 0 vérifiant

BIEP > A(z)E- € > alé] VEERY, pp.xz e

Soit un temps final 7' > 0, une donnée initiale uy € LQ(Q), et un terme source f €
L*(]0, T[; L*(£2)). Montrer que le probleme aux limites

% — div (A(z)Vu) = f  dans Qx]0, T
u=0 sur 000, T (8.8)
u(z,0) = uo(z) pour = € (),

admet une unique solution uw € L2(]0,T[; H'(Q)) N C([0, T]; L*(Q)).
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Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-, -) symétrique définie pour tout u
et v de H}(Q) par

a(u,v) = /QA(at)VwVvdx.

Pour presque tout = € €2, la matrice A(x) étant symétrique, définie positive, elle
admet une base de vecteurs propres. Comme pour tout & € RY,

A(z)€ - € < BIEJ,

la plus grande valeur propre de A(z) est inférieure a § et ||A||; < 5. D’apres cette
majoration et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout u et v € H} (), on a

a(u,v) < 6/ Vu - Vudr < Bllul|m@llv] m@
Q

La forme bilinéaire a est donc continue sur H}(2). De plus, pour tout u € Hg (),
d’apres 'inégalité de Poincaré,

alu,) 2 o [ [Vuf*de > aCllulfyq,

La forme bilinéaire a est donc coercive. D’apres le Théoreme 8.2.3 appliqué a la
forme bilinéaire a avec H = L?(Q) et V = HJ (), il existe une unique solution
u e L*(]0,T[; H (Q)) N C([0,T]; L*(2)) au probléeme aux limites (8.8).

Exercice 8.3.1 Soit € un ouvert borné régulier de RY, et un temps final 7' > 0.
On considére une donnée initiale (ug,u1) € Hy(2) x L*(2) et un terme source f €
L*(]0,T[; L*(€2)). On considére la solution u de I'équation des ondes

/ 2
% —Au=f p.p. dans Qx]0, T'[
u=70 p.p. sur 9Qx]0, T .
u(x,0) = up(x) p.p. dans €2 (8.9)
ou

| 5; (®:0) =w(z) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (8.9) est assez réguliere dans |0, T'[x €2, montrer
que, pour tout t € [0, 7], on a I'égalité d’'énergie suivante

|2 s [ vttt = [ueraes [ (9o i
+2//fxsatxs)da:ds

2. En déduire qu'il existe une constante C'(T") (indépendante des données autre que
T) telle que

‘?j(w t) dm+/|Vux O de <

c(T) (/u1 dx—l—/quo )|? dx—i—/ /fa:s dxds)
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3. Montrer qu'il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y com-

pris T') telle que
da:+/|Vuxt)| d:c<C(/ \(2)2dx
Q

/8u

:L’t

8t(

+/Q|Vu0($)|2dx+ (/0 (/Qf(x,s)Qd:E> 2d5>2

1. Supposons que u soit une solution suffisamment réguliere, de 1’équation des
ondes. On a

Correction.

oud*u  Ou ou

——— — —Au=f—.

ot o> Ot ot
Par intégration sur le domaine €2, il vient en échangeant les opérateurs d’inté-
gration en espace et de dérivation en temps (ce qui est licite pour u réguliere)

que
2dt zdt/W“' dx_/f

Par intégration en temps, on obtient 1’égalité voulue.

2. En appliquant I'inégalité

[ [ 56092, s < (//fz“dxds+//

a celle précédemment obtenue, on obtient que
ou

|\
§/9|u1(:c)|2dx+/QW“O“)‘QCL’C*/O /QfQ(x,s)da:ds_F Ot

D’apres le Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.1), on en déduit que pour

tout t < 7T,
d:p+/ \Vu(x,t)|[*dx

J
< (/Q |u1(:p)|2dx+/9|Vu0(m)|2dx+/Ot/9f2(x,s)dxds).

3. De I’égalité obtenue dans la premiere partie de ’exercice, on déduit a l'aide de
I'inégalité de Schwarz que

/8u2
Q| ot
< [ emanyanea [ ([ o)

dxds

N——

—(x,t)

d:)s+/ (Vu(z,t)|[*dx

2
—| dxds.

ou

T —(x,t)

dx + / |Vul? dx
0

ou

ot

) 1/2
dx) .
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D’apres la variante du Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.2),

J

ou
E(:a t)

< ((/Q |u1(x)|2+|Vu0(x)|2dx)1/2+/ot (/Q f?(x,s)dx)l/2d3)2

d’ott 'on déduit 'estimation recherchée avec C' = 2 (il suffit d’utiliser I'inégalité
(a+0)* <2(a®+1?)).

2
dx—l—/ |Vu(x,t)[*dx
0

Exercice 8.3.2 On suppose que les hypotheéses du Théoreme 8.3.4 sont vérifiées, que
le terme source est nul f = 0 et que la solution u de (8.9) est réguliere dans [0, 7] x €.
Montrer que, pour tout entier m > 1, on a

2

> dr = 0.

4
dt J

Correction. 1l suffit de remarquer que la fonction 8™ 'u/9™ 1t est elle-méme
solution d’une équation d’onde avec conditions de Dirichlet homogenes au bord,
sans terme source.

oy
atmfl

o™u
otm

2
+]v

Exercice 8.3.3 Soit © un ouvert borné régulier connexe de RY. Soit ;1 > 0 et \ les
coefficients de Lamé d'un solide élastique tels que 2u.+ N > 0. Soit une donnée initiale
(ug,uy) € HY Q)N x L2(Q)V, et un terme source f € L(]0, T'[; L*(2))". Montrer qu'il
existe une unique solution u € C([0,T]; H}(Q))N N C*([0, T); L*(2))N de

2

Y div (2ue(u) + Mr(e(u)Id) = £ dans Qx]0, T,

p—
ot?
u="0 sur 00x]0, T, (8.10)
u(t =0) = ug(x) dans €2,
%(t =0) =u(z) dans .

En supposant que la solution u est assez réguliere, montrer que, pour tout t € [0, 7],
on a |'égalité d'énergie suivante
0

2
g/ﬂ (3_1; dx+;¢/ﬂ|e(u)|2da:+%/ﬂ(divu)de:g/ﬂ|u1|2da7

2 A . 9 ! ou
+u [ le(uo)|” dx + = [ (divug)“dr + f - —duzds.
Q 2 Jq 0 Jo~ Ot

En déduire une estimation d'énergie.

Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-,-) définie pour tout u et v €
HY(Q)Y par

a(u, v) = /Q (2pe(u) - e(v) + Adiva) (dive)) da.
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La formulation variationnelle associée au systeme d’équations aux dérivées partielles
consiste & déterminer u € C([0,T]; HY(Q)™) N C([0, T]; L2(2)Y) tel que

2 2
Wﬂ(u,v)zfgf-vdw
u(t = 0) = up; %(t:O):m

pour tout v € H}(Q)V. La forme bilinéaire a est continue et coercive sur H}(Q)V. La
coercivité de la forme bilinéaire a est établie dans les preuves du Théoremes 5.3.1
et 5.3.4 et découle du Lemme de Korn 5.3.3 ou de sa version simplifiée 5.3.2.
Les hypotheses du Théoreme 8.3.1 sont vérifiées, il existe une unique solution a la
formulation variationnelle. En appliquant la fonction test v = du/0t a la formulation
variationnelle, on en déduit que

S [ e [ et [ atar) = [ 52
ii\2 ), xuﬂeuxzﬂlvux—ﬂatx.

L’égalité d’énergie en découle par une simple intégration. En procédant comme pour
I’Exercice 8.3.1 on obtient les estimations d’énergie suivantes. Tout d’abord, pour
tout T il existe une constante C'(T") ne dépendant que du temps final T telle que

A

C(T) (/Q|u1|2dx+/92,u|e(u0)|2+)\(divu0)2d:v+/0t/g|f|2dxds).

ou

ot

2
Ou dx + / 2 |e(uw))® + A(divu)?dz <
Q

ou

De plus, il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y compris

T) telle que
Lla

/Q 21 e(uo)|? + Mdiviig)2dz + ( /0 t ( /Q | f|2dx)1/2ds)2>.

Exercice 8.4.1 On reprend les hypothéses de la Proposition 8.4.1. Soit f(z) € L?(2)
et u la solution de

2
dr + / 21 |e(u)|2 + A(divu)?dz < C’(/ |u1|2 dz+
) )

u_ Au=f dans |0, +-00[x €2
u(z,t) =0 sur |0, +00[x 0
u(z,0) = up(x) dans Q.

Soit v(z) € Hy () la solution de

—Av=f dans {2
v=>0 sur 0f2.

Montrer que limy o ||u(z,t) — v(2)||12(0) = 0.
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Correction.

On pose u(x,t) = u(x,t) — v(x). La fonction 4 est solution de 'équation de
la chaleur avec conditions de Dirichlet homogenes et condition initiale @(z,0) =
up(z) — v(x). Ainsi, d’apres la Proposition 8.4.1,

lim |ju(z,t) —v(x)| L2() = 0.

t—-+o0

Exercice 8.4.2 Soit € un ouvert borné régulier de RY. Soit uy € L2(2) et u la
solution du probleme

B Ay = dans ]0, +o00[x 2
u(z,t) = sur |0, +o00[x 052 (8.11)

u(z,0) = ug(x) dans Q.
Soit A la plus petite valeur propre du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet.

On note u; la valeur propre assoicée normalisé en norme L?. Montrer qu'il existe une
constante positive C' telle que

Ju(t) — afe ™My |12 < Ce ™ Vi >1, avec o) = / uouy dz, (8.12)
Q

ou A désigne la k-eme valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet.

Correction.
On rappelle que la solution u de I’équation (8.11) est donnée par

[e.e]
u(t) = Z ade My,
k=1

ol A\, sont les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet
et uy, est la famille de vecteurs propres associé, base orhtonormale de L?*(£2). Ainsi,

[e.e]
0 _—Xit o 0_—Art
u(t) — aje uy = E age” *uy.
k=2

et
00 1/2
lu(t) — afe M uy|| 20y = e (Z |a2\262w&)> .
k=2

Comme A\, — A > 0, on en déduit que

o 1/2
Ju(t) — afe ™ty 2y < e (Z |a2\2> < e |lugl| 2
k=2
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Exercice 8.4.3 Soit Q un ouvert borné régulier de R™. On note u; la premiere fonction
propre du Laplacien dans () avec condition de Dirichlet, A; la valeur propre associée. On
rappelle que I'on peut choisir u; > 0 dans €2 (voir le Théoreme de Krein-Rutman 7.3.10)
et on admettra que I'on a aussi Juy /On > 0 sur Q. Soit f = 0, ug € L*(2) et u I'unique
solution (supposée réguliere) de (8.1).

Soit € > 0. Montrer que I'on peut trouver une constante positive K telle que

—Kuy(7) <u(z,e) < Kuy(z) Va €, (8.13)
et en déduire qu'il existe une constante positive C' telle que

max |u(x,t)| < Ce ™" Vi > e (8.14)
e

Correction. Pour tout ¢ > 0, u(x,¢) est une fonction de classe C*°(£2). Rappelons
que u(z) est également une fonction réguliere sur €2, qu’elle est strictement positive

sur ) et que duy/On > 0 sur Of.
ou 811,1
Srtwe) /S

Soit
Ky =1+ sup
On introduit les fonctions vy et v_ définies par

€N

vy (x) = Kyug () — u(x, €)
v_(z) = Kjup(x) + u(zx, e)

On vérifie sans mal que dvy/dn > 0 sur 0L2. Il existe donc un voisinage w de 95 tel
que pour tout x € w,
ve(x) > 0.

Il existe un compact A C Q tel que AU w = 2. On pose

[y = max |u(z, €) /u (2)]

et K = max(K7, K3). On vérifie sans peine que
—Kui(x) <wu(z,e) < Kuy(z).

La fonction @(x,t) = Ke (%), est une solution de I'équation de la chaleur (8.1)
sur t > ¢ avec f =0 et u(z,e) = Kuy(z) comme condition initiale. Enfin, comme

—QNL(I‘,E) < U(ZL‘,S) < ﬂ(x,e),
on déduit du principe du maximum de la Proposition 8.4.2 que

pour tout ¢t > . On a donc montré que, pour tout z € €2 et tout t > ¢,

lu(x, t)| < (KeAlg maxul(av)) e Mt

el
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Exercice 8.4.4 Soit 2 un ouvert borné régulier de RY. Soit uy € L>(Q), f € L>®(2x
R)), et w € C([0,T]; L*(2)) N L*(]0, T[; H3(2)) I'unique solution de (8.1). Montrer
que
D2
ol ey < Mollzei@y + el pqanty (8.15)

ol D = sup, ,cq |z —y| est le diametre de Q2. On pourra utilement introduire la fonction
Y € Hj(Q) telle que —A = 1 dans .

Correction. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout (¢, x) €
R} x Q,
D2
u(z,8) < [l (o) + 557l
En appliquant ce résultat a —u au lieu de u et en combinant les deux estimations
obtenues, on prouve l'estimation souhaitée.
Introduisons la fonction u, solution de

85—1: — Auy = Hf”LOO(QxR;") dans ]0; T[x

ug(x,t) =0 sur |0; T[x 082

Uy (2,0) = |lug|| Lo (0) dans €.
D’apres le principe du maximum, u < wu,. Il suffit donc de prouver le résultat
pour u = u,. Dans un premier temps, on considere le cas f = 0. Il s’agit de
prouver que pour presque tout (¢, z) €]0,T[xQ, on a |u(z,t)| < |lug|| pe(q). D’apres
le principe du maximum de la Proposition 8.4.2, on a déja u > 0. Reste a prouver
que u < [Jugl| o). A cet effet, on procede comme lors de la preuve de la Proposition
8.4.2. On introduit la fonction u = max(u— ||ugl| g, 0). En vertu du Lemme 5.2.24,

ue L*(]0,T[; HX(Q)) et
/Vu-Vﬂdx :/ IVu|*dz.
Q Q

De méme, si u est suffisamment réguliere (ce que nous admettrons par la suite),

Ou

Remarque 8.4.1 D’apres la Proposition 8.4.6, pour tout 6 > 0, la fonction u
appartient a H' ()6, T[; L*(Q)). Elle est donc assez réguliére pour que le Lemme de
troncature 5.2.24 s’applique de sorte a justifier [’équation précédente.

Par conséquent, en multipliant I’équation vérifiée par u par u, on obtient par inté-
gration sur €2, puis par intégration par partie que

th (/ [l dx) /ywy dr = 0.

En intégrant cette équation en temps, il vient

/|u|d:c——/|u \d:c—l—/ /|Vu\d:cdt—0
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Comme u(t = 0) = 0, on en déduit que u = 0, c’est a dire u < |Jug||r=. On se place
dorénavant dans le cas général (f non nécessairement nul). Soit ¥ la solution du
probleme aux limites ¢ € Hg(Q), —A¢ = 1. On pose v = uy — || f[| oo (qurr)?- La
fonction v est solution du probleme

& —Av=0 dans |0; 7T
v(z,t) =0 sur]0; T[x 5
v(z,0) = ||U0HL°<>(Q) - ||f||Loo(Qij)¢ dans Q.

Comme 1 > 0, pour tout & € 2 on a v(x,0) < ||ug||L=(o). Ainsi, pour tout ¢,
v(z,t) < [Juol| Lo - (8.16)

On a donc obtenu que uy < ||ug||ze + || f||z<. Il reste & majorer ¢ afin d’obtenir
Iestimation souhaitée. Sans perte de généralité, on peut supposer que 'origine de
RY appartient au bord de Q. Comme

—Alz[?/(2N) = 1 = —As) dans

et
|[?/(2N) > 0 = ¢(x) sur 09,

le principe du maximum implique que |z|?/2N > ¢ (z). Or |x| est majoré sur {2 par
de diametre de Q, ainsi ||¢)|| 1= (o) < D?/2N, ce qui acheve la preuve.

Exercice 8.4.5 (difficile) Démontrer rigoureusement la Proposition 8.4.5 suivante :
Soit € un ouvert borné régulier de classe C* de RY, et soit un temps final 7" > 0. Soit
ug € L*(Q), et u 'unique solution dans C'([0,T; L*(2)) N L3(]0, T[; H}(2)) de

Gu — Ay = dans ]0, T'[x (2
u(z,t) =0 sur 10, T[x 02 (8.17)

u(x,0) = ug(x) dans €.

Alors, pour tout € > 0, u est de classe C™ en x et t dans Q x [¢, T].
Pour cela on introduira, pour tout entier m > 0, I'espace

W2™(Q) = {v e H*™(Q), v=Av =---A™ v = 0 sur 90}, (8.18)

que I'on munit de la norme ||v\|‘24/2m(9) = [ [(A)™v|*dz, dont on montrera qu’elle est
équivalente a la norme de H*™((2). On reprendra la démonstration du Théoréme 8.2.3 en
montrant que la suite (wy,) des sommes partielles est de Cauchy dans C*([e, T'], W?2™(1Q2)).

Correction.

La démonstration se fait par récurrence sur m. Pour m = 1, en posant f = Awv, le
Théoreme 5.2.26 de régularité nous dit exactement que, si f € L*(Q) et v € H}(Q)
alors v € H?(2), c’est a dire que

0]l r2(0) < C||Av||12(q) pour tout v € Hy(Q).



148 CHAPITRE 8. PROBLEMES D’EVOLUTION

L’inégalité inverse est évidente, d’ou l'équivalence des normes dans le cas m =
1. Supposons que [[v[|y2mm-1)(q) est une norme équivalente & ||v[|y2on-1) pour les
fonctions de W2m=1(Q). Le Théoreme de régularité 5.2.26 nous dit aussi que

||U||H2m(Q) S CHAUHHQ(m—l)(Q) pour tout v € H&(Q),
c’est a dire, en utilisant I'hypotheése de récurrence pour v € W?2™(Q),
HU||H2m(Q) S C”A’U”W2(m—1)(g) = CHAm71<A’0)“L2(Q) = C”UHV[mm(Q),

ce qui prouve que ||v||y2m ) est une norme équivalente a ||v|| g2m oy pour les fonctions
de W2™(Q) (inégalité inverse est évidente).

On se propose de montrer que u € C*([g, T], W?™(Q)). A cet effet, il suffit
de prouver que la suite w; des sommes partielles introduites dans la preuve du
Théoreme 8.2.3 est de Cauchy pour la norme C*([g, T], W?™(2)). Notons que toute
fonction propre u; appartient & W?2™(Q) pour tout m (car A™u; = A"u; = 0 sur
0€2). On rappelle que

k
wh(t) = Z ade N,
j=1

Ainsi, soit [ et k deux entiers naturels non nuls,

. 2
Z ad (=) e N (A ;| de.
=k

2

W2m(Q) /Q

Comme u; est une base de vecteur propres orthonormale du Laplacien, (A)™u; =
(—)\j)muj et

[

[

Or pour tout € > 0, pour tout m et ¢, il existe une constant C'(¢,m, () telle que
|(_/\j)m+£€_)\jt|2 < O(5v m, 6)
pour tout ¢ > € et tout indice j. Ainsi, pour tout ¢ > ¢, on a

[l

ou le second membre tend vers zéro lorsque k et [ tendent vers l'infini. La suite
w” est donc de Cauchy dans C*([e, T]; W?™(2)). Elle est donc convergente dans cet
espace et u € C*([e, T]; W2™(Q)).

Ww2am

!
j=k
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Exercice 8.4.6 Pour ug € L?*(RY) et t > 0, on pose

1 _lz—y?
S(t)ug = W/RN uo(y)e” = dy.

Vérifier que S(t) est un opérateur linéaire continu de L?(R”) dans L?(R"). En posant
S(0) = Id (I'identité de L*(RY)), vérifier que (S(¢));>0 est un semi-groupe d’'opérateurs
qui dépendent continiiment de ¢, c'est-a-dire qu'ils vérifient S(t + ¢') = S(t)S(t') pour
t,t' > 0. Soit f € C*(RT; L*(RY)). Montrer que le probléme

{ u_Au=f  dans]0,+oo[xRY

u(z,0) = ug(z) dans RY. (8.19)

admet une unique solution u € C(R™; L2(RY)) N CY(R]; L*(RY)), donnée par

t
u(t) = S(t)uo + / S(t—s)f(s)ds, (8.20)
0
c'est-a-dire
_l—y®  dy t _le—yl? dy ds
t) = a4 — at—s) ——— =
U(ZL’, ) /[RN uo(y)e (4’/Tt)N/2 +/0 BN f(ya 8)6 (47T(t— S))N/Q
Correction.

Par mesure de commodité, on notera indifférement la transformée de Fourier
d’une fontion v par ¢ ou F(v). La linéarité de 'opérateur S(t) est évidente.
Continuité de ’opérateur. Montrons que pour tout réel ¢ positif ou nul, S(t) est
continu de L2(RY) dans L?(R”). La norme L?(R") de S(t)uy étant égale & la norme
L*(RY) de sa transformée de Fourier, il suffit de vérifier la continuité de L*(RY)
dans L?(RY) de I'application qui & uq associe F(S(¢)ug)). Notons tout d’abord que
S(t)ug est égale au produit de convolution de u est d'un Gaussienne

1 2
S(t)uy = WUO s e~ lel/At,
Or la transformée de Fourier d’un produit de convolution est égale (& un coeffi-
cient pres, du a la définition de la transformée de Fourier choisie) au produit des
transformées de Fourier. Plus précisément, on a pour toutes fonctions v et w de
L*(RY)
Flosw) = (2m)N20uw.

Enfin la transformée de Fourier d’'une Gaussienne est une Gaussienne : pour tout
réel a, on a
Flet)(€) = (20) N2 /10

On déduit de ces deux propriétés que

F(S(tyuo)(€) = ape ™



150 CHAPITRE 8. PROBLEMES D’EVOLUTION

Ainsi, pour tout ug € L?(RY),

—lgl?

1S (t)uoll 2y = ldoe™ || p2eny < [ltioll L2eyy = lluoll 2@y)

et S(t) est un opérateur continu de L*(R") dans L?*(R") de norme inférieure & 1.
Propriété de semi-groupe. Montrons que S(¢) est un semi-groupe. Pour tout
réels t et ¢’ positifs, on a

F(S(t+t")ug) = tge e 6 = F(S()ug)e ¥ = F(S#')(S(t)uo))
en appliquant la transformée de Fourier inverse, on obtient que
S(t+t) (ug) = S (S(t)ug).

Ainsi, S(t+t') = S(t')S(¢t).
Cas homogene. On considere tout d’abord le cas homogene, c’est a dire f = 0.
Montrons que u(-) = S(-)ug € C(R*T, L*(RY)). Soit ¢ et ¢’ réels positifs ou nuls, on a

[u(t) = w(t) || 2ry = [(S(F) = S(&))uoll L2
< lug = S(|t = t')uoll L2@ry = [|(1 — 67"l2lt7t/|)ao(')HL?(RN).
Or |(1 — e BPI=¥1)g| est borné uniformément par rapport & ¢ et ¢ par 2|io|. Ainsi,
par application du Théoreme de convergence dominé de Lebesegue, on en déduit la
continuité de application u de RT & valeurs dans L*(RY).
Montrons que u(-) = S(-)ug € C*(R}, L?(RY)). Notons qu'il est équivalent d’établir
la dérivabilité de la transformée de Fourier de u. On rappelle que

F(S(t)ug) = e " g,
d’ou on déduit formellement que

d

Z (F(S(t)uo)) = —[e[Pe M g = —[¢PF(S()uo)-

En appliquant la transformée de Fourier inverse a cette expression, il vient

d

5 (5()uo) = A(S(t)up),

d’olt on déduit que S(t)ug est solution de I’équation de la chaleur avec second membre
nul. Reste a établir rigoureusement que F(S(t)ug) est dérivable de R} a valeurs dans
L?(RY). Notons tout d’abord que |€|2e~ €4 apparient effectivement & L2(RY). Afin
de prouver qu’il s’agit de la dérivée de e“ﬂZ%O, il reste a établir que pour tout t > 0,

1(88) 7 (e 10D — e Gt e ) | ey = 0(81).

A cet effet, on peut utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale suivante

1
eI+t — oIl _ gl 2em 6P 4 (6t)2/ |¢[te 6P (+s0t) g
0
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On en déduit que des que 6t > —t/2, on a
1 1
S (N0 _ Ity 5pe ety — gy / g[teEP e g < g / €[teleP2 g,
0 0

Or, pour t fixé, on a
2
sup |€|*e ™12 = Oy < 0.
13

Il s’en suit que
_ _ 2 _ 2 _ 2
1(38) 7 (eI 00 — 7l gt Pe™ )| Loy < Cilluol| 2 @)t

ce qui conclut la preuve de la dérivabilité de v dans le cas f = 0.

Cas non homogene. D’apres les résultats précédents, on a établi que dans le cas
f =0, la fonction u définie par (8.19) était solution de (8.20). D’apres la linéarité
de la définition (8.19) de u et de I'équation (8.20), il suffit de considérer le cas f # 0
et ug = 0 pour conclure. Dans ce cas, on a

u(t) :/0 S(t—s)f(s)ds.

Par un simple changement de variable, on en déduit que

u(t) :/0 S(s)f(t—s)ds.

Enfin, 'opérateur S(s) étant uniformément continu de L*(RY) & valeurs dans L?(R")
et f appartenant a C*(R*, L2(R")), on en déduit que u est dérivable par rapport &
t dans L2(RY) et que
du ¢ ,
pri S(s)f'(t —s)ds+ S(t)f(0).
0

Il en découle que
di o teslel? fr —e? 7
Q) = [ I s ) ds 4+ P f(0,6).
0
En effectuant une intégration par partie sur le premier terme du membre de droite
de cette équation, il vient

di 2 A t t 2 A 2 A
GO = [T ] — e [ IR s s+ 1 0,

t
0
= f(t,€) — €.
Par transformation de Fourier inverse, on en déduit que
du

oA
dt u+f7

= f(t6) — e / e =IEE (s, €) ds

et on a évidemment u(t = 0) = 0.
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Exercice 8.4.7 (égalité d’énergie) Soit u la solution de I'équation de la chaleur
(8.19) avec f = 0. Montrer que, pour tout 7" > 0,

1 T 1
—/ U(ZL‘,T)QdZU—I—/ / |Vu(x,t)*dz dt = —/ uo(z)d.
2 RN 0 RN 2 RN

Correction. On rappelle que la transformée de Fourier de Vu est iu. Comme la
transformée de Fourier est une isométrie de L2(RN) et @ = tige "%, on a

1 T
Dy + [ V(O3
0

1

T
D ey + [ €GO,
0

1 ) T .
=5 |l Pe T ac+ [ [ Rt e e

e e O R (N e R
2 RN ’ 2 RN JO at ’

1 1
=5 | 1@ = ZlualEaany

Exercice 8.4.8 (principe du maximum) Soit « la solution de I'équation de la cha-
leur (8.19) avec f = 0. Montrer que, si ug € L>(RY), alors u(t) € L>*°(RY) et

”u(t)HLOO(RN) < HUOHLOO(RN) Vit > 0.
Montrer que, si ug > 0 presque partout dans RY, alors u > 0 dans R x R} .

Correction. On majore la formule explicite pour u

[[uo]] oo Ly
oo < Y /4t == .
Juldll~ < g [y = ol
Enfin, d’apres I'expression de explicite de u en fonction de uyg, il est évident que si
ug > 0 presque partout, u > 0 presque partout.

Exercice 8.4.9 (effet régularisant) Soit u la solution de I'équation de la chaleur
(8.19) avec f = 0. Montrer que u € C*(R" x R}).

Correction.
D’apres l'expression de la transformée de Fourier de w,

ﬁ(f, t) = ﬁ0<£>ei|£‘2ta

pour tout multi-indice « et pour tout ¢ > 0, la fonction (§,t) — [£|*0(E, ) est
continue en temps a valeurs dans L?(RY). Ainsi, par transformation de Fourier
inverse, 0%u est un élément de C(R], L?(RY)). En d’autres termes, pour tout entier
m, u appartient & C'(R}, H™(RY)). D’apres les injections de Sobolev, on en déduit
que u(t) € C(R},C=(RY)). En effectuant une analyse similaire sur 2:*, on en déduit
que u € C®(RF, C®(RY)) = C=(RY x R]).
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Exercice 8.4.10 (comportement asymptotique) Soit u la solution de I'équation
de la chaleur (8.19) avec f = 0. Montrer que

lim u(z,t)=0 VYt>0, et lim u(z,t)=0 VzecRY.

|z|—+00 t——+00

Correction.
Soit 7 un réel positif, on décompose I'intégrale définissant u(x,t) en deux inté-
grales

_lz—y|?

1 _le—yl?
u(z,t) = —(47rt)N/2 (/x—y|2r uo(y)e dy + /|m_y|9 uo(y)e dy).

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a chacun des termes, on en déduit que

1 _lz—y)? 1/2
()] < ||uo||L2RN( [ et
(47Tt)N/2 RY) la—ylzr )

( / |uo<y>|2dy>”2).
L2(RN) lz—y|<r

On note B, la boule de rayon r centrée en l'origine. On a

2
—lz|

e 4

+

1 —lof?
u(z, )] € 5 | luoll 2 ||e ™
(47t) L2(RN\B,)
g2 , 1/2
+ e = |uo(y)[” dy
L2(RN) lz—y|<r

a2
Pour tout réel € > 0, pour r assez grand, on a ||ug||r2@n)le T | z2@™\B,) < €. De
plus, pour z assez grand (r étant fixé), comme u® € L2(RY), on a

1/2
([ lwPa) <
L2(RN) lz—y|<r

2¢e
(4mt)N/2 -

—|x|?
e 4t

Ainsi, pour tout e, pour x assez grand on a |u(z,t)| < En d’autres termes,

lim wu(z,t) =0 pour tout ¢ > 0.

|z| =400
On rappelle que a(,t) = ao(g)e*\fl%. Ainsi,
~ ~ _ 2
ey = N ey = | T g
et d’apres le Théoreme de convergence dominé de Lebesgue, |u(t)||2m~) converge

vers zéro lorsque t tend vers 'infini. Le méme raisonnement appliqué aux dérivées
partielles de u d’ordre quelconque nous donne que pour tout entier m, la norme
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H™ de u(t) converge vers zéro lorsque ¢ tend vers U'infini. D’apres les injections de
Sobolev, on en déduit que, pour tout entier r, la norme de u(t) dans C"(R) tend
vers zéro quand ¢t — oco. En particulier,

lim u(z,t) = 0 pour tout z € RY.
t—+o0

Exercice 8.4.11 (vitesse de propagation infinie) Soit u la solution de I'équation
de la chaleur (8.19) avec f = 0. Montrer que, si uy > 0 et ug # 0, alors u(z,t) > 0
dans RV x R}

Correction.
Soit ug > 0. D’apres le principe du maximum, on a u > 0. Par contraposé, il
suffit donc de montrer que s’il existe (z,t) € RY x Rf tel que u(x,t) = 0, alors

up(y) = 0 presque partout. Ce dernier résultat est plus ou moins trivial, en effet,
N . - . _le—y)?
d’aprés Dexpression explicite de u(x,t), si u(z,t) = 0, on a ug(y)e™ i = 0 pour

presque tout y et donc uy(y) = 0 presque partout.

Exercice 8.5.1 Soit n > 0. On considere |'équation des ondes amortie

2y u *
?,7+77%—Auzf p.p. dans 2 x R%

u=">0 p.p. sur 02 x R%
u(z,0) = ug(x) p.p. dans x € Q (8.21)
9u(2,0) = uy () p.p. dans x € €.

On suppose que u est une solution suffisamment réguliere de (8.21) et que f est nul
apres un temps fini. Montrer, a I'aide d'un lemme de Gronwall (voir I'Exercice 8.2.1),
que u et g—? décroissent exponentiellement vers zéro lorsque le temps ¢ tend vers |'infini.

Correction.

Comme on s’interesse uniquement a une propriété asymptotique de la solution
et que f est nul pour ¢ assez grand, on peut supposer, sans perte de généralité,
que f = 0. Soit o un réel strictement positif. On pose v = e**u. La fonction v est
solution du probleme aux limites

%—l—(n—?a)%—Av—l—a(n—a)v:O p.p. dans  x R*

v=20 p.p. sur 992 x R%
v(x,0) = vo(x) p.p. dans z € Q
9 (z,0) = v () p.p. dans z € Q.

ol vy = ug et v1 = aug + uy. En multipliant I'équation vérifée par v dans 2 par
OJv/0t, on obtient suite a une intégration par partie et un échange de l'opérateur
d’intégration par rapport au domaine et de dérivation par rapport au temps que
d (1 / ?
dt \ 2 Jq

v dx.

ot

dv
ot

+ | Vo]? — aln — a)|v|? dw) = (2a — 77)/Q
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Ainsi, si @ < /2, on en déduit qu'il existe C, tel que

3!
2 Ja

Enfin, d’apres I'inégalité de Poincaré, il existe une constante C' > 0 telle que
/ Vo|*dx > C’/ [v|? du,
Q Q

2
+(C = a(n— o)) dz < C,.

2

ov + | Vo]? — a(n — a)v)? dz < C,.

ot

et la majoration suivante

1

2 Ja
Il existe a (strictement positif) tel que C'—a(n—a) soit strictement positif (il suffit de
choisir « assez petit. Il découle de I'inégalité précédente que les normes L? de dv /0t
et de v sont bornées, pourvu que o € R soit choisi suffisamment petit. Comme

u=e et Ju/ot = (Ov/Ot — av)e™™, u est Ju/Ot déroissent exponentiellement
vers zéro lorsque t tend vers l'infini.

v
ot

Exercice 8.5.2 Soit u(t, z) la solution, supposée suffisamment réguliére, de I'équation
des ondes (8.9). En I'absence de terme source, montrer que

o1 o1t , 1
lim — de = lim - \Vu|”dz = = Ey,
t——+oo { 0o Ja t—4oco t o Ja 2

avec Fj I'énergie initiale

2

u
ot

Eoz/ u (, t)[? dm+/ Vg (z,t)]* da.
Q Q

Pour cela on multipliera I'équation (8.9) par u et on intégrera par partie.

Correction.
En multipliant ’équation des ondes par u, on obtient par intégration sur 2x]0, ¢[

t aQu t
/ / ——u(z, s) dxds—l—/ / |Vu(x, s)|* dvds = 0.
0 Jo Ot 0 Ja

En intégrant par partie en temps le premier terme de cette équation, on en déduit
que

t
@u(:c,t)dx—/uluodx—//
o Ot 0 0 Jo

que

2 t
da:ds—l—/ /\Vu(x,s)|2dxds
0 Jo
=0.

ou
a(xv 8)
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Ainsi,

1 t t 2
- / /|Vu(x,s)|2dxds—/ / dxds
t\ Jo Ja 0 Jo
1 400
= - (/ uluoda:—/@u(a:,t)d:v> SmasaNy(}
t \ s o Ot

car fQ %u(z,t)dx est uniformément borné en temps. D’autre part, I’équation de
conservation de I'énergie implique que

1 t t
- / / |Vul*dzds +/ /
t \Jo Ja 0o Ja

En sommant ces deux équations on obtient que
1 t
),
1 t
- / / |Vul*dz,
t Jo Ja

Exercice 8.5.3 On considere I'équation des ondes dans tout I'espace R

Pu Ay =0 dans RY x R*

ou
E(xvs)

du
ot

2
dxds) = k.

ou|?
—1 d
at| ¢

et donc

convergent vers Ey/2.

92
u(x,0) = up(z) dansz € RY (8.22)
94(2,0) = uy(z) dansz € RY,

avec une donnée initiale (ug, u;) réguliére et a support compact. Montrer que la solution
u(t, z) peut se mettre sous la forme

w(z,t) = (Mu)(z, 1) + (‘9(1‘;“@) (z,1),

ou M est un opérateur de moyenne défini par
+t

SN =1, (Mv)at) = %/ o(z — £)de,

—t

1 —
i N =2, (Mo)(a,t) = o /mq ;g—_ifgpdg,

siN =3, (Mv)(z,t)= 4% /M:tv(:v —&)ds(§),

ou ds(§) est la mesure surfacique de la sphére. En déduire que la solution u en (¢, x)
ne dépend que des valeurs des données initiales ug et u; sur la boule |z| < . (Pour
savoir comment on trouve les expressions ci-dessus de |'opérateur M, nous renvoyons au
chapitre 9 de [3].)
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Correction.
On procede de maniere identique dans les trois cas : dans un premier temps, on
vérifie que pour toute fonction v,

O*Mwv
ot?
Pour tout couple (x,t) tel que t > 0. On en déduit que la fonction u définie a 'aide

de Muy et Mug vérifie bien I'équation des ondes. Il reste a montrer qu’elle vérifie
les conditions aux limites, c¢’est a dire que

(x,t) = A(Mv)(z,t) (8.23)

Muv(z,0) =0
OMwv

Y .0) = (o)
9> Mv
W(%O) =0

Le cas N = 1 est essentiellement élémentaire. Etudions directement les cas N = 2
ou 3.

Cas N=2. Tout d’abord, on effectue un changement de variable afin de définir Mwv
a I’aide d’une intégrale dont le domaine est indépendant du temps. On a

1 v(x — &)t
Mo~ g f T

Si on suppose que v est assez réguliere, on peut échanger les opérateur d’intégration
et de dérivation lors du calcul des dérivées partielles. On obtient

9> Mv 1/ t(D*v(x —t£)€) - & — 2Vu(z — t€) - €
l€1<1

o om (1 - €)™

dg

1 Av(z — t§)

Afin de vérifié (8.23), on introduit, pour tous x et ¢ > 0 fixés, la fonction w(§) =
v(z — t€). Des expressions de 92 Mv/0t? et de A(Mwv), on déduit que

PMv 1 (D*wé€) - £+ 2Vw - &
o~ omt /5|<1 (DR
et que A
1 w
A0 = 3 J T e

Soit r un réel strictement positif tel que » < 1. Par intégration par partie, on montre
que

_Aw e Vw - € 1 |
/M =2~ /|£ - lepe® t iy /E-T(V“’ s -
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De méme,

(D)€ .
/|£|<r L jepyie ™=

2 1 r
[0 (e + ) g [ Teed

On effectue la soustraction de ces deux expressions, puis on fait tendre r vers 1. Les
termes de bords tendent vers zéro, ce qui établit que

Aw — (D*wg) - § Vuw - ¢
d¢ = I N T
/|£|<1 FEERIE 2L<1 - epe®

De I'expression des dérivées partielles de Mv en fonction de w, on en déduit que Mv
vérifie I’équation des ondes (8.23). Reste a prouver que Mv vérifie bien les conditions
aux limites annoncées en ¢t = 0.

On a évidemment Muv(t = 0) = 0. De plus,

oMv 1 / —tVo(x —t€) - € +v(z — t§)
l§1<1

de .

ot 2 (1 - [¢P)172

Ainsi,

oOMv 1 1
or (=0 =vltg /|£ =g %

En passant en coordonnées polaires afin de calculer le terme intégrale, il vient

oMv

T (t=0)=v.
Enfin,
9*Mv 1 / Vou(z) - & 1/ o1
t=0)=—— s d = — Ve (Vo(z)(1 — /2y de .
atg ( ) T €l<1 (1_|§|2>1/2 5 T €<1 13 ( ( )( |£| ) ) 5
Par intégration par partie, on obtient que
PMv, 1 N
T =0 = [ (el =0

Cas N=3. On procede au calcul des dérivées partielles de Mv comme précé-
demment. Il vient

oMy _ 1 / HD?o(x — €)E) - € — 2V - €) ds
|§]=1

o2 4rx

et
1
A(Mv) = E[ﬂ_l tAv(x —t&) ds .
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Soit (x,t) fixé tel que ¢t > 0. On introduit la fonction w(€) = v(z —t£). On a

9*Muv 1

— 2 . .
5 = il /|£_1(D wé) - &+ 2(Vw - &) ds

A(MU):L/ Awds .
At Jig=1

Il suffit donc de remarquer que
/ (D*wé +2Vw — Awé) - £ds =0,
|€]=1

en tant que flux d'un champ de divergence nulle. En effet,
V- (D*wé) = V(Aw) - £+ Aw

et (en dimension 3),

V- (Aw) = 3Aw + V(Aw) - € .

Pour finir, il est aisé de vérifier que Mwv vérifie bien les conditions aux limites an-
noncées (pourvu qu’on sache que la surface de la sphere est 47).

Exercice 8.5.4 On considere I'équation des ondes (8.22) dans un domaine 2 C RY
avec des conditions aux limites indéterminées mais homogenes, et une donnée initiale
(ug, up) réguliere et a support compact dans 2. Vérifier qu'il existe un temps 7" > 0
tel que sur I'intervalle [0, 7] la solution est encore donnée par les formules de I'Exercice

8.5.3.

Correction.

Soit K 'union des supports de ug et u;. Si T est inférieur a la distance de K a la
frontiere de €2, la solution explicite donnée par I'exercice précédent est aussi solution
de I’équation des ondes dans le domaine 2. En effet, les conditions aux limites sont
vérifiées, car u(x,t) est nul des que la distance de x & K est supérieure a t.

Exercice 8.5.5 (application musicale) En admettant que le son se propage selon
I'équation des ondes, montrer qu'il n'est pas possible d'écouter de la musique (audible)
dans un monde de dimension spatiale N = 2, alors que c'est (fort heureusement) possible
en dimension N = 3.

Correction.

En dimension 3, d’apres l'expression de la solution de 1’équation des ondes
obtenu a I’Exercie 8.5.3, on constate (en considérant une source sonore ponctuelle)
que cette derniere est indépendante du point ’espace considéré, a un amortissement
et un décalage temporel pres. Tout auditeur pergoit donc le méme son (tout comme
le musicien par ailleurs) et seul la puissance du signal regu varie. De plus, le son
percu ne dépend que du son émis a un instant donné, ce qui permet en particulier au
musicien d’excercer un retro-controle. Ces deux propriétés ne sont plus vérifiées en
dimension 2. Le son pergu (méme en considérant une source ponctuelle) dépend de
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I’emplacement de 'auditeur et dépend de plus de tout le passé. Cela rend la tache
d’un musicien délicate méme en considérant qu’il n’y a qu’un seul auditeur en un
endroit donné : il lui serait nécessaire de résoudre en temps réel un probleme inverse
difficile. Enfin, il est a noté qu’en dimension 2, il est tout simplement impossible
d’obtenir un silence absolu (méme si la ”pollution sonore” décroit progressivement
au court du temps).

Exercice 8.6.1 La discrétisation en espace d'une équation parabolique conduit a la
résolution de I'équation différentielle ordinaire

dU
MG () + KU =b(t) -

Ult=0)=U"

ol M et K sont les matrices de masse et de rigidité associées au probleme et U(t) € RY
est le vecteur constitué des degrés de libertés de |'approximation spaciale choisie. Dans
I'optique de résoudre numériquement cette équation ordinaire, on introduit le #-schéma
consistant a calculer une approximation U™ € RY de U(nAt) définie par

Un+1 —_yn
MZ—— + K (0U™ + (1= O)U") = b(taa) + (L= O)b(ta).  (825)

ou 6§ € [0,1]. Pour # = 1/2, on obtient le schéma de Crank-Nicholson. Nous allons
également considéré un autre schéma, dit de Gear, défini par

3U™ — 44U U
M AL i + KU = b(t,41). (8.26)

Montrer que le schéma de Crank-Nicholson et celui de Gear sont d’ordre 2 (en temps),
tandis que le O-schéma pour 6 # 1/2 est d'ordre 1.

Correction.
Schéma de Crank-Nicholson et #-schéma

Soit U la solution de ’équation différentielle (8.24). L’erreur de troncature du
schéma du #-schéma est

U(tn—H) B U(tn)
At

EU)=M + KOU (tps1) + (1 —0)U(L,))

= (0b(tns1) + (1 = 0)b(tn)) -

En effectuant un développement de Taylor en t = t,,, on obtient

dU M 22U dU  db
BE(U) = ( ME- A NN G °c v
) (MdtJrlCU b)+ t(2 dt2+9(/cdt dt))

MABU KU  6d%* )
+ (At)Q (FW + 7W - 5@) + O((At)d)
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En exploitant 1’équation vérifiée par U, on en déduit que

1-20 (db B
. (E—ICM (b—ICU))

,1-30

E(U) = At

((ICM‘l)Q(b — KU) + ICM‘1% + %) + O((A1)?).

+ (At)

Pour 6 # 1/2, le §-schéma est d’ordre 1 en temps tandis que le schéma de Crank-
Nicholson (qui correspond au cas 6 = 1/2) est d’ordre 2 en temps.
Schéma de Gear

Dans le cas du schéma de Gear, I'erreur de troncature est

2U (tps1) — AU (tn) + Ul(tn-1)
2At

En effectuant un développement de Taylor en ¢t = ¢,,,1, on obtient

B(U) = (Md—U +KU - b) (hor) + B0 20

E(U) =M

+ KU (tas1) — b(tarr).

[~ a"v 3
" M ) + 021,
Si U est solution de (8.24), on a donc

(At)? AU
3 M dt3

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps.

E(U) = (1) + OU(ALP).

Exercice 8.6.2 On considére le §-schéma (8.25) avec 1/2 < 6 < 1. On note ||U||pm =
VMU - U. Démontrer |'équivalent discret suivant de I'inégalité d'énergie (8.17)

no T
[0, + 3 AtKOm - O < C (HU% b [ I + 0<1>) .

n=0

oli ng = T'/At. Pour cela, on prendra le produit scalaire de (8.25) avec U™ = U™ +
(1—-0)U".

Correction. Afin d’établir I'inégalité d’énergie demandée, on procede comme dans
le cas continue. A cet effet, on utilise une version discrete du lemme de Gronwall :
Si v™ est une suite de réels positifs tels que pour a > v® > 0et b >0, on a

"t < a—l—va”,
p=0
alors pour tout n, on a
v" <a(l+0b)".

Dans un premier temps, nous allons donc démontrer ce lemme, puis 'appliquer au
f-schéma afin d’obtenir 'estimation d’énergie souhaitée. On introduit la suite w,
définie par

n
Wt =a+0b E w?,
p=0
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w' = a. On vérifie que w™ = a(1l + b)" et que v" < w™, ce qui prouve la version

discrete de lemme de Gronwall. Nous allons maintenant appliquer ce lemme afin
d’obtenir 'estimation voulue.
Notons que

MU = Um) - (U™ + (1= 0)U™) = [|U™ |3 — 1U" [
+ (20 — )| U™ = U3
En effectuant le produit scalaire de (8.59) avec U" = QU! + (1 —0)U", on obtient
U5 = 1014
2A¢t 2At
Comme 6 > 1/2, par sommation de la relation précédente, il vient

U™ 153 —
2At

1 o .
|U™ — UM%+ KU™ - U™ = (6,41 + (1 —6by,)) - U™

U,
(01 + ZICUP Ur < Z (0by41 — (1 —0)b,) - (OUPT — (1 —0)UP).
p=0 p=0
(8.27)
Majorons le terme de droite. D’apres la définition de b, on a

(Opir — (1= B)by) - (BUP* — (1 — O)U7)
= [ 0F ) + (1= 00 (0) - 0u + (1= 0)a)
On en déduit que
(s — (1= )b, - (OUP* — (1 — O)U7)
(||9f( i)+ (1= 0 F(t)I12: + 106 + (1 — O)ufI22)

De la définition de M et en utilisant la convexité de I'application z +— 22, il en
découle que

(Obpe1 — (1= 0)by) - (OUT — (1 = O)U”)
(O1f o)l + (1 = O E) 1T + OIUP R + (1 = O)IUP[5)
L’inégalité (8.27) implique ainsi

n+1 n+1
e (I = Wal3) + S Km0 < L (an ||L2+Z||Up||M,>-

p=0

bDIhd

bJIhA

On réarrange les différents termes de 'inégalité afin d’obtenir une majoration nous
permettant d’appliquer 1’équivalent discret du lemme de Gronwall.

AL o o
U3 + s Y KU - U7
p

1 o n+1
S (an ||L2+ZHUP||M
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On applique la version discrete du lemme de Gronwall a v, = ||U"||3,,

L2+ — Lo SO e b= A
1— At M 1—Atp:0 p/IIL% T 1At

a =

Pour tout n < ng, on a v, < a(1+ b)". En particulier,

a—}—vap < a(l+b)",

p=0

et

1 A
§||Un+1y|i4 +(1— Ay KU - UPAL <

p=0
no+1
(1— Ay~ (Z 1f(t)lI7A¢ + HU0H%> :
p=0

Notons que (1 — At)™" est majoré par une constante indépendante du pas de temps
At (mais dépendant du temps final T = noAt). En effet, (1 — At)™" — ¢’ lorsque
At tend vers zéro (avec n = t/(At)). On retrouve ainsi I’équivalent discret de 'esti-
mation d’énergie de I’Exercice 8.3.1.

Exercice 8.6.3 Montrer que le schéma de Gear (8.26) est inconditionnellement stable.

Correction. On prouve la stabilité en établissant une estimation d’énergie du
méme type que celle obtenue dans I’Exercice 8.6.2. On note tout d’abord que

n n n— n 1 n n
ME v 0 0 = 3 (10 R~ 07

20— U, — 20" — U+ U — 207 + U"—%).

On effectue le produit scalaire du schéma de Gear (8.26) par U""!. En majorant le
second terme, on obtient

(0™ B = 03 + 1207 = U3, — (207 = U )

o

n n 1 n 1
L AHKCUP . U < At (§HU H”i/z + 5Hf(tnﬂ)uig(m) .

Par sommation, on en déduit que

n+1
(1= 2A8)[|U™ 3+ ALY KUP - UP
p=1
n+1 n
< 20" = UO13 + UM + 2080 Y1 F )12 +2(a8) S U713,

p=1 p=1
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En appliquant la version discréte du Lemme de Gronwall & v, = ||[U"||?,

n+1
= (1—2At)7" <||2U1 U3+ UM R + 2000 D 11 £ (L ||L2>

p=1

et b =2At/(1 — 2At), on obtient 'estimation d’énergie

no+1
IU 3 < (1 = 2A8) 70D <||2U1 U+ 10 e +2 ) (1F HL?At)

p=1
pour tout n < ng. Enfin,

(1 - 2At) (n+1) efln(172At)(n+l) < efln(172At)T/At _ €2T + 0<1)
Pour un temps final fixé, le schéma est donc stable.

Exercice 8.6.4 On résout par éléments finis IP; et schéma explicite en temps I'équation
de la chaleur (8.1) en dimension N = 1. On utilise une formule de quadrature qui rend
la matrice M diagonale (voir la Remarque 7.4.3 et |'Exercice 7.4.1). On rappelle que |a
matrice K est donnée par (6.1) et qu'on a calculé ses valeurs propres lors de I'Exercice
13.1.3. Montrer que dans ce cas la condition CFL

max \; At < 2, (8.28)

oll les )\; sont les valeurs propres de KU = AMU est bien du type At < Ch?.

Correction. La matrice M obtenue a 'aide de la méthode de mass-lumping est
M =hId.

Ainsi, les valeurs propres \; sont égales aux valeurs propres de K divisées par h, et

)\—4h sin? o .
2(n+1)

On en déduit que \; < 4h~2, on retrouve une condition CFL classique, c’est a dire
2At < b2

Exercice 8.6.5 Ecrire le systéme linéaire d’équations différentielles ordinaires obtenu
par semi-discrétisation de |'équation des ondes amortie (8.21).

Correction. Le probleme discrétisé en espace consiste a déterminer u(t) fonction
de t a valeur dans V{y, tel que pour tout v, € Vi,

2
jﬁ (un(t), vn)r2(0) + U%(“h(t),vhmm) + (Vun(t), Vo(t)) = (f, vn) 2@
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tel que
d
up(t =0) = ug, et %(t =0) = uyp.
Si ¢; désigne la base de Vo, si on note U;(t) les coordonnées de uy(t) dans cette

base, on a
2

%MU(t) + n%MU(t) + KU(t) = b(t)

ol M est la matrice de masse M = (¢;, ¢;), K la matrice de rigidité (V¢;, Vo,) et
b le terme source (f, ¢;).

Exercice 8.7.1 La discrétisation spaciale de I'équation des ondes conduit a I'équation
différentielle ordinaire
d*U
Mﬁ(t) + KU(t) = b(t), (8.29)
ol M et K sont respectivement les matrices de masse et de rigidité, tandis de U (¢) € RY
est le vecteur contenant les dégrés de libertés de I'approximation spaciale de la solution
exacte et b(t) € RY dépend du terme source. Afin d'intégrer numériquement cette

équation différentielle ordinaire, on considéere le schéma de Newmark
MU 4 KUt = b(tns1)

avec 0 < § < 1et0 <60 <1/2. Montrer que le schéma de Newmark est d'ordre 1 (en
temps) pour § # 1/2, d'ordre 2 pour § = 1/2 et 8 # 1/12, et d’ordre 4 si 6 = 1/2 et
0=1/12.

Correction.
On introduit Uerreur de troncature

U(t+ At) —2U(t) + U(t — At)
(At)?

+IC<9U(t+At)+ <%+6—20) U(t) + (%—5+0) U(t—At))

E(U) =M

- (9b(t+At)—|— (%+5—29> b(t) + (%—5%}) b(t—At)).

En effectuant un développement de Taylor en ¢ = t,,, on établit que

E(U) = MU" + KU — b+ At (5 - %) (KU — V)

+ (At)? G - g + 9) (KU" = ") + %MU“)
+ (Ag ) (5 - %) (KU® — b3 + O((At)*).
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Si U est solution de ’équation (8.29), on a
KU" b = —MUW.

Ainsi,
E(U) = At 51 (KU =) — (At)? 1—§+9—i MU®
N 2 4 2 12

+ % (5 - %) (KU® — ™) + O((At)").

On vérifie aisément sur 'expression de E(U) que le schéma de Newmark est d’ordre
1 pour § # 1/2, d’ordre 2 pour § = 1/2 et 6 # 1/12 et d’ordre (au moins) 4 si
d=1/2et 0 =1/12.

Exercice 8.7.2 On considére le cas limite du Lemme 8.7.1, c'est-a-dire § = 1/2 et

tel que \; (At)? = L (on utilise les mémes notations que celles introduites dans la

preuve de ce dernier). Montrer que le schéma de Newmark (8.30) est instable dans ce
cas en vérifiant que

(=2 —1 n_( qwmfntlon
AZ._<1 . ),etAi—(1)<_n l_n).

Remarquez qu'il s'agit d'une instabilité “faible” puisque la croissance de A} est linéaire
et non exponentielle.

Correction. D’apres la démonstration du Lemme 8.7.1, on a

o 11 A12
Ai—(l 0 >

2 — N(A)? (3 + 0 — 20) L+ X(AL)* (5 — 6+ 6)

= 1+ On(AL)? 2= 11 00 (A2
On vérifie sans mal que pour § = 1/2 et \;(At)? =460/(1—0), a;; = —2 et a;p = —1.

Alinsi,
-2 -1
()

Par récurrence on établit alors que

A?:(_l)n<n+1 n )

-n 1l—n

I s’en suit que le que le schéma de Newmark est instable dans ce cas (pour s’en
convaincre, il suffit par exemple de considéré le cas b= 0, Ul = U? = 1)
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INTRODUCTION A
L’OPTIMISATION

Exercice 9.1.1 Montrer par des exemples que le fait que K est fermé ou que J est
continue est en général nécessaire pour |'existence d'un minimum. Donner un exemple
de fonction continue et minorée de R dans R n'admettant pas de minimum sur R.

Correction. Exemples de non-existence de minimum
— K non fermé : minimisation de J(x) = x sur |0, 1].
— J non continue : minimisation sur R de J(z) = 2 pour z # 0, J(0) = 1.

— J non coercive : minimisation sur R de J(z) = e™*.

Exercice 9.1.2 Montrer que I'on peut remplacer la propriété “infinie a I'infini" (9.3)
du Théoreme d'existence 9.1.3 de minimiseur en dimension finie par la condition plus
faible

inf J(v) < lim inf J(v)
veK R—+oo | |lv]| 2R
veK

Correction. Soit (u") une suite minimisante de J sur K. Comme
inf J(v) < lim inf J(v) |,

veK R—4o00 | ||v||>R
veK

et que J(v,) converge vers inf,cx J(v), il existe § > 0 tel que pour n assez grand,
J(v,) < lim inf J(v) | —o.

R—+oco |\ ||v||>R
veK

Ainsi, il existe R tel que pour n assez grand,

J(v,) < inf J(v).
) < i T
veK

167
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On en déduit que pour n assez grand, v,, appartient a la boule de rayon R. Autrement
dis, la suite v, reste bornée. La suite de la démonstration est alors identique a la
démonstration initiale.

Exercice 9.1.3 Montrer que la conclusion du Theoreme 9.1.3 d’existence d'un mini-
miseur en dimension finie reste valable si on remplace I'hypothése de continuité de J la
condition de semi-continuité inférieure

V(u")p>o suite dans K, lim «" = u = liminf J(u") > J(u) .
- n—+0o00 n—+oo
Correction. Soit (u,) une suite minimisante de J sur K. Comme .J est supposée
infinie & U'infini, u,, est bornée, puisque J(u,) est une suite de réels majorée. Il existe
donc une sous-suite (u"™) convergeant vers un élément u € RY. Comme K est fermé,
u € K. D’autre part, comme J est semi-continue inférieurement,

< Tim ey _
J(u) < hg_l)g)lf J(u") Ulg}f{ J(v)
et
J(u) = inf J(v).

veK

Exercice 9.1.4 Montrer qu'il existe un minimum pour les Exemples 9.1.1, 9.1.6 et
9.1.7.

Correction.
Exemple 9.1.1 : Probleme de transport. On considere le probleme de minimi-
sation de

M N
J) =) ey
i=1 j=1
sur
N M
K:{UER{EXNJCGIQUG ZUZ'J'SSZ' et Zvij:rj
j=1 i=1

pourtoutlﬁiﬁMetlSjSN}.

Tout d’abord K est fermé et d’apres I’hyptohese

N
DT <

7j=1 7

M
Si,

1

K est non vide. Enfin, J est continu et comme K est borné, aucune hyptohese sur
le comportement de J a 'infini n’est nécessaire. On en déduit qu’il existe au moins
un minimiseur de J sur K.
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Exemple 9.1.6 : Optimisation quadratique sous contraintes linéaires. On
a

1
J(x)zéAx-x—b-x,

et
K = Ker(B).

L’espace admissible K est un sous espace vectoriel de RY et est donc fermé. De plus,
comme 0 € K, il est non vide. Enfin, A étant supposée symétrique définie positive,
I'application = — Ax - x est une norme équivalente & la norme euclidienne sur RY.
Il existe donc une constante C' telle que

Az -z >2C|z|)?

et
J(z) = Cllz]* = [loll]|].
On en déduit que J est infinie a 'infini. Comme J est également continue, on en

conclut que J admet un minimiseur sur K.
Exemple 9.1.7 : Premiére valeur propre. On pose

J(z)=Az -z
et
K = {z € RY tel que ||z| = 1}.

L’espace admissible K est fermé (car image réciproque d’'un fermé par une applica-
tion continue) et trivialement non vide. Enfin, J est continue et comme K est borné,
aucune hypothese sur le comportement de J a l'infini n’est a verifier (méme si dans
ce cas, J est en effet infinie a I'infini). On en conclut par application du Theoreme
9.1.3 que J admet un minimiseur sur K.

Exercice 9.1.5 Soit a et b deux réels avec 0 < a < b, et pour n € N*, soit P,
I'ensemble des polyndmes P de degré inférieur ou égal a n tels que P(0) = 1. Pour
P € P,, on note || P|| = max e[y | P()|.

1. Montrer que le probleme

inf || P 1
Jnf 7] (9:1)

a une solution.

2. On rappelle que les polyndmes de Tchebycheff T,,(X) sont définis par les relations
To(X)=1,T1(X)=X, T, 1(X)=2XT,(X) - T,,1(X) .

Montrer que le degré de T,, est égal a n et que pour tout § € R, T, (cosf) =
cos(nf). En déduire I'existence de n + 1 réels

=1>&>&> > =-1

tels que 7,,(£) = (—1)* pour 0 < k < n et que max_j<,<; |T,,(z)] = 1.
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3. Montrer que I'unique solution de (9.1) est le polynéme
b+a

1 2
T b—a

b+ a
T,
<b — a) 2
Correction.

1. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n tel que P(0) = 1 est un
sous espace affine (et fermé) de I’ensemble de polynoéme de degré inférieur ou égal a
n muni de la norme max,e(, ) |P(x)|. Toutes les hypotheses du Théoreme 9.1.3 sont
satisfaites d’ou on déduit I'existence d’une solution au probléme de minimisation de
| P|| sur P,.

2. Soit P, la proposition stipulant que pour tout 0 < p < n, T, est un polynome de
dégré p tel que T)(cos(f)) = cos(pd). Soit n > 1 et supposons P, vrai. Par définition,

X

P(X) =

Toi1(X) = 2XT(X) = T4 (X).

D’apres I’hypothese de récurrence, on en déduit que 7,1 est un polynoéme de degré
n + 1 (c’est la somme d’'un polynome de degré n + 1 et d'un polynome de degré
n — 1). De plus,

Thi1(cos@) = 2(cos)T,(cosf) — T, _1(cosh)
= 2(cosB)(cosnb) — (cos(n — 1)) = cos((1 + n)h).
Ainsi, P, = P,,1. Comme P; est vraie, on en déduit que P, est vraie pour tout
n > 1.
Pour tout 0 < k < n, on pose & = cos(kr/n). Onal =1>& > - > = —1
et T,,(€F) = cos(km) = (—1)*. Enfin,

_max [Tn(z)| = max|Tn(cos(9))| = max| cos(nd)|

3. Soit R un polynome de norme minimal appartenant a P,. On considere le
polynome S = P — R ou

b
1 ;G—X
P(X)= T,
(X) T b+a b—a
"\b—-a 2
On veut montrer que S = 0. Pour tout £ = 0,--- ,n, on pose yk:‘%b—(‘%b)gk.

D’apres la question précédente, P(yx) = (—1)%||P||. On définit les ensembles d’

indices
[:{i S {07 >n_1}:5(yi) # 0 et S<yi+1) 7£0}
J={jef{l,---,n—1}:5(y;) =0}
K ={k e€{0,n}:S(yx) = 0}.
On vérifie que |I| + 2|J| + |K| > n. Pour tout j € J, on a |R(y;)| = || P|| > ||R]],
d’ou [|R|| = |R(y;)| et R'(y;) = 0. De plus, P'(y;) =0, d’our 5'(y;) = 0.
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Pour tout i € I, comme || P|| > ||R||, le signe de S(y;) = P(y;) — R(y;) est égale au
signe de P(y;) = ||P||(—1)". De mani¢re similaire, le signe de S(y;41) est (—1)""1.
Comme S(y;) et S(yi+1) sont de signes opposés, le polynome S s’annule sur l'inter-
valle [y;, yi+1] au moins une fois.

Ainsi, pour tout j € J, S(y;) = S’(y;) = 0 et y; est une racine double, pour tout
i € I, il existe x; €]y;, yir1[ tel que S(z;) = 0 et pour tout k € K, S(yx) = 0. De plus
S(0) = 0. Ainsi, S admet au moins |I| + 2|J| + | K| + 1 racines (multiples). Comme
S est de degré au plus n < |I| +2|J|+ |K|, ona S = 0.

Exercice 9.2.1 Modifier la construction de I'Exemple 9.2.2 pour montrer qu'il n'existe
pas non plus de minimum de

Jp(v) = /01 ((|v’(x)| — h)* + v(x)2>dx .

sur C[0,1] pour h # 0.

Correction. Soit a € [0,1]. On note P, la fonction de C''(R;R) paire, 2 périodique
définie sur [0, 1] par

2?/2a + (a —1)/2 si0<z<a
P(x)=4¢ z—1/2 sia<zx<l1-—a,
—(z—-1)?%20-a)+(1—-a)/2 sil—a<z<1

On note u™ € CY(R;R) la fonction 2/n—périodique, définie par
u"(x) =n"'hP, 1 (nzx).

On vérifie de u"(x) — 0 presque partout et que |(u™)'(z)| — h presque partout.
Ainsi, Vinfimum de J;, sur C*([0,1]) est nul et ne peut étre atteint si A > 0.

Exercice 9.2.2 Soient J; et J; deux fonctions convexes sur V,; A > 0, et ¢ une fonction
convexe croissante sur un intervalle de R contenant I'ensemble J;(V'). Montrer que
J1 + Jo, max(Jy, Ja), AJp et ¢ o J; sont convexes.

Correction. La convexité de J; + Jy comme de AJ; est triviale & établir.

Epi(max(Jy, o)) = {(\v) eRxV:A> Ji(v) et A > Jo(v)}
= Epi(Jy) N Epi(Js).

L’intersection de deux convexes étant convexe, Epi(max(Jy, JJ2)) est convexe et
max(Jy, Jo) est convexe.
Comme J est convexe et ¢ croissante,

poJ(bz+(1—-0)y) < p(J(x)+(1-10)J(y))
enfin comme ¢ est convexe il vient,
poJ(Ox + (1—0)y) <bpoJ(@)+(1—0)poJ(y).

La convexité de ¢ o J est ainsi établie.
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Exercice 9.2.3 Soit (L;);c; une famille (éventuellement infinie) de fonctions affines
sur V. Montrer que sup;.; L; est convexe sur V. Réciproquement, soit J une fonction
convexe continue sur V. Montrer que J est égale au sup;, ; L; ou les fonctions L; sont
affines.

Correction. Le sup de fonction convexe est une fonction convexe. En effet, une
fonction J : V' — R est convexe si et seulement si son épigraphe

Epi(J) ={(A\v) e RxV, A= J(v)}
est convexe. Ainsi, si J = sup,; J;, ou J; sont des fonctions convexes, on a
Epi(J) = {(\v) €eRxV, A> J(v) pour tout i € I}

Une intersection de convexes étant convexe, I’épigraphe de .J est convexe. La fonction
J est donc convexe.

Réciproquement, supposons que J soit convexe. Soit vg € V et Ay € R tel que
Ao < J(vg), c’est a dire tel que (A, vg) n'appartienne pas a Epi(J). Notons que
I'ensemble Epi(J) est un convexe fermé (fermé car J est continue et convexe car .J
est convexe). Puisque (A, vo) ¢ Epi(J), nous déduisons du Théoreme 12.1.19 de

séparation d’un point et d’un convexe ’existence de «, 5 € R et d’une forme linéaire
continue T" € V"' tels que

BA+T(v) >a > A+ T(vg) V(\v)e Epi(J) .
Ainsi,
BJ(w)+T(v) >a> P +T(vy) VveV

et
BJ(v) > BAo+ T(vg) —T(v) YveV.

En appliquant I'inégalité précédente a v = vy, on en déduit que S est non nul. De
plus, B est nécessairement positif. On a donc

JW) > X+ BT (vy) —T(v)) VYveV.
On pose L(v) = Ao+ 87T (vg) — T(v)). On a prouvé que pour tout (vg, Ag) tel que
J(vg) > Ao,
il existe une fonction affine L telle que p
J(vo) > L(vg) = Ao
et J(v) > L(v) pour tout v € V. On en déduit que

J = sup L;,
Li<J

ou les L; sont des fonctions affines.
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Exercice 9.2.4 Si J est continue et a-convexe, montrer que, pour tout 6 € [0, 1],

_af(1-9)

J(Ou+ (1—0)v) <0J(u)+ (1 —0)J(v) 5

luw—vl|*. (9.2)
Correction. Pour tout n, on note K,, = {z € [0,1] : 2"z € N}. Supposons que
I'inégalité (9.2) soit vérifiée pour tout 6 € K,,. Soit § € K, 11\ K, il existe 01,60, € K,
tels que 0 < 0y et 6 = (61 + 03)/2. Comme J est a-convexe,

JOu+(1—0)0) =J ((m + (1 —6)v) ; (Bou + (1 — eg)v)>

< J(91U + (1 — 91)?]) + J(QQU + (1 — 92)1})

< : (62 = 00 — o]

+

™| Q

L’inégalité (9.2) ayant été supposée exacte sur K, on a donc

T (0u+ (1 - o)) < WL O0I0) 40+ (L2 0 (0)

0[01(1 — 91) + 06(02(]_ — 02)
* 4

0%
lu = vl* + (0> = 61)°||lu = vl

et

0J(u)+ (1 —0)J(v) n a(f; +62)(2 — (6, + 6s))

J(Ou+ (1 —0)v) < 5 -

2
[l = wl]*,

ce qui prouve que 'inégalité est alors valable pour tout élément de K™*!. On en
déduit par récurrence que l'inégalité est valable pour 6 € J, K. Comme J est
continue, l'inégalité reste valable sur 'adhérence de 1'union des K, c’est a dire sur

0, 1].

Exercice 9.2.5 Soit A une matrice symétrique d'ordre N et b € RY. Pour z € R",
on pose J(z) = %A:r - — b - x. Montrer que J est convexe si et seulement si A est
semi-définie positive, et que J est strictement convexe si et seulement si A est définie
positive. Dans ce dernier cas, montrer que J est aussi fortement convexe et trouver la

meilleure constante a.

Correction.

He+9)/2) = Alr+y)-(e+9)/8— (-2 +b-1))2
- At bR ATV g y) (g8

= (J@)+JW)/2 - Alz —y) - (x —y)/8.

L’application J est donc convexe si et seulement si la matrice A est positive. Elle
est strictement convexe si et seulement si A est définie positive. Dans ce cas, elle est
fortement convexe et la meilleure constante « est la plus petite valeur propre de A.
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Exercice 9.2.6 Soit {2 un ouvert de RY et H'({2) I'espace de Sobolev associé (voir la
Définition 4.3.1). Soit la fonction J définie sur 2 par

J(v):%/Q(IVv( )7+ v(z) da:—/f

avec f € L*(Q). Montrer que J est fortement convexe sur H'(Q).

Correction. Soit u et v € H'(Q), on a

U+ v B 1 u+ vl _1
1(%57) = 5|5, 5 L r@ee s vena
1 u—vl? 1
= Ul el |57 =5 [ F@E o
J(u) + J(v
S L P Y

La fonction .J est donc fortement convexe sur H*(€2).

Exercice 9.2.7 Soit vy € V et J une fonction convexe majorée sur une boule de centre
vo. Montrer que J est minorée et continue sur cette boule.

Correction. Sans perte de généralité, on peut supposer que vg =0 et J(0) =0 et
que J est majorée sur une boule de rayon unité. Soit M un majorant de J sur la
boule. Soit v tel que ||v|| < 1, on a

J(v) = (HvHH e —vao) <HvHJ(H H) (1 = o) J(0) < [lol| .

De plus,

0 =J0=J (1+1|\vu”+ 1|+|U||||v|| <_HZH)>

1 Il < v )
< J(v) + J |-
1+ [|v]] L+ [Jo]] [v]]
1 Il
< ——JW) + ———
1+ [|v]] L+ [Jo]]

Il découle de ces deux inégalités que
| J ()] < M|Jv].

Ainsi, J est minorée sur la boule unité et continue en zéro. Enfin, on peut appliquer
ce résultat a tout point appartenant a la boule unité ouverte pour conclure que J
est continue sur cette derniere.
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Exercice 9.2.8 Montrer que le Théoreme 9.2.6 d'exsitence d’'un minimiseur dans le
cas fortement convexe (en dimension infini) s'applique a I'Exemple 9.1.10 du probleme

de minimisation de .
J(v):—/ |Vv|2dx—/fvda:
2 Jq Q

sur H}(2) ol Q est un ouvert borné régulier de RY et f € L*(Q) (utiliser 'inégalité de
Poincaré).

Correction. En procédant comme lors de I’Exercice 9.2.6, on montre que

; <u—|—v) T+ ) é/gw(u—fu)\?d:c.

2 2

Comme 2 est un ouvert régulier, il existe, d’apres l'inégalité de Poincaré, une
constante C' telle que pour tout u € Hj (1),

/Q Vol > ClulPp

Ainsi,

u+v J(u)+J(v) C )
J( 5 )S 5 —§||U—U||H1(Q)

et J est fortement convexe. La fonction J étant d’autre part continue sur H}(Q2), le
Théoreme 9.2.6 s’applique et J admet donc un unique minimiseur sur H} ().

Exercice 9.2.9 Généraliser I'Exercice 9.2.8 aux différents modeles rencontrés au Cha-
pitre 5 : Laplacien avec conditions aux limites de Neumann (voir la Proposition 5.2.16),
élasticité (voir I'Exercice 5.3.3), Stokes (voir |'Exercice 5.3.10).

Correction. Dans tout ce qui suit, { désigne un ouvert régulier de RV.
Laplacien avec conditions aux limites de Neumann. L’énergie associée au
probleme est

J(v):%/ﬂ(|Vv|2+|v|2)dx—/ﬂfvdx—/aﬂgvds, (9.3)

avec f € L*(Q) et g € L*(99). La fonctionnelle J est fortement convexe, car

7 (5] = T - ol

De plus J est continue sur H'(2). Ainsi J admet un unique minimiseur sur H*(€2).
Elasticité. On suppose que la frontiere du domaine se décompose en deux parties
0€p et 02y de mesures surperficielles non nulles. L’énergie associée au systeme de
I’élasticité est définie pour tout

ueV:i={veH QY : v=0surI'p}
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par
1
J(v) = —/ (2ule(v)]* + A|divo|?) dz — / fvdx —/ g-vds,
2 Jo Q 20N

ol A et pu sont les coefficients de Lamé du solide tels que
w>0et 2u+ NA> 0.

La fonctionnelle J est continue sur H' ()Y etV est un espace de Hilbert. D’autres
part, pour tout u et v dans V', on a

J (u > ) MO / (2ple(w = v)? + Adiv(u — v)[?) da.

En utilisant la méme inégalité algébrique établie au cours de la démonstration du
Théoreme 5.3.1,

/ 2ule(u — v)|*dx + / N div(u — v)[*dz > u/ le(u — v)|*d.
Q Q 0
De plus, d’apres I'inégalité (5.65)

[l @) < Clle(v)l]z2@)- (9:4)

Ainsi,

u+v J(u)+ Jw) C )
J< 5 ): 5 —§HU—U||H1(Q)‘

La fonction J est donc fortement convexe et admet donc un minimiseur sur V' d’apres
le Théoreme 9.2.6.
Stokes. L’éanergie associée au systeme de Stokes est définie pour tout

ueV:={ve HY ()Y tel que dive = 0}

par

1
J(U)zé/ﬂu|VU|2dx—/ﬂf-vdx.

La fonctionnelle J est évidemment continue, V' est un espace de Hilbert et on peut
établir que J est fortement convexe a I'aide de 'inégalité de Poincaré (comme pour
I’Exercice 9.2.8). D’apres le Théoreme 9.2.6, J admet donc un minimiseur unique
sur V.



Chapitre 10

CONDITIONS D’OPTIMALITE
ET ALGORITHMES

Exercice 10.1.1 Montrer que la dérivabilité de J en u implique la continuité de J en
u. Montrer aussi que, si L1, Lo Vérifient

{ J(u+w) > J(u) + Li(w) + o(w) ,

J(u+w) < J(u) + La(w) + o(w) , (10.1)

alors .J est dérivable et Ly = Ly = J'(u).

Correction. Si J est dérivable au sens de Fréchet en wu, il existe une forme linéaire

continue L telle que
J(u+w) = J(u) + L(w) + o(w).
Alinsi,
|J(u+w) = J(w)| < |[L{[[w]l + |o(w)].

Le terme de droite convergeant vers zéro lorsque w tend vers zéro, J est continue
en u.
Considérons une fonction J vérifiant (10.1). De

J(u+w) > J(u)+ L (w) + o(w)

et
—J(u+w) > ~J(w) — Lo(w) + o(w),

on déduit que
0> (L1 — L) (w) + o(w).

Ainsi, pour tout réel a > 0,

o(aw)

02 (L = La)(w) + 25

(on applique I'inégalité précédente a cw et on divise par «). En faisant tendre «
vers zéro, on obtient que pour tout w,

0> (L1 — L) (w).

177



178 CHAPITRE 10. CONDITIONS D’OPTIMALITE ET ALGORITHMES

Cette inégalité appliquée —w, nous donne l'inégalité inverse et finalement 1’égalité
Li(w) = La(w). 11 en découle que J est dérivable au sens de Fréchet et que J' =
Ll == LQ.

Exercice 10.1.2 (essentiel!) Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur

V x V. Soit L une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = 1a(u,u) — L(u).

Montrer que J est dérivable sur V' et que (J'(u),w) = a(u,w) — L(w) pour tout
u,w € V.

Correction. Il suffit de développer 'expression J(u + w). On obtient
J(u+w) = J(u) + alu,w) — L(w) + a(w, w)/2.

La forme bilinéaire a étant continue, a(w,w) est un petit o de ||w||. La fonction J
est donc dérivable et
<J/(u)7 ’lU> = CL(U, w) - L(w)

Exercice 10.1.3 Soit A une matrice symétrique N x N et b € R™. Pour z € R, on

pose J(z) = Az - x — b - x. Montrer que .J est dérivable et que J'(z) = Az — b pour

tout z € R,
Correction. C’est un cas particulier de I’Exercice précédent. On a
J(x+y)=Jx)+ (Ax —b) -y + Ay - y/2.

Ainsi, J est dérivable et si on identifie RY et son dual & 1’aide du produit scalaire
euclidien, on obtient
J'(z) = Az —b.

Exercice 10.1.4 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V' = L*(Q) (£ étant un ouvert
de RY), a(u,v) = [juvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). En identifiant V et
V', montrer que J'(u) = u — f.

Correction. D’apres I’Exercice 10.1.2,

<‘],(u)7 w> = a(u7 w) - L(w>7

(J'(u),w) = /Quw — fwdr = (u — f,w)r2q).

En identifiant L?(Q2) et son dual & Paide du produit scalaire L?(£2), on obtient
J(u) =u—f.

Exercice 10.1.5 On reprend I'Exercice 10.1.2 avec V = H}(Q) (Q étant un ouvert
de RY) que I'on munit du produit scalaire

(u,v) = /Q (Vu - Vv + uwv) dz.
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On pose a(u,v) = [, Vu-Vuvdz, et L(u) = [, fudz avec f € L*(Q). Montrer (au
moins formellement) que J'(u) = —Au - f dans V' = H~1(Q). Montrer que, si on
identifie V et V, alors J'(u) = ug ol g est I'unique solution dans H} () de

—Aug +ug=—Au—f dans
ug =0 sur 052

Correction. D’apres le résultat établi a I’Exercice 10.1.2, la fonction J est dérivable
et pour tout w € H}(Q) on a

(J'(u) /Vu Vw — fwdz.

Si u appartient & H?(Q) alors J'(u) appartient au dual de L?(f2). Suite & une
intégration par partie, on obtient

(J'(u),w) = —/Q(Au—i- fwdz.

Aussi, si on identifie L?(Q) et son dual & I'aide du produit scalaire L2(£2), on obtient
J'(u) = —Au — f. Si on utilise le produit scalaire H*({) pour associer une fonction
a J'(u), on obtient évidemment un autre résultat. Soit v 'élément de H}(Q) associé
a J'(u) par identification de H} () et son dual a I'aide du produit scalaire H'(€2).
En d’autres termes, v est I'unique élément de H}(Q2) tel que pour tout w € Hg(S2),

/Vv Vw + vwdz = (J'(u) /Vu Vw + fwdz.

Par intégration par partie, on en déduit que v est solution du probleme aux limites
vérifié par ug. Ainsi v = ug et, si on identifie H}(Q) et son dual & I'aide du produit
scalaire H', J'(u) = u.

Exercice 10.1.6 Soit € un ouvert borné de R™ (on pourra se restreindre au cas ou
N =1 avec Q2 =|0,1]). Soit L = L(p,t,z) une fonction continue sur ]RN >< R x €,
dérivable par rapport a p et t sur cet ensemble, de dérivées partlelles & et LIpSChIt—

ziennes sur cet ensemble. On pose V = H}(Q) et J(v) = / L(Vv(x),v(x),x)dx.
1. Montrer que J est dérivable sur H} () et que ’
(J' (), w) =
[ (5o Tueh o)) Vute) + G (Tuto) ). ool ) da

2. Si N =1 et Q =]0, 1], montrer que, si u € H}(0,1) satisfait J'(u) = 0, alors u
vérifie

i (Z_ﬁw’m,u(mm) - W) ule) ) =0, (102

presque partout dans I'intervalle |0, 1].
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3. Si L ne dépend pas de = (i.e. L = L(p,t)) et si u est une solution de classe
C?(]0, 1[) de I'équation différentielle (10.2), montrer que la quantité

L(u’(az‘), u(z)) — u’(:v)g—][; (u'(a:), u(x))

est constante sur l'intervalle [0, 1].

Correction.

1. Tout d’abord, comme L est dérivable par rapport a p et t, de dérivées Lip-
schitziennes, on a

oL oL K
L(p+q,t — L(p,t,x) — —(p,t,2) - ¢ — —(p, t,2)s| < —(|q]* +s]*).
P+ t+s2) = Lp,t) — 5 (0:12) - q = 5o (0 1 2)s) < (g + s
(10.3)
En particulier,
L(p,t.z) < C(1+|p|* +t°),
et J est correctement défini. On vérifie également que
oL oL
M(u)-w = /Q (a—p(Vu,u,m) -Vw + E(Vu,u,x)w) dx

est une forme linéaire continue sur H'(RY x R x Q). Enfin, d’apres l'inégalité
(10.3)

T+ w) () ~ M(u) -] <l

La fonction J est donc dérivable en u de dérivée M (u).
2. Si J'(u) =0, on a pour tout w € H}(0,1),

YroL, , , OL
/0<a—p(u,u,$)-w +E(u,u,$)w>d:v—0.

On en déduit que OL/dp(v’,u, x) appartient & H'(0,1) et que

d (0L, oL, ,
%(%(U,U,ZL‘))—E(U,U,Z’)—O

presque partout.

3. Comme u est de classe C?, les calculs suivants sont licites :

oL, ) _dLw) 0L d :
o <L(u,u)—u8p(u,u)) = o u o U ap(u,u)

= (aa_f(u', u) — d% (g—i(u’,u))) = 0.

et L(u',u) —u'0L/Op(u',u) est constant sur U'intervalle [0, 1].
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Exercice 10.1.7 Montrer qu'une fonction J dérivable sur V' est strictement convexe
si et seulement si

J() > J(u)+ (J'(u),v —u) Vu,v€V avec u#v,

ou encore
(J'(u)—J'(v),u—v) >0 Vu,veV avec u#v.

Correction. Notons tout d’abord, que ces équivalences ont été établies dans le
cours dans le cas convexe avec des inégalités larges.

Soit J une fonction dérivable. Prouvons tout d’abord que J est strictement
convexe si et seulement si

J() > J(u) + (J'(u),v —u) Yu,v€V avec u#uv.

Soit J une fonction strictement convexe, u et v € V' tels que u # v. On a

J(u;“) > J(u) + ('), S0,

De plus

J<u+v> _ J(u) +J(’u).
2 2
Ainsi,

J(v) > J(u) + (J' (u),v — u).
Réciproquement, si J vérifie cette derniere inégalité, pour tout couple (u,v), J est
convexe. Ainsi, pour tout u et v, non seulement 'inégalité précédente est vérifiée,
mais on a

27 (* ; %) > 27(0) + (J'(w), u — v).

En sommant ces deux inégalités, on obtient

e ; %) > J(w) + ().

Reste a prouver 1'équivalence entre la stricte convexité et la deuxieme inégalité.
Si J est une fonction strictement convexe, on vient de prouver que

J(v) > J(u) + (J'(u),v — u).
En commutant u et v dans cette inégalité, on obtient
J(u) > J(v) 4+ (J'(v),u —v).
Par sommation, on en déduit que
0> (J'(v) = J(u),u —v).

Réciproquement, si une fonction J vérifie cette inégalité pour tout couple (u,v), elle

est convexe. Ainsi,
(L) 20+ (50 25)
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et
5 20 (0 5,
d’ou
J<u~2H)) > M"_i(J/(U)_J,(U),U_U)
- J(u) + J(v)
2

et J est strictement convexe.

Exercice 10.1.8 Soit a une forme bilinéaire symétrique continue sur V' x V. Soit L

une forme linéaire continue sur V. On pose J(u) = 1a(u,u) — L(u). Montrer que .J est

deux fois dérivable sur V' et que J"(u)(v, w) = a(v, w) pour tout u,v,w € V. Appliquer
ce résultat aux exemples des Exercices 10.1.3, 10.1.4, 10.1.5.

Correction. Tout d’abord, on montre que J est dérivable. En effet,

J(u+v) = J(u) + a(u,v) + L(v) + %a(v, v)

et comme a est continue, a(v,v) = o(v). On a donc J'(u) = a(u,.) + L. Montrons
que J' est lui méme dérivable au sens de Fréchet :

J(u+w)=alu,.)+L+a(w,.)=Jw)+a(w,.).
Ainsi, J"(u)w = a(w,.) ou encore J"(u)(v,w) = a(v,w).

La fonctionnelle J(z) = %Ax -x — b-z de I'Exercice 10.1.3 est deux fois dérivable
dans RY et J”(z)(X,Y) = AX - Y.

La fonctionnelle J(u) = 1 [,uvdx — [, fudz de I'Exercice 10.1.4 est deux fois
dérivable dans L?({2 ) et J"(u)(v,w) = [, vwdz.

La fonctionnelle J(u) = %fg (Vu - Vo +w)de — [, fudz de PExercice 10.1.5 est

deux fois derlvable dans 0 (Q) et J"(u)(v,w) = [,(Vv- Vw4 vw) de.

Exercice 10.1.9 Montrer que si J est deux fois dérivable sur V' les conditions des
Propositions 10.1.4 et 10.1.5 sont respectivement équivalentes a

J"(w)(w,w) >0 et J'(u)(w,w)>alw|?* Vu,weV. (10.4)

Correction. Montrons que pour tout a > 0, les conditions de la proposition 10.1.5

sont équivalentes a
J"(w)(w,w) > aljw||?, Yu,w eV

(I’équivalence avec les conditions de la Proposition 10.1.4 est obtenue en choisissant
a = 0). Supposons que pour tout u et v,

J(w) > J(u) + (J'(u),v —u) + %Hu — .
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Comme J est deux fois différentiable,

Jw) = J(u+ w) 1
= J(w) + (J'(w), w) + 5" (w,w) + of||w]]),

ol w = v — u. Ainsi, pour tout w,
T (u)(w, w) + o([[w]|*) = alfw]]*.

Soit A un réel non nul. Quitte a remplacer w par Aw dans ’équation précédente, il
vient
N (w) (w, w) + o(A|w]*) > aX?[wl|*

et
J"(u)(w,w) + o(N*[lw]|*)/A* > alwl]?

En faisant tendre A\ vers zéro, on obtient J”(w,w) > aljw||?. Réciproquement, si
J"(w,w) > allw||?, On pose f(t) = J(u + t(u — v)). La fonction f est deux fois
dérivable,

f1(#) = (' (u+t(v —u),v—u)

et
@) =J" (u+tlv—u)(v—uv—u)>alv—ul*

Ainsi,
1
(1) - £(0) = / (0t > ol — ol
0

c’est a dire

(J'(u) = J'(v),u — v) > alu—blJ*.

Exercice 10.2.1 Soit K un convexe fermé non vide d'un espace de Hilbert V. Pour
x € V, on cherche la projection xx € K de x sur K (voir le Théoréme 12.1.10)

lz = zx]l* = min {J(y) = o —y[*} -
Montrer que la condition nécessaire et suffisante
(J'(zk)y—2K) >0 Vye K (10.5)
du Théoréeme 10.2.1 se ramene exactement a
(xg —x,x —y) <0, Yy € K. (10.6)

Correction. Soit
J(y) = llz —yl*.
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La fonction J est dérivable de plus, pour tous éléments zx et y de V, (J'(zk),y —
ri) = 2(x — vk, xx — y). La condition d’optimalité de xx (10.5) est

(J'(xk),y — xx) > 0 pour tout y € K,
c’est a dire
(x —xg,rx —y) > 0 pour tout y € K,

qui n’est rien d’autre que (10.6).

Exercice 10.2.2 Soit A une matrice réelle d'ordre p x n et b € RP. On considére le
probleme “aux moindres carrés”

inf || Az — b|>.

zeR"
Montrer que ce probleme admet toujours une solution et écrire |'équation d'Euler cor-
respondante.

Correction. On pose
J(x) = ||Ax — b|)*.

Soit K l'orthogonal du noyau de A. On introduit le réel o définit par

a= inf | Aul?
ueK ||ul|=1

Comme la sphere unité de K est un fermé compact, 'infimum est atteint en un
élément u de cette derniere. De plus, u ne peut appartenir a la fois au noyau de A et
a son orthogonal, car dans ce cas u-u = 0 d’une part et ||u|*> = 1 d’autre part. On
en déduit que a est strictement positif. On en déduit aisément que J est a-convexe
sur K convexe. Elle admet donc un unique minimum sur K qui est un minimum sur
R™, car J(z +y) = J(x) pour tout élément y du noyau de A. Comme

(J'(z),y) = 2(Az — 1) - Ay,
I'équation d’Euler correspondante J'(x) = 0 est
A*Ax = A*D.

Exercice 10.2.3 On reprend |I'Exemple 9.1.6

zeKerB

inf {J(w):%Ax-x—bx}

avec A matrice symétrique carrée d'ordre n, et B de taille m x n (m < n). Montrer
qu'il existe une solution si A est positive et qu’elle est unique si A est définie positive.
Montrer que tout point de minimum = € R"™ vérifie

AT — b= B*p avec p € R™.
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Correction. La fonctionnelle J est dérivable et J'(z) = Az —b. Ainsi, un élément T
de Ker B est un minimiseur de J sur Ker B si et seulement si, pour tout y € Ker B,
(AT —b) -y =0, c’est a dire AT — b € (Ker B)*. Enfin,

(Ker BYY = {r€R":Bx-y=0,Vy ¢ R™}+
= {ze€R":2-B*y =0y cR"}*
= ((ImB*)*)*
= ImB".

Il existe donc p € R™ tel que AT — b = B*p.

Exercice 10.2.4 On reprend I'Exemple 9.1.10. Montrer que I'équation d'Euler vérifiée
par le point de minimum u € H}(Q) de

1
inf {J(v):—/ |VU|2da:—/fvdx}
veH;(Q) 2 Ja Q

est précisément la solution du probléme variationnelle consistant a déterminer u € H} ()
tel que

/Vu -Voudr = / fvdr Vv e HRQ).
Q Q
(On retrouve ainsi un résultat de la Proposition 5.2.7.)

Correction.

J(u+v) = J(u)+/

Q

(Vu - Vv — fo)ds + % /Q IVv|? da.
Ainsi, J est dérivable en tout point u de H}(f2) et
(J'(u),v) = /Q(Vu -Vou — fo)dez,
Au point de minimum de J, J'(u) = 0, c’est a dire
/QVU -Voudr = /va dz pour tout v € Hy ()

Exercice 10.2.5 Soit K un convexe fermé non vide de V, soit a une forme bilinéaire
symétrique continue coercive sur V, et soit L une forme linéaire continue sur V. Montrer
que J(v) = 3a(v,v)—L(v) admet un unique point de minimum dans K, noté u. Montrer
que u est aussi I'unique solution du probléme (appelé inéquation variationnelle)

ve K et alu,v—u)>Lv—u) YveK.

Correction. La forme bilinéaire a étant coercive, la fonction J est fortement
convexe. Elle admet donc un unique minimum u sur le convexe fermé non vide
K. De plus, J étant symétrique,

(J'(u),w) = a(u,w) — L(w).
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Un élément v de K est un minimiseur de J sur K si et seulement si
(J'(u),v —u) >0, pour tout v € K,

c’est a dire
a(u,v —u) > Lv—u), YveK.
Exercice 10.2.6 Soit .J; et .J, deux fonctions convexes continues sur une partie con-

vexe fermée non vide K' C V. On suppose que J; seulement est dérivable. Montrer que
u € K est un minimum de J; + Js si et seulement si

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) >0 VveK.

Correction. Soit v minimum de J; + J; sur K, alors pour tout v € K et h €]0, 1],
u+h(v—u)e K et

Ji(u+ h(v—u)) — Ji(u) N Jo(u+ h(v —u)) — Jo(u)

>0
h h -

De plus,
Ja(u+h(v—u)) = Jo((1 = h)u+ hv) < (1= h)Ja(u) + hJa(v)

d’olt
Ji(u+h(v—u)) — Ji(u)
h

En passant a la limite en A — 0, on obtient

+ Jo(v) — Jo(u) > 0.

(Ji(u),v —u) + Jo(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

La réciproque découle de (10.7). Si J; et Jy vérifient I'équation précédente, J; étant
convexe, on a
S(v) = Ji(u) + (Jy(u), v — u).
Ainsi,
Ji(v) = Ji(u) + J2(v) — Jo(u) > 0 pour tout v € K

et u est un minimiseur de J; + J; sur K.

Exercice 10.2.7 Soit K un sous-ensemble d’'un espace de Hilbert V. Montrer que
pour tout v € K,

K(U>:{wev,a(vn)eKN,a(an)e(R:)N, :w}

—y

3 n __ 3 n __ ] v
lim, 00" =0, limy, 10" =0, lim, o

est un cone fermé et que K (v) = V si v est intérieur a K. Donner un exemple ou K (v)
est réduit a {0}.
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Correction. Montrons que K (v) est un cone. Tout d’abord, 0 appartient toujours a
K (v) (il suffit de choisir v,, = v). Soit w un élément de K (v) et  un réel strictement
positif. D’apres la définition de K(v), il existe une suite v,, d’éléments de K, une
suite g, de réels positifs tels que v, converge vers v, €, converge vers zéro et

Up — U

— w.
En

On pose &, = a~te,. On a
Up — U
— = aw,
€n

d’ott aw € K(v) et K(v) est un cone.
Montrons que K (v) est fermé. Soit w un élément de V' et w,, une suite d’éléments
de K(v) tels que w,, — w. On note v™™ et £™™ les suites telles que

lim ——— = w,,.

Pour tout § > 0, il existe m tel que
[wn — w]| < 0/2

Comme (v™™ — v)/e™™ converge vers w,, lorsque n tend vers l'infini et , il existe n
tel que

n,m

v — v

—mega/z ot "™ — o] <6

en,m

On a montré que, pour tout ¢ > 0, il existe vs = V™™ € K et g5 = ™™ € R tels
que

55§5a

H’l)g—v
J

—wH <4é et |lvs — v]| < 6.
€

Ainsi, w appartient a K(v).
Si K(v) est a 'intérieur de K, il existe un réel r strictement positif tel que la
boule de rayon r centrée en v soit incluse dans K. Pour tout élément w € V/,

Ut —w
w = lim
n—0 gn

€ K(v),

ou v" = v+ % et " = ——. En d’autres termes, V C K(v), d'ou K(v) = V.

n|w]| nflwll*

Enfin, pour K =0, K(0) = {0}.
Exercice 10.2.8 Soit A une matrice symétrique définie positive d'ordre n, et B une

matrice de taille m x n avec m < n. A I'aide des conditions d'optimalité du Théoreme
10.2.8, déterminer une expression explicite de la solution T du probléeme d'optimisation

Bx=c

1
min {J(:c)zﬁAx-x—b-x},

ou ¢ € R™ est un vecteur donné.
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Correction. Les conditions d’optimalité s’écrivent a nouveau
Az — b= B™p.

Ainsi, T = A7Y(b + B*p) et comme BT = c. Si B est de rang m, BA™!B* est
inversible et

p=(BA'B )" Y¢c—BA ) et s = A0+ AT'B*(BAT'B*) ' (c — BA™'b).

Si B n’est pas de rang maximal, les contraintes sont soit redondantes, soit contra-
dictoires. Si elles sont contradictoires, il n’y a pas d’optimum (I’ensemble de mini-
misation est vide). Si les contraintes sont redondantes, il existe p € R™ tel que

BA™'B*p=c¢— BA™ ',

et p est défini a 'addition d’un élément de Ker B* pres. Par contre, T est défini de
maniére unique par la relation 7 = A~*(b + B*p).

Exercice 10.2.9 On reprend I'Exemple 9.1.7. Soit A une matrice symétrique d’ordre
n et J(x) = Az - x. A I'aide du Théoreme 10.2.8, montrer que les points de minimum
de J sur la sphere unité sont des vecteurs propres de A associés a la plus petite valeur
propre.

Correction. On note K la sphere unité, définie par
K={xeR" : F(z) =0},

ot F((x) =1—|z|?. Les fonctions J et F sont toutes deux dérivables et en identifiant
R et son dual & I'aide du produit scalaire euclidien, on a

J(z) =24z F'(z) = —2x.

Ainsi, d’apres le Théoreme 10.2.8, si T est un point de minimum de J sur la sphére
unité, il existe \ tel que

J(T) + \F'(z) = 0,
c’est a dire

Az — AT = 0.

Toute solution optimale T est un vecteur propre de A de valeur propre A. Notons
que l'existence d’un minimiseur est évidente, K étant compact et J continue. Le
probleme de minimisation de J sur K est donc équivalent au probleme de minimi-
sation de J sur I’ensemble des vecteurs propres de A de norme un. Or pour tout
vecteur propre = de A (tel que ||z|| = 1) de valeur propre p, on a

J(x) = p.

Le minimum de J est donc atteint pour les vecteurs propres de plus petite valeur
propre.
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Exercice 10.2.10 Rappelons que le probleme de Didon (Exemple 9.1.11) consiste de
déterminer £ et y : [0,£] — R tel que y(0) = y(§) = 0, maximisant

3
J(y) = / y(x)de,

sous la contrainte ¢
L(y) / VI E |y Pz — 1= 0.
0

En utilisant les résultats précédents et ceux de I'Exercice 10.1.6, montrer que la solution
du probleme de Didon est nécessairement un arc de cercle.

Correction. Soit y et ¢ solution du probleme de Didon. En particulier, y est
solution du méme probleme pour £ fixé. On souhaite prouver que toute solution y a
ce dernier probleme est un arc de cercle.

D’apres l'exercice 10.1.6, la fonctionnelle L est dérivable et pour toute fonction
v e H}(0,£]), on a

/ 5 1 /!
(L'(y),v) /o \/Twy v'dx.
La fonctionnelle J est également dérivable car linéaire. Ainsi, les conditions d’opti-
malité d’ordre un (Théoreme 10.2.8) impliquent que si y est une solution, il existe
A tel que
J'(y) +AL'(y) =0

pourvu que L'(y) # 0. Le cas L'(y) = 0 se traite de maniere trivial et conduit a la
solution y = 0. On a donc

0

/ ¢ A i

V+ ———=yv'dxr =
0 V1itly?

pour tout v € H}(]0,£[). En intégrant par partie le second membre de cette équation,
on en déduit que

, /
A ) =
VIt ly'?
et qu’il existe une constante C' telle que

/

—y pu—

V3i+lyP
Dans un premier temps, on éléve cette équation au carré afin de déterminer || en
fonction de z. On obtient

ANl 4+ C (10.7)

1
— —=1-(\"lz4+ 0~

L+ [y ( )
En substituant cette expression dans 1’équation (10.7), on en déduit que

. Nl +C
V1-z+C)?2)

Y
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Par intégration, il existe une constante D telle que

y=-\/1—-\lz+C)2+D.
Pour conclure, il suffit de constater que
(y — D)? + (x + \O)* = N2

Ainsi, (z,y(z)) est bien un arc de cercle. Remarquons que le multiplicateur de La-
grange A\ associé a la contrainte sur la longueur n’est autre que le rayon du cercle
obtenu.

Exercice 10.2.11 On étudie la premiere valeur propre du Laplacien dans un domaine
borné 2 (voir la Section 7.3). Pour cela on introduit le probleme de minimisation sur
K ={veHjQ), [,v’dx=1}

min {J(v) - /Q |Vv|2dx} |

Montrer que ce probleme admet un minimum (on montrera que K est compact pour les
suites minimisantes a I'aide du Théoreme de Rellich 4.3.21). Ecrire I'équation d’Euler de
ce probléeme et en déduire que la valeur du minimum est bien la premiére valeur propre
et que les points de minimum sont des vecteurs propres associés.

Correction. Pour tout v € Hj(£2), on note

1/2
el = ( [ 90d)
Q

D’apres I'inégalité de Poincaré, |- | Hi(e) est une norme équivalente a la norme usuelle
de H}(Q). Soit u, une suite minimisante de J sur K. D’apres le Théoreme de
Rellich, il existe une sous suite de u, (que nous noterons également u,,) et un élément
u € H}(Q) tel que u,, converge vers u dans L?(£2). Montrons que (u,,) est une suite
convergente dans Hy(€2). Tout d’abord,

2 2

2 2
n —uy | Nnliyo)  slye)  Jun + (10.8)
On note
h= ek I0)
et
an’p _ Unp, + up .
2 LQ(Q)

Comme u, converge vers u dans L*(Q), ||u||12¢) = 1 et u € K. De plus, oy, , converge
vers 1 lorsque n et p tendent vers l'infini. D’apres ’équation (10.8),

2 2
2 B |un|H01(Q) + ’up|H3(Q) Y 2

Up — Up

2

Up, + Up
200, p

Hg

(0] .
2 n,p
Hg
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Un, +Up

Comme 5
Qn,p

€ K, on a donc

2 2
2 |Un|H5(Q) + |up|Hé(Q) 9

Up — Uy
— 2 - an7p’LL‘

2

1
HO

Ainsi, |u, — u,| mp — 0 lorsque n et p tendent vers l'infini et u, est une suite de
Cauchy dans H{ (). Ainsi, u,, converge dans H}(Q) vers u et J(u) = p.
Soit F(v) =1 — [, |v|*dz. L’ensemble de minimisation K est donné par

K={ve H)Q) : F(v)=0}.

De plus, F est dérivable et pour tout v, w € H} (), on a

(F'(v),w) = — /vwdm.
0
de méme, J est dérivable et
(J'(v),w) = 2/ Vv - Vwdz.
0

D’apres le Théoreme 10.2.8, comme F” est non nul pour tout élément de K (et donc
en particulier pour u), il existe A tel que

J' (u) + A\F'(u) = 0,

c’est a dire tel que pour tout v € H}(Q),

/ Vu - Vodr = )\/ uvdx.
Q Q

Ainsi, u est un vecteur propre de valeur propre A. En choisissant v = u dans 1'ex-
pression précédente, on en déduit de plus que A = p. Enfin, on vérifie sans peine
que A est nécessairement la plus petite valeur propre du Laplacien avec conditions
aux bords de Dirichlet.

Exercice 10.2.12 Soit A une matrice n x n symétrique définie positive et b € R™ non
nul.

1. Montrer que les problemes

sup b-x et sup b-x
Az-xz<1 Az-z=1

sont équivalents et qu'ils ont une solution. Utiliser le Théoreme 10.2.8 pour cal-
culer cette solution et montrer qu'elle est unique.

2. On introduit un ordre partiel dans I'ensemble des matrices symétriques définies
positives d'ordre n en disant que A > B si et seulement si Az - x > Bx - x pour
tout z € R™. Déduire de la question précédente que, si A > B, alors B~1 > A1,
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Correction. 1. Tout d’abord, les deux problemes admettent tous deux une solution
en tant que probleme de maximisation d’une fonction continue sur un compact non
vide. On a pose J(x) = b - z. Soit T la solution du probleme de maximisation de .J

sur
K ={z € R" tel que Az -z < 1}.

Comme la dérivée de J est égale a b supposé non nul, le maximum de J sur K ne
peut étre atteint dans I'intérieur de K. Il est donc atteint sur le bord, d’ou

sup Ax-x = sup Azx-zx.
Ax-xz<l Azx-z=1

Les deux problemes sont équivalents. Reste a déterminer la solution de ces problemes.
D’apres les conditions d’optimalité du premier ordre, il existe A tel que

Az — b= 0.
Alinsi,
T=MA"'b.
Il ne reste plus qu’a déterminer le multiplicateur de Lagrange A pour définir = de
maniere unique. Comme AZ - T = 1, on en déduit que
M= (A-b)
On en déduit (A est nécessairement positif) que

A= (A" b)"YV2,

ce qui détermine T de maniere unique.
2. Soit A et B deux matrices symétriques définies positives telles que A > B. Pour
tout b non nul, on a

(A% 0)Y2 = sup b-z < sup b-z= (B 'b-b)Y2

Axz-z<1 Bz-x<1
) AN -1 -1
dou Bt > A",

Exercice 10.2.13 En théorie cinétique des gaz les molécules de gaz sont représentées
en tout point de I'espace par une fonction de répartition f(v) dépendant de la vitesse
microscopique v € RY. Les quantités macroscopiques, comme la densité du gaz p, sa
vitesse u, et sa température 7', se retrouvent grace aux moments de la fonction f(v)

p= f(v)dv, pu-/ v f(v)dv, 1pu2—i-ﬂpT—1/ [v2f(v) dv .
RN RN RN

2 2 2
(10.9)
Boltzmann a introduit I'entropie cinétique H(f) définie par

H(f) = [ f0)log (fw) av.
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Montrer que H est strictement convexe sur |'espace des fonctions f(v) > 0 mesurables
telles que H(f) < +o00. On minimise H sur cet espace sous les contraintes de moment
(10.9), et on admettra qu'il existe un unique point de minimum M (v). Montrer que ce
point de minimum est une Maxwellienne définie par

L o=l
(2rT)N2 °T )

Correction. La fonction p(t) = tlog(t) est strictement convexe sur R* \ {0}, en
effet, ¢"(t) = 1/t > 0. On en déduit que

M(v) =

HOP+0=00) = [ pl0f+(1 =0

< [ oot + (1= 0)elg)io
R
— OH(f)+(1—0)H(g).
Ainsi, H est convexe. De plus, I'inégalité est une égalité si et seulement si
pOf + (1 —0)g) = 0o(f) + (1 = 0)p(g)

presque partout. En particulier, si 6 est différent de 0 et 1, on en déduit que f =g
presque partout. La fonction H est donc strictement convexe (quitte a identifier les
fonctions égales presque partout). On a

(H().0) = [ (o8 ) + Vig(e) v

Les contraintes sont linéaires et les conditions d’optimalité du premier ordre im-
pliquent qu’il existe A\ et A3 réels, Ay € RV tels que

/RN<<logf(v)) F 14 A+ X v+ |vPA3)g(v) dv =0

pour tout g. En d’autres termes,

(log f(V) + 1+ X + A v+ [v]*A3 =0
presque partout ou encore

f(v) =exp(—=1— X1 — Xo - v — A3|v]?).

Reste a déterminer les multiplicateurs de Lagrange A, Ay et A\3. Un calcul un peu
fastidieux permet de montrer que
(1+)\1)€|)\2|2/4)\3
N
VA3

e~ (14X1) glA2[? /423

2\/)\—3N+2

Y

/ exp(—1 — A — Ao - v — As|v[H)dv = \/ENei
RN

/ vexp(—1 — A — Ay - v — A3|v]?)dv = VT A
RN
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et

/N v exp(—1 — A1 — Ay - v — A3|v]?)dv =
R

e () ool g\ ﬂﬁN ( | Aol )3 n ﬁN (|/\2| )5
PHRVArA VA NG

Les contraintes vérifiées par v nous permettent de déterminer les multiplicateurs de

-N
Lagrange. On obtient Ay = —u/T, A3 = (21)"" et e~ (T = \/ogT ~ e lul*/2T ),
d’ou on conclut que f = M.

Exercice 10.2.14 Calculer la condition nécessaire d’optimalité du second ordre pour
chacun des problemes d'optimisation suivants
1. Optimisation quadratique a contraintes linéaires (Exemple 9.1.6)

xe KerB

1
inf {J(w)zéAx-x—b-x},

ou A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie positive, B une matrice rec-
tangulaire de taille m x n et b un vecteur de R".
2. Premiére valeur propre (Exemple 9.1.7)

inf {J(z)= Az =z},

z€R™ ||z||=1

ou A est une matrice carrée d'ordre n, symétrique définie.

Correction.

1. On note F' la fonction contrainte F'(z) = Bx. On a
J"(u)(v,v) = Av - v
De plus, F” = 0. La condition d’optimalité d’ordre deux est donc
Av-v >0

pour tout v € Ker B. Comme A est définie positive, cette condition est toujours
vérifiée.
2. On note F la fonction de contrainte F'(z) = x-x—1. D’apres la condition d’op-
timalité du premier ordre, si u est une solution du probleme de minimisation,
il existe A € R tel que
2Au + \u = 0.

Comme

J"(u)(v,v) = 2Av - v

et F"(u)(v,v) = v - v, la condition d’optimalité d’ordre deux est donc
24v-v+Xv-v >0

pour tout v tel que v -u = 0.
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Exercice 10.2.15 Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n, et B une
matrice de taille m x n avec m < n et de rang m. On considere le probleme de
minimisation

zeR™, Bx<c

min {J(a:)—%Ax-x—bx},

Appliquer le Théoreme 10.2.15 pour obtenir I'existence d’'un multiplicateur de Lagrange
p € R™ tel qu'un point de minimum ¥ vérifie

AT —-b+B'p=0, p>0, p-(Brt—c¢)=0.
Correction. L’ensemble des solutions admissibles est défini par
K={zeR" : Fj(x) <0pourtouti=1,...,m},
ou Fj(x) = Byx — ¢;. Les fonctions F; sont dérivables et (F'(z),y) = By = (B;)* - y.
De méme, la fonction objectif

1
J(:L’):§Ax-:c—b~1:

est dérivable et
J'(z) = Az —b.

Comme les contraintes sont affines, elles sont automatiquement qualifiées. On peut
appliquer le Théoreme 10.2.15. Si T est la solution du probleme de minimisation
de J sur K, il existe donc p € R™ tel que

"(x)+ > piFl(x) =0, p; >0, pF =0,
c’est a dire

AT — b+ Z]%‘(Bz‘)* =0, pi>0, pi(BT—c;)=0.

ou, sous une forme plus compacte,
AT —-b+B'p=0, p>0, p-(Bx—c)=0.

Notons que K étant convexe et J fortement convexe, il existe un unique minimiseur
au probleme considéré.

Exercice 10.2.16 Soit f € L*(Q) une fonction définie sur un ouvert borné Q. Pour
e > 0 on consideére le probleme de régularisation suivant

min /|Vu| dx.
ueHl( , JJlu— f”LQ(Q)SE

Montrer que ce probleme admet une unique solution u.. Montrer que, soit u. = 0, soit
il existe A > 0 tel que u, est solution de

—Auc + AMue— f) =0 dans Q,
u. =0 sur 0f).
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Correction. On note J la fonction objectif

J(u) = / |Vul*dz
Q
et K I'ensemble des solutions admissibles, c’est a dire
K={veHyQ) : F(v) <0},

ou F(v) = |jv — f||%2(9) — €%, L’ensemble K est un convexe fermé tandis que la
fonctionnelle J est fortement convexe. Il existe donc une unique solution u. au
probleme de minimisation de J sur K. Les fonctionnelles J et F' sont toutes deux
dérivables et, pour tout v € H}(f2), on a

(J'(ue),v) = 2/ Vu..Vudz
Q

(F'(ue),v) = 2/(u6 — fudzx.

Q

Si la contrainte est active, c’est a dire si F'(u.) =0, on a F'(uc) # 0. Les contraintes
sont donc nécessairement qualifiées et d’apres le Théoreme 10.2.15, il existe un réel
A >0 tel que

J (ue) + AF' (ue) =0,  AF(ue) =0,

c’est a dire tel que pour tout v € H(Q),
/ Vue. Vo + Mue — flvde =0, AJjue — fl|72 —€) = 0.
Q

On déduit de la premiere équation que u, est solution du probleme aux limites

—Auc + Mue — f) =0 dans ,
ue =0 sur 0f).

Si la contrainte n’est pas active, A =0 et u =0 (cas € > || f]|z2)-
Exercice 10.3.1 On considere le probleme d’optimisation, dit perturbé

inf J(v), (10.10)

Fi(v)<uj, 1<i<m

avec Uy, ..., Uy, € R,
On se place sous les hypothéses du Théoreme 10.3.4 de Kuhn et Tucker. On note m*(u)
la valeur minimale du probléme perturbé (10.10).

1. Montrer que si p est le multiplicateur de Lagrange pour le probleme non perturbé
(c'est-a-dire (10.10) avec u = 0), alors

m*(u) > m*(0) — pu . (10.11)
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2. Déduire de (10.11) que si u — m*(u) est dérivable, alors

om*
Di = — o, (0).

Interpréter ce résultat (cf. I'Exemple 9.1.8 en économie).

Correction.

1. D’apres le Théoreme du 10.2.15, la solution ¥ du probleme (10.10) non per-
turbé est telle qu’il existe p; > 0 tel que

J @)+ piF!(v) =0, pF;(0)=0. (10.12)
Comme les fonctions J et F; sont supposées convexes, pour tout v, on a
Jw)+p-Flv)—J@) —p-F@©) > {(J'(v)+p- F'(v),v—1).
D’apres 1'équation (10.12), on a donc
J)+p-F(v)—J(@) > 0.

Enfin, si v est la solution du probléme perturbé, on en déduit comme F(v) < u
que
m*(u) +p-u—m*(0) > 0.

2. Supposons que 'application u — m*(u) soit dérivable. Dans ce cas,

om*
ou

m*(u) =m"(0) + —=—(0) - u + o(u).

Ainsi, d’apres la question précédente,

(ag;*(())+p) u+o(u) >0

pour tout u. En divisant cette équation par la norme de u, on obtient que pour
tout élément u de norme unité,

<8£*(0) +p> u >0,

En appliquant cette inégalité a —u au lieu de u, on en déduit que

om*

ou

Lorsque u augmente, I’ensemble des solutions admissibles croit. Ainsi, la valeur
de m*(u), solution du probleme de minimisation, ne peut que décroitre. Grace
au multiplicateur de Lagrange p, on a une information supplémentaire : il
nous permet de déterminer le taux de décroissance de m*(u) en fonction de
u. Plus p est important, plus une petite variation de uw par rapport a zéro

(0)+p=0.
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entrainera une forte variation de m*. L’exemple 9.1.8 modélise les choix d’un
ménage en matiere de consommation entre différents produits pour un bud-
get donné. Le ménage cherche a maximiser sa ”fonction d’utilité” sous sa
contrainte budgétaire. Le multiplicateur associé a la contrainte budgétaire
n’est autre que l'utilité marginale, c’est a dire correspond a l'augmentation
de la fonction d’utilité du ménage par rapport a l'augmentation de leur bud-
get.

Exercice 10.3.2 Donner un exemple de Lagrangien pour lequel I'inégalité
inf (sup L’(U,q)) > sup (inf L’(U,q)) . (10.13)
velU \ geP gepP \veU

est stricte avec ses deux membres finis.

Correction. On pose U =R, P =R et
L(v,q) = F(v+q),

ou F' est une fonction bornée non constante. On a alors

inf | sup L(v =sup F' > inf F' =sup | inf L(v .
(p ( ,q>) up I > inf 7 = sup ( ( 7Q>)
Exercice 10.3.3 Soit U (respectivement P) un convexe compact non vide de V' (res-
pectivement (). On suppose que le Lagrangien est tel que v — L(v, q) est strictement
convexe continue sur U pour tout ¢ € P, et ¢ — L(v,q) est concave continue sur P
pour tout v € U. Montrer alors I'existence d'un point selle de £ sur U x P.

Correction. Pour tout ¢ € P, on note ¢(¢q) "'unique minimiseur sur U de Iappli-
cation v — L(v, q) (I'existence est assurée par la compacité de U et la continuité de
L, Punicité par la stricte convexité de v — L(v, q)). De plus, on pose

F(q) = L(v(q),q) = min L(v, q).

velU

L’application F' est 'infimum d’une famille de fonctions concaves, semi-continues
supérieurement. Elle est donc elle méme concave et semi-continue supérieurement.
Comme P est compact et que F' est semi-continue supérieurement, F' admet au
moins un maximum sur P noté ¢*. On pose de plus v* = ¢(¢*). On va montrer que
(v*,q*) est un point selle de £ sur U x P, c’est a dire que

L(v* q) < LW, q") < L(v,q")

pour tout couple (v,q) € U x P. La deuxiéme inégalité est évidente et découle
simplement de la définition de v* = ¢(g*). Il reste a prouver que pour tout g € V,

L(v*,q) < £(o", ") (10.14)
Pour tout ¢t € [0, 1] et tout ¢ € V', on pose

vy = ((1 —t)q" +tq)
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D’apres la concavité de L(v,-), on a pour tout v € U
L(v,(1—t)g" +tq) > (1 =t)L(v,q") +tL(v,q),
d’ott on déduit (puisque ¢* maximise F' sur P et L(v;, q*) > F(q*)), que

F((1=t)q" +1tq) = L(v, (1 —t)q" + tq)
(1 —t)L(ve,q") +tL(ve, q)
(1 =t)F(q") + tL(v, q),

F(q")

AVARAVARLYS

ce qui donne en fin de compte que pour tout ¢ € V et tout t # 0,
F(q") > L(vi, q)-

Comme U est compact, il existe une suite ¢,, convergent vers zéro tel que v, soit
convergente. Soit ¥ la limite de vy, . D’apres I'inégalité précédente, on a

F(q*) = L(v",¢") > lim L(v,,, q) = L(0,q).

Pour conclure, il suffit donc de prouver que o = v* et ainsi obtenir I'inégalité (10.14).
Or, pour tout n on a

£<Utn’ (1 - tn)q* + tng)
L(v, (1 —1t,)q" + tnq).

(1 =t)L(vr,, q") + taL(vr,, q)

IA A

En passant a la limite, on en déduit que pour tout v € U,
L(0,q") < L(v,q").

Ainsi, 0 est un minimiseur de v — L(v,¢*). Comme cette derniére application est
strictement convexe, elle admet au plus un minimiseur et 0 = ¢(q*) = v*.

Exercice 10.3.4 Soit une matrice rectangulaire

10 42 35

-3 2 -1 2 -5 2

A= -4 2 -2 0 -1 2
-2 4 -1 6 -2 2

-1 2 -6 3 -1 1

On suppose que deux joueurs choisissent I'un une ligne ¢, I'autre une colonne 7, sans qu'ils
ne connaissent le choix de I'autre. Une fois révélé leurs choix, le gain (ou la perte, selon
le signe) du premier joueur est déterminé par le coefficient a;; de la matrice A (I'autre
joueur recevant ou payant —a;;). Montrer que la stratégie optimale de minimisation du
risque conduit a un probleme de min-max que I'on résoudra. Le jeu est-il équitable avec
cette matrice A7?
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Correction. Le premier joueur cherche a maximiser son gain quelque soit le choix
du deuxiéme joueur, il choisit donc la ligne ¢ tel que min;a;; soit maximal. En
adoptant cette stratégie, son gain minimal est alors

(1 = maxmin a;;.
i

Le deuxieme joueur tient un raisonnement identique. Son gain minimal est donc

Gy = — mjin Max a;;.
On résout aisément ces deux problemes. La solution au premier probléeme pour le
premier joueur consiste a jouer la premiere ligne ce qui lui assure un gain au moins
nul (il ne peut pas perdre). La stratégie minimisant les risques pour le deuxiéme
joueur consiste a jouer la premiere colonne ce qui lui assure au moins un gain de —1,
c’est a dire au pire une perte de 1. Le jeu n’est pas équitable. Si les deux joueurs
adoptent cette stratégie, le premier joueur gagne 1 tandis que le deuxieme perd 1.

Exercice 10.4.1 On considere le probleme de commande optimal (10.72) avec K =
RM, f =0, 2=0, et zr = 0. Montrer que, pour tout ¢t € [0, 7],

T T
p(6)5(6) = Dy(T) - y(T) + [ Quls)-(s)ds+ [ RBD(s) - Bp(s)ds.
t t
En déduire que s'il existe ¢ty € [0, 7] tel que y(ty) = 0, alors y(t) = p(t) = 0 pour tout
t € [0,T]. Interpréter ce résultat.

Correction. Soit u la solution optimale au probleme (10.72), y I’état du systeme
et p I’état adjoint correspondants. On rappelle que la commande optimale est u =
—R™7!B*p. Ainsi, d’apres I'équation différentielle ordinaire (10.71) vérifiée par y,

De plus, on rappelle que

dt
On en déduit que
d * * —1 px*
Py = —Qyoy—Ap-y+p-Ay—Bp- R Bp

= —Qy-y— R 'B*p-B'p.

Par intégration, il vient
T
pyt) = p-y(T) +/ Qu-y-+ R 'B*p- B*pdt
¢

T
= Dy(T)'y(T)+/ Qy-y+ R 'B*p- B*pdt.
t



201

S’il existe tg € [0, 7] tel que y(ty) = 0, on a p - y(ty) = 0. Comme tous les termes
du second membre de la formule précédente sont positifs ou nuls et de somme nulle,
ils sont tous nuls. En particulier, si ¢ € [to,T], R"'B*p- B*p(t) = 0. Comme R est
symétrique, définie positive, on en déduit que u(t) = R~*B*p(t) = 0. La commande
est donc nulle pour tout ¢ € [to, T, et y(t) = exp(A(t —to))y(to) = 0 pour t € [ty, T.
De méme, on obtient la nullité de p sur [ty,T]. Ce résultat n’est pas étonnant. Il
signifie que si on cherche a annulé y alors que y est déja nul, la commande optimale
consiste simplement a ne rien faire. Reste a prouver la nullité de y, u et p sur
I'intervalle [0, to]. 11 suffit de constater que le coupe (y, p) est solution d’un systeme
différentielle linéaire de condition initiale (y,p)(to) = (0,0) (la fleche du temps est
inversée). Ce systeme admet une solution unique : la solution nulle.

Ce résultat stipule que, si 1’état initial n’est pas 1’état cible, il n’est jamais
rentable d’atteindre exactement ce dernier. Le colit nécessaire pour s’approcher de
I’état cible devient plus important que le gain réalisé.

Exercice 10.4.2 Obtenir I'équivalent de la Proposition 10.4.4 et du Théoreme 10.4.6
pour le systeme parabolique

((99?; Ay =v + f dans |0, T[x

y = 0 sur |0, T[x0S
y(0) = yo dans Q

ol yp € L*(Q), f € L*(]0,T[xNQ), v € L*(J0,T[x) est la commande, et on minimise

T T
inf J(v :/ /Uthdx—l—/ / _Zthd[L'—f—/ T) — » le',
veL2(0,7[x2) (v) o Jo ; Q|y | Q|y( ) — 1

ol z € L*(]0, T[xQ) et 2r € L*(Q).

Correction. L’application qui & v associe y est linéaire continue de L%(]0, T[x)
dans C°([0,T); L*(Q2)). On en déduit que J est continue. De plus, J est forte-
ment convexe et admet donc un unique minimiseur. Combinaison de fonctions
différentiables, J est elle méme différentiable (I’application qui & v associe y est
dérivable car affine continue!) et

(J'(v)

</ /vwdwdt—i—/ / — 2 ywdwdt—l—/( (T)—zT)yw(T)dx> (10.15)

ol ¥, est solution du probleme parabolique
ay” — Ay, =w dans |0, T[xQ
yw =0 sur |0, T[x 0%
Yw(0) =0

La condition d’optimalité nécessaire et suffisante est J'(y) = 0. Comme dans le cas
présenté dans le cours, la formule précédente permettant de calculer la dérivée de
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J est inexploitable : elle nécessite pour chaque fonction test w la résolution dun
systeme parabolique. On peut obtenir une expression explicite de J' en fonction
d’un état adjoint p solution du systeme

—% — Ap=y—2z dans |0,T[xQ

p= sur |0, T[x 00
p(T) = y(T') — 2r.

On vérifie sans mal que

) = | ' [+ s

Exercice 10.4.3 Généraliser |'exercice précédent a |'équation des ondes.

Correction. Il s’agit d’étudier le probleme hyperbolique

( aZy
%—Ay:v—l—f dans 0, T[x$)
y=20 sur |0, T[x 02
y(0) = yo dans Q
dy

\ E(O) = Yo dans Q

ot yo € HJ(Q), y1 € LA(Q), f € L*(]0,T[xQ) et v € L*(]0, T[x) est la commande.
On minimise

T T
inf J(v :/ /v2dtdx+/ / —sztdx—i—/ Ty - de’
P Nl A A A () =zl

olt z € L*(]0,T[xN) et 27 € L*(2). A nouveau, J est dérivable, fortement convexe
et admet donc un unique minimiseur. De plus, la dérivée de J possede la méme
expression (10.15) que précédemment. Cependant, v, est dans ce cas solution du
probleme hyperbolique

% — Ay, = w dans |0, T[x{2
Y =0 sur |0, T'[x 0N

%w(()):o
=0

A nouveau, on peut introduire un état adjoint afin de déterminer explicitement J’.
L’équation vérifiée par I'état adjoint est

% —Ap=w dans |0,T[xQ

p=0 sur |0, T'[x 0%

];1(30) =0

9 — AT — y(T)
et

o)) = | ' [+ pwdzae

Notons que pour trouver I’état adjoint, on peut introduire un Lagrangien comme
dans le cas de la dimension finie.
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Exercice 10.5.1 Pour V = R? et J(z,y) = az? + by* avec a,b > 0, montrer que
I'algorithme de gradient a pas optimal converge en une seule itération si a = b ou si
2%9y° = 0, et que la convergence est géométrique dans les autres cas. Etudier aussi la
convergence de l'algorithme de gradient a pas fixe : pour quelles valeurs du parametre
1 la convergence se produit-elle, pour quelle valeur est-elle la plus rapide ?

Correction. L’algorithme de gradient a pas optimal converge en une unique itéra-
tion si et seulement si le minimiseur de J (en 'occurrence 0) appartient a la droite
paramétrée par la fonction ¢t — tJ'(z,y) + (z,y), c’est a dire si et seulement si (z, y)
et J'(z,y) sont colinéaires. Comme J'(x,y) = 2(az, by), 'algorithme converge en une
itération si et seulement le produit vectoriel entre (xo,yo) et (azo, byo) est nul, c’est
a dire si @ = b ou xoyy = 0. Dans le cas contraire, considérons (z,,y,) la solution
obtenue au bout de n itérations du gradient a pas optimal. Comme le pas est choisi
de maniere optimal, le gradient de J en (2,41, yns1) est orthogonal au gradient de
J en (x,,y,). Ainsi, le gradient de J en (2,42, Ynio) est colinéaire au gradient de J
en (Z,,y,). On en déduit que (x,,y,) et (Tp12, Yni2) sont colinéaires. Il existe donc
a(z,y) : R? — R tel que

(xn+2a yn+2) - 04(37717 yn)(l'na yn)

Enfin, pour tout réel r, on a a(rx, ry) = a(z,y). On a donc a(zp42, Ynt2) = a(Tn, Yn)
et a(zap, y2p) = a0, yo). Alnsi,

<x2p7 y2p) = a(xOJ yO)p(‘rm Z/O)
La convergence est donc géométrique.
Considérons l'algorithme de gradient a pas fixe. D’apres 'expression de la
dérivée de J,
Tpi1 = (1 —2ua)x, et yop1 = (1 — 2ub)y,.
Par récurrence évidente, on en déduit une formule explicite de (z,,,y,) :
Ty = (1 = 2pa)"xg et y, = (1 — 2ub)" yo.
La convergence a lieu lorsque max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) < 1, c’est a dire

p < min(at,b7h).

Le pas optimal est obtenu en minimisant 5 = max(|1 — 2ual, |1 — 2ub|) par rapport
a u. Par une étude graphique rapide, on obtient que le pas optimal est

fopt = (a+b)7t
La raison de la suite géométrique est alors
g =la—"0bl/(a+D).

Pour terminer, notons qu’on peut également calculer explicitement la raison §’ de
la suite dans le cas de I'algorithme a pas optimal. A titre indicatif, on obtient

—1/2
B = |a— bl|zo|lyo| Vab ((az? + byd)(a®x? + b)) 2.
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L’algorithme du gradient a pas optimal converge au moins aussi rapidement que
I’algorithme a pas fixe optimal. La convergence des deux algorithmes est identique
si a = b ou a|zg| = blyo|.

Exercice 10.5.2 Soit V = RY et K = {z € R tel que SV, x; = 1}. Expliciter
I'opérateur de projection orthogonale Py et interpréter dans ce cas la formule

Uns1 = Pr(u, — pd' (uy)) (10.16)

définissant |'algorithme de gradient projeté a pas fixe en terme de multiplicateur de
Lagrange.

Correction. L’opérateur de projection sur K est défini par
Px(u)=u—(1—wu-n)n/N,
oun = Zf\il e;. L’algortihme de gradient projecté peut donc s’écrire sous la forme

Unpr = Pr(up — pJ (un)) = wn — p(J (un) — N_l(‘],<un) -n)n)
= uy, — p(J (un) — Aun)

avec

Ao = N"HJ (uy,) - n).
Si un point fixe est atteint, on obtient qu’il existe un réel \ tel que
J' (u) — An =0,

et on retrouve les conditions d’optimalité du premier ordre assoicé au porbleme de
minimisation de J sur K.

Exercice 10.5.3 Appliquer |'algorithme d'Uzawa au probleme

min {J(v) _ %Av w—b- v} | (10.17)

veRN, F(v)=Bv—c<0

ol A est une matrice N x N symétrique définie positive, b € R, B une matrice M x N
et ¢ € R™. Si la matrice B est de rang M, ce qui assure 'unicité de p d’aprés la
Remarque 10.3.12, montrer que la suite p” converge vers p.

Correction. Le Lagrangien associé a ce probleme est
1
L(v,q) = §Av-v—b-v—|—q‘(Bv—c)

avec q € Rf . Soit p™ la suite de multiplicateurs obtenus par l'algorithme d’Uzawa
et u" la suite d’éléments de R définie par

L(u",p") = min L(v, p"). (10.18)
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On rappelle que p"™! est déterminé a 1'aide de p" par
P = Poys (" + pF(u"), (10.19)

ou pu est le pas de l'algorithme, choisit suffisamment petit. La matrice A étant
symétrique définie positive, le probleme (10.18) admet comme unique solution

u" =AYb — B*p).
En explicitant la définition (10.19) de p"*! en fonction de p™, on obtient
p"t = Pau ((Id =uBA™'BY)p" + p(BA™'b — ¢)) .

Afin de prouver la convergence de la suite p”, il suffit de montrer que I'application
qui & p"*! associe p" est strictement contractante. Comme la projection PMI est
contractante, il suffit de prouver que I'application

g+ (Id—puBA™'B*)q + n(BA™'b — ¢)

est strictement contractante. Comme B est de rang M, la matrice BA™'B* est
définie positive. Pour p suffisamment petit, la matrice Id —uBA~!1B* est symétrique,
définie positive de valeurs propres strictement plus petites que 'identité. L’appli-
cation précédente est donc strictement contractante et ’algorithme convergent. On
note p sa limite. La suite u™ est également convergente et sa limite u est telle que

Au—b+ B*p=0. (10.20)
Enfin, comme p = Pga (p+ pF(u)), pour tout ¢ € RY, on a

(p = (p+ pF(u))) - (¢ —p) 20,
c’est a dire F(u) - p > F(u) - g. On en déduit que
F(u) <0 (10.21)

et que F(u) -p > 0. Or comme F(u) < 0 et p > 0, on a également F(u)-p < 0.
Ainsi,

F(u)-p=0. (10.22)
De (10.20), (10.21) et (10.22), on conclut que u est solution du probleme de mini-
misation étudié.

Exercice 10.5.4 En plus des hypothéses de la Proposition 10.5.10, on suppose que
les fonctions J et F, ..., F)s sont contindiment différentiables. On note de nouveau /()
I'’ensemble des contraintes actives en u, et on suppose que les contraintes sont qualifiées
en u au sens de la Définition 10.2.13. Enfin, on suppose que les vecteurs (Fi’(u))iel(u)
sont linéairement indépendants, ce qui assure |'unicité des multiplicateurs de Lagrange
Ay oo A tels que J'(u) + 30N N FY(u) = 0, avec \; = 0'si i ¢ I(u). Montrer alors
que, pour tout indice i € {1,..., M}

lim F max (Fi (1), 0)} ~

e—0 | g
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Correction. Pour tout i ¢ I(u), on a F;(u) < 0. Ainsi, pour € assez petit, on a
Fi(ue) < 0 et max(F;(ue),0) = 0. En particulier, pour tout i ¢ I(u), on a bien

lim F max (Fi(u.), 0)} 0=\

On pose
J.(v) = J(v) + € Z [max(Fj(v),0)].

Les fonction F; étant supposées continiiment dérivables, J. est dérivable et
M
J(v) = J(v) + 2 Z max(F;(v),0)F; (v).
i=1
Comme u, minimise J¢, on a J/(u.) =0 et
M
J'(ue) = =2 " max(F(uc), 0)F (u). (10.23)
i=1

De plus u,. converge vers u pour lequel
T(u) == NF(u). (10.24)
i€l (u)

Comme les applications linéaires (F}(u));cr() sont indépendantes, il existe une fa-

mille (a;)ieru) d’éléments de RY telle que

(F(u),a5) = ]

]

pour tout ¢ et j € I(u). Comme F(u.) converge vers F/(u), pour € assez pe-
tit, la famille (Fj(uc))icrwy est indépendante et il existe une famille (af)icrw) €
Vect((a;)icr(u)) telle que

(F{(uc),a5) = 8]
pour tout i et j € I(u). De plus, pour tout i € I(u), a converge vers a;. Enfin, pour
tout ¢ € I(u),

—2¢ ' max(Fi(u),0) = < — 2t Z maX(Fj(ue),O)F;(ue),af>.

JEI(u)

Comme ¢! max(F;(u),0)) converge vers zéro pour tout i ¢ I(u),

M
lim —2¢ ! max(Fj(u),0) = lim—2¢* Z max(F}(ue), 0) (F}(ue), a)
j=1

= lim{J'(u.),as)

(3
€

= (J'(u),a;) = \;.
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ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE

Exercice 13.1.1 Montrer que

1. |A|l2 = ||A*||]2 = maximum des valeurs singulieres de A,
2. || Al = maxi<j<n (322 lail)
3. [[Alloc = maxi<i<y (Z?:l ’%’\) :

Correction.

1. Tout d’abord, on rappelle que les valeurs singulieres de A sont les racines carré
des valeurs propres de la matrice symétrique A*A. Par définition, on a

. 1/2
1A, = ([ max (Az)" - Az / ,
xzeCn z#£0 x*-x
Alinsi,
* * 1/2
Al = ( max EAD )Y
zeCn™ x#0 Tr*-x

est bien le maximum des valeurs singulieres de A (la matrice A*A est symé-
trique, positive et diagonalisable).

On a pour tout z € C,

[zllo=" sup |z-yl|.
y€eCn,|lyll2<1
Ainsi,
[Azlz = sup |Az-y|= sup |z A%y < |[|lzf]2]A7lo-
yeCn [lyll2<1 yeCn,|lyll2<1

On en déduit que ||A]|2 < ||A*||2 et finalement ||All2 = [|A*||2.

[Az]y _ > | 2ok ami]
X max .

z€C,x#0 HI‘Hl N z€C,z#0 Zk ‘I’k|

Al =

Pour tout indice 7, en choisissant x; = 5;53 , on obtient
1Al > Jal.
i

De plus,
HAH1 e max M S max M
xcC,z#0 Zj |xj| zeC,x#0 Zj ’];]l

225 (22 laij]) ]
= max Smaxg ;|-
i e
7

zeC,x#0 Zj |[EJ|
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3. On a

maxj, ’Zj g5

A =
|| Ha) xé%%io rnaxklmk

Soit i € {1,---n} et x € C" telle que pour tout indice j, z; soit égal au signe
de a; ;. On déduit de I'expression précédente que

[A]loe > max (Z |ai,j!> :

J

Réciproquement,

max; ) . |a;;||%;
|Alle < max < 2510 ]|)§maXZ|a”|.
max; | ;| i ’

z€C,x#0

J

Exercice 13.1.2 Soit une matrice A € M,,(C). Vérifier que
1. cond(A) = cond(A™!) > 1, cond(aA) = cond(A) Va # 0,

2. pour une matrice quelconque, conds(A) = Z?((j)) ou p1(A), un(A) sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur singuliere de A,

3. pour une matrice normale, condy(A) = ||’/\\’;E:))||, ou [A1(A)[, | \n(A)| sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur propre en module de A,

4. pour toute matrice unitaire U, conds(U) =1,

5. pour toute matrice unitaire U, condy(AU) = condz(UA) = condy(A).

Correction.
1.
cond(A) = [|A[[[[A7Y] = [[ATY[| Al = cond(A™).

De plus d’apres les proprié¢tés élémentaires des normes subordonnées,
cond(A) = [[A[[[[AT]| > [[AATY = [|1d || = 1.

Enfin, cond(ad) = [laA[[[(ad)|| = |alla| M| A[[[JAH] = cond(A).

2. D’apres I'Exercice 13.1.1, ||All2 est la plus grande valeur singuliere de A.
Comme les valeurs singulieres de A™! sont les inverses des valeurs singulieres

de A, on en déduit que condy(A) = ZTA)'

3. Pour une matrice normale (donc diagonalisable), les valeurs singulieres sont

les modules des valeurs propres. Ainsi, d’apres le point précédent, pour toute

. An (A
matrice normale on a encore condy(A) = M.

4. Pour une matrice unitaire, |U||z = ||[U!||2 = 1. Ainsi, condy(U) = 1.

5. Si U est une matrice unitaire, on a

(AU)(AU)* = AUU*A* = AA* et (UA)"(UA) = A*A.
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Ainsi, la plus grande valeur singuliere de A est égale a la plus grande valeur
singuliere de U A tandis que la plus grande valeur singuliere de A* est égale a
la plus grande valeur singuliere de (AU)*. On a donc

[AU]l2 = I(AU)*[l2 = [|A"[|2 = [[A[l2 = [[UA]l2.

De plus, comme (AU)™! et (UA)™! sont le produit (& gauche et a droite) de
A~1 avec la matrice unitaire U*, on a également

I(AU) o = |A7 |2 = [[All2 = [(TA) 2.
On en déduit que conds(AU) = condy(UA) = condy(A).

Exercice 13.1.3 Montrer que le conditionnement de la matrice de rigidité X, donnée
par (6.12) pour la méthode des éléments finis P, appliquée au Laplacien, est

4

m2h2’

condy(KCp,) ~ (13.1)

On montrera que les valeurs propres de K, sont

M= dhtsin? () 1 <k<n,
2(n+1)

pour des vecteurs propres u* donnés par leurs composantes

ik
u;?:sin(r‘z_:rl) 1<jk<n.

Correction. Dans un premier temps, on vérifie que les vecteurs «* sont les vecteurs
propres de Kp. On a

(KCnu"); = h_l(_uﬁfl + 2“? - u§+l)

1 o () o () ()

i(j—1)kn i(j)km i(j—1)kn _i(j=1)km i(j)km _i(jfl)krr)

= (2ih)7! (—e nFl 4 2endl —e il — el nFl 4 2e nfl —e ntl

= (2iR) " (e — o) (e 42— o7

n+1
= 4h~'sin Jhm sin? k—ﬂ
n+1 2(n+1)
km
= 4h~ sin® (| ———— | ul.
h™" sin (2(n+1))u]

La matrice K}, étant normale,

conds(fCn) = [An(Kn)l/[Ax(KCh)]
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La plus grande valeur propre de K, est 4h~1sin? (nm/2(n + 1)) ~ 4h~! et la plus
petite 4h~'sin? (1/2(n 4 1)) ~ 4h~' (7/2(n + 1))*> = ha?. La matrice K, étant nor-
male, le conditionnement de Kj, est

a4

condy (k) =~ hr = e

Exercice 13.1.4 Montrer que les factorisations LU et de Cholesky conservent la struc-
ture bande des matrices.

Correction. Considérons le cas de la factorisation LU. Soit A une matrice bande
de demi largeur de bande p. On raisonne par récurrence afin de prouver que les
matrices L et U sont également des matrices bande de demi largeur de bande p. Les
composantes des matrices L et U sont déterminées en fonction des composantes de
A colonnes par colonnes. Supposons que les j — 1 premieres colonnes de L et U soit
de demi largeur de bande p. Les composantes de la 7 éme colonne de U sont définies
pour 1 <7 < 7 par

i—1
Ui = iy — Y ligtg.
k=1

La matrice A étant une matrice bande de demi-largeur p, on a a;; = 0 pour tout
i tels que j > i + p. Par une (nouvelle) récurrence (sur i cette fois), on en déduit
que u;; = 0 pour tout ¢ tel que 7 > ¢ 4 p. Ainsi, la jeme colonne de U est celle
d’une matrice bande creuse de demi largeur de bande p. La jéme colonne de L est
déterminée pour j + 1 <4 < n par

Jj—1 l

ij = .

Uj,j

D’apres I’hypothese de récurrence sur la structure bande des j premieres colonnes
de L, on a l;, = 0 des que ¢ — k > p. Ainsi, le terme de somme apparaissant dans
I'expression de [; ; est nul des que i — (j — 1) > p et en particulier dés que i — j > p.
Ainsi, ; ; = 0 dés que ¢ — j > p et les j premieres colonnes de L on une structure de
matrice bande de demi largeur p. Ceci acheve la récurrence et prouve que la structure
bande est conservée par la factorisation LU. La matrice B issue de la factorisation
de Cholesky n’est autre que le produit de L par une matrice diagonale, si L est
une matrice bande, B l'est également. La factorisation de Cholesky conserve donc
également la structure bande.

Exercice 13.1.5 Montrer que, pour une matrice bande d'ordre n et de demie largeur
de bande p, le compte d’opérations de la factorisation LU est O(np?/3) et celui de la
factorisation de Cholesky est O(np?/6).

Correction. Voir les remarques du répertoire... N’y aurait-il pas une erreur d’énon-
cé?
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Exercice 13.1.6 Soit A une matrice hermitienne définie positive. Montrer que pour
tout w € 10,2, la méthode de relaxation converge.

Correction. La matrice A étant hermitienne définie positive, sa diagonale D est
constituée de réels strictement positif. La matrice M = D/w — E est donc inver-
sible et la méthode de relaxation correctement définie. De plus, d’apres les Lemmes
13.1.26 et 13.1.27, la méthode de relaxation est convergente des que M* 4+ N est

définie positive. Or
2—w

M*+N==""pD,

w

qui est définie positive pour tout w €0, 2].
Exercice 13.1.7 Montrer que, pour la méthode de relaxation, on a toujours
p(M™IN) > |1 —w|, Yw #0,

et donc qu’elle ne peut converger que si 0 < w < 2.

Correction. Le vecteur ¢; = (1,0,---,0) est un vecteur propre de M~'N de
valeur propre 1 —w. Ainsi, p(M~1N) > |1 — w| et la méthode de relaxation ne peut
converger que pour w €]0,2[.

Exercice 13.1.8 Soit A une matrice symétrique définie positive. Soit (zx)o<k<n la
suite de solutions approchées obtenues par la méthode du gradient conjugué. On pose
ry =b— Az et dy = x11 — xp. Montrer que

(i) I'espace de Krylov K, est aussi égal a

Ky =[ro,...,rx] = [do, ..., d],
(i) la suite (rg)o<k<n—1 est orthogonale
r,-m=0pourtout 0 <Il<k<n-—1,
(iii) la suite (dg)o<k<n—1 €st conjuguée par rapport a A
Ady-dy=0pourtout 0 <l <k<n-—1.

Correction.

(i) On rappelle que r est définie par 7, = 19 — Ayp LKj_1, ot yx € Ki_1. On a
Ay, € K. Ainsi, 1y, € Ky, et (rg, - -+, ) est une famille de K. Reste a mon-
trer que cette famille est génératrice. On raisonne par récurrence. Supposons
que Ky_1 = [ro,-+- ,rg_1]. Si ry n’appartient pas a Kj_, on a

dim([ro, - - - , 7)) = dim([ro,- -+ ,76-1]) + 1 = dim(Kx_y) +1 > dim(K}).

L’espace [ro,- -, 7] étant inclus dans K et de méme dimension, ils sont
égaux. Reste a considérer le cas ou rp appartient a K. Comme 7, est or-
thogonal & K,_;, on adans ce casry, = 0 et rg = Ayy. Oty € [ro,- -+, A¥ 1]
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Ainsi, rg € [Arg, -, AFrg]. La famille (rg, - - - A*rg) n’est pas libre et K}, est
un espace de dimension strictement inférieure a k. Dans ce cas, on a

Ky =K1 = [7’07"' 77“k71] = [7’0,"' ﬂ"kz]-

Comme vy appartient a K1, le vecteur dr = yrr1 — y, appartient a Kj.
Ainsi, [dy, . .., dy] est un sous espace de K. Supposons que pour un k donné,
on ait Ky 1 = [dy, . ..,d_1]. Si ypy1 n’appartient pas a Kj_1, dj n’appartient
pas & Kj_1 et Ky = [dy,...,dy]. Dans le cas contraire (yx.; appartient a
Kj_1), on a yp = yr1 et rer1 = 1. En particulier, rio; appartient a K et
est orthogonal a Kj. On a donc 7,1 = 0. On en déduit que r; est nul et que
Ky = Ki_1. On a donc a nouveau Ky = [dy, .. ., di].

(ii) Le vecteur ry est orthogonal & Ky 1 = [ro,...,7k_1].
(iii) On a (A™'rg — yr,y)a = 0 pour tout y € Ki_1. Ainsi, (Yrr1 — Yr,y)a =0

pour tout y € K;_1. En d’autres termes,

<dka y>A = 07 vy € [d07 o 7dk71]'

Exercice 13.1.9 Sion considére la méthode du gradient conjugué comme une méthode
directe, montrer que dans le cas le plus défavorable, kg = n — 1, le nombre d'opérations
(multiplications seulement) pour résoudre un systéme linéaire est N,, = n* (1 + o(1)).

Correction. A chaque itérations, on effectue de 'ordre de n? opérations, I’essentiel
du temps étant consacré au calcul de Apy. Dans le cas le plus défavorable, 1'algo-
rithme converge au bout de n itérations. Dans ce cas, le nombre d’itérations est de
I'ordre de n3.

Exercice 13.1.10 On note avec un tilde * toutes les quantités associées a |'algorithme
du gradient conjugué appliqué au systéme linéaire (13.12). Soit x, = B "%y, 1, =
Br, = b — Axy, et pp, = B7*pr. Montrer que I'algorithme du gradient conjugué pour
(13.12) peut aussi s'écrire sous la forme

choix initial xg
initialisation ro = b — Axg
U |

po =20 =C""rg
( _ Rk—1Tk—1

a _ —_—,—_—_—_—

k-1 Apr—1'Pr—1
Tp = Tp—1+ Qp_1Pk—1

L . T = TE_1 — Qk_1ADK_
itérations k£ >1 K kol k—14Pk—1

VARES CilT‘k
— Rk
ﬁk—l T Zp—1TR—1

\ Dk = 2k + Br—1Dk—1

ou C = BB*.
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Correction. L’algorithme du gradient conjugué associé a (13.12) consiste a cal-

culer itérativement .
Th—1

Apr—1-Pr—1
T = Tp-1+ U-1Pk—1
Tk = Th—1 — Q1 APr_1

By = Ll
1= TP

Dk = Tk + Br—1Pk—1-

En utilisant les expressions de xy, 7, et p, en fonction de Zy, 7y et pg, on obtient

Op—1

o B e [ Ol Ve P |
k-1 Apr_1-Pr—1 Apr_1-Pr—1
_ R*5
Tp = BT = )1 + ap_1Pr—1
Ty = BTy = rp_1 — ap_1App_1

B _ BTl ey,
k=1 = B=Try 42 = CTrp_1rh

pe = B0 = C7'rp + Br_1pr_1-

L’algorithme du gradient préconditionné s’écrit donc bien sous la forme annoncée.

Exercice 13.1.11 Soit A la matrice d'ordre n issue de la discrétisation du Laplacien
en dimension N = 1 avec un pas d'espace constant h = 1/(n + 1)

2 -1 0 - 0
-1 2 -1 -

A=hn'l o . 0 0
-1 2 -1

0 0 -1 2

Montrer que pour la valeur optimale

2 s
ot = —————— ~ 21 —
o = TgamE 20T

)

le conditionnement de la matrice C!A est majoré par

1

1
SRR
2 2Sll’lm

condy(C1A) <

et donc que, pour n grand, on gagne un ordre en n dans la vitesse de convergence.

Correction. On note B, la matrice définie par
By— -2 (2 _g\pr
2—wl\w

C'A=DB;"B;'A=B;"(B,'AB;")BY = B;TA,BY,

On a C, = B,BT. Ainsi,
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ou A, = B;'AB;T. Les matrices C;'A et A, étant semblables, elles ont les mémes
valeurs propres et

COHdQ(C(;lA) = cond2(/~1w) = HflegH/I;lHQ.

Afin de déterminer une majoration du conditionnement, il suffit de majorer | Al
et ||A5Y|2- On a

~ (Ayz, ) (B;'AB;Tx, x) (AB;Tx, B;Tx)
| Ay ]2 = max ————— = max = max .
20 (x,1) 2#0 (x,x) 240 (x,x)

En posant y = BTz, on en déduit que

(Ay,y) (Ay,y) (Ay,y)

flw —maX—- T —MaX 7V —maxX ———— .
[Aull2 v#0 (BTy, BTy) v#0 (BT BTy, y) v#0 (Cuy,y)

De méme, on a
(Cuys y)

|AZY]; = max ~—2220
’ 70 [[Aull2

Ainsi,

-1
) = e AT (L (Ar)
mmuauA%4ﬁ%«a%w<g%Waﬂ”>

Il reste a déterminer un encadrement

(Az, x)
O<e<itan =P

Majoration . On décompose C,, sous la forme
w —1 T
Cw = A + —FwD Fw 9
2—-w

avec F,, = “T’lD — E. Pour tout = # 0, on a

2 —
YAy — O)ay 2y = —(F,D'FT2, ) = —(D'Flz, FT2) < 0,
w

puisque la matrice D~! est définie positive. Il en découle que 8 = 1.
Minoration . On écrit cette fois (2 — w)C, = A+ aD + wG avec

D 2 —w)?
GeppE" P o =)
4 4w
Pour x # 0, on calcule le rapport
Cw b D ) G )
(2 w)< a::v):1+a< Rt A et b
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; _ =P
Puisque (Gz,r) = —5;-, on a
(Coz,x) (Dx, ) 2a ||z|? 2a
y R Rt el Al R ik el A M| Iy N E N
=) e S e T R ) S e (A)
ol A\pin(A) = 4h =1 sin? ﬁ est la plus petite valeur propre de A. On peut donc
prendre
a -1
2 sin m
B ( L, 2-w )‘1
- ) T ’
2—w 2wsin 5r)
et ] 5
condy (CTA) < - d

2 s :
2—w 2w sin 2(n—+1)

La minimisation du terme de droite par rapport a w conduit a la valeur optimale

2
—— ~2(1 - T
1—}—281n% n-+1

)

Wopt =

et a la majoration

1+ 1
2 2811’1%

condy(CTA) <
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