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1 Introduction

Soit Ω une partie ouverte et bornée de IR2, de bord régulier. Etant donné
un champ de forces f ∈ L2(Ω), le problème de l’obstacle s’écrit

Min
v∈K

1
2

∫
Ω
‖∇v(ω)‖2 dω −

∫
Ω

f(ω)v(Ω)dω, (OP )

où K est défini par

K =
{
v ∈ H1

0 (Ω); v(ω) ≤ Φ(ω) p.p. sur Ω
}

. (1)

Ici Φ : Ω → IR+ ∩ {+∞}. Si Φ(ω) = +∞ le problème est sans obstacle.
Dans le cas général il s’agit une inéquation variationnelle, voir Lions et
Stampacchia [4], Duvaut et Lions [3], Brézis [2], et aussi [1, Section 6.4]
pour une présentation élémentaire.

Dans cette étude on prend en compte la présence d’eau au dessus de
la membrane. La quantité d’eau est fixée. Pour commencer on étudie le
problème de l’obstacle.

2 Problème de l’obstacle

Le potentiel de déformation élastique est

ED(v) = 1
2

∫
Ω
‖∇v(ω)‖2 dω. (2)
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Les constantes physiques sont prises égales à 1. Le potentiel associé aux
forces f ∈ L2(Ω) (orientées vers le bas) est

EC(v) = −
∫

Ω
f(ω)v(ω)dω. (3)

La position d’équilibre statique, avec la condition de déplacement nul au
bord, est donc solution du problème

(P1) inf ED(v) + EC(v); v ∈ K.

1. Montrer que le problème admet une solution unique v̄ ∈ H1
0 (Ω).

2. Soit λ ∈ H−1(Ω) défini par λ = −∆v̄ − f . Montrer que

〈λ, v − v̄〉 ≥ 0, pour tout v ∈ K. (4)

3. Pour v ∈ K, on note le domaine de contact

I(v) := {ω ∈ Ω; v(ω) = Φ(ω)};

Il est défini à un ensemble de mesure nulle près. On suppose ici que
v̄ ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Montrer que v̄ est continue, et que λ ∈ L2(Ω)−,
avec de plus λ nulle en dehors de I(v̄).

4. En déduire une interprétation mécanique de la condition d’optimalité
(équilibre des forces).

5. Formuler le problème discret, en supposant Ω rectangulaire, et utilisant
la méthode des différences finies.

6. Résoudre numériquement. On pourra comparer la performance de la
fonction optim de scilab (algorithmes de quasi Newton à mémoire li-
mitée avec bornes) à une implémentation plus rustique, du type gra-
dient avec projection à pas constant. Peut-on dégager expérimentalement
un comportement asymptotique quand le pas de discrétisation tend
vers 0 ?

7. On suppose ici le problème sans obstacle et le champ de forces constant.
On s’intéresse à un domaine très allongé avec éventuellement un pin-
cement au milieu. Il semble intuitivement que le pincement rende les
lignes de niveau non convexes. Peut-on le confirmer expérimentalement ?
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3 Membrane faisant office de réservoir d’eau

Notons h le niveau d’eau (dirigé vers le bas). L’énergie potentiel dûe au
poids de l’eau est

EF (v, h) := −1
2

∫
Ω
(v(ω) + h)(v(ω)− h)+dω. (5)

En effet, la hauteur de la colonne d’eau est (v(ω)−h)+. L’énergie mécanique
totale est donc

E(v, h) := ED(v) + EC(v) + EF (v, h). (6)

On a de plus une contrainte de volume L > 0 :

G(v, h) =
∫

Ω
(v(ω)− h)+dω = L. (7)

La formulation du problème est

inf E(v, h); G(v, h) = L; (v, h) ∈ K × IR. (P2)

1. Montrer que si la contrainte est satisfaite, alors

EF (v) = −1
2

∫
Ω
(v(ω)− h)2+dω − hL, (8)

et que si on pose

J(v, h, L) := 1
2

∫
Ω
‖∇v(ω)‖2 dω − 1

2

∫
Ω
(v(ω)− h)2+dω

−
∫

Ω
f(ω)v(ω)dω − hL,

(9)

un problème équivalent est

Min
v,h

J(v, h, L); G(v, h) = L; (v, h) ∈ K × IR. (10)

2. (facultatif) Montrer que (v̄, h̄) ∈ K × IR satisfait la contrainte de
volume ssi v̄ est solution de

Min
v∈K

sup
h∈IR

J(v, h, L). (11)
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3. Notons h(v, L) la hauteur d’eau. On admet que cette fonction est lo-
calement lipschitzienne. Posons

F (v) := J(v, h(v, L), L); (v, L) ∈ L2(Ω)× IR++. (12)

On introduit le problème réduit

Min
v

F (v); (v, L) ∈ K × IR++. (RP )

(facultatif) Montrer que F est de classe C1, et telle que

F ′(v)z =
∫

Ω
∇v(ω)·∇z(ω)dω−

∫
Ω
(v(ω)−h)+z(ω)dω−

∫
Ω

f(ω)z(ω)dω.

(13)

4. On note v̂ une solution de (RP ) ; on suppose que v̂ ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω).

Donner une interprétation mécanique de la condition d’optimalité (équilibre
des forces).

5. Formuler le problème discret, en supposant Ω rectangulaire, et utili-
sant la méthode des différences finies. Expliciter le gradient du critère
discret.

6. Résoudre numériquement, par exemple avec la fonction optim de sci-
lab.

7. (question plus ouverte) Un algorithme possible est, à répartition d’eau
figée de résoudre le problème d’obstacle correspondant, puis de faire
chuter l’eau. A-t-on convergence de cet algorithme ? Que donne sa mise
en œuvre ? Quel est son intérêt ? Que donne-t-il pour un domaine avec
pincement ?
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