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hnique.edu1 Introdu
tionOn se propose de 
omparer des te
hniques de minimisation de la variation totale etde 
al
ul d'ensembles qui minimisent leur surfa
e (
omme nous ne travaillerons qu'endimension 1 ou 2, il s'agira essentiellement de points, ou de 
ourbes qui minimisentleur longueur).La variation totale, d'un point de vue naïf, est la fon
tion
J : u 7→

∫
Ω

|∇u| dxoù u est une fon
tion dé�nie sur l'ouvert Ω (en pratique : un segment ou un re
tangle),et ∇u son gradient.Elle a été introduite en statistique puis en traitement d'images dans le but de�régulariser� des données bruitées ou dégradées, suivant le modèle simpli�é suivant :on 
her
he un signal u(x) �régulier par mor
eaux� et on observe u(x)+n(x) où n(x) estun �bruit� (plus simplement, une os
illation in
onnue) de moyenne nulle ∫
Ω

n dx = 0,et de varian
e σ2 = (
∫
Ω

n2 dx)/|Ω| donnée (on suppose qu'on sait l'estimer). On espèrealors retrouver u en minimisant∫
Ω

|∇u|p dx + λ

∫
Ω

|u − g|2 dx (1)où p ≥ 1 est donné, et λ est un �multipli
ateur de Lagrange� qui doit être 
her
hédans le but de satisfaire la 
ontrainte ∫
Ω
|u − g|2 dx =

∫
Ω

n2 dx = σ2|Ω|. [En pratiqueon �xera λ, pour simpli�er.℄L'idée est de 
her
her, parmi toutes les fon
tions u telles que g s'é
rit u + n ave
∫
Ω n dx = 0 et ∫

Ω n2 dx/|Ω| = σ2, 
elles qui est �la plus régulière� au sens ou un 
ritèredonné (i
i ∫
Ω
|∇u|2) est minimal.L'appro
he la plus simple 
onsiste à 
hoisir p = 2 : en e�et, dans 
e 
as, on montrefa
ilement que le problème a une solution unique et que g 7→ u est un opérateur linéairequi peut être résolu rapidement. (L'équation d'Euler s'é
rit e�e
tivement

−∆u + u = g dans Ω ,
∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω .et 
orrespond bien à un problème linéaire.)Cependant, si g et u représentent le niveau de gris (ou de 
ouleur, ou d'intensitélumineuse) d'un pixel dans une image, 
ette méthode sou�re d'un énorme défaut :l'image re
onstruite u est �oue. La raison est très simple : si p = 2, u ∈ H1(Ω). Or endimension 1, par exemple, on sait que si u ∈ H1(a, b) u est 1/2-Hölderienne et don

ontinue. En dimension 2, on montre de même que u ne peut être dis
ontinue à traversune ligne. Mais dans une image, le bord d'un objet est justement représenté par unedis
ontinuité à travers une ligne : sans quoi l'objet paraît �ou.1



Pour toute autre valeur de p > 1, on peut montrer que (1) a une solution dans
W 1,p(Ω) et à nouveau on montre que 
ette solution (en 1D) est 
ontinue (et ��oue� endimension supérieure).Pour 
ette raison, des 
her
heurs ont proposé à la �n des années 80 de 
onsidérerle 
as p = 1. Dans 
e 
as le problème est non-linéaire, plus 
ompliqué à résoudrenumériquement (
'est l'objet de 
et exer
i
e), et les plus matheux soulèveront uneobje
tion : si p = 1, n'a-t-on pas à nouveau u ∈ W 1,1(Ω), et n'avons-nous pas apris demême que les fon
tions de 
et espa
es étaient 
ontinues en dimension 1 (et de mêmene peuvent être dis
ontinues à travers une ligne en dimension 2, et
) ? Les solutionsne devraient-elles don
 pas être tout aussi �oues ?Si, mais en réalité, le problème est un peu plus 
ompliqué, au sens où pour p = 1,la minimisation (1) n'a en général pas de solution, ou plus pré
isément pas de solutiondans W 1,1 : par exemple, supposons Ω = (−1, 1) et g(x) = a×(signe de x), ave
 a > 0.Il est alors raisonnable de 
her
her une solution u 
roissante et impaire, 
omme g (çase démontre).Si u est 
roissante et impaire, alors J(u) =

∫ 1

−1 |u
′(x)| dx =

∫ 1

−1 u′(x) dx = u(1) −

u(−1) = 2u(1). On minimise don
, parmi toutes les fon
tions 
roissantes et impaires,
2u(1) + λ

∫ 1

−1

|u(x) − asgnx|2 dx = 2u(1) + 2λ

∫ 1

0

|u(x) − a|2 dxIl est fa
ile de voir qu'une fois que le problème est ainsi réé
rit, la meilleure solution estdonnée par u = bsgnx pour une 
onstante b ave
 0 ≤ b ≤ a. (En e�et, u étant 
roissanteest toujours ≤ u(1), b = u(1) doit être plus petite que a sinon la fon
tion min(u, b) est�meilleure�, mais si u(x) < b pour un x ∈]0, 1[, alors on peut faire des
endre l'énergieen augmentant légèrement u au voisinage de x.Question 1 Cal
uler b. Que se passe-t-il quand λ devient trop petit ?Mais voilà, 
ette fon
tion u est dis
ontinue (si λ est assez grand), et si u(1) a bienun sens, que veut-dire
J(u) =

∫ 1

−1

|u′(x)| dx ?(u n'est 
ertainement pas dans W 1,1(−1, 1).)La réponse est que le minimum de (1) n'est pas atteint dans W 1,1 mais dansun espa
e plus gros (appelé l'espa
e des �fon
tions à variation bornée�), qui 
ontientdes fon
tions dis
ontinues (
omme notre solution u), et en dimension 2 des fon
tionsdis
ontinues à travers une ligne. Cet ensemble est don
 approprié pour représenter desimages �nettes�.Il se trouve que si on essaie d'appro
her (par exemple par une suite un minimisante)la solution de (1) par des fon
tions de W 1,1, la limite de 
es fon
tions sera toujoursnotre u, dis
ontinue.En pratique, on va toujours dis
rétiser le problème. On peut don
 mettre à lapoubelle toutes 
es subtilités et 
onsidérer, en dimension 1, un problème de la forme :
min

(ui)
N−1

i=0

∑
i>1

|ui − ui−1| + λ

N−1∑
i=0

(ui − gi)
2 (2)2



qui a toujours une solution (mais on verra que 
ette solution a bien l'aspe
t d'unefon
tion �dis
ontinue� si g est une mar
he 
omme dans l'exemple pré
édent).Question 2 Pourquoi a-t-on toujours une solution à (2) ?2 Minimisation ave
 s
ilabLa di�
ulté pour résoudre (2) est que le problème a une dérivée singulière. Lesméthodes 
lassiques (gradient, Newton) mar
hent mal.Une appro
he possible est de remarquer que
|w| = inf

v>0
v
|w|

2

2

+
1

2vet de rempla
er le problème par
inf

(ui)
N−1

i=0
,(vi)

N−1

i=1

N−1∑
i=1

vi
|ui − ui−1|

2

2

+
1

2vi
+ λ

N−1∑
i=0

(ui − gi)
2 (3)Une façon de résoudre 
e problème 
onsiste à minimiser alternativement la fon
tionpar rapport à (ui) et par rapport à (vi) (attention, il faudrait démontrer que 
esminimisations alternées 
onvergente vers la solution, 
e qui n'est pas toujours vrai,mais dans 
e 
as, oui).Question 3 E
rire l'équation véri�ée par le ve
teur (ui). E
rire l'équation véri�éepar le ve
teur (vi) : que se passe-t-il lorsque ui+1 = ui ?En pratique, pour éviter que vi prenne la valeur +∞ (et pour que l'�inf� dans (3)devienne un �min�) on minimise sur vi ∈ [0, 1/ǫ] pour une valeur ǫ > 0 �xée aupréalable. Si w = ui − ui−1, on rempla
e don
 |w| dans l'énergie par

φǫ(w) = min
v∈[0,1/ǫ]

v
|w|

2

2

+
1

2vQuestion 4 Cal
uler φǫ. Que se passe-t-il quand ǫ → 0 ? Résoudre le problème ave
s
ilab (par minimisations alternées en u et v), pour di�érentes valeurs de ǫ. Dis
uter.Remarque : on prendra pour g : une mar
he (une fon
tion dis
ontinue ave
 deuxvaleurs), une sinusoide, une mar
he à laquelle un bruit a été ajouté.3 Dimension 2En dimension 2, la même méthode est utilisée pour débruiter des images. Nousallons tester une autre appli
ation. On 
onsidère une goutte d'eau posée sur une sur-fa
e rugueuse, hydrophobe. La goutte d'eau est représentée par un ensemble E, lasurfa
e par le bord supérieur d'un ensemble S, on a E ∩ S = ∅. L'énergie du système(après renormalisation), est une énergie de surfa
e portée par le bord de E (�tensionsuper�
ielle�). Elle est donnée parsurfa
e de (∂E \ S) + σ × surfa
e de(∂E ∩ ∂S)3



où σ ≤ 1 est un 
oe�
ient �de mouillage� de S (qui ne dépend que du matériau). Si
σ < 1, on voit que le système �préfère� (i.e., abaisse son énergie) que la goutte soit
ollée à S (
ar la surfa
e libre, non 
ollée à S, a une énergie supérieure).On va s'intéresser à un système bidimensionnel (qu'on résoudra ave
 freefem++).Dans un re
tangle R = (0, 1) × (0, H), on va dé�nir S = {(x, y) : y < h(x)} où h estune fon
tion (
ontinue, ou s.
.i.) et H > sup[0,1]h. On appelle Γ = (0, 1)×{H} le bordsupérieur du re
tangle et on va supposer que la goutte E 
ontient toujours Γ (pluspré
isément, on peut voir E ⊂ R 
omme une �fra
tion� du bord inférieur de la goutte,qui 
ontient Γ, et on va 
her
her à 
al
uler la forme de son 
onta
t ave
 la surfa
e ∂A).On pose Ω = R \ S.On va 
her
her à minimiser (numériquement)surfa
e de(∂E ∩ Ω) + σ × surfa
e de(∂E ∩ ∂S) (4)parmi tous les E ⊂ Ω ave
 E ⊃ Γ.Question 5 Si S est plat (h =
onstante), quelle va être la solution si σ < 1 ? Y a-t-iluni
ité si σ = 1 ?L'idée est que si h est assez 
hahutée, E a intérêt à tou
her S (on suppose σ < 1),puisque la longueur de son bord �
oûte� alors moins 
her, mais pas for
ément à allerremplir les �
reux� de ∂S (
ar alors il faut payer toute la longueur du bord de ∂S, quimême multipliée par σ < 1 peut être plus longue qu'un segment �sautant� au dessusdu 
reux, voir �gure 1).
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Fig. 1 � Exemple de 
on�guration possibleOn peut montrer que la solution de (4) peut être 
al
ulée en 
her
hant u quiminimise
min

u=1 sur Γ

∫
Ω

|∇u| + σ

∫
∂S

|u|. (5)Sur {0}× (h(0), H) et {1}× (h(1), H), on pourra mettre des 
onditions de Neumann,périodiques (ave
 h(1) = h(0) dans 
e 
as), ou en
ore de Diri
hlet (u = χE0
où E0est un ensemble donné sur le bord, ave
 bien sûr χE0

= 1 en y = H pour respe
ter la
ontrainte u = 1 sur Γ).La raison heuristique pour laquelle on peut se ramener au problème 
onvexe (5)est la suivante. Notons E(u) l'énergie dans (5), et par abus de notation, pour E un en-semble, on note E(E) (qui est en fait E(χE)) l'énergie (4). On peut montrer fa
ilement4



que
E(max(0, min(1, u)) ) ≤ E(u)et don
 on peut se restreindre aux fon
tions u 
omprises entre 0 et 1. Introduisonsl'ensemble de fon
tions

V := {u ∈ C1(Ω) ; 0 ≤ u ≤ 1 et u = 1 sur Γ}Pour toute u ∈ V et tout 0 ≤ γ ≤ 1 dé�nissons
E(u, γ) := {z ∈ Ω ; u(z) ≥ γ}.notons que Γ ⊂ E(u, γ) ⊂ Ω. On peut montrer que pour tout u ∈ V ,1

∫
Ω

|∇u| =

∫ 1

0

surface(∂E(u, γ) ∩ Ω)dγ et ∫
∂S

u =

∫ 1

0

surface(∂E(u, γ) ∩ ∂S)dγde sorte que
E(u) =

∫ 1

0

E(E(u, γ))dγ (6)Formellement, E(u) est minimale si E(E(u, γ)) est minimale pour tout 0 ≤ γ ≤ 1.Il s'ensuit que E(u∗, γ) = E∗ pour tout 0 ≤ γ ≤ 1, et don
 que u∗ est la fon
tionindi
atri
e de E∗.4 Cal
ul ave
 FreeFem++Pour 
al
uler (5) on va utiliser FreeFem++.On doit d'abord dé�nir un maillage du domaine Ω, de pas approximatif de dis
réti-sation η > 0. Il faut utiliser 
orre
tement la 
ommande border pour dé�nir le bordinférieur du domaine 
omme le graphe de la fon
tion h. Attention de mettre assez depoints sur 
e bord (on pourra éventuellement dé�nir un premier maillage et utiliseradaptmesh pour le �régulariser� un peu).Ensuite, on introduit l'espa
e Vη d'éléments �nis P1 sur 
e maillage. Le but estalors de résoudre
min
u∈Vη

∫
Ω

|∇u| + σ

∫
∂S

|u|ave
 la 
ontrainte u = 1 sur Γ. Comme le problème est non linéaire (ave
 en
ore desvaleurs absolues), on utilise le �tru
� introduit en dimension 1 : on va introduire ǫ > 0,
v : Ω → [0, 1/ǫ], w : ∂S → [0, 1/ǫ] et rempla
er le problème par

min
u,v,w

∫
Ω

v
|∇u|

2

2

+
1

2v
+ σ

∫
∂S

w
u

2

2
+

1

2wsous 
ontrainte u = 1 sur Γ, v, w ≤ 1/ǫ.Question 6 Dans quel espa
e est-il le plus approprié de 
hoisir v ? (Quel type d'élé-ment �nis ?) E
rire un programme qui résout 
e problème et essayer di�érents pro�ls
h. On pourra adapter progressivement le maillage à la solution 
al
ulée.1La première égalité est en fait assez di�
ile en général, mais très fa
ile dans un 
as, 
elui où uest une fon
tion 
ontinue, a�ne par mor
eaux. 5


