Mini-projet d’analyse numérique du cours MAP 431
Calcul du champ démagnétisant d’'un matériau aimanté

sujet proposé par F. Alouges
alouges@cmapx.polytechnique.fr

Le but de ce mini-projet est de calculer numériquement le champ magnétique généré
par un aimant (appelé champ démagnétisant). Pour ce faire, on considére un do-
maine borné et régulier Q C R3, représentant ’aimant. Ce dernier est le siége d’une
aimantation spontanée:

m:Q — R3,

et cette distribution d’aimantation au sein du matériau produit le champ démagnéti-
sant Hy(m) = Vg(m) ou le potentiel ¢4(m) est donné par le systéme d’équations
suivant:
([ —A¢y(m) = div (m) dans Q,

—A¢pg(m) = 0 dans R? \ Q,

0

Qﬁg(m)] =m - n sur 0f),
n

[Ga(m)] = 0 sur 99,
| da(m)(z) — 0 si |z] — +o0.

(1)

Dans les équations précédentes n est la normale extérieure a €, et le crochet [V]
dénote le saut de la quantité (discontinue) ¥ a travers la surface 02 entre la valeur
extérieure et intérieure

[\P] - \I[ea:t - \Pint .

1. RESOLUTION THEORIQUE DU PROBLEME

Nous commencons par introduire un cadre variationnel adapté a la résolution du
probléme (1) puis étudions sa résolution numeérique par la méthode des éléments
finis.

1.1 Soit ¢ € C3°(R) une fonction de classe C* sur R a support compact. Montrer
que

“+00

(2) (r)*dr < 4/;00 (¢ (r))? dr.

0

On pourra utiliser pour cela une intégration par parties en écrivant ¢(r)* = 1x ¢(r)%.

1.2 Montrer que pour ¢ € C°(R?), on a

3 ———dr <4 Vo(z)|* de.
Q [ Smr<a [ Vo)
On pourra passer en coordonnées sphériques et utiliser ’estimation de la question

précédente.
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1.3 On pose
(4) BL' = {¢ tel que \/%T € L*(R?) et Vo € LQ(R:)’)}
x

muni du produit scalaire

o)y (x)

o) Owsn = | G

dx + /3 Vo(z) - Vi(z)dx

Montrer que BL! est un espace de Hilbert. Montrer que C5°(R?) est dense dans
BL'.

1.4 En utilisant les questions précédentes montrer que BL! muni du produit scalaire

() (0 0)is = [ V() Vo(o)do

R
est aussi un espace de Hilbert. On montrera que les normes sous-jacentes || - || g1
et || - ||z sont équivalentes.

1.5 Montrer que BL' # H'(R3).
1.6 Montrer que la formulation variationnelle du probléme (1) est
Trouver ¢ € BL!, tel que Vo) € BL*, i Vo -Vip =— / m- V.
R Q
On supposera que la derniére condition de (1) est automatiquement vérifiée pour

les fonctions de BL!. En déduire que si m € L*(Q2), le probléme précédent a une
unique solution dans (BLY, || - ||71)-

2. TRONQUONS LE PROBLEME

On supposera donc dorénavant que m € L*(€). Afin de rendre le probléme de taille
finie, susceptible d’étre discrétisé, on approche le probléme posé sur R? tout entier
par un probléme posé sur une boite B englobant 2 suffisamment grande (voir Fig.
1). On rajoute alors la condition au bord de la boite

" 564 .10

ol n est la normale extérieure & dB. On cherche donc & résoudre

( —A¢y(m) = div (m) dans ©,
—A¢ya(m) =0 dans B\ €,
3¢d
®) ] =m - n sur 0f),
= 0 sur 01,
a¢d( ) =0 sur 0B.
.\ On




FIGURE 1. Le probléme posé dans une boite englobante

2.1 On pose H = {¢p € H'(B), [z dx = 0}. Montrer qu'il existe une constante
C > 0 telle que

Y € H, /de < 0/ IVe|?dx
B B

(on pourra raisonner par 1’absurde). Que peut-on dire de H muni de ||.|| ot

1/2
el = ( / |vw|2da:) ?

2.2 Montrer que la formulation variationnelle du probléme (8) est

(9) Trouver ¢ € H, telquevweH,/V(b-vw:—/m-vw.
B Q
Montrer que cette formulation variationnelle posséde une unique solution.

2.3 On considére un maillage de B par des triangles de telle sorte que ce maillage
respecte la frontiére de €2 (supposée polyédrique), et une approximation du probléme
par des éléments finis P;. On note V}, I'espace des fonctions de H'(B), linéaires sur
chaque triangle du maillage, et continues sur B. Ecrire la formulation variationnelle
discréte associée au probléme continu de la question 2.2. Montrer que celle-ci admet
une unique solution; en déduire que la formulation variationnelle

(10) Trouver ¢y € Vj, tel que Vi, € Vj, / Vop -V, = — / m - Vi,
B Q

admet une infinité de solutions que 'on décrira.

2.4 On suppose que €2 est un ouvert polyédrique, et que la solution exacte de (2) a
la régularité H? sur Q et B\Q (¢ n’est en général pas H? sur B tout entier car sa
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dérivée normale peut avoir un saut sur 9€2). Donner une estimation théorique de
Ierreur ||¢ — ¢yl ot ¢y, est une solution de (10), en fonction de |¢|x2)nm2(B\Q)-

3. APPROXIMATION NUMERIQUE

3.1 On se place dans cette question en dimension 1 d’espace. Le “vecteur” m n’a
alors quune seule composante. On prendra B =] —2,2[, Q =] —1,1[ et m = 1 sur ,
(évidemment m = 0 sur B\Q?). Ecrire un programme en Scilab permettant de cal-
culer la solution approchée du probléme correspondant a (8) a ’aide d’éléments finis
Py, en dimension un. On tracera sur un méme graphique cette solution approchée,
et la solution exacte que 'on calculera explicitement.

3.2 On se place maintenant en dimension 2 d’espace. Calculer, a I’aide de FreeFem+-+,
la solution approchée en dimension deux, toujours a 'aide d’éléments finis Py, dans
le cas suivant :

B = ]-2,2[x]—-2,2]
(11)
QO = {(z1,20), 22 +22<1/4}
et
(0,1)" pour x € Q,
(12) m(z) = _
(0,0)" pour x € B\Q.

On visualisera la solution ¢ ainsi que le champ démagnétisant V¢. Commenter la
solution obtenue par rapport au cas unidimensionnel.

3.3 Reprendre la question 3.2 en faisant varier le domaine 2. On prendra tout
d’abord une ellipse puis un rectangle. Observer que dans le cas d’une ellipse, V¢
parait constant dans €2 et que ce n’est pas le cas pour un rectangle.

3.4 Un calcul en dimension 3. On cherche a approcher le véritable probléme en
dimension 3. On appelle (x,y, z) les coordonnées. Pour se ramener & un prob-
léme bidimensionnel (calculable dans FREEFEM++) on envisage une situation ax-
isymétrique. On suppose que 2 est un ellipsoide (on décrit ci-dessous le cas d’une
spheére) vertical centré en (0,0,0), que m = (0,0, 1)" et que la boite B est un cylin-
dre vertical centré en (0,0,0) suffisamment grand. Montrer (par symétrie) que la
solution ¢ du probléme ne dépend que des variables (r, z) (ou r = /22 + y?). Ecrire
la formulation variationnelle axisymétrique du probléme et la résoudre a 'aide de
FREEFEM++. On prendra pour la boite et pour le domaine (une sphére de rayon

1/2)
(13) B ={(r,z) €0,2[x] —2,2[}, Q={(r,2) tel que r* + 2% < éll}

Vérifier que pour des ellipsoides verticaux V¢ est toujours constant dans 2. Com-
parer avec le cas ot {2 est un cylindre.



