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Exercice I. Le théoreme de Perron
Le théoreme de Perron (1907) s’énonce : “Une
matrice a coefficients strictement positifs admet un
vecteur propre a coefficients strictement positifs, et
la valeur propre associée est le rayon spectral”. Ce
qui suit est une partie de la preuve de Wielandt.
Soit A une matrice n x n a coeflicients dans R
Soit
[ (R)" = R, f(z) = max (A); ,

1<i<n T;

1. Montrer que f admet un point de minimum u
dans (R%)™.
2. Montrer que u est vecteur propre de A.
3. On rappelle que pour toute matrice M
p(M) < ||M]|oc = max

1<i<n

|5
1<j<n

Montrer que le minimum de f est le rayon spectral
p(A) de A.

Indication: on considérera la matrice diagonale D
de coefficients diagonaux u1,...,u,, et on calculera
| D=1 AD||...

4. En quoi le théoreme du cours est-il plus puis-
sant 7

Exercice II. Application au calcul critique en neu-
tronique

Soit un modele de réacteur a deux groupes de neu-
trons: les rapides (1, v ~ 107cms™!) et les lents
(2, v &~ 10°cms™!). On sait que les lents fissionent
préférentiellement. Le modele s’écrit

V- (diVé1) + 0a101 = v (o101 + 0p202) ,
=V - (d2V2) + 04202 = 0,01.

On a les encadrements
Oal = Of1 + oy,

Oa2 2 Of2, Of2 > 0f1.

Le nombre de neutrons créés lors d’une fission est
v> 1.

1. Ilest courant de considérer une succsession d’état
“d’équilibre” sous la forme d’une suite

7v.(hv¢?ﬂj Tou ?H):V(Uﬂ¢?)+gﬂ¢gg,

-V - d2v¢ép+1) + O—a2¢§p+1) _ 0r¢§p+1)-
On parle des neutrons de la génération p, p+1, ... A

partir d’un certain rang, on admet que
(bgp'l‘l) ~ )\(bgp) 2> 0.
Justifier le probleme aux valeurs propres

{ —V - (d1V¢1) + 0a101 = 3V (0101 + 0f202)
—V - (daV2) + 0a2p2 = 0,01.

Pour A = 1 le systeme est critique (A > 1 sur-critique,
A < 1 sous-critique).

2.  On munit le domaine d’étude de conditions aux
bord de Dirichlet ou de Neumann. Soient G et Go
les inverses formels des opérateurs a gauche des signes
=. Montrer que

G1 (Z/O'f1[+ Z/O'fQGQO'T> ¢1 = )\¢1

On pose sy = v(or1¢1 + or2¢2) le nombre de neu-
trons qui fissionent par unité. Montrer que

(vopil +voreGaoy) Gisy = Asy.

3. On utilise une discrétisation standard
(différences finies sur grille réguliere) pour les
différents opérateurs en présence.

Montrer que les hypotheses du théoreme de Perron
sont vérifiées. En déduire I'existence d’une solution
discrete au probleme de valeur propre-vecteur propre
précédent.



Exercice ITI. Application a 'analyse spectrale de
graphes. Cet exemple est tiré de l'article Spectral
analysis of Internet topologies.
1. La méthode du page-ranking peut se concevoir
dans la version simplifiée suivante.

A une page correspond un indice, j par exemple.
La matrice d’adjacence A = (a;;) des n pages con-
sidérées est telle que

a;; = 1 ssi la page i pointe vers la page j,

a;; = 0 dans le cas contraire. On pose
dout (Z) = E aij.
J

Soit 0 < a < 1 une “probabilité” de transition. La
matrice de toutes les transitions possibles est P

o 1l -«

si Q5 7é O,

Cette matrice représente une marche au hasard dans
la graphe de A, avec une probabilité « d’aller vers une
autre page choisie au hasard dans la liste. A priori «
est proche de 1.

Montrer que les hypotheses du théoreme de Perron
s’appliquent.
2. Montrer que la valeur propre maximale est A = 1
(cette matrice est dite stochastique).

Le vecteur propre a gauche donne le page-rank.

Exercice IV. Application & l'analyse spectrale de
graphes. Cet exemple est aussi tiré de Iarticle Spec-
tral analysis of Internet topologies.
1. Soit un graphe construit a partir d’'un maillage.
Ce maillage est de type éléments finis par exemple.
On veut le partionner de fagon équilibré (équilibrage
de taches pour les calculs paralleles).

Le maillage peut aussi représenter la toile Internet,
et on désire analyser le trafic sur la toile.

On note

a;; = 1 si un lien existe entre les noeuds 7 et j,

et a;; = 0 sinon. Noter que la matrice A = (a;;) est
symétrique A = A’.

Soit D la matrice diagonale dont le i°™¢ coefficient
est égal a la somme des coefficients de A sur la ligne

7
di = E aij = E aji.
J J

eme

soit

Mf=D—A+el= (M), &>0.
Cette matrice est appelée Laplacien du graphe pour
€ =0, qui est le cas vraiment intéressant.
1. On prend ¢ > 0. Montrer que la plus pe-
tite valeur propre de M€ peut se déterminer par
I'application du théoréme de Perron a (Ma)_l.
2. On prend € = 0. Montrer que la plus petite
valeur propre de M est nulle, \; = 0. La suivante
A2 > 0 est appelée connectivité algébrique.

Montrer que A > 0 dés qu'un chemin (a;; # 0)
permet de passer de tout indice ¢ a tout indice j.

Le vecteur propre correspondant z2 est le vecteur
de Fiedler. Montrer que

Zx? =0.
J

La méthode standard consiste alors a séparer les in-
dices en deux groupes

I* ={j, 23 > 0}.

3. Soit la matrice du Laplacien en 1D. Montrer que
I* et I~ sont connexes.

Le partitionnement est alors réalisé dans le cas
général. Une application successive de cette méthode
prend le nom de : méthode de bisection spectrale
récursive.



