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1 Exercice

Résoudre le problème de Riemann pour l’équation







∂u

∂t
+

∂u3

∂x
= 0,

u(t = 0, x) = u0(x),
(1)

avec

u0(x) =

{

uL si x < 0,
uR si 0 < x,

dans les cas suivants.

1. uL = 1 et uR = 0.

2. uL = −1 et uR = 0.

3. uL = −1 et uR = 1.

2 Exercice

On considère l’équation d’advection suivante

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 pour t > 0, x ∈ IR, (2)

où a ∈ IR est une vitesse constante et u(t, x) est une fonction scalaire. On note
un
j l’approximation numérique de u(tn, xj) avec tn = n∆t et xj = j∆x. On

considère le schéma numérique de type prédicteur-correcteur suivant











u∗

j = un
j − a

∆t

∆x
(un

j+1 − un
j )

un+1

j =
un
j + u∗

j

2
− a

∆t

2∆x
(u∗

j − u∗

j−1)

(3)

où u∗

j est appelé prédiction au temps tn+1.

1. Montrer que ce schéma est consistant.

2. Réécrire ce schéma en éliminant la prédiction u∗

j . Quel schéma retrouve-
t-on ?

3. En déduire qu’il peut se mettre sous forme conservative et donner la
fonction de flux numérique.
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3 Exercice

On considère un mélange homogène et isentrope de deux fluides (ou phases)
compressibles. On note ρ la densité du mélange, u la vitesse du mélange, C

la concentration massique du premier fluide (on a toujours 0 ≤ C ≤ 1), et
p ≡ p(ρ, C) la pression du mélange qu’on supposera vérifier les conditions

∂p

∂ρ
= a2 > 0, 2

∂p

∂ρ
+ ρ

∂2p

∂ρ2
> 0, (4)

où a > 0 désigne la vitesse du son du mélange. En dimension un d’espace, on
modèlise ce type d’écoulements diphasiques par le système hyperbolique suivant



































∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂x
= 0

∂(ρu)

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
= 0

∂(ρC)

∂t
+

∂(ρuC)

∂x
= 0

(5)

1. Etudier l’hyperbolicité de (5).

2. Montrer que la fonction

E(ρ, u, C) =
1

2
ρu2 + ρ

∫ ρ

ρ0

r−2p(r, C) dr

est une entropie du système (5). On donnera l’expression du flux d’en-
tropie mais on ne vérifiera pas que E est convexe.
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