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Motivations: transfert radiatif dans les plasmas
® (Applications astrophysiques)
® Applications pour les cibles de fusion par confinement inertiel

® Mise en évidence expérimentale de I'effet d’hétérogenéité dans
I'expérience de P.Keiter

Modélisation

® Equation du transport des photons

® Modeles de milieux aléatoires

® Mise en évidences des grandeurs caractéristiques

Questions mathématiques
® Validité de I'approximation par la diffusion
® Calcul effectif des coefficients de transport dans le mélange

Problemes ouverts

#® Lien avec les problemes de billards

® Prise en compte des non-linéarités

® Prise en compte de I'hydrodynamique



La fusion par confinement inertielle
consiste a mettre en condition un fusible
(DT) par implosion d'une coquille de
matériau plus lourd (CH, Or, ..)

Capsule <

N

Rayonnement Laser ou X

__» Pousseur

Cette implosion est hydrodynamiquement instable:

Perturbations d'interfaces= amplification linéaire puis non-linéaire des defauts
9 fransition vers un mélange +/- turbulent




Carte de densité pendant I'implosion et la combustion
(Simulation de J-P.Leidinger, CEA)

= besoin de modéles simples de transport de rayonnement dans le mélange
Pousseur/Fusible en alternative a la simulation directe.



Expérience de Paul Keiter et al. (Physics of Plasma, 15, (2008))

Cavité en Or

‘ 1 mm
T~ 2.5 MK ) ]
— . e o o o °
7,5 kJ Laser . o 0,8 mm

Mousse chargée de
micro-billes d’or

* Mesure de la position de I'onde radiative dans le tuyau

« Série d'experiences différentielles sur la distribution de grains



La simulation numérique de P.Keiter et al. met en évidence un effet de la taille
des grains sur la vitesse de propagation de 'onde radiative.
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Modélisation

A hydrodynamique figée, l'intensité radiative I(x, €2, v,t) est solution de

B, (T)

1
ol + Q- VI+o,(T)] =0,(T)c transport du rayonnement
C

B, (T)

O E(T) + / dvd Qo (T)(c — I) =0 bilan d’énergie matiere-rayonnement

B, est la fonction de Planck ( distribution d’equilibre des photons) et o, I'opacite.
Pour simplifier le probleme

® on néglige les variations de températures: T' = constante.

® On néglige la dependance de I'opacité vis-a-vis de la fréquence
(hypothése grise).

et on se raméne a I'équation intégro-différentielle (c = 1)

d )
Oe + Q-Vcb—l—o(a:)(qb—/qbz):o

avec o(x) = o dans le fusible et o(x) = o}, dans le pousseur



Interprétation probabiliste

Conditions initiales: ¢(x,2,t)t=0 = ¢o(x, )
Milieu homogene infini

QD) e
b(z, Q1) = Epo (X5 QP
9 9 t Rk 7
Q

ot X% 0% est un processus de Markov sur R3 x S g -
t s Nby P 2 Q:U,Q —Q

o =

Q
dX/ _ o0

d — t
Q“fi = processus de saut uniforme sur S, d’intensité o
t




Description du milieu hetérogene

La structure exacte du milieu n’est pas connu (taille et répartition des grains d’or,
couche de mélange, ...): = hypothese de milieu aléatoire.

Ce:] Fonctions aleatoires x ¢(x,n) et xp(z,n) =1 — x¢(x,n)

xf(x,m) =1, siz est dans le fusible et O sinon

Objectif: modele de sous-maille = les propriétés statistiques de y varient
lentement —- x champ aléatoire homogéne.
Moments de la distribution:

® fraction volumique ¢y = /Xf(m,n)P(dn)

® longueur caractéristique
#® longueur de corrélation

a(9) = /O h ( [ Gurem) = e+ Q) - cf>P<dn>) dh

# corde moyenne [ ¢( 2)(# lp( £2))
® ‘lineal-path function" L¢( ©2) = P([z,z + Qz] € f)
Si le milieu est isotrope d( 2) et l¢( €2) sont indépendants de (.

Hypothese technique: existence d’un groupe de transformations 7, préservant

If\ I s aValal Bl odal AII nhﬁmn ﬁlf’\"\"‘f\irl‘\
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Milieux binaires

En supposant I'ergodicité, on remplace les moyennes statistiques par des
moyennes d’ensemble .

1
—  lim — .n)d

e = Jim o [ xgtens

1 O
d = lim — x,m) —c x4+ Qh,n) —c da:) dh

A IV\/o (/V(Xf( n) —cr)(xy( n) —cf)
On a alors
[ [
Ly +1p Ly +1p
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Exemple de milieu binaire

L'exemple le plus simple est un milieu stratifié

ﬁ’: cos(Q_x)

Si (L;)i sont des variables i.i.d. de moyenne EL,(idem pour (L’;})i de moyenne
EL f) alors le champ aléatoire x(x,n) est ergodique mais non isotrope

EL, EL,
Cf — EL y Cp = )
;+EL, EL; +EL,

EL,
cos( Q)

Ly (Q) =

C’est le modéle de base pour appliquer les techniques de renouvellement. Si les
variables exponentielles, le milieu est markovien et on peut calculer la longueur

de corrélation
(Cpcf)2
d( Q)= —~— (EL¢+EL
( ) COS( Qa:) ( f P)
11



Exemple de milieu binaire

On peut combiner plusieus processus pour construire un milieur markovien
multi-dimensionnel

&0

ELEL

En 2D, la corde moyenne est [y =

“El; + El,
Le milieu est markovien, ergodique mais non isotrope.

cos (2 + sin Q. ELEl ¢
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Exemple de milieu binaire

Switzer (Ann.Math.Stat, Vol 36, (1965)) a donné en 2D un construction d’'un
milieu isotrope a statistique markovienne

1.

: : R
Etant donné un disque de rayon R, on tire n = WT couples (0;, p;)
uniformément dans (0,7) x (—R, R) (R > A).

Les n lignes z cos(6;) + ysin(0;) = p; définissent des polygones
aléatoires de corde moyenne \.

On remplit chaque polygone du milieu p ou f en selon la fraction
volumique

, A
La corde moyenne résultante est l = —
Cp

PN .



Exemple de milieu binaire

La modélisation la plus fréquente et qui se préte bien a la simulation numeérique
consiste a inclure des sphéeres dans un mileu infini

Cea ® Les centres des sphéres sont distribués selon un processus de Poisson

® Les rayons sont des variables aléatoires de distribution F'(r) et de
moyenne Er .

Si les sphéres se recouvrent, la corde moyenne dans le substrat est
exponentielle (torquato Phys.Rev.E, Vol 47, No 4, (1993)).

Si les spheres ne se recouvrent pas, la corde moyenne est approximativement
exponentielle( olson,jgsrt,2002) et la distrbution des cordes dans les spheres est
r o0 F(s)

=15 ). T )
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Marche aléatoire en milieu aléatoire

L'équation de transport se réécrit
d 2
0+ Q- Vo + (opxplren) + s (rem)(o— [ 657) =0,

® Validité de 'approximation par la diffusion de I'équation de
transport(Convergence en loi vers un brownien)

® Vvalidité de 'homogénéisation (calcul effectif du coefficient de diffusion)
Méthode de séparation des échelles:
® longueur de corrélation faible devant la taille de I'objet ¢ = % < 1.

o . o
® Fort contraste d’opacité entre les deux matériaux ¢ = - < 1.
Op

On obtient
£,q €,q Op £.q =4 ik
O™+ QNG (X (Tayen) + o px g (Tepem) (677 = [ 65957) = 0.

etonfaite,qg — 0

15



Premier cas ¢ < ¢

On applique d’abord des techniques d’homogénéisation ( Dumas et Golse
,SIAM J.Appl.Math. 2000).

61— 07, 007+ 0Vt +a(07— [ $10) =

avec I'opacité effective ¢ = %pcp + o scy. Ensuite, on renormalise le temps et

l'espace t — t/q, © — x/q?pour obtenir la convergence vers une équation de
diffusion:

Ad.

$9(t) = (t/q) — &, 9P =

3cpop

La preuve est trés classique: ¢? est solution de
Q
ot + Vi S [ 150 =0
On introduit un développement asymptotique dans I'équation

7 = ¢° + qdt + 2% + ...
16
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Opérateur de diffusion angulaire

ar=1- 1

Ordre 0; A¢° =0
s Q -
Ordre 1: A¢p! = —— - V¢

o

- 1 - -
Ordre 2: Ap? = —=(8:¢° + Q- Vol

(o)

1 On construit un développement asymptotique formel en résolvant
I’équation aux trois premiers ordre

2 On montre que le développement est une approximation d’ordre g2 de la
solution en utilisant un principe du maximum pour I’équation de transport.

17



¢S

Propriétés de A

® Lalternative de Fredholm est satisfaite: I'équation Af = g a une solution si
et seulementsi [ gd 2 = 0 et la solution est unique & une fonction
indépendante de 2 pres.

® Interprétation probabiliste
F) = [ E(g(@1)/90 = )t
0

ou (£2¢)+>0 est le processus ponctuel de saut sur S? de générateur
infinitésimal A (densité uniforme, intensité 1), partant de 2

Ordre 0: ¢° indépendante de Q
/ E(Q:/Q0 = Q)dt
0

~

V.
(o)

Ordre 2: Pour que I'équation ait une solution, il faut que le second membre soit
de moyenne nulle

Ordre 1:¢! = —

/da(athOJr Q-vél) — 0

/dQQ-v/ E(Q:/Q0 = Q)dt 18
0 ) vqg()
o

0: 0 =



Calcul du coefficient de diffusion

La matrice de diffusion est diagonale: on se ramene au calcul d'un coefficient

O

Ao = /Qw-v/ E(QF /Q = Q)dtdS :/ EQEQF dt
0 0

Soient (11, T2, ...,Ty,...) les temps de saut du processus ({2;), on a

Ti41 -
d:v:c :ZE/T QOQtdt

1 (2
=Y E(Tit1 — T;)Q50%,,
7

= E(T1)(28)?,
1
=3
_ . ~1 Q ~0
Remarque: on avait trivialement ¢* = —— - V¢".
o
Finalement
~ 1 -
81¢° = —A¢°.
30
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Deuxieme cas g < ¢

On applique d’abord une technique d’appximation diffusion dans le milieu
optiqguement épais sans renormalisation en temps (Sentis Asympt.Analysis,

1991) .
=9 ~ Xp(Ty /M Pp + X5 (T2 /em)P s OU (@5, ¢p) sONt solutions d’un systeme
couple

dQ
&¢f+‘Q'V¢f+UfWV‘:/¢fZF):OdWBf

q
Ot = EAqbg dans p

avec des conditions limites de type Robin aux interfaces. Il faut ensuite faire
e — 0: probleme analogue aux problemes de billards.

20



Troisieme cas g ~ ¢

Il faut étudier les deux limites simultanément
(Bensoussan-Lions-Papanicolaou,J.Publ.RIMS, 1979). Apres renormalisation en

Ce:] temps, on écrit
g Q g O- 1S}
O0e¢" + — - Vo© + ( 2><p( Te/eM) + —Xf( T /eM)) (@ ¢ —) = 0.
et on introduit le développement asymptotique formel

¢8 — q50($, ﬁa Tx /e t) + 5¢1 (ma ﬁa Tx /e t) + €2¢2($, ﬁa Tx /e t) + ..
On applique la méme technique que dans le cas homogene: besoins
d’hypothéses fortes sur le champ aléatoire.

® Existence d’une "dérivation" par rapport a n
1
Df(n) — Va:f(Taﬂ?)a::O = vaf(ac, Ta:/sn) — (va + EQD> f(ac, Tyn)w:%

® horizon fini": toutes les particules traversent le milieu opaque

21
L£t7y7Q) — mes([y7y + tQ] M {ai7 Xp(T:vn) — 1})7
3L > 0.t < 00. P{L(t.u. Q) > L. p.p. in(Q.y)} = 1.



variable rapide y : ¢° = ¢°(z, ﬁ, Ty, t)y:x/a
Ordre 0: A¢° =

. 1 0 0 dQ
Ordre 1: A¢' = —(Q-V¢” + o rxs(myn)( ¢ ——

L d9

Ordre 2 : A¢p? = —(9:¢° + Q- Vol + orxr(Tyn) (¢! —/¢5 )

avec Af = Q- Df + opxp(n)(f — /f4—

Les propriétés de A peuvent étre établies a partir de sa représentation
probabiliste:

A est le générateur infinitésimal d’'un processus (7, €2;) défini par
® oY, =
® 1y =1v,m0

® () est un processus de saut ponctuel sur S? uniforme et la probabilité
d’occurence d’'un saut entre ¢t et t + h est

t+h
P= [ xuln)peoreds
t

22



® Lalternative de Fredholm est satisfaite: I'équation Af = g a une solution si
et seulement si E / gdf2 = 0 et la solution est unique a une fonction
deterministe indépendante de 2 pres.

® nterprétation probabiliste

©. @)

F(,m) = /O E(g(,m)/Q0 = Q70 = n)dt

ou I'espérance conditionnelle est prise sur les trajectoires du processus et
non les réalisations du milieu aléatoire.

Ordre 0: ¢° déterministe et indépendante de 2 .
Ordre 1: ¢l (z,Q, 7yn, t) = —/ E(Q4/Qo = Q,n0 = myn)dt - V¢©
0

Ordre 2: Pour que I'équation ait une solution, il faut que le second membre soit
de moyenne nulle

O

1
QoQudt - V4 ¢° (: —~A¢O>

0:¢° = V,E /
30

0
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Calcul du coefficient de diffusion

® On génére un échantillon de taille L

® Onrésout le probléme de cellule avec des conditions au bord périodiques

@, _ 5
47

avy +0p><p(y)(g—/_>
6:<IT|/ / 4_Q>

®» Onfait L —

Conséguence: calculer le coefficient est aussi colteux que résoudre le
probleme complet.
— neécessité de formules simplifiées.

24



Les milieux 1D

C’est le seul cas ou il y a une solution exacte et simple.
Le probleme périodique est

¢S

o

9

En 1D, 'opacité effective est toujours la moyenne arithmétique des constituants

1

1 1
On integre par rapport a p: Oy / pgdy =0 = / pgdp does not
—1

-1
depend on y.

1

. du
On multiplie par p: p?dyg + o (y)(1g — u/ 1 97) =y
1 5 1 2
POy gdp + G(y)/ pgdp = <

On intégre par rapport a pu: /
—1

—1

1
On intégre par rapporta y: 6 = m / o(y)dy = (o)
T

du mélange pondéréé par leur fraction de présence.

25
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Les géomeétries 3D

Dans le cas général, on peut faire des simulations Monte-Carlo

d);ft) — Q(t) € (t) processus de saut d'intensitéo (X (¢))
et D = l/OO E(T(0) - €(t))dt = lim EX(t)”
3 0  tooo 2t
EX;(t)? t tEE(Q (s) Y5 (w))dsdu = 2/ / EE(Q;(s) <Y, (w))dsdu

0 P

zt/
0

E(S(0); T, (s))ds — 2 /O SE(S5(0) T 4(s))ds

26



Simulations numériques

T T T T
120 | ‘arithmetic_mean’ <—
‘Imfp —+--
‘Smfp’ -&--
'10mfp’ -
100 +
80
60
40
20
0 e | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Opacité effective en fonction de la fraction volumique pour des inclusions de
spheres de difféerentes profondeurs optiques

— mise en evidence de I'importance du parametre o7 : profondeurs optiques,-,
des spheres.



Bornes

Dans le cas général, on peut démontrer une borne inférieure sur I'opacité
(clouet, SIAM J.App.Math 1998) en décomposant la trajectoire en série de

C@:] segments

D = / EQoQidt = ZE(QOQi(Ti+1 —T5)
0 i
= E(Q0)*To + > E(Q0Q%(Tip1 — Ty))
i>0
gu’on peut réécrire

D = Do — fpopE > F(ko)F(kn)

n=0
Dans le cas périodique
9 (kn)n>0 = (Yn)n>0 €stla suite des lieux ou le processus change de

(kn)n>0 Chaine de Markov ergodique
F variable aléatoire centrée

direction.

t
oo  — | opxp(y+ Qs)ds
8 = [ “g dte/Opp
J 4 0

28
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L'intérét est double:
® ona

o'e) N 2
2E >~ F(ko)F(kn) = EF (r0)® + Jim E (\/Lﬁ ?;)F(mn)) >0

n=0

donc D > Dy.

® D, peut étre calculé analytiqguement pour les milieux markoviens
(Vanderhaegen, JQSRT, 1988)

t

4 0 - / opXp(Te 1)ds
D0:/—/P(dn)/ dte J0 (s :

4 0

Comme l'intégration n’a lieu que sur des lignes droites, si on connait les
distributions des cordes, on peut faire le calcul par des techniques de
renouvellement.

29



Calcul dans un milieu markovien

On pose Dy = 3aldh et on suppose que les distributions des cordes sont
identiques dans toutes les directions.
Alors

1

oo —/ o(y)dy
Ovdh = / Ee JO ds
0

—/xa(ydy —/wa(y)dy
On définit g¢(z) = E(e J0 /0 € f), gp(z) =E(e JO /0 € p).

On alors
Do = cy / gf (a:)da:+cp/ gp(x)dr = crg¢(0)4cpgp(0) (Transformées de Laplace
0 0

On éecrit les équations du renouvellement le long d’'une trajectoire (pour une
statistique markovienne)

( ( ) /a: ( ) _o-fye_y/lfd N e—(O'f—l—l/lf)x
gf\xr) = gp\L —Yy)e Yy
) / 0 g lf lf(0f+1/lf)
( ) /*az ( ) _Upye—y/lp d + e—((fp—l—l/lp)a: .
gp\L) = gf\xr —1y)e Yy
\ ! 0 d lp lp(op +1/1p)




On prend les transformées de Laplace et on résout:

(o) + crlpopoy
1+ cplp(of +op — (o))

Ovdh —

En pratique, cette formule donne une excellente approximation des résultats de
simulation numérique excepté quand la profondeur optique dans les sphéres est
d’'ordre 1

1,2

0.8

—renewal formula
——numerical simulations

0,6

correction to arithmetic mean

0,4

0,2

0

RGN T TN S WP NRN O R TR RN AR SR N
AN F‘b B8 ' bggb\(g) S FF e S ,\\ 4O NG @",\\ é(o\@
QQQ QQ'QQ’Q% L Q‘bq’ & \@Q’f), "bq"b ’50 S fb“q SN ‘b ‘b o7
PR R TP 00 o ’f’fi’"bqe?’ \@nf’qu@
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Extension au transfert radiatif

Plusieurs différences de difficultés croissantes

® Systéme a deux équations (T, 1)
® Dépendance non-linéaire des opacités par rapport a la température

® Prise en compte de I'hydrodynamique

Pour le probléme linéaire gris (0., = T4 , 0, = T.3):

Ot + QV L I¢ + 0% (x) (I —0%) =0
YE ()00 + o () (05 — I¢) =0

On a uniguement une convergence dans un sens faible (Clouet, JQSRT, 1997)
en introduisant deux températures matieres distinctes (6,, 6 ;) dans les deux

composants du mélange

’

1
0i0y + opep(Or — Op) + oy (br —07) = -G,

YpOtOp + op(fp —Or) =0
\ ’Yfatef + Uf(ef — 97») =0

N\
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Prise en compte de I'hydrodynamique

® |oi de mélange isobare-non isotherme entre les deux composants a partir

lois d’état P(p,T'), e(p, T) dans chaque matériau

&0

Pp(pp,0p) = Py(ps,0f)
CpPp + CFpf =P

® Couplage a une loi d’ablation analytique du matériau optiquement épais

A

Front d’ablation

N

Discontinuité p/f

v

‘e
e
.
.
‘e
e,
e




Conclusions

9

eSS I

Les régimes limites des équations de transport linéaires en milieu
aléatoire sont bien compris.

Le coefficient de transport moyen proposeé par D.Vanderhaegen est une
bonne approximation de la solution du probleme homogeénéise.

B (o) + cflpopoy
1+ cplp(of +op —(0))

Tudh , (o) = cpop +cyoy

Pour le transfert radiatif des difficultés subsistent liées a la prise en
compte de I'hydrodynamique.
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