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Rappels

Equation du type "chaleur" (paraboliques)

—(t, x) — Au(t, x) = f(t, x)

théoréme

2 espaces de Hilbert V < H, f € [?(0, T; H)
31 U e L2(0, T; V) N C%([0, T]; H) solution de

[ & < U, ¢>y+a(U,¢) =< f(t,.), ¢ >y Vo eV
| Ult—o=Uy e H

Pour I'équation de la chaleur avec C.L. de Dirichlet on a

- i |
m/u¢+/vu-v¢_/f(t,.)¢v¢eHO(Q)
| Uli—o = Up € L3(Q)
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Rappels

Equation du type "ondes" (hyperboliques)

d?u
W(t’ x) — Au(t,x) = f(t, x)

théoréme

2 espaces de Hilbert V — H, f € L?(0, T; H)
31 U € CO([o, T]; V) n C'([0, T]; H) solution de

L < U, ¢ >p+aU,¢) =< (t,.), ¢ >n Yo € V
U‘t:() = Uo eV
Hlimo=Up € H
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Propriétés élémentaires de I'équation de la chaleur

On ne peut pas prendre ¢ = U car U dépend du temps !
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Propriétés élémentaires de I'équation de la chaleur

On ne peut pas prendre ¢ = U car U dépend du temps !

Formellement on a néanmoins :
@ En multipliant I'équation par U et en intégrant

1d 2 2_/
2dt/u +/]VU\ ~ [ty
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Propriétés élémentaires de I'équation de la chaleur

On ne peut pas prendre ¢ = U car U dépend du temps !

Formellement on a néanmoins :
@ En multipliant I'équation par U et en intégrant

1d 2 2_/
2dt/u +/]VU\ ~ [ty

@ En multipliant I'équation par et en intégrant
oy ra 2
/(at> * g | IVUR= [0
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Le cas

@ Linégalité d’énergie devient

2 2 _
2dt/u /]VU\ ~0
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Le cas

@ Linégalité d’énergie devient

2Cﬁ/u2 /vaz
2dt/u2 c/u2

et la solution converge exponentiellement vite (dans L?)
vers 0.

@ Pour les ondes, on a (en multipliant par et en intégrant)

HICNER

et la solution ne tend pas vers 0.
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@ Equation de la chaleur

Effet régularisant

Pas réversible en temps

Décroissance de la solution (exponentiellement vite f = 0)
Vitesse de propagation infinie
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@ Equation de la chaleur
Effet régularisant
Pas réversible en temps
e Décroissance de la solution (exponentiellement vite f = 0)
Vitesse de propagation infinie
@ Equation des ondes
o Réversible en temps
e Pas deffet régularisant
e Pas de décroissance de la solution (Energie constante si
f=0)
o Vitesse de propagation finie
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Discrétisation

But :
Décrire une méthode de discrétisation par €léments finis des

équations d’évolution classiques (e.g. équation de la chaleur,
des ondes, etc.).
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Discrétisation

But :
Décrire une méthode de discrétisation par €léments finis des

équations d’évolution classiques (e.g. équation de la chaleur,
des ondes, etc.).

On distingue :
@ La semi-discrétisation ou I'on ne discrétise qu’en espace.
@ La discrétisation totale ou I'on discrétise en espace et en
temps
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Semi-discrétisation

On effectue une formulation variationnelle discréte en espace
et 'équation devient un systeme différentiel en temps.

Approximation interne Vj, C V de dimension finie. Fonctions de
base (¢/)i=1,...n» Un = Y11 Ujndy

d
i < Un, i >n +a(Un, ¢i) =< f(t,.), i >H -
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Semi-discrétisation

On effectue une formulation variationnelle discréte en espace
et 'équation devient un systeme différentiel en temps.

Approximation interne Vj, C V de dimension finie. Fonctions de
base (¢/)i=1,...n» Un = Y11 Ujndy

d
i < Un, i >n +a(Un, ¢i) =< f(t,.), i >H -

Soit en posant U = (U p, - -+, Unp)!, et
b(t) = (< f(tv‘)a¢1 >Hy < f(t’ ')7¢N >H)lL

d
M U+KU = b(1).

avec M =< ¢;, ¢; >n et Kjj = a(¢j, ¢i)-
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Semi-discrétisation

On effectue une formulation variationnelle discréte en espace
et 'équation devient un systeme différentiel en temps.

Approximation interne Vj, C V de dimension finie. Fonctions de
base (¢/)i=1,...n» Un = Y11 Ujndy

d
i < Un, ¢i >H +a(Un, ¢i) =< f(,.), i >4 .
Soit en posant U = (U p, - -+, Unp)!, et
b(t) = (< f(t7 ‘)7¢1 >Hy o, < f(t’ ')7¢N >H)lL

MU L KU = b(t)

at N ’

avec M =< ¢;, ¢; >n et Kjj = a(¢;, ¢i)-
Il existe une unique solution U € C°([0, T]; RN).
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Discrétisation totale

On discreétise en temps I'équation précédente U; ~ Up(nr)
@ Schéma explicite

urtt —un

M h KU = b(nr).

T
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Discrétisation totale

On discreétise en temps I'équation précédente U; ~ Up(nr)
@ Schéma explicite

Ut - up
M=t KUR = b(nr).
@ Schéma implicite
uptt - up

M + KU = b((n+ 1)7).

T
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Discrétisation totale

On discreétise en temps I'équation précédente U; ~ Up(nr)
@ Schéma explicite

Ut - up
M=t KUR = b(nr).
@ Schéma implicite
uptt - up

M + KU = b((n+ 1)7).

T

@ Schéma de Crank-Nicholson

Ut -Up <U,’;+‘ - U;;) b((n+1)7) + b(nr)

M

2 - 2 '

T
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Les schémas classiques

@ #—schéma (h € [0,1])

urtt —un
M= Zh L k(oUIT +(1-6)Uf) = 0b((n+1)7)+(1-0)b(n7).

T
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Les schémas classiques

@ #—schéma (h € [0,1])

urtt —un

M h L K(OUIT +(1-6)Uf) = 0b((n+1)7)+(1-0)b(n7).

-
@ Le schéma de Gear (2 pas) (ordre 2 en temps,
inconditionnellement stable)

Ut —aur + Ul
27

M + KU = b((n+1)7).
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Les schémas classiques

@ #—schéma (h € [0,1])

urtt —un

M h L K(OUIT +(1-6)Uf) = 0b((n+1)7)+(1-0)b(n7).

-
@ Le schéma de Gear (2 pas) (ordre 2 en temps,
inconditionnellement stable)

Ut —aur + Ul
27

M + KU = b((n+1)7).

Proposition : Le #—schéma est d’ordre 1 en temps sauf pour
6 = } ou il est d’ordre 2.
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6—schéma et inégalité d’énergie (b"=0)

On sait que la solution de 'équation vérifie (multiplier par u et
intégrer en temps et espace)

;/uz(t,x)dx+/Ot/lvulz(S,X)deX:;/UZ(OvX)

mais aussi (multiplier par ¢ et intégrer en temps et espace)

/yw\ txdx+//‘

(8,x)dsdx = = /|Vu| (0, x)
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Le schéma est stable si la solution reste bornée, quand 7 et le
pas du maillage h tendent vers 0.
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Le schéma est stable si la solution reste bornée, quand 7 et le
pas du maillage h tendent vers 0.

On cherche un contréle d’'une norme de la solution.

Remarque : En dimension finie toutes les normes sont
équivalentes.

F. Alouges



Le schéma est stable si la solution reste bornée, quand 7 et le
pas du maillage h tendent vers 0.

On cherche un contrdle d’'une norme de la solution.
Remarque : En dimension finie toutes les normes sont

équivalentes.

2 normes adaptées : (MU, U) ou (KU, U).
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Discrétisation des inégalités d’énergie avec le

#—schéma

uptt - up
M- Zh 4 Ut 4 (1 - 6)UR) = 0.

T
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Discrétisation des inégalités d’énergie avec le

#—schéma

upt! - up
M- Zh 4 Ut 4 (1 - 6)UR) = 0.
n+1 n
On pose V) = Y=Y (gest-a-dire U™ = U +7V}) et on
réécrit en

MV + K(UJ + 07 V]) =0,
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Discrétisation des inégalités d’énergie avec le

#—schéma

upt! - up
M- Zh 4 Ut 4 (1 - 6)UR) = 0.
n+1 n
On pose V) = Y=Y (gest-a-dire U™ = U +7V}) et on
réécrit en

MV] + K(Uj +67V]) =0,
qui donne l'estimation (en multipliant par V')
(MVY, Vi) + 67 (KVY, Vi) = — (KUR, V) -

F. Alouges



Discrétisation des inégalités d’énergie avec le

#—schéma

upt! - up
M- Zh 4 Ut 4 (1 - 6)UR) = 0.
n+1 n
On pose V) = Y=Y (gest-a-dire U™ = U +7V}) et on
réécrit en

MV] + K(Uj +67V]) =0,
qui donne l'estimation (en multipliant par V')
(MVE VI +o0r(KV], V) = —(KUL, V).
puis on calcule
(’RUp ', Ugt) = (CUR, Up) +27 (UG, Vi) + 72 (K, V)
= (KU, Up) —2r (MVE, V]
+(1 —20)r2 (KV], V.
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Conclusion
@ Si 6 > } le schéma est inconditionnellement stable.
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Conclusion
@ Si 6 > } le schéma est inconditionnellement stable.
@ Le schéma est encore stable si

YVI —2r (MVP VY + (1 —26)72 (KVE, VI < 0.
c’est-a-dire

2
VL (VL V) < (MVE, VE).
T

(1 - 20)
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Conclusion
@ Si 6 > } le schéma est inconditionnellement stable.
@ Le schéma est encore stable si

YVI —2r (MVP VY + (1 —26)72 (KVE, VI < 0.

c’est-a-dire
2
n n n < n Vn .
YVR, (KVR,VR) < (= gy (MVR. V3)
C’est vrai ssi \y < ﬁ ol \; sont les valeurs propres
de
KV = MMV
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Théoréme de convergence

Théoreme

Soit (7)p~0 une suite réguliére de maillages de Q, Vg, le sous
espace de HJ () défini a partir des éléments P¥, u]! la fonction
de coordonnées U} calculés par le schéma. Si lims_q ud = ug
dans L?(Q), et si h et 7 tendent vers 0 en respectant la
condition de stabilité, alors

lim max |lu(nT) — u?l];2 = 0.
h—>0,7’—>00§n§n0(‘r)|| (nT) — Upl| 2
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Condition de stabilité

F. Alouges



Condition de stabilité

2
(1-20)r
Dans Vj, toutes les normes sont équivalentes

MMU,U) < (KU, U) < An(MU, U)

(*) A<

qui est I'analogue de

Vv e Vp, >\1/v2§/wv\2§)\,\,/v2.
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Condition de stabilité

2
(1-20)r
Dans Vj, toutes les normes sont équivalentes

MMU,U) < (KU, U) < An(MU, U)

(*) A<

qui est I'analogue de

Vv e Vp, >\1/v2§/wv\2§)\,\,/v2.

Un calcul montre que

A — Poincaré(Q2) quand h — 0, Ay ~ hC2
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Condition de stabilité

2
(1-20)r
Dans Vj, toutes les normes sont équivalentes

MMU,U) < (KU, U) < An(MU, U)

(*) A<

qui est I'analogue de

Vv e Vp, >\1/v2§/wv\2§)\,\,/v2.

Un calcul montre que

A — Poincaré(Q2) quand h — 0, Ay ~ hC2
(*) devient
T2
h2 = C(1-260)
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Conclusion

Le 6—schéma
Lorsque 7 et h tendent vers 0, le 6—schéma est convergent
@sif>}

T 2
— <

@ sif < setque 7 < C 20y
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Le cas hyperbolique - Semi discrétisation

Approximation interne V,, C V de dimension finie. Fonctions de
base (¢))i=1,...n» Up = S 1 Ujndj

d2
g2 < Un, i >1 +a(Un, ¢i) =< f(t,.),6i >n -
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Le cas hyperbolique - Semi discrétisation

Approximation interne V,, C V de dimension finie. Fonctions de
base (¢))i=1,...n» Up = S 1 Ujndj

d2

g2 < Un 0 >n +a(Un, o) =< f(t,.),6; >n .

Soit en posant U = (Uy p, - -+ , Unp)!, et
b(t) = (< f(tw)v(b‘] >Hy o, < f(ta ‘)7¢N >H)t
d2
MozU+KU = b(1)
U(0) = Uy
U'(0) = U

avec M =< ¢;, ¢; >n et Kjj = a(¢j, ¢i)-

F. Alouges



Le cas hyperbolique - Semi discrétisation

Approximation interne V,, C V de dimension finie. Fonctions de
base (¢))i=1,...n» Up = S 1 Ujndj

d2

g2 < Un 0 >n +a(Un, o) =< f(t,.),6; >n .

Soit en posant U = (Uy p, - -+ , Unp)!, et
b(t) = (< f(tw)v(b‘] >Hy o, < f(ta ‘)7¢N >H)t
d2
MozU+KU = b(1)
U(0) = Uy
U'(0) = U

avec M =< ¢;, ¢; >n et Kjj = a(¢;, ¢i)-
Il existe une unique solution U € C'([0, T];RN).
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Schémas classiques

@ f-schéma

urtt —2up + U
2

M K@U + (1 —20)Uf + 60U ")

T
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Schémas classiques

@ f-schéma

urtt —2up + U

M 2

+ KOUIT (1 - 20)Uf +0Ul )

T

@ Schéma de Newmark (voir poly)

théoréme

Le 6-schéma est stable si
@ 1<20<1
@ ou si 26 < § il faut alors que

max A% < - .
i 5 — 20

<
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