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Introduction

Ce polycopié est un abrégé du cours “Analyse numérique et optimisation” dont
la version intégrale [1] est publiée aux éditions de 'Ecole Polytechnique. L’objectif de
ce cours est d’introduire le lecteur au monde de la modélisation mathématique et
de la simulation numérique qui ont pris une importance considérable ces derniéres
décennies dans tous les domaines de la science et des applications industrielles (ou
sciences de l'ingénieur). La modélisation mathématique est I'art (ou la science, selon
le point de vue) de représenter (ou de transformer) une réalité physique en des
modeles abstraits accessibles a ’analyse et au calcul. La simulation numérique est,
bien stir, le processus qui permet de calculer sur ordinateur les solutions de ces
modeles, et donc de simuler la réalité physique.

Plus que pour tout autre discipline 'ordinateur a été une révolution pour les
mathématiques : il en a fait une science expérimentale! On fait des “expériences
numériques” comme d’autres font des expériences physiques, et la conception ainsi
que l'analyse des méthodes de calcul sur ordinateur sont devenues une nouvelle
branche des mathématiques : c¢’est la simulation numérique. Ces progrés ont aussi
permis aux mathématiques de s’attaquer a des problémes beaucoup plus complexes
et concrets, issus de motivations immédiates industrielles ou scientifiques, auxquels
on peut apporter des réponses a la fois qualitatives mais aussi quantitatives : c’est la
modélisation mathématique. L’analyse numérique est donc la discipline qui congoit
et analyse les méthodes ou algorithmes de calcul numérique. C’est donc un outil
essentiel pour la modélisation.

Les objectifs de ce cours sont multiples. Il s’agit tout d’abord de comprendre
comment le point de vue variationnel permet d’aborder certains problémes d’équa-
tions aux dérivées partielles sous un abord inhabituel. Ce point de vue s’avére riche
et puissant. Il permet notamment d’introduire les éléments théoriques qui conduiront
a la résolution du probléme (démontrer I’existence et I'unicité de la solution dans un
cadre adéquat) puis de construire la méthode des éléments finis, qui s’appuie sur les
considérations théoriques de facon a fournir naturellement un moyen d’approcher la
solution (qui, bien souvent, n’est pas calculable explicitement autrement).

[’ambition de ce cours est de donner les bases qui permettront aux futurs ingé-
nieurs de bureau d’études ou de recherche et développement de créer de nouveaux
modéles et de nouveaux algorithmes numériques pour des problémes plus
compliqués non discutés ici. Cependant, méme ceux qui ne se destinent pas & une
telle carriére ont intérét a bien comprendre les enjeux de la simulation numérique.
En effet, de nombreuses décisions industrielles ou politiques se prennent désormais
sur la foi de calculs ou de simulations numériques. Il importe donc que les décideurs
alent la capacité de juger de la qualité et de la fiabilité des calculs qui leur sont
présentés. Ce cours leur permettra de connaitre les premiers critéres qui garantissent
la validité et la pertinence des simulations numériques.

Ce cours est d'un niveau introductif et n’exige aucun autre prérequis que le
niveau de connaissances acquis en classes préparatoires ou en premier cycle univer-
sitaire.
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Chapitre 1

FORMULATION
VARIATIONNELLE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

1.1 Généralités

Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’analyse mathématique des équations
aux dérivées partielles de type elliptique qui correspondent a des modéles phy-
siques stationnaires, c’est-a-dire indépendants du temps. Nous allons montrer que
les problémes aux limites sont bien posés pour ces e.d.p. elliptiques, c’est-a-dire
qu’elles admettent une solution, unique, et dépendant contintiment des données.
L’approche que nous allons suivre est appelée approche variationnelle. Disons
tout de suite que l'intérét de cette approche dépasse, et de loin, le cadre des e.d.p.
elliptiques et méme le cadre d’analyse mathématique “pure” auquel nous nous re-
streignons pour l'instant. En effet, nous reprendrons cette approche variationnelle
pour les problémes d’évolution en temps (e.d.p. de type parabolique ou hyperbo-
lique), et elle sera cruciale pour comprendre la méthode numérique des éléments
finis que nous développerons au Chapitre 4. Par ailleurs, cette approche admet une
interprétation physique ou mécanique trés naturelle. Autant dire que le lecteur ne
peut pas faire I’économie de la présentation qui suit de cette approche variationnelle !

Au cours de ce chapitre et des suivants, 'exemple prototype d’équation aux
dérivées partielles de type elliptique sera le Laplacien pour lequel nous étudierons le
probléme aux limites suivant

(1.1)

—Au = f dans
u=20 sur 0f)

ot nous imposons des conditions aux limites de Dirichlet. Dans (1.1), © est un
ouvert de 'espace RY, 9 est son bord (ou frontiére), f est un second membre (une
donnée du probléme), et u est I'inconnue. Bien siir, nous donnerons au Chapitre 3
de nombreux autres exemples d’équations aux dérivées partielles de type elliptique
qui peuvent s’étudier grace a l'approche variationnelle.
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Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de RY, Q sa fermeture. On note C(Q) (respec-
tivement, C(Q)) lespace des fonctions continues dans Q) (respectivement, dans Q).
Soit un entier k > 0. On note C*(Q) (respectivement, C*(Q)) I’espace des fonctions
k fois contintiment dérivables dans Q0 (respectivement, dans €0).

Une solution classique (on parle aussi de solution forte) de (1.1) est une
solution u € C?(Q) N C(Q), ce qui implique que le second membre f doit apparte-
nir a C(Q2). Cette formulation classique pose malheureusement un certain nombre
de problémes pour démontrer 'existence d’une solution. C’est pourquoi nous rem-
placerons la formulation classique de (1.1) par une formulation, dite variationnelle,
beaucoup plus avantageuse.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la Section 1.2 nous rappelons quelques
formules d’intégration par parties, dites formules de Green, puis nous définissons
ce qu’est une formulation variationnelle. La Section 1.3 est consacrée au théo-
réme de Lax-Milgram qui sera 1’outil essentiel permettant de démontrer des résul-
tats d’existence et d’unicité de solutions de formulation variationnelle. Nous verrons
que pour pouvoir appliquer ce théoréme il est inéluctable de devoir abandonner 1’es-
pace C''(Q) des fonctions continiment différentiables au profit de sa “généralisation”,
I'espace de Sobolev H'(2).

1.2 Approche variationnelle

Le principe de 'approche variationnelle pour la résolution des équations aux
dérivées partielles est de remplacer ’équation par une formulation équivalente, dite
variationnelle, obtenue en intégrant I’équation multipliée par une fonction quel-
conque, dite test. Comme il est nécessaire de procéder a des intégrations par parties
dans I’établissement de la formulation variationnelle, nous commencons par donner
quelques résultats essentiels a ce sujet.

1.2.1 Formules de Green

Dans toute cette sous-section €2 est un ouvert de espace RY (borné ou non),
dont le bord (ou la frontiére) est noté d€2. Nous supposons aussi que 2 est un ouvert
régulier de classe C!. La définition précise d’un ouvert régulier est donné plus bas
dans la Définition 1.2.5, mais sa connaissance n’est absolument pas nécessaire pour
la bonne compréhension de la suite de ce cours. Il suffit juste de savoir quun ouvert
régulier est grosso modo un ouvert dont le bord est une hypersurface (une variété de
dimension N — 1) réguliére, et que cet ouvert est localement situé¢ d’un seul coté de
sa frontiére. On définit alors la normale extérieure au bord 02 comme étant le
vecteur unité n = (n;)1<;<y normal en tout point au plan tangent de 2 et pointant
vers Pextérieur de Q. Dans @ C RY on note dx la mesure volumique, ou mesure
de Lebesgue de dimension N. Sur 0f2, on note ds la mesure surfacique, ou mesure
de Lebesgue de dimension N — 1 sur la variété 0€). Le résultat principal de cette
sous-section est le théoréme suivant que nous admettrons (voir le théoréme 5.4.9

dans [6]).
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Théoréme 1.2.1 (Formule de Green) Soit Q un ouvert régulier de classe C*.
Soit w une fonction de CY(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elle vérifie la
formule de Green

ow
o (x)dx = /aQw(x)nz(x) ds, (1.5)

ou n; est la i-eme composante de la normale extérieure unité de 2.

Remarque 1.2.2 Dire qu'une fonction réguliére w a son support borné dans le
fermé Q veut dire qu’elle s’annule a I'infini si le fermé n’est pas borné. On dit aussi
que la fonction w a un support compact dans 2 (attention : cela n’implique pas que
w s’annule sur le bord 012). En particulier, I'hypothése du Théoréme 1.2.1 & propos
du support borné de la fonction w dans Q est inutile si Pouvert 2 est borné. Si Q
n’est pas borné, cette hypothése assure que les intégrales dans (1.5) sont finies. e

Le Théoréme 1.2.1 a de nombreux corollaires qui sont tous des conséquences im-
médiates de la formule de Green (1.5). Le lecteur qui voudra économiser sa mémoire
ne retiendra donc que la formule de Green (1.5)!

Corollaire 1.2.3 (Formule d’intégration par Barties) Soit Q un ouvert régu-
lier de classe C*. Soit u et v deux fonctions de C* () & support borné dans le fermé
Q. Alors elles vérifient la formule d’intégration par parties

/Q u<x)§;’i (z)da = — /Q v(x)g;i(x) dz + /8 _ulzo(aym(z)ds. (16)

Démonstration. Il suffit de prendre w = uv dans le Théoréme 1.2.1. (]

Corollaire 1.2.4 Soit @ un ouvert régulier de classe Ct. Soit u une fonction de
C?*(Q) et v une fonction de C'(Q), toutes deuzr a support borné dans le fermé Q.
Alors elles vérifient la formule d’intégration par parties

/ Au(z)v(z) dr = —/ Vu(z) - Vu(z) dx + %(x)v(x) ds, (1.7)
Q Q a0 On
ot Vu = (g;)lSiSN est le vecteur gradient de u, et % =Vu-n.

Démonstration. On applique le Corollaire 1.2.3 & v et g—; et on somme en i. [
Définition 1.2.5 On dit qu’un ouvert Q de RYN est régulier de classe C* (avec un
entier k > 1) sl existe un nombre fini d’ouverts (w;)o<i<s tels que

W CQ, QCcU_ywi, 09QcCU_ w,

et que, pour chaque i € {1,...,1} (voir la Figure 1.1), il existe une application
bijective ¢; de classe C*, de w; dans I’ensemble

Q={y=0"yn) eRV' xR, || <1, Jyn] <1},
dont Uinverse est aussi de classe C*, et telle que

Pi(wiNQ) =QN{y=(y,yn) e RN ' xR,yy > 0} = Q",
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0N

'YN

FIGURE 1.1 — Définition de la régularité d’un ouvert.

(D (L

FIGURE 1.2 — Deux exemples d’ouvert non régulier : ouvert fissuré a gauche, ouvert
avec un point de rebroussement a droite.

Remarque 1.2.6 Bien que la Figure 1.1 représente un ouvert régulier qui est borné,
la Définition 1.2.5 s’applique aussi & des ouverts non bornés. La Définition 1.2.5
n’exclut pas seulement les ouverts dont le bord n’est pas une surface réguliére, mais
elle exclut aussi les ouverts qui ne sont pas localement situé d’un seul coté de leur
frontiére. La Figure 1.2 contient deux exemples typiques d’ouverts non réguliers qui
présentent une singularité irrémédiable, soit le long de la fissure, soit en un point de
rebroussement. Ces exemples ne sont pas des “inventions mathématiques” : 'ouvert
fissuré est typiquement utilisé pour étudier les problémes de fissures en mécanique
des structures. On peut néanmoins généraliser un peu la classe des ouverts réguliers
aux ouverts “réguliers par morceaux”, a condition que ces morceaux de frontiéres se
“recollent” en formant des angles différents de 0 (cas d’un point de rebroussement)
ou de 27 (cas d’une fissure). o

Exercice 1.2.1 Déduire de la formule de Green (1.5) la formule de Stokes

/ﬂ divo (2)6(x) dz = — /Q o(z) - Vo(z) dz + / o(x) - n(z) b(x) ds,

o0

ol ¢ est une fonction scalaire de C'(€) et o une fonction a valeurs vectorielles de C*(Q),
a supports bornés dans le fermé 2.

Exercice 1.2.2 En dimension N = 3 on définit le rotationnel d'une fonction de €2 dans
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R3, ¢ = (¢1, do, ¢3), comme la fonction de 2 dans R? définie par
B (5¢3 0py 091 Op3 Oy 8¢1)
rotp = .

8372 83737 61’3 B 81’1’ 61’1 61’2

Pour ¢ et 1, fonctions a valeurs vectorielles de C*(Q), a supports bornés dans le fermé
€2, déduire de la formule de Green (1.5)

/Qrot¢-zpdx—/g¢-rowdx:—/Bﬂ(qsxn).zpds.

1.2.2 Formulation variationnelle

Pour simplifier la présentation, nous supposons que louvert (2 est borné et
régulier, et que le second membre f de (1.1) est continu sur 2. Le résultat principal
de cette sous-section est la proposition suivante.

Proposition 1.2.7 Soit u une fonction de C*(Q). Soit X l’espace défini par
X ={¢eC' Q) tel que ¢ =0 sur 00} .

Alors u est une solution du probléme aux limites (1.1) si et seulement si u appartient
a X et vérifie l’égalité

/ Vu(z) - Vu(z)dx = / f(z)v(z) dx pour toute fonction v € X. (1.8)
Q Q

L’égalité (1.8) est appelée la formulation variationnelle du probléme auz limites

(1.1).

Remarque 1.2.8 Un intérét immédiat de la formulation variationnelle (1.8) est
qu’elle a un sens si la solution u est seulement une fonction de C'*(€2), contrairement &
la formulation “classique” (1.1) qui requiert que u appartienne & C2(€2). On pressent
donc déja qu’il est plus simple de résoudre (1.8) que (1.1) puisqu’on est moins
exigeant sur la régularité de la solution.

Dans la formulation variationnelle (1.8), la fonction v est appelée fonction
test. La formulation variationnelle est aussi parfois appelée formulation faible du
probléme aux limites (1.1). En mécanique, la formulation variationnelle est connue
sous le nom de “principe des travaux virtuels”. En physique, on parle aussi d’équation
de bilan ou de formule de réciprocité.

Lorsqu’on prend v = u dans (1.8), on obtient ce qu’il est convenu d’appeler une
égalité d’énergie, qui exprime généralement 1’égalité entre une énergie stockée
dans le domaine 2 (le terme de gauche de (1.8)) et une énergie potentielle associée
a f (le terme de droite de (1.8)). o

Démonstration. Si u est solution du probléme aux limites (1.1), on multiplie
I’équation par v € X et on utilise la formule d’intégration par parties du Corol-
laire 1.2.4

/ Au(z)v(z) dr = —/ Vu(z) - Vu(z) dx + %(x)v(x) ds.
Q Q

a0 8n
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Or v = 0 sur 0L puisque v € X, donc

/Q f(@)v(r)dr = /Q Vu(z) - Vo(z) dr,

qui n’est rien d’autre que la formule (1.8). Réciproquement, si u € X vérifie (1.8),
en utilisant “a I'’envers” la formule d’intégration par parties précédente on obtient

/ (Au(:p) + f(:p))v(:p) dzx = 0 pour toute fonction v € X.
Q

Comme (Au + f) est une fonction continue, grace au Lemme 1.2.9 on conclut que

—Au(z) = f(z) pour tout z € €. Par ailleurs, comme u € X, on retrouve la
condition aux limites u = 0 sur 02, c’est-a-dire que u est solution du probléme aux
limites (1.1). O

Lemme 1.2.9 Soit Q un ouvert de RY. Soit g(x) une fonction continue dans €. Si
pour toute fonction ¢ de C*(8) a support compact dans ), on a

/ﬂ 9(x)6() dz = 0,

alors la fonction g est nulle dans Q.

Démonstration. Supposons qu’il existe un point xy € Q tel que g(zg) # 0. Sans
perte de généralité, on peut supposer que g(xy) > 0 (sinon on prend —g). Par
continuité, il existe un petit voisinage ouvert w C Q de xq tel que g(z) > 0 pour
tout © € w. Soit alors une fonction test positive, non nulle, ¢ a support inclus dans
w. On a

[ s@ow de= [ ot as =0,

w

qui est une contradiction avec I’hypothése sur g. Donc g(x) = 0 pour tout = € Q. [J

Remarque 1.2.10 En notation compacte on peut réécrire la formulation variation-
nelle (1.8) sous la forme : trouver u € X tel que

a(u,v) = L(v) pour toute fonction v € X

avec

a(u,v) = /QVu(x) -Vou(x) dx

L(v) = / f(@)o(z) dr,

ou af(+, -) est une forme bilinéaire sur X et L(-) est une forme linéaire sur X. C’est sous
cette forme abstraite que nous résoudrons (avec quelques hypothéses) la formulation
variationnelle dans la prochaine section. °
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L’idée principale de Papproche variationnelle est de montrer I'existence et
I'unicité de la solution de la formulation variationnelle (1.8), ce qui entrainera le
méme résultat pour I'équation (1.1) a cause de la Proposition 1.2.7. En effet, nous
allons voir qu’il existe une théorie a la fois simple et puissante pour analyser les
formulations variationnelles. Néanmoins cette théorie ne fonctionne que si I’espace
dans lequel on cherche la solution et dans lequel on prend les fonctions tests (dans
les notations précédentes, 'espace X) est un espace de Hilbert, ce qui n’est pas le
cas pour X = {v € C1(Q), v = 0 sur 92} muni du produit scalaire “naturel” pour
ce probléme. La principale difficulté dans 'application de ’approche variationnelle
sera donc qu’il faudra utiliser un autre espace que X, a savoir ’espace de Sobolev
H} () qui est bien un espace de Hilbert (voir le Chapitre 2).

Exercice 1.2.3 On considére le Laplacien avec condition aux limites de Neumann

9u — sur 0S2. (1.9)

{ —Au = f dans ()
on

Soit u une fonction de C?(€)). Montrer que u est une solution du probléme aux limites
(1.9) si et seulement si u appartient & C'(Q) et vérifie I'égalité

/ Vu(z) - Vu(z)dr = / f(z)v(x) dx pour toute fonction v € C*(Q).  (1.10)

En déduire qu une condition nécessaire d'existence d'une solution dans C2(Q2) de (1.9)
est que [, f(z)dz = 0.

Exercice 1.2.4 On considére |I'équation des plaques

A(Au) = f dans

u=20 sur 0N2 (1.11)
g—z =0 sur 0%2
On note X I'espace des fonctions v de C?(12) telles que v et 2% s'annulent sur 9€2. Soit

u une fonction de C*(€2). Montrer que u est une solution du probleme aux limites (1.11)
si et seulement si u appartient a X et vérifie |'égalité

/ Au(z)Av(z) de = / f(z)v(x)dx pour toute fonction v € X. (1.12)

1.3 Théorie de Lax-Milgram

1.3.1 Cadre abstrait

Nous décrivons une théorie abstraite pour obtenir I'existence et I'unicité de la
solution d’une formulation variationnelle dans un espace de Hilbert réel V. Rappe-
lons qu’un espace de Hilbert réel est un espace vectoriel sur R, muni d’un produit
scalaire, noté (z,y), qui est complet pour la norme associée a ce produit scalaire,
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notée ||z|| = \/(x,x). (Un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cau-
chy est une suite convergente dont la limite appartient a cet espace.) Suivant la
Remarque 1.2.10 nous considérons une formulation variationnelle du type :

trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) pour toute fonction v € V. (1.13)

Les hypotheéses sur a et L sont

1. L(-) est une forme linéaire continue sur V', c¢’est-a-dire que v — L(v) est linéaire
de V dans R et il existe C' > 0 tel que

|L(v)| < Cljv|| pour tout v € V;

2. a(-,-) est une forme bilinéaire sur V, c’est-a-dire que w — a(w,v) est une
forme linéaire de V' dans R pour tout v € V, et v — a(w,v) est une forme
linéaire de V' dans R pour tout w € V';

3. a(-,-) est continue, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que
la(w,v)| < M||lw|| ||v]| pour tout w,v € V; (1.14)
4. a(-,-) est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe v > 0 tel que
a(v,v) > v|jv|* pour tout v € V. (1.15)

Comme nous le verrons au cours de cette sous-section, toutes les hypothéses ci-dessus
sont nécessaires pour pouvoir résoudre (1.13). En particulier, la coercivité de a(-, -)
est essentielle.

Théoréme 1.3.1 (Lax-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert réel, L(-) une forme
linéaire continue sur'V, a(-,-) une forme bilinéaire continue coercive sur V. Alors la
formulation variationnelle (1.13) admet une unique solution. De plus cette solution
dépend continiment de la forme linéaire L.

Démonstration. Pour tout w € V, I'application v — a(w,v) et une forme linéaire
continue sur V' : par conséquent, le théoréme de représentation de Riesz entraine
qu’il existe un élément de V', noté A(w), tel que

a(w,v) = (A(w), v) pour tout v € V.

Par ailleurs, la bilinéarité de a(w, v) implique évidemment la linéarité de 'application
w — A(w). De plus, en prenant v = A(w), la continuité (1.14) de a(w,v) montre
que

[A(w)[* = a(w, A(w)) < M|lw|[[|A(w)]],

c’est-a~dire que ||A(w)|| < M||w]|| et donc w — A(w) est continue. Une autre appli-
cation du Théoréeme de représentation de Riesz implique qu’il existe un élément de
V, noté f, tel que ||f]ly = Ly et

L(v) = (f,v) pour tout v € V.
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Finalement, le probléme variationnel (1.13) est équivalent a :
trouver u € V' tel que A(u) = f. (1.16)

Pour démontrer le théoréme il nous faut donc montrer que 'opérateur A est bijectif
de V dans V' (ce qui implique l'existence et I'unicité de u) et que son inverse est
continu (ce qui prouve la dépendance continue de u par rapport a L).

La coercivité (1.15) de a(w,v) montre que

vlwl* < a(w, w) = (A(w), w) < [|Aw)][[w],

ce qui donne
vijw|| < ||A(w)|| pour tout w € V, (1.17)

c’est-a-dire que A est injectif. Pour montrer que A est surjectif, c’est-a-dire que
Im(A) = V (ce qui n’est pas évident si V' est de dimension infinie), il suffit de
montrer que Im(A) est fermé dans V et que Im(A)* = {0}. En effet, dans ce cas
on voit que V = {0}* = (Im(A4)1)+ = Im(A4) = Im(A), ce qui prouve bien que A
est surjectif. Soit A(w,,) une suite dans Im(A) qui converge vers b dans V. En vertu
de (1.17) on a

vllwn = wpll < [|A(wn) = Alw,)]|

qui tend vers zéro quand n et p tendent vers I'infini. Donc w,, est une suite de Cauchy
dans 'espace de Hilbert V| c’est-a-dire qu’elle converge vers une limite w € V. Alors,
par continuité de A on en déduit que A(w,) converge vers A(w) = b, c’est-a-~dire que
b € Im(A) et Im(A) est donc fermé. D’autre part, soit v € Im(A)*; la coercivité
(1.15) de a(w,v) implique que

vlol* < a(v,v) = (A(v),v) =0,

c’est-a-dire que v = 0 et Im(A)+ = {0}, ce qui prouve que A est bijectif. Soit A~}
son inverse : I'inégalité (1.17) avec w = A~!(v) prouve que A~! est continu, donc la
solution u dépend contintiment de f. 0

Remarque 1.3.2 Si l'espace de Hilbert V' est de dimension finie (ce qui n’est ce-
pendant jamais le cas pour les applications que nous visons), la démonstration du
Théoréeme 1.3.1 de Lax-Milgram se simplifie considérablement. En effet, en dimen-
sion finie toutes les applications linéaires sont continues et linjectivité (1.17) de A
est équivalent & son inversibilité. On voit bien dans ce cas (comme dans le cas géné-
ral) que 'hypothése de coercivité de la forme bilinéaire a(w, v) est essentielle puisque
c’est elle qui donne l'injectivité de A. Remarquons pour finir que, si V = R, une
formulation variationnelle n’est que I'écriture, (Au,v) = (f,v) pour tout v € RY,
d’un simple systéme linéaire Au = f. °

Une formulation variationnelle posséde souvent une interprétation physique, en
particulier si la forme bilinéaire est symétrique. En effet dans ce cas, la solution de la
formulation variationnelle (1.13) réalise le minimum d’une énergie (trés naturelle
en physique ou en mécanique).
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Proposition 1.3.4 On se place sous les hypothéses du Théoreme 1.3.1 de Lax-
Milgram. On suppose en plus que la forme bilinéaire est symétrique a(w,v) = a(v, w)
pour tout v,w € V. Soit J(v) l’énergie définie pour v € V' par

J(v) = %a(v,v) L), (118)

Soit uw € V' la solution unique de la formulation variationnelle (1.13). Alors u est
aussi l'unique point de minimum de l’énergie, ¢’est-a-dire que

J(u) = min J(v).

veV

Réciproquement, siu € V' est un point de minimum de l’énergie J(v), alors u est la
solution unique de la formulation variationnelle (1.13).

Démonstration. Si u est solution de la formulation variationnelle (1.13), on déve-
loppe (grace a la symeétrie de a)

J(u+v) = J(u)+ %a(v, V) + a(u,v) — L(v) = J(u) + %a(v, v) > J(u).

Comme u + v est quelconque dans V', v minimise bien 1’énergie J dans V. Récipro-

quement, soit u € V tel que
J(u) = min J(v).

veV

Pour v € V on définit une fonction j(t) = J(u + tv) de R dans R (il s’agit d'un
polynéme du deuxiéme degré en ¢). Comme ¢ = 0 est un minimum de j, on en déduit
que j'(0) = 0 qui, par un calcul simple, est exactement la formulation variationnelle

(1.13). 0

1.3.2 Application au Laplacien

Essayons d’appliquer le Théoréme 1.3.1 de Lax-Milgram a la formulation varia-
tionnelle (1.8) du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet. Celle-ci s’écrit
bien sous la forme (1.13) avec

a(u,v) = /QVu(x) -Vou(z)dx

L) = [ J@ple)de.

ou clairement a(-, ) est une forme bilinéaire, et L(-) une forme linéaire. L’espace V'
(noté précédemment X)) est

V={vel(Q), v=0sur 00} . (1.19)

Comme produit scalaire sur V' nous choisissons

(w,v) = /QV’UJ(:L‘) -Vou(z) dx, (1.20)



1.3. THEORIE DE LAX-MILGRAM 11

qui a pour norme associée

ol = ( [ 190tar) "

On vérifie aisément que (1.20) définit un produit scalaire sur V' : le seul point qui
mérite de s’y attarder est la propriété ||v|| =0 = v = 0. En effet, de I'égalité

/Q IVo(z)|2dz = 0

on déduit que v est une constante dans €2, et comme v = 0 sur 9€2 on a bien v = 0.
La motivation du choix de (1.20) comme produit scalaire est bien str le fait que la
forme bilinéaire a(-,-) est automatiquement coercive pour (1.20). On vérifie par
ailleurs aisément que a est continue. Pour montrer que L est continue, il faut faire
appel a l'inégalité de Poincaré du Lemme 1.3.5 : on a alors

< (/Q\f(a:)\Zdaz) - (/Q |v(:c)|2d:v)1/2 < Clvll,

ou C' est une constante qui dépend de f mais pas de v. Donc L est continue sur V.
Toutes les hypothéses du Théoréme 1.3.1 de Lax-Milgram semblent vérifiées, et pour-
tant il en manque une qui empéche son application : 'espace V' n’est pas un espace
de Hilbert car il n’est pas complet pour la norme induite par (1.20)! L’obstruction
ne vient pas tant du choix du produit scalaire que de I'exigence de régularité C! des
fonctions de 'espace V. Une facon immeédiate, quoique peu explicite, de résoudre la
difficulté est de remplacer V par V, sa fermeture pour le produit scalaire (1.20). Evi-
demment, on n’a fait que déplacer la difficulté : & quoi peut bien ressembler ’espace
V' ? La réponse sera apporté au Chapitre 2 : V est I'espace de Sobolev H{ () dont
les éléments ne sont plus des fonctions réguliéres mais seulement mesurables. Une
autre difficulté sera de voir en quel sens la Proposition 1.2.7 (qui exprime ’équiva-
lence entre le probléme aux limites (1.1) et sa formulation variationnelle (1.8)) reste
vrai lorsque on remplace 'espace V par V.

Nous espérons avoir ainsi convaincu le lecteur du caractére naturel et iné-
luctable des espaces de Sobolev dans la résolution des formulations va-
riationnelles d’équations aux dérivées partielles elliptiques. Terminons ce chapitre
par un lemme technique, appelé inégalité de Poincaré, que nous avons utilisé un peu
plus haut.

/Q f(z)v(z)dx

Lemme 1.3.5 Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction de l'es-
pace. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € CY(Q) qui
s’annule sur le bord 0S,

/le(a:)Ide < C/QWU(Q;)PM.

Démonstration. L’hypothése sur le caractére borné de 2 dit (aprés une éventuelle
rotation) que pour tout x € ) la premiére composante x; est bornée, —oco < a <
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x1 < b < +00. Soit v une fonction de C1(Q) qui est nulle sur Q. On peut I'étendre
par continuité par zéro en dehors de €2 (v est alors une fonction continue de classe
C' par morceaux dans RY) et écrire, pour z € €,

1w

W= S

a

t , L9, ...,I‘N) dt,

d’ott 'on déduit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

|9 2 bl 9
h&xﬂzg(xl—a)/n Y (t, 29, 2n) dtg(b—a)/a I 4,y x| dt.
a ox T1 a axl
Intégrant sur 2 on obtient

2

/ lv(x)|*dz < (b—a) // (t,z9,...,xN)| dtdz,

8.’171
et permutant les deux intégrations par rapport a t et x1, on conclut
2 v 2 2
lv(x)|?de < (b—a)® | |=—(2) dx <(b—a) |Vou(z)|“dz.
Q al‘l QO
OJ

Exercice 1.3.1 Le but de cet exercice est de montrer que I'espace V', défini par (1.19)
et muni du produit scalaire (1.20), n'est pas complet. Soit € la boule unité ouverte de
RY.Si N =1, on définit la suite

—x—1 si —1l<xz<-—nt,
up(z) =< (n/2)2* —1+1/(2n) si —nt<ax<nt
x—1 sin! <z <1

Si N =2, pour 0 < a < 1/2, on définit la suite
un () = [log(|z|* +n~")|** — [log(1 +n")[*/.
Si N >3, pour 0 < < (N —2)/2, on définit la suite

1 1
(|2 +n-1)82 (14 n-1)8/2

up(x) =

Montrer que la suite u,, est de Cauchy dans V' mais qu'elle ne converge pas dans V'
lorsque n tend vers |'infini.



Chapitre 2

ESPACES DE SOBOLEV

2.1 Introduction et avertissement

Dans ce chapitre nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces
“naturels” de fonctions permettant de résoudre les formulations varia-
tionnelles d’équations aux dérivées partielles. Physiquement, les espaces de
Sobolev s’interprétent comme des espaces de fonctions d’énergie finie. Ce chapitre
est le plus “technique” de cet ouvrage et reléeve en partie d’un cours de mathéma-
tiques “pures”. Il n’est pas nécessaire de connaitre les démonstrations de tous les
résultats de ce chapitre (sauf pour les plus simples et les plus utiles) : ce qui importe
ici, c’est Pesprit des résultats plus que la lettre de leurs démonstrations.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Comme les espaces de Sobolev se construi-
sent & partir de la notion de fonction mesurable et de I'espace L? des fonctions de
carrés sommables, la Section 2.2 donne quelques rappels a ce sujet. On y introduit
aussi la notion de dérivation faible. La Section 2.3 contient toutes les définitions et
les résultats qu’il faut absolument connaitre sur les espaces de Sobolev pour suivre le
reste du cours. A la fin du chapitre le Tableau 2.1 récapitule tous les résultats
nécessaires pour la suite.

2.2 Fonctions de carré sommable et dérivation faible

2.2.1 Quelques rappels d’intégration

Tous les résultats de cette sous-section sont détaillés dans le cours de mathé-
matiques [6]. Soit  un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue. On définit
I'espace L?(Q) des fonctions mesurables de carré sommable dans 2. Muni du produit
scalaire

(f.g) = / f(x)g(x) dr,

L*(Q) est un espace de Hilbert (voir le théoréeme 3.3.2 de [6]). On note

1/2
1 fllz2) = (/Q |f(:c)|2dx>

13
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la norme correspondante. Rappelons que les fonctions mesurables dans €2 sont défi-
nies presque partout dans €2 : si on change les valeurs d’une fonction mesurable f
sur un sous-ensemble de €2 de mesure nulle, on ne change pas la fonction mesurable
f. Autrement dit, deux fonctions mesurables f et g seront dites égales si f(x) = g(x)
presque partout dans (2, c’est-a-dire s’il existe ' C € tel que la mesure de Lebesgue
de E est nulle et f(z) = g(x) pour tout z € (2 \ E).

On note C°(Q2) (ou D(Q2)) I'espace des fonctions de classe C*° a support com-
pact dans . Remarquons que 'espace C2°(€2) n’est pas réduit a la seule fonction
nulle partout (ce qui n’est pas évident ! Voir le corollaire 3.2.6 dans [6]). Notons aussi
que les fonctions de C2°(Q2) s’annulent, ainsi que toutes leurs dérivées, sur le bord
de Q. Nous rappelons le résultat de densité suivant (voir le théoréme 3.4.3 de [6])

Théoréme 2.2.1 L’espace C°(9)) est dense dans L*(S2), ¢’est-a-dire que pour tout
[ € L*(Q) il existe une suite f,, € C=(Q) telle que

Jim (f = fallz@) = 0.
Comme corollaire nous obtenons la généralisation immédiate du Lemme 1.2.9.

Corollaire 2.2.2 Soit f € L*(2). Si pour toute fonction ¢ € C=(Q2) on a

/ f(2)é(x) dz =0,
Q

alors f(x) = 0 presque partout dans Q.

2.2.2 Dérivation faible

On définit tout d’abord le concept de dérivée faible dans L?(2). Cette notion
généralise la dérivation usuelle (parfois appelée, par opposition, dérivation forte) et
est un cas particulier de la dérivation au sens des distributions (voir [6]).

Définition 2.2.3 Soit v une fonction de L*(Q). On dit que v est dérivable au sens
faible dans L*(Q) s’il existe des fonctions w; € L*(Q), pouri € {1, ..., N}, telles que,
pour toute fonction ¢ € C(Q), on a

/Q v(x)gi (2) dz — — /Q wi(2) o) dz.

Chaque w; est appelée la 1-eme dérivée partielle faible de v et notée désormais g—;.
La Définition 2.2.3 a bien un sens : en particulier, la notation w; = gm”, est

univoque car, en vertu du Corollaire 2.2.2, les fonctions w; sont uniques (si elles
existent). Bien stir, si v est dérivable au sens usuel et que ses dérivées partielles
appartiennent a L?(§2), alors les dérivées usuelle et faible de v coincident (utiliser le
Corollaire 1.2.3). Donnons tout de suite un critére simple et pratique pour déterminer
si une fonction est dérivable au sens faible.
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Lemme 2.2.4 Soit v une fonction de L*(Q). S’il existe une constante C' > 0 telle
que, pour toute fonction ¢ € C°(Q2) et pour tout indice i € {1,..., N}, on a

9¢
/Qv(:zc)8 (r)dx

< Clléllzzqe)- (23)

)

alors v est dérivable au sens faible.

Démonstration. Soit L la forme linéaire définie par

L(g) = / v(a) g‘j () du.

A priori L(¢) n’est définie que pour ¢ € C°(Q2), mais grace a 'inégalité (2.3), on
peut étendre L par continuité a toutes les fonctions de L*(Q) car C°(Q) est dense
dans L?(Q) d’aprés le Théoréme 2.2.1. En fait, Pinégalité (2.3) prouve que la forme
linéaire L est continue sur L*(2). En vertu du théoréme de représentation de Riesz,
il existe une fonction (—w;) € L?(Q) telle que

L(9) = / wi(2)(x) da,

ce qui prouve que v est dérivable au sens faible dans L?((2). (]

Exercice 2.2.1 Soit §2 = (0, 1). Montrer que la fonction 2 est dérivable au sens faible
dans L?(Q) si et seulement si a > 1/2.

Exercice 2.2.2 Soit © un ouvert borné. Montrer qu'une fonction continue sur €2, et
C par morceaux est dérivable au sens faible dans L?(9).

Exercice 2.2.3 Soit Q un ouvert borné. Montrer qu'une fonction C'! par morceaux
mais pas continue n'est pas dérivable au sens faible dans L?(Q).

On retrouve un résultat bien connu pour la dérivée usuelle.

Proposition 2.2.5 Soit v une fonction de L*(Q) dérivable au sens faible et telle

que toutes ses dérivées partielles faibles g—JZ, pour 1 < 1 < N, sont nulles. Alors,
pour chaque composante connexe de 2, il existe une constante C' telle que v(z) = C

presque partout dans cette composante conneze.

On peut facilement généraliser la Définition 2.2.3 de la dérivée faible a certains
opérateurs différentiels qui ne font intervenir que certaines combinaisons de dérivées
partielles (et non pas toutes). C’est par exemple le cas de la divergence d’une fonction
a valeurs vectorielles qui nous sera utile par la suite.

Définition 2.2.6 Soit o une fonction de Q dans RN dont toutes les composantes
appartiennent a L*(Q2) (on note o € L*(QQ)N ). On dit que o admet une divergence
au sens faible dans L*(Q) s’il existe une fonction w € L*(Q) telle que, pour toute

fonction ¢ € C°(52), on a

/Qa(:v) -Vo(r)de = — / w(x)p(x) de.

Q
La fonction w est appelée la divergence faible de o et notée désormais divo.
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La justification de la Définition 2.2.6 est que, si ¢ est une fonction réguliére,
alors une simple intégration par parties (voir le Corollaire 1.2.3) montre que I'on a
bien w = dive. Une généralisation facile du critére de dérivation faible du Lemme
2.2.4 est donnée par le résultat suivant (dont nous laissons la démonstration au
lecteur en guise d’exercice).

Lemme 2.2.7 Soit o une fonction de L*(Q)N. S’il existe une constante C > 0 telle
que, pour toute fonction ¢ € CX(Q), on a

< C9|l 20,

/Q o(z) - Vo(x) dz

alors o admet une divergence au sens faible.

Exercice 2.2.4 Soit ) un ouvert borné constitué de deux ouverts €2; et )y séparés
par une surface I' = 9Q; N 9. Montrer qu'une fonction vectorielle de classe C! sur
chaque morceau Q; et Q, admet une divergence faible dans L?(Q2) si et seulement si sa
composante normale est continue a travers la surface I'.

2.3 Définition et principales propriétés

2.3.1 Espace H'()
Définition 2.3.1 Soit Q un ouvert de RY. L’espace de Sobolev HY(Q) est défini par

HY(Q) = {v € L*(Q) tel que Vi€ {1,..., N} 88_1} € LQ(Q)} , (2.5)

)

ov
ox;

ot est la dérivée partielle faible de v au sens de la Définition 2.2.5.

En physique ou en mécanique I'espace de Sobolev est souvent appelé espace
d’énergie au sens ou il est constitué des fonctions d’énergie finie (c’est-a-dire de
norme ||u| ;1 (q) finie). Les fonctions d’énergie finie peuvent éventuellement étre “sin-
guliéres” ce qui a un sens physique possible (concentration ou explosion locale de
certaines grandeurs). On consultera avec intérét les exemples explicites de I'Exercice
2.3.2 et du Lemme 3.2.33.

Proposition 2.3.2 Muni du produit scalaire

(u,v) = /Q (u(x)v(x) + Vu(x) - Vv(:p))d:p (2.6)

et de la norme "
ol ey = ( [ (W@ +19ut)) dx)

espace de Sobolev H () est un espace de Hilbert.
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Démonstration. Il est évident que (2.6) est bien un produit scalaire dans H*'(€2). Tl
reste donc & montrer que H'() est complet pour la norme associée. Soit (u,,),>1 une
suite de Cauchy dans H'(f2). Par définition de la norme de H'(€), (uy,),>1 ainsi que
(%Lm?)nzl pour i € {1,..., N} sont des suites de Cauchy dans L*(Q2). Comme L?*()
est complet, il existe des limites u et w; telles que u,, converge vers u et %Lm? converge
vers w; dans L?(€2). Or, par définition de la dérivée faible de u,,, pour toute fonction

» € CX(N), on a

/Q un<x)§;i (z)dz = — /Q g:;:(:vm(x) dz. (2.7)

Passant a la limite n — +o00 dans (2.7), on obtient

[ w5 @y de == [ wtayota) de

ce qui prouve que u est dérivable au sens faible et que w; est la i-éme dérivée partielle
a

faible de u, 3;*. Donc, u appartient bien a H 1(Q) et (uy)n>1 converge vers u dans

H'(Q). O

Exercice 2.3.1 Montrer que les fonctions continues, C'! par morceaux et a support
borné dans ), appartiennent 8 H'(12).

En dimension N > 2, les fonctions de H'(f2) ne sont en général ni continues
ni bornées, comme le montre le contre-exemple suivant.

Exercice 2.3.2 Soit B la boule unité ouverte de RY. Si N = 2, montrer que la fonction
u(x) = |log(|z|)|* appartient & H'(B) pour 0 < a < 1/2, mais n'est pas bornée au
voisinage de l'origine. Si N > 3, montrer que la fonction u(z) = |z|~” appartient a
H'(B) pour 0 < 8 < (N — 2)/2, mais n'est pas bornée au voisinage de |'origine.

La dimension N = 1 fait “exception” a la non-continuité des fonctions de H'()
comme l'affirme le lemme suivant o1, sans perte de généralité, on prend 2 = (0, 1).

Lemme 2.3.3 Pour toute fonction v € H'(0,1) et pour tout z,y € [0,1], on a

v(y) = v(z) + /y V'(s) ds. (2.8)

Plus généralement, pour tout x € [0,1], Uapplication v — v(x), définie de H*(0,1)
dans R, est une forme linéaire continue sur H'(0,1). En particulier, toute fonction
v e HY0,1) est continue sur [0,1].

Il est trés important en pratique de savoir si les fonctions réguliéres sont
denses dans I’espace de Sobolev H!(Q). Cela justifie en partie la notion d’es-
pace de Sobolev qui apparait ainsi trés simplement comme 1’ensemble des fonctions
réguliéres complété par les limites de suites de fonctions réguliéres dans la norme de
I'énergie [|ul|g1(q). Cela permet de démontrer facilement de nombreuses propriétés
en les établissant d’abord sur les fonctions réguliéres puis en utilisant un argument
de “densité”.
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Théoréme 2.3.5 (de densité) i Q) est un ouvert borné régulier de classe C', ou

bien si Q =RY, ou encore si @ = RN, alors C=°(Y) est dense dans H*(12).

Rappelons que la notation Rf désigne le demi-espace {z € RY tel que zy > 0}.

Remarque 2.3.6 L’espace C>°(Q) qui est dense dans H'(£2) est constitué des fonc-
tions régulieres de classe C'™° a support borné (ou compact) dans le fermé ). En

particulier, si 2 est borné, toutes les fonctions de C'°(§2) ont nécessairement un
support borné, et donc C°(Q) = C>(€Q). Précisons que les fonctions de C°(Q) ne
s’annulent pas nécessairement sur le bord de 'ouvert €2, ce qui différencie cet espace
de C(Q) (voir la Remarque 1.2.2). Par contre, si {2 n’est pas borné, les fonctions

de C2°(€2) s’annulent “a I'infini”. o

Remarque 2.3.7 La notion de régularité d’'un ouvert a été introduite dans la Dé-
finition 1.2.5. Il n’est pas nécessaire de connaitre précisément cette définition de la
régularité d’'un ouvert. Il suffit de savoir grosso modo que 'on demande que le bord
de Pouvert soit une surface réguliére et que 1'on exclut certaines “pathologies” (voir
la Remarque 1.2.6). o

2.3.2 Espace H}(Q)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de
H'(Q) et qui nous sera trés utile pour les problémes avec conditions aux limites de
Dirichlet.

Définition 2.3.8 Soit C°(§2) l’espace des fonctions de classe C* a support com-
pact dans Q. L’espace de Sobolev H}(Q) est défini comme l'adhérence de C'°(£2)
dans H'(2).

On verra un peu plus loin (voir le Corollaire 2.3.16) que H}(Q) est en fait le sous-
espace de H'(Q) constitué des fonctions qui s’annulent sur le bord 95 puisque
tel est le cas des fonctions de C°(2). En général, H}(Q) est strictement plus
petit que H'(2) car C>°(9) est un sous-espace strict de C=°(Q) (voir le Théoréme
2.3.5 et la Remarque 2.3.6). Une exception importante est le cas o Q2 = RY : en
effet, dans ce cas Q = RY = Q et le Théoréme 2.3.5 affirme que C°(RY) est dense
dans H*(RY), donc on a H}(RY) = H'(R"). Cette exception se comprend aisément
puisque l'espace entier R n’a pas de bord.

Proposition 2.3.9 Muni du produit scalaire (2.6) de H'(Y), l'espace de Sobolev
H}(Q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Par définition H](2) est un sous-espace fermé de H'(Q) (qui est
un espace de Hilbert), donc c’est aussi un espace de Hilbert. (]

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est 1'inégalité
suivante.
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Proposition 2.3.10 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert de RY borné dans
au moins une direction de l’espace. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute
fonction v € H} (),

/|v(x)|2dx§0/ (Vo(z)|*dx. (2.9)
Q Q

Démonstration. Pour les fonctions v € C°(2) on a déja démontré l'inégalité de
Poincaré (2.9) dans le Lemme 1.3.5. Par un argument de densité le résultat reste

vrai pour toute fonction v € H} (). En effet, comme C°(Q2) est dense dans H} ()
(par sa Définition 2.3.8), il existe une suite v, € C°(2) telle que

: 2 _ : 2 2 _
Jim [0 = vnllFn ) = Jim ) (Jv = val® + V(v = vp)[?) da = 0.

En particulier, on en déduit que

lim /|vn|2d:p:/|v|2dx et lim /|an|2d:p:/|Vv|2d:E.
n—+oo [o Q n—+o0o [o Q

Par application du Lemme 1.3.5, on a

/Q o (2)Pdz < C /Q Vo (2)[2dz. (2.10)

On passe alors a la limite n — +o0o dans chacun des deux termes de l'inégalité
(2.10) pour obtenir le résultat recherché. Ce type d’argument “par densité” sera trés
souvent repris par la suite. ]

Remarque 2.3.11 L’inégalité de Poincaré (2.9) n’est pas vraie pour les fonctions
de H'(Q). En effet, les fonctions constantes (non nulles) annulent le terme de droite
dans (2.9) mais pas le terme de gauche. L’hypothése sous-jacente essentielle dans
I'inégalité de Poincaré est que les fonctions de H} () s’annulent sur le bord 99 de
I'ouvert €2 (voir la Remarque 2.3.18 pour des variantes de cette hypothése). °

Un corollaire important de l'inégalité de Poincaré est le résultat suivant qui
fournit une norme équivalente plus simple dans H; (£2).

Corollaire 2.3.12 Soit Q un ouvert de RN borné dans au moins une direction de
l’espace. Alors la semi-norme

1/2
el = ([ IVetoPar)
Q

est une norme sur Hj () équivalente a la norme usuelle induite par celle de H'(2).

Démonstration. Soit v € H}(Q2). La premiére inégalité

1/2
ol < ol = ( [ (o + 19 daz)

est évidente. D’autre part, I'inégalité de Poincaré du Lemme 1.3.5 conduit a
ol < (€ +1) [ Vol do = (€ + Dlvlyya,

ce qui prouve que |v|p1(q) est une norme équivalente a [[v[| 1) O
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2.3.3 Traces et formules de Green

Nous avons vu qu’en dimension N > 2 les fonctions de H'(f2) ne sont pas
continues (voir le contre-exemple de I'Exercice 2.3.2). Comme pour toute fonction
mesurable, on ne peut donc parler de la valeur ponctuelle d'une fonction v € H(Q)
que “presque partout” dans 2. En particulier, il n’est pas clair de savoir si on peut
définir la “valeur au bord”, ou “trace” de v sur le bord 0f) car 02 est un ensemble
négligeable ou de mesure nulle. Fort heureusement pour les problémes aux limites
que nous étudions, il y a tout de méme un moyen pour définir la trace vjpg d'une
fonction de H'(2). Ce résultat essentiel, appelé théoréme de trace, est le suivant.

Théoréme 2.3.13 (de trace) Soit Q2 un ouvert borné régulier de classe C', ou bien
Q= Rf. On définit l'application trace g

HY () NCQ) — L*092)NC(09Q)

v — Y(v) = v]yq - (2.11)

Cette application v se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de H'(Q) dans L*(052), notée encore vy. En particulier, il existe une constante C' > 0
telle que, pour toute fonction v € HY(Q), on a

vl z200) < Cllvll @) (2.12)

Remarque 2.3.14 Grace au Théoréme de trace 2.3.13 on peut donc parler de la
valeur d’une fonction de H'(Q) sur le bord 9. Ce résultat est remarquable car il
n’est pas vrai pour une fonction de L*(2). o

Démonstration. Démontrons le résultat pour le demi-espace ) = Rﬂ\rf ={z €

RN, zy > 0}. Soit v € C’fo(@) Avec la notation z = (2/,zy), on a

ov

—+oco
lv(2,0)* = —2/ (2 xn)=— (2", xN) doy,
0

al‘N
2
) dl‘N.
Par intégration en 2/, on en déduit

2
/ |v(x/,0)|2d:p' < / |v(x)|2 + dx,
RN-1 RY

c’est-a-dire [0l 2ory) < |Vl @y)- Par densite de C°(RY) dans H'(RY), on ob-
tient ainsi le résultat.

Pour un ouvert borné régulier de classe C!, on utilise un argument de cartes
locales du bord qui permet de se ramener au cas de 2 = Rf . Nous ne détaillons pas

et, en utilisant l'inégalité 2ab < a® + b2,

+o0 o
o0 < [ <|v<as',xN>|2 + 'a—“@',m)
0 TN

v
%(90)
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cet argument de cartes locales (assez technique) et nous renvoyons le lecteur curieux
a [1]. O

Le Théoréme de trace 2.3.13 permet de généraliser aux fonctions de H'(2) la
formule de Green précédemment établie pour des fonctions de classe C' au Corollaire
1.2.3.

Théoréme 2.3.15 (Formule de Green) Soit 2 un ouvert borné régulier de classe
Cl. Siu et v sont des fonctions de H' (), elles vérifient

ov ou
/Qu(:p)axl (x)dx = —/Qv(:p)axi () dx + /(99 u(z)v(z)n;(x) ds, (2.13)

ot n = (n;)1<i<ny est la normale unité extérieure a 0.

Démonstration. Rappelons que la formule (2.13) a été établie pour des fonctions de
classe C'* dans le Corollaire 1.2.3. On utilise & nouveau un argument de densité. Par
densité de C>(Q2) dans H'(2) (voir le Théoréme 2.3.5), il existe des suites (uy,)n>1
et (vp)n>1 dans C(Q) qui convergent dans H'(§) vers u et v, respectivement. En
vertu du Corollaire 1.2.3 on a

v ou
Up—rdr = — | v,——dx —i—/ Up VN dS. 2.14

On peut passer a la limite n — 400 dans les deux premiers termes de (2.14) car
Uy, et %Lx’; (respectivement, v, et gix’;) convergent vers u et % (respectivement, v
et g—;’i) dans L%(€2). Pour passer a la limite dans la derniére intégrale de (2.14), on
utilise la continuité de I'application trace vy, ¢’est-a-dire 'inégalité (2.12), qui permet
d’affirmer que 7o(u,) (respectivement, vo(v,)) converge vers vo(u) (respectivement,

Y0(v)) dans L?(0€2). On obtient ainsi la formule (2.13) pour des fonctions u et v de
HY(Q). O

Comme conséquence du Théoréme de trace 2.3.13 on obtient une caractérisation
trés simple de l'espace H} ().

Corollaire 2.3.16 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. L’espace H} ()
coincide avec le sous-espace de H'(S)) constitué des fonctions qui s’annulent sur le

bord Of).

Démonstration. Comme toute fonction de H} () est limite d'une suite de fonctions
appartenant a C2°(2) qui ont bien stir une trace nulle, la continuité de 'application
trace 7 implique que la trace de la limite est aussi nulle. On en déduit que H3 () est
contenu dans le sous-espace de H'(Q) des fonctions qui s’annulent sur le bord 9.
La réciproque est plus technique et découle d’'un double procédé de cartes locales
puis de régularisation et de translation. Nous renvoyons a [1], [7], [24] pour plus de
détails. OJ

Grace au Corollaire 2.3.16 nous pouvons donner une autre démonstration de la
Proposition 2.3.10 a propos de I'inégalité de Poincaré. Cette nouvelle démonstration
n’est plus “constructive” mais est basée sur un argument de contradiction qui posséde
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le mérite de se généraliser trés facilement. En effet, il existe de nombreuses variantes
de I'inégalité de Poincaré, adaptées aux différents modeéles d’équations aux dérivées
partielles. Au vu de 'importance de cette inégalité pour la suite, il n’est donc pas
inutile d’en donner une démonstration aisément adaptable & tous les cas de figure.

Autre démonstration de la Proposition 2.3.10. On procéde par contradiction.
S’il n’existe pas de constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € HJ (),

/le(a:)Ide < C/Q|Vv(x)|2dx,

cela veut dire qu’il existe une suite v, € Hj () telle que

1 :/Q|vn(:1:)\2d:c >n/Q\an(:1:)\2dx. (2.15)

En particulier, (2.15) implique que la suite v,, est bornée dans H}(€2). Par application
du Théoreme de Rellich 2.3.21 ci-dessous, il existe une sous-suite v,, qui converge
dans L?(Q). De plus, (2.15) montre que la suite Vv, converge vers zéro dans L*()
(composante par composante). Par conséquent, v, est une suite de Cauchy dans
HJ(€), qui est un espace de Hilbert, donc elle converge dans H} () vers une limite
v. Comme on a

1
/\Vv(:c)|2d:c: lim /|an(:c)|2d:c§ lim — =0,
Q n—+00 [

n—+oo n,

on en déduit, en vertu du Lemme 2.2.5, que v est une constante dans chaque compo-
sante connexe de €. Mais comme v est nulle sur le bord 92 (en vertu du Corollaire
2.3.16), v est identiquement nulle dans tout 2. Par ailleurs,

/\v(az)\Qd:c: lim /\vn(:c)|2d:c:1,
Q Q

n—-+o0o

ce qui est une contradiction avec le fait que v = 0. U

Remarque 2.3.18 La démonstration par contradiction de la Proposition 2.3.10 se
généralise facilement. Prenons par exemple, le cas d’un ouvert {2, borné connexe
et régulier de classe C', dont le bord 90 se décompose en deux parties disjointes
régulieres 0y et 0Q2p dont les mesures superficielles sont non nulles. On définit un
espace V' par

V ={ve H(Q) tel que v =0 sur 9Qp}.

Par application du Théoréme de trace 2.3.13, il est facile de voir que V est un
sous-espace fermé de H'(2), donc est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
de H'(©). Comme pour H}(), Pargument de contradiction permet de démontrer
I'existence d’une constante C' > 0 telle que toute fonction v € V' vérifie I'inégalité
de Poincaré (2.9). .
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2.3.4 Un résultat de compacité

Nous consacrons cette sous-section a 1’étude d’une propriété de compacité connue
sous le nom de théoréme de Rellich qui jouera un roéle essentiel dans la théorie spec-
trale des problémes aux limites (voir le Chapitre 5) que nous utiliserons pour ré-
soudre les problémes d’évolution en temps. Rappelons tout d’abord que, dans un
espace de Hilbert de dimension infinie, il n’est pas vrai que, de toute suite bornée,
on puisse extraire une sous-suite convergente (au contraire de ce qui se passe en
dimension finie, voir I’Exercice 2.3.5).

Théoréme 2.3.21 (de Rellich) Si Q est un ouvert borné régulier de classe C?,
alors de toute suite bornée de H(S)) on peut extraire une sous-suite convergente
dans L*(Q2) (on dit que linjection canonique de H'(Q) dans L*() est compacte).

Le Théoreme 2.3.21 peut étre faux si I'ouvert (2 n’est pas borné. Par exemple,
si Q = RY Pinjection canonique de H'(RY) dans L?(R") n’est pas compacte. Pour
s’en convaincre il suffit de considérer la suite u, () = u(x + ne) ol e est un vecteur
non nul et u une fonction de H'(RY) (on translate u dans la direction e). Il est clair
qu’aucune sous-suite de u,, ne converge dans L*(RY).

Remarque 2.3.22 Sil’on remplace H'(Q) par H}(£2), alors non seulement le Théo-
reme 2.3.21 de Rellich reste vrai, mais en plus il n’est pas nécessaire de supposer
que l'ouvert €2 est régulier. °

Exercice 2.3.5 Soit 2 = (0,1) et u,(x) = sin(2wnz). Montrer que la suite u, est
uniformément bornée dans L?(2), mais qu'il n'existe aucune sous-suite convergente.
Pour cela on montrera, grace a une intégration par parties, que, pour toute fonction
» € Cx2(2),ona

1
lim Up()o(x) de =0
Jm [ @) de o
et on en déduira une contradiction si une sous-suite de u,, converge dans L?(£2). Géné-
raliser ce contre exemple 3 H'(2) en considérant une primitive de w,,.

2.3.5 Espaces H"(Q2)

On peut aisément généraliser la Définition 2.3.1 de I'espace de Sobolev H!(Q)
aux fonctions qui sont m > 0 fois dérivables au sens faible. Commencons par donner
une convention d’écriture bien utile. Soit @ = (ay, ..., a)) un multi-incide, c’est-a-
dire un vecteur a N composantes entiéres positives a; > 0. On note | = N

et, pour une fonction v,

olaly

T G e

A partir de la Définition 2.2.3 de la dérivée premiére faible, on définit par récur-
rence sur m la dérivée d’ordre m faible : on dit quune fonction v € L*(Q) est m
fois dérivable au sens faible si toutes ses dérivées partielles faibles d’ordre m — 1
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sont dérivables faiblement au sens de la Définition 2.2.3. Remarquons que, dans la
définition d’une dérivée croisée, I'ordre de dérivation n’est pas important, & cause
du théoréme de Schwarz ama;avmj = %, ce qui justifie la notation 0%v ot 'ordre de
dérivation n’est pas indiqué.

Définition 2.3.23 Pour un entier m > 0, l’espace de Sobolev H™(Q2) est défini par
H™(Q) = {v € L*(Q) tel que, Va avec |a] <m, 0% € L*(Q)}, (2.17)

ot la dériwée partielle 0%v est a prendre au sens faible.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier le résultat facile suivant.

Proposition 2.3.24 Muni du produit scalaire

(u,v) :/Q Z O“u(z)0%v(z) dx (2.18)

la|<m

et de la norme ||ul|gm@)y = \/{u,u), Uespace de Sobolev H™ () est un espace de
Hilbert.

Les fonctions de H™(€2) ne sont pas toujours continues ou réguliéres (cela dé-
pend de m et de la dimension N), mais si m est suffisamment grand alors toute
fonction de H™(€2) est continue. Rappelons qu’en vertu du Lemme 2.3.3, en dimen-
sion d’espace N = 1, les fonctions de H'(2) sont continues. Nous admettrons le
résultat suivant qui généralise le Lemme 2.3.3 aux dimensions supérieures.

Théoréme 2.3.25 Si Q est un ouvert borné régulier de classe C', et si m > N/_2,

alors H™(2) est un sous-espace de l’ensemble C(2) des fonctions continues sur €.

Remarque 2.3.26 Par application réitérée du Théoréme 2.3.25 & une fonction et
a ses dérivées, on peut en fait améliorer sa conclusion. S’il existe un entier k£ > 0 tel
que m—N/2 > k, alors H™(Q) est un sous-espace de 'ensemble C*(Q) des fonctions
k fois différentiables sur Q. °

La “morale” du Théoréme 2.3.25 est que plus m est grand, plus les fonctions
de H™(Q)) sont réguliéres, c’est-a~dire dérivables au sens usuel (il suffit d’appliquer
successivement le Théoréme 2.3.25 & une fonction v € H™(Q2) et a ses dérivées
0% € H™ ().

Comme pour H'(€2), les fonctions régulieres sont denses dans H™(Q) (si du
moins 'ouvert € est régulier; voir la Définition 1.2.5). La démonstration du Théo-
réme de densité 2.3.5 se généralise trés facilement a H™(Q2). Nous ne la répéterons
pas et nous énongons seulement le résultat de densité suivant.

Théoréme 2.3.27 51 € est un ouvert borné régulier de classe C™, ou bien si ) =
RY, alors C(Q) est dense dans H™(2).
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On peut aussi obtenir des résultats de trace et des formules de Green d’ordre
plus élevés pour 'espace H™(2). Par souci de simplicité, nous nous contentons de
traiter le cas m = 2 (qui est le seul que nous utiliserons par la suite).

Théoréme 2.3.28 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. On définit Iappli-
cation trace vy, B o

H*(Q)NCY Q) — L*09)NC(09)
v 2.19
v — M) = | (2.19)

QE

avec g—z = Vu-n. Cette application v, se prolonge par continuité en une application
linéaire continue de H?*(Q) dans L*(09Q). En particulier, il existe une constante

C > 0 telle que, pour toute fonction v € H*()), on a
ov
on

Démonstration. L’existence de I'application trace v, (et ses propriétés) est une

simple conséquence du précédent Théoréme de trace 2.3.13 pour les fonctions de

H(Q). En effet, si v € H*(Q2), alors Vo € H'(Q)" et on peut donc définir la trace

de Vv sur 9 comme une fonction de L*(92)". Comme la normale est une fonction
continue bornée sur 02, on en déduit bien que 3¢ € L?(99). O

L2(09)

Le Théoréme de trace 2.3.28 permet de généraliser aux fonctions de H*(Q2) une
formule de Green précédemment établie pour des fonctions de classe C? au Corollaire
1.2.4.

Théoréme 2.3.30 Soit Q un ouwvert borné régulier de classe C*. Siu € H?*(Q) et
ve HY(Q), ona

ou

/QAu(x)v(x) dr = — /Q Vu(z) - Vo(z) dx + ., 8—n(x)v(x) ds. (2.22)

Démonstration. Comme (2.22) est vraie pour des fonctions de classe C? et que
les fonctions réguliéres sont denses dans H?(€2) et H'(), on utilise un argument de
densité. Nous renvoyons a la démonstration du Théoréme 2.3.15 pour plus de détails.
Le seul argument nouveau ici est qu’il faut utiliser la continuité de I’application trace
71, ¢’est-a-dire 'inégalité (2.20). O
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Lemme 2.2.4 u € L*(Q) est dérivable au sens faible si, V1,
0
(dérivation faible) / uad) dr| < Cl@| 2 Yo € C2(Q)
Q O
Proposition 2.3.2 H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire (u,v) = / (Vu - Vv + uv)dx
Q
Théoréme 2.3.5 C>(Q) est dense dans H'(Q)

(théoréme de densité)

Proposition 2.3.10 Vu e HY Q) (Q borné)
(inégalité de Poincaré) ull2) < C||Vul| L2
Théoréme 2.3.13 u — ujpo application continue

(théoréme de trace) de H'(Q) dans L?(99)

Théoréme 2.3.15 Vu,v e HY(Q)
ov ou
(formule de Green) u=—dr=— [ v——dxr+ uvn; ds
Q 8l’i Q 8l‘i o0
Corollaire 2.3.16 HJ(9) est le sous-espace des fonctions de H'(£2)

(caractérisation de H}(2)) | qui s’annulent sur 09

Théoréme 2.3.21 'injection de H*(€2) dans L?(£2) est compacte
(théoréme de Rellich) (© borné régulier)

Théoréme 2.3.30 Vue H*(Q),ve H(Q)
(formule de Green) / vAudr = — / Vu-Vovdr + g—uv ds
Q Q

a0 on

TABLE 2.1 — Principaux résultats sur les espaces de Sobolev qu’il faut absolument
connaitre.



Chapitre 3

ETUDE MATHEMATIQUE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous terminons l'analyse mathématique des équations aux
dérivées partielles de type elliptique commencée au Chapitre 1. Pour montrer que
les problémes aux limites sont bien posés pour ces e.d.p. elliptiques, c’est-a-dire
qu’elles admettent une solution, unique, et dépendant contintiment des données,
nous suivons ’approche variationnelle présentée au Chapitre 1 et nous utilisons
les espaces de Sobolev introduits au Chapitre 2.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la Section 3.2 nous expliquons en
détail le fonctionnement de I’approche variationnelle pour le Laplacien avec divers
types de conditions aux limites. Nous démontrons des résultats d’existence et
d’unicité des solutions. Nous montrons aussi que ces solutions minimisent une
énergie et qu’elles vérifient un certain nombre de propriétés qualitatives trés
naturelles et importantes du point de vue des applications (principe du maximum,
régularité). La Section 3.3 reprend le méme programme mais pour d’autres modeéles
plus compliqués comme celui de I’élasticité linéarisée ou celui des équations de
Stokes. Si la théorie d’existence et d’unicité est treés semblable au cas précédent, il
n’en est pas de méme de toutes les propriétés qualitatives.

3.2 Etude du Laplacien

3.2.1 Conditions aux limites de Dirichlet

Nous considérons le probléme aux limites suivant

{ —Au = f dans Q

u=0 sur 0f) (3.1)

ot € est un ouvert borné de 'espace RY, et f est un second membre qui appartient

a lespace L?(Q). L’approche variationnelle pour étudier (3.1) est constituée de trois
étapes que nous détaillons.

27
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Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle.

Dans une premiére étape il faut proposer une formulation variationnelle du
probléme aux limites (3.1), c’est-a-dire qu’il faut trouver une forme bilinéaire a(-, -),
une forme linéaire L(-), et un espace de Hilbert V' tels que (3.1) soit équivalent & :

Trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € V. (3.2)

Le but de cette premiére étape est seulement de trouver la formulation variationnelle
(3.2) ; on vérifiera I’équivalence précise avec (3.1) plus tard au cours de la troisiéme
étape.

Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie 1’équation (3.1) par une
fonction test réguliére v et on intégre par parties. Ce calcul est principalement formel
au sens ol ’on suppose l'existence et la régularité de la solution u afin que tous les
calculs effectués soient licites. A l'aide de la formule de Green (2.22) (voir aussi
(1.7)) on trouve

/fvd:p:—/Auvdx:/Vu-Vvdx— a—uvds. (3.3)
Q 0 0

a0 871

Comme u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet, © = 0 sur 02, on
choisit un espace de Hilbert V' tel que toute fonction v € V vérifie aussi v = 0 sur
0. Dans ce cas, I'égalité (3.3) devient

/Q V() - Vo) dr — /Q F@)o(a) d. (3.4)

Pour que le terme de gauche de (3.4) ait un sens il suffit que Vu et Vv appartiennent
a L?(Q) (composante par composante), et pour que le terme de droite de (3.4) ait
aussi un sens il suffit que v appartienne a L?(Q) (on a supposé¢ que f € L*(Q)).
Par conséquent, un choix raisonnable pour I'espace de Hilbert est V = H}(Q), le
sous-espace de H'(€2) dont les éléments s’annulent sur le bord 952.

En conclusion, la formulation variationnelle proposée pour (3.1) est :

trouver u € Hy(€2) tel que / Vu-Vuodr = / fodr Vv € HY(Q). (3.5)
QO 0

Evidemment, nous avons fait un certain nombre de choix pour arriver a (3.5);
d’autres choix nous auraient conduit & d’autres formulations variationnelles pos-
sibles. La justification de (3.5) s’effectuera donc a posteriori : tout d’abord, la
deuxiéme étape consiste a vérifier que (3.5) admet bien une unique solution, puis
la troisieme étape que la solution de (3.5) est aussi une solution du probléme aux
limites (3.1) (dans un sens a préciser).

Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.

Dans cette deuxiéme étape nous vérifions que la formulation variationnelle (3.5)
admet une solution unique. Pour cela nous utilisons le Théoréme de Lax-Milgram
1.3.1 dont nous vérifions les hypothéses avec les notations

a(u,v) = /QVu(x) -Vu(z)dr et L(v) = /Qf(x)v(x) dzx.
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On voit facilement en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que a est une forme
bilinéaire continue sur H{ () et que L est une forme linéaire continue sur Hg ().
De plus, en vertu de 'inégalité de Poincaré (voir le Corollaire 2.3.12; on utilise ici
le caractére borné de l'ouvert (), la forme bilinéaire a est coercive, c¢’est-a-dire qu’il
existe v > 0 tel que

a(v,v) = /Q |Vou(z)2dr > VHU”%,%(Q) Vo € Hy(Q).

Comme H{(£2) est un espace de Hilbert (voir la Proposition 2.3.9), toutes les hypo-
theses du Théoréme de Lax-Milgram 1.3.1 sont satisfaites et on peut donc conclure
qu’il existe une unique solution u € Hg(€2) de la formulation variationnelle (3.5).

Etape 3 : Equivalence avec I’équation.

La troisiéme étape (la derniére et la plus délicate) consiste a vérifier qu’en
résolvant la formulation variationnelle (3.5) on a bien résolu le probléme aux limites
(3.1), et a préciser dans quel sens la solution de (3.5) est aussi une solution de
(3.1). En d’autres termes, il s’agit d’interpréter la formulation variationnelle et de
retourner a ’équation. Pour cela on procéde aux mémes intégrations par parties qui
ont conduit a la formulation variationnelle, mais en sens inverse, et en les justifiant
soigneusement.

Cette justification est trés facile si 'on suppose que la solution u de la formu-
lation variationnelle (3.5) est réguliére (précisément si u € H?(2)) et que Pouvert
() est aussi régulier, ce que nous faisons dans un premier temps. En effet, il suffit
d’invoquer la formule de Green (2.22) qui nous donne, pour v € HJ (),

/Vu~Vvdx:—/vAuda:
Q Q

puisque v = 0 sur le bord 9€2. On en déduit alors
/ (Au+ flode =0 Yove CX(Q),
Q

ce qui implique, en vertu du Corollaire 2.2.2, que —Au = f dans L?(2), et on a
Iégalité

—Au = f presque partout dans (2. (3.6)
De plus, si © est un ouvert borné régulier de classe C!, alors le Théoréme de trace

2.3.13 (ou plus précisément son Corollaire 2.3.16) affirme que toute fonction de
H () a une trace sur 9 nulle dans L*(€2). On en déduit, en particulier, que

u = 0 presque partout sur 0. (3.7)
On a donc bien retrouvé I'équation et la condition aux limites de (3.1).

Si I'on ne suppose plus que la solution u de (3.5) et ouvert € sont réguliers,
il faut travailler davantage (on ne peut plus utiliser la formule de Green (2.22) qui
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nécessite que u € H?*(2)). On note 0 = Vu qui est une fonction a valeurs vecto-
rielles dans L*(Q)". Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit de la formulation
variationnelle (3.5) que, pour tout v € Hg (<),

/J-Vvda: :‘/fvd:v
Q Q

Comme C®(Q) C H}(), (3.8) n'est rien d’autre que le critére d’existence d’une
divergence faible de o dans L*(Q) (voir la Définition 2.2.6 et le Lemme 2.2.7) qui
vérifie, pour tout v € C°(2),

/U-Vvd:p:—/divavdx.
Q Q

/ (dive + flvde =0 Vv e C(Q),
Q

< Ollollzaqey. (3.8)

On en déduit donc que

ce qui implique, en vertu du Corollaire 2.2.2, que —dive = f dans L*(Q). Par
conséquent dive = Aw appartient a L?(Q) (rappelons que divV = A), et on retrouve
I'équation (3.6). On retrouve la condition aux limites (3.7) comme précédemment
si Pouvert Q est régulier de classe Ct. Si Q n’est pas régulier, alors on ne peut pas
invoquer le Théoréme de trace 2.3.13 pour obtenir (3.7). Néanmoins, le simple fait
d’appartenir & H} () est une généralisation de la condition aux limites de Dirichlet
pour un ouvert non régulier, et on continuera & écrire formellement que u = 0 sur

0f2.

En conclusion nous avons démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.2.2 Soit Q un ouvert borné de RN. Soit f € L*(Q). Il existe une
unique solution u € H () de la formulation variationnelle (3.5). De plus, u vérifie

—Au = f presque partout dans Q, et u € Hy(Q). (3.9)

Si on suppose en plus que Q0 est régulier de classe C*, alors u est solution du probleme
auz limites (3.1) au sens ot

—Au = f presque partout dans 2, u =0 presque partout sur 0S).

On appelle la solution u € H} () de la formulation variationnelle (3.5) solu-
tion variationnelle du probléme aux limites (3.1). Par un raccourci de langage
bien commode, on dira que I'unique solution u € H}(Q2) de la formulation
variationnelle (3.5) est I'unique solution du probléme aux limites (3.1).
Cette appellation est bien siir justifiée par le Théoréme 3.2.2.

La solution de (3.1), que nous venons d’obtenir, ne vérifie a priori I’équation
et la condition aux limites que dans un sens “faible”, c’est-a-dire presque partout
(ou méme pire pour la condition aux limites si I'ouvert n’est pas régulier). On parle
alors de solution faible par opposition aux solutions fortes qu’on aurait pu espérer
obtenir dans une formulation classique de (3.1). De méme, on appelle parfois la
formulation variationnelle formulation faible de 1’équation.
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Remarque 3.2.3 En fait, la solution faible peut étre une solution forte si le second
membre f est plus régulier. Autrement dit, I’équation et la condition aux limites
de (3.1) peuvent étre vérifiées en un sens classique, c’est-a-dire pour tout x € 2, et
tout = € 992, respectivement. C’est ce qu’on appelle un résultat de régularité pour
la solution (voir plus loin le Corollaire 3.2.27). o

Pour que le probléme aux limites (3.1) soit bien posé (au sens de Hadamard,
il faut en plus de l'existence et de 'unicité de sa solution, montrer que la solution
dépend contintiment des données. C’est une conséquence immédiate du Théoréme
de Lax-Milgram 1.3.1 mais nous en donnons un nouvel énoncé et une nouvelle dé-
monstration.

Proposition 3.2.5 Soit Q un ouvert borné de RY, et soit f € L*(Q). L’application
qui a f € L*(Q) fait correspondre la solution unique uw € H}(Q) de la formulation
variationnelle de (3.1) est linéaire et continue de L*(Q) dans H'(Q)). En particulier,
il existe une constante C > 0 telle que, pour tout f € L*(Q), on a

[ull @) < Cllfll2@)- (3.10)

Remarque 3.2.6 L’inégalité (3.10) est ce qu’on appelle une estimation d’éner-
gie. Elle garantit que I'énergie de la solution est controlée par celle de la donnée. Les
estimations d’énergie sont trés naturelles d'un point de vue physique et trés utiles
d’un point de vue mathématique. °

Démonstration. La linéarité de f — u est évidente. Pour obtenir la continuité on
prend v = u dans la formulation variationnelle (3.5)

/\Vu|2dx:/fudx.
0 0

On majore le terme de droite a 'aide de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et on minore
celui de gauche par la coercivité de la forme bilinéaire

vullng < I lz@llullzzgy < 112 llullm ),
d’ott 'on déduit le résultat. |

Nous avons déja dit que la formulation variationnelle posséde souvent une in-
terprétation physique (c’est, par exemple, le principe des travaux virtuels en méca-
nique). En fait, la solution de la formulation variationnelle (3.5) réalise le minimum
d’une énergie (trés naturelle en physique ou en mécanique). Le résultat suivant est
une application immédiate de la Proposition 1.3.4.

Proposition 3.2.7 Soit J(v) l’énergie définie pour v € H} () par

1 2
J(v)zﬁ/ﬂwm dx—/gfvdx. (3.11)
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Soit u € H(Q) la solution unique de la formulation variationnelle (3.5). Alors u
est aussi ['unique point de minimum de [’énergie, c’est-a-dire que

J(u) = min J(v).
)= B )

Réciproquement, si u € H} () est un point de minimum de l’énergie J(v), alors u
est la solution unique de la formulation variationnelle (3.5).

Remarque 3.2.8 La Proposition 3.2.7 repose de maniére cruciale sur le fait que
la forme bilinéaire de la formulation variationnelle est symétrique. Si cela n’est pas
le cas, la solution de la formulation variationnelle ne minimise pas ’énergie (voir le
contre-exemple de 'Exercice 3.2.3).

Souvent l'origine physique du Laplacien est en fait la recherche des minima
de I'énergie J(v). Il est remarquable que ce probléme de minimisation nécessite de
la part de la solution u moins de régularité que 1’équation aux dérivées partielles
(une seule dérivée permet de définir J(u) tandis qu’il en faut deux pour Au). Cette
constatation confirme le caractére “naturel” de la formulation variationnelle pour
analyser une équation aux dérivées partielles. °

Exercice 3.2.1 A |'aide de I'approche variationnelle démontrer |'existence et |'unicité
de la solution de

{ —~Au+u=f dansQ (3.12)

u =0 sur 0f)

otl 2 est un ouvert quelconque de I'espace RY, et f € L%(€2). Montrer en particulier que
I'ajout d'un terme d'ordre zéro au Laplacien permet de ne pas avoir besoin de |'hypothése
que € est borné.

Exercice 3.2.2 Soit € un ouvert borné de RY. A I'aide de 'approche variationnelle
démontrer |'existence et I'unicité de la solution du probléme suivant de convection-
diffusion

{V-Vu—Au:f dans Q) (3.13)

u=0 sur 0f)

ou f € L*(Q) et V est une fonction réguliére a valeurs vectorielles telle que divl = 0
dans (.

Exercice 3.2.3 On reprend les notations et hypothéses de |'Exercice 3.2.2. Montrer
que tout v € H}(Q) vérifie
/ vV - Voudxr =0.
Q

Montrer que la solution de la formulation variationnelle du probléme de convection-
diffusion ne minimise pas dans H; () I'énergie

J(v):%/ﬂ(|Vv|2+vV-Vv) d:p—/gfvdx.
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3.2.2 Conditions aux limites de Neumann
Nous considérons le probléme aux limites suivant

{ —Au+u=f dans{

ou (3.16)

=9 sur 0f)
olt  est un ouvert (non nécessairement borné) de l'espace RY, f € L2(Q) et
g € L*(09). L’équation de (3.16) est une variante du Laplacien o nous avons
ajouté un terme d’ordre zéro afin d’éviter (en premier abord) une difficulté que
nous réglerons plus loin au Théoréeme 3.2.18. L’approche variationnelle pour étudier
(3.16) est sensiblement différente de celle présentée a la sous-section précédente dans
le traitement des conditions aux limites. C’est pourquoi nous détaillons & nouveau
les trois étapes de 'approche.

Etape 1 : Etablissement d’une formulation variationnelle.

Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie I’équation (3.16) par une
fonction test réguliére v et on intégre par parties en admettant que la solution u est
suffisamment réguliére afin que tous les calculs effectués soient licites. La formule de
Green (2.22) (voir aussi (1.7)) donne

/Qf(:p)v(:p)dx :/Q(—Au(x)Jru(x))v(x)d:p

= /Q (Vu(z) - Vo(z) + u(x)v(x)) de — / %(az)v(az) ds (3.17)

20 an

= / (Vu(x) - Vou(z) + u(z)v(x)) de — / g(x)v(z) ds.
Q o9
Nous avons utilisé la condition aux limites de Neumann dans (3.17) et il n’est pas
nécessaire de l'inscrire dans le choix de I'espace de Hilbert V. Pour que le premier
et les deux derniers termes de (3.17) aient un sens il suffit de prendre V = H'(Q)
(on utilise le Théoréme de trace 2.3.13 pour justifier I'intégrale de bord).
En conclusion, la formulation variationnelle proposée pour (3.16) est : trouver
u € HY(Q) tel que

/(Vu-Veruv)dx:/ gvds+/fvdx Yo e HY(Q). (3.18)
Q o0 Q

Les étapes suivantes justifieront le choix de (3.18).

Remarque 3.2.11 La principale différence entre la formulation variationnelle (3.18)
pour une condition aux limites de Neumann et celle (3.5) pour une condition aux
limites de Dirichlet vient de ce que la condition de Dirichlet est inscrite dans le choix
de I'espace alors que la condition de Neumann apparait dans la forme linéaire mais
pas dans l'espace. La condition de Dirichlet est dite essentielle (ou explicite) car
elle est forcée par 'appartenance a un espace, tandis que la condition de Neumann
est dite naturelle (ou implicite) car elle découle de l'intégration par parties qui
conduit a la formulation variationnelle. °
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Etape 2 : Résolution de la formulation variationnelle.

Dans cette deuxiéme étape nous vérifions que la formulation variationnelle (3.18)
admet une solution unique. Pour cela nous utilisons le Théoréme de Lax-Milgram
1.3.1 dont nous vérifions les hypothéses avec les notations

a(u,v):/ﬂ(Vu-Veruv)dxet L(v):/anvder/vadx.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et a ’aide du Théoréme de trace 2.3.13,
on voit clairement que a est une forme bilinéaire continue sur H'(Q) et que L
est une forme linéaire continue sur H'(2). Par ailleurs, la forme bilinéaire a est
manifestement coercive (c’est pour cela qu’on a ajouté un terme d’ordre zéro au

Laplacien) car
a(v,0) = [l Vo € H'().

Comme H'(f2) est un espace de Hilbert (voir la Proposition 2.3.2), toutes les hypo-
theses du Théoréme de Lax-Milgram 1.3.1 sont satisfaites et on peut donc conclure
qu’il existe une unique solution u € H'(Q2) de la formulation variationnelle (3.18).

Etape 3 : Equivalence avec I’équation.

Nous interprétons maintenant la formulation variationnelle (3.18) pour vérifier
qu’on a bien résolu le probléme aux limites (3.16), dans un sens & préciser. Nous al-
lons supposer que les données sont réguliéres. Plus précisément nous allons supposer
que nous sommes dans les conditions d’application du lemme suivant de régularité
que nous admettrons (voir la sous-section 3.2.4 pour des résultats similaires).

Lemme 3.2.13 Soit Q un ouvert régulier de classe C* de RY. Soit f € L*(2) et
g la trace sur OQ d’une fonction de HY(Q). Alors la solution u de la formulation
variationnelle (3.18) appartient a H?(Q).

Grace au Lemme 3.2.13 on peut utiliser la formule de Green du Théoréme 2.3.30

/ Au(z)v(x)dx = —/ Vu(z) - Vu(x)dx —i—/ @(az)v(az) ds. (3.19)
Q Q a0 On

qui est valable pour u € H?(Q) et v € H'(Q). Rappelons que I'intégrale de bord
dans (3.19) a bien un sens a cause du Théoréme de trace 2.3.28 qui affirme que pour

u € H*(Q) la dérivée normale * a un sens dans L?(9€2). On déduit alors de (3.18)

et (3.19) que, pour tout v € H(Q),

/Q(Au—quf)vdx:/aQ (%— )vds. (3.20)

Si Pon prend v € C°(Q)) € HY(Q) dans (3.20), le terme de bord disparait et 1'on
déduit, en vertu du Corollaire 2.2.2, que Au — u + f = 0 dans L?*(2), donc presque
partout dans 2. Par conséquent, le membre de gauche de (3.20) est nul, donc

/ (%— )UdSZOVUEH1<Q).
o \on
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D’aprés le Théoréme 2.3.5 les fonctions régulieres sont denses dans H'((2). Par
conséquent, ’égalité ci-dessus est vraie pour toute fonction v réguliére sur OS2, et
on déduit d’une version du Corollaire 2.2.2, adaptée au bord 0f2, que g—z —g=20
dans L?(09), et donc presque partout sur Q. En conclusion nous avons démontré

le résultat suivant.

Théoréme 3.2.14 Soit Q un ouvert régulier de classe C* de RYN. Soit f € L*(Q) et
g la trace sur 92 d’une fonction de H'(Q). Il existe une unique solution u € H'(£2)
de la formulation variationnelle (3.18). De plus, u appartient a H*(2) et est solution
de (3.16) au sens ot

u
— = g presque partout sur O0S2.
on

Exercice 3.2.5 Démontrer que |'unique solution u € H'(Q2) de la formulation varia-
tionnelle (3.18) vérifie I'estimation d'énergie suivante

—Au+u = f presque partout dans €,

ull @) < C (Ifll2) + l9llz200)) »
ot C' > 0 est une constante qui ne dépend pas de u, f et g.

Comme dans la sous-section précédente, on peut montrer que la solution de
(3.16) minimise une énergie. Remarquons que, si ¢ = 0, alors I'énergie (3.22) est
la méme que celle (3.11) définie pour le Laplacien avec conditions aux limites de
Dirichlet (modulo le terme d’ordre zéro). Néanmoins, leurs minima ne sont en général
pas les mémes car on minimise sur deux espaces différents, a savoir H}(Q2) et H*().
La Proposition suivante est une application immédiate de la Proposition 1.3.4.

Proposition 3.2.16 Soit J(v) l’énergie définie pour v € H* () par

J(U):%/Q(|VU|2+‘U|2) da:—/gfvd:c—/mgvds. (3.22)

Soit u € HY(Q) la solution unique de la formulation variationnelle (3.18). Alors u
est aussi ['unique point de minimum de [’énergie, ¢’est-a-dire que

J(u)= min J(v).
= 2t T
Réciproquement, si u € HY(Q) est un point de minimum de ’énergie J(v), alors u
est la solution unique de la formulation variationnelle (3.18).

Exercice 3.2.6 On suppose que ) est un ouvert borné régulier de classe C'. A l'aide
de I'approche variationnelle démontrer |'existence et |'unicité de la solution du Laplacien
avec une condition aux limites de Fourier

{ —Au=f dans Q

% +u=g surdf) (3.23)

ot f € L*) et g est la trace sur IO d'une fonction de H'(f2). On démontrera
I'inégalité suivante (qui généralise celle de Poincaré)

vl z2) < C (10l 22000) + | VUl 12()) Vv € H'().
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Exercice 3.2.7 On suppose que €2 est un ouvert borné connexe. A |'aide de I'approche
variationnelle démontrer |'existence et |'unicité de la solution du Laplacien avec des
conditions aux limites mélées

—Au = f dans

Qu—0 sur Oy (3.24)
U = sur 0S)p

ou f € L*(Q), et (0Qy, 0Np) est une partition de I telle que les mesures superficielles
de 0Qx et 0S2p sont non nulles. (Utiliser la Remarque 2.3.18.)

Nous revenons maintenant au véritable opérateur Laplacien (sans ajout d'un
terme d’ordre zéro comme dans (3.16)) et nous considérons le probléme aux limites

(3.25)

% = sur 0f)
mn

{ —Au=f dans )
ot  est un ouvert borné connexe de 'espace RY, f € L*(Q) et g € L*(09). La
difficulté nouvelle dans (3.25) par rapport a (3.16) est qu’il n’existe une solution
que si les données f et g vérifient une condition de compatibilité. En effet, il est
facile de voir que s'il existe une solution v € H?(§2), alors intégrant 1’équation sur
Q2 (ou bien utilisant la formule de Green (2.22)) on a nécessairement

/Qf(:v) dx + /mg(a:) ds = 0. (3.26)

Remarquons aussi que si u est solution alors u 4+ C', avec C' € R, est aussi solution.
En fait, (3.26) est une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une solution
dans H'(€), unique a I'addition d’une constante prés. Remarquons que, si I'ouvert
(2 n’est pas connexe, alors il faut écrire (3.26) pour chaque composante connexe de
Q) et I'unicité de la solution vaudra a ’addition prés d’une constante par composante
connexe (avec ces modifications tous les résultats qui suivent restent valables).

Remarque 3.2.17 Physiquement, la condition de compatibilité (3.26) s’interpréte
comme une condition d’équilibre : f correspond a une source volumique, et g a
un flux entrant au bord. Pour qu’il existe un état stationnaire ou d’équilibre (c’est-
a-dire une solution de (3.25)), il faut que ces deux termes se balancent parfaitement.
De méme, 1'unicité “a une constante additive prés” correspond a I’absence d’origine
de référence sur 1’échelle qui mesure les valeurs de u (comme pour la température,
par exemple). °

Théoréme 3.2.18 Soit Q un ouvert borné connexe régulier de classe C* de RY.
Soit f € L*(Q) et g € L*(09) qui vérifient la condition de compatibilité (3.26). 11
existe une solution faible u € H*(Q) de (3.25), unique & l'addition d’une constante
pres.
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Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on procéde comme pour
I'équation (3.16). Un calcul similaire conduit &

/Vu-Vvdx:/ gvds+/fvdx
Q o0 Q

pour toute fonction test réguliére v. Pour donner un sens a tous les termes de cette
égalité, on pourrait choisir H'(£2) comme espace de Hilbert V', mais nous ne pour-
rions montrer la coercivité de la forme bilinéaire. Cette difficulté est intimement liée
au fait que, si u est solution, alors u 4+ C' est aussi solution. Pour éviter cet inconvé-
nient, on léve I'indétermination de cette constante additive en ne travaillant qu’avec
des fonctions de moyenne nulle. Autrement dit, on pose

V= {v e HI(Q),/QU(SU) dr = 0}

et la formulation variationnelle de (3.25) est :

trouver u € V' tel que / Vu-Vvdr = / guds +/ fvdx Vv eV. (3.27)
Q o9 Q

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Lax-Milgram a la formulation variationnelle
(3.27), la seule hypothése délicate a vérifier est la coercivité de la forme bilinéaire.
Celle-ci s’obtient grace a une généralisation de l'inégalité de Poincaré, connue sous
le nom d’inégalité de Poincaré-Wirtinger : si €2 est borné et connexe, il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout v € H'(Q),

_fﬂvd:p
a fﬂdx.

L’inégalité (3.28) se démontre par contradiction comme dans la deuxiéme démons-
tration de la Proposition 2.3.10 (nous laissons cela au lecteur en exercice). Comme
m(v) = 0 pour tout v € V, (3.28) prouve que |[Vv||12q) est une norme dans V/,
équivalente a la norme usuelle ||v||z1(q), et donc que la forme bilinéaire est coercive
sur V. Finalement, pour montrer que la solution unique de (3.27) est bien une so-
lution du probléme aux limites (3.25), on procéde comme précédemment lors de la
démonstration du Théoréme 3.2.14. On obtient ainsi pour tout v € V,

/Q(Au + flode = /BQ (g—z = ) vds. (3.29)

Or, quelque soit w € H(), la fonction v = w — m(w) appartient a V. En choi-
sissant une telle fonction dans (3.29), en regroupant les termes en facteur de la
constante m(w) et en utilisant la condition de compatibilité (3.26) ainsi que ’égalité

Jo Audz = [, %% ds, on déduit donc de (3.29)

/Q(Au+f)wdx:/m (g—z— )wds Yw € H'(9).

On peut donc conclure comme d’habitude que w vérifie bien le probléme aux limites

(3.25). 0

v —m(v)|| 2 < C||Vv|| L2 avec m(v) (3.28)
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Exercice 3.2.8 Démontrer |'inégalité de Poincaré-Wirtinger (3.28).

Exercice 3.2.9 On suppose que €2 est un ouvert borné connexe régulier. Soit f €
L?(2). On consideére la formulation variationnelle suivante : trouver u € H'(Q) tel que

/QVwVvd:c+ (/Qud:c) </dex) :/vada: Vo e H'Y(Q).

Démontrer |'existence et |'unicité de la solution de cette formulation variationnelle. Quel
probléme aux limites a-t-on ainsi résolu ? En particulier, si on suppose que fQ fdx =0,
quel probléme déja étudié retrouve-t-on ?

3.2.3 Coeflicients variables

Dans les deux sous-sections précédentes nous avons considéré des problémes
aux limites pour l'opérateur Laplacien. On peut facilement généraliser les résultats
obtenus a des opérateurs plus généraux, dits elliptiques du deuxiéme ordre & co-
efficients variables. Ce type de probléme est issu de la modélisation des milieux
hétérogénes. Si 'on reprend 'exemple de la conduction de la chaleur, dans un mi-
lieu hétérogene la conductivité k(z) est une fonction variable d’un point a l'autre
du domaine. Dans ce cas, on considére le probléme aux limites

{ —div(kVu) = f dans Q

u=0 sur 0f) (3.30)

ot © est un ouvert borné de l'espace RV, et f € L?(€2). Bien siir, si k(z) = 1, on
retrouve le Laplacien. Il est facile de généraliser le Théoréme 3.2.2.

Proposition 3.2.19 Soit Q un ouvert borné de RY. Soit f € L*(Q2). On suppose
que le coefficient k(x) est une fonction mesurable et qu’il existe deuxr constantes
strictement positives 0 < k= < k™ telles que

0 <k~ <k(z) < k" presque partout x € €. (3.31)

Alors, il existe une unique solution (faible) u € H () de (3.30).

Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie I’équation
(3.30) par une fonction test v et on intégre par parties en utilisant la formule de
Green de I'Exercice 1.2.1

/Q divo (z)v(z) dz = — /Q o(z) - Vo(z) dz + / o(z) - n(z) v(z) ds,

o0

avec 0 = kVu. A cause de la condition aux limites de Dirichlet on choisit Hj ()
comme espace de Hilbert, et on trouve la formulation variationnelle de (3.30) :

trouver u € HJ () tel que /

kVu - Vode = / fodz Vv e H(Q).  (3.32)
Q Q
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Gréce a I'hypothése (3.31) on vérifie que la forme bilinéaire de (3.32) est continue

< K|Vl L2 V] 120

/ kVu - Vodx
Q

et qu’elle est coercive
/ kVu - Vudx > k;/ |Vul|?dr > vl|ull g ),
Q Q

avec v > 0 grace a I'inégalité de Poincaré. On peut donc appliquer le Théoréme de
Lax-Milgram, ce qui démontre I'existence et I'unicité de la solution de la formulation
variationnelle (3.32). Pour montrer que cette solution variationnelle est bien une
solution du probléme aux limites (3.30), on procéde comme précédemment lors de
la démonstration du Théoreme 3.2.2. OJ

Il est trés important de comprendre que 1'équation (3.30) admet une solution
méme si k est discontinu! En fait, son interprétation “au sens faible” contient plus
d’informations que son écriture classique. Plus précisément, la notion de divergence
faible contient implicitement ce qu’on appelle les conditions aux limites de trans-
mission entre deux sous-domaines occupés par deux matériaux de conductivité dif-
férente. Considérons un exemple ot (§21, €29) est une partition de € sur laquelle k(z)
est constant par morceaux

k(x) =k; >0 pour z € ;, i =1,2. (3.33)

On note I' = 90y N 99, linterface (supposée réguliére et incluse dans ) entre 4
et y, et u; = ug, la restriction de la solution u a €2;.

Lemme 3.2.21 Sous Uhypothése (3.33) le probleme (3.30) est équivalent a

—kiAu; = f dans §2;, 1 =1,2,
u; =0 sur OS2,
U] = Us sur I, (3.34)

kiVuy -n = kaVus -n surT.

Les deuz derniéres lignes de (3.34) sont appelées conditions aux limites de trans-
mission sur ["interface T.

Démonstration. Siu € H}(Q) est solution de (3.30), par application du Théoréme
de trace 2.3.13, on doit avoir u; = uy sur I'. Si on pose 0 = kVu et 0; = o), = k;Vu,
sa restriction a ;, on sait que o, ainsi que sa divergence, appartiennent a L?((2).
Alors, un théoréme de trace permet d’affirmer que la composante normale o -n a un
sens sur I' et on doit donc avoir o1 - n = gy - n sur I' (voir I’Exercice 2.2.4).

Réciproquement, on construit une formulation variationnelle de (3.34) pour
montrer qu’elle admet une unique solution qui coincide avec la solution u de (3.30).
On cherche u; € H'(£);) et on multiplie chaque équation dans §2; par la méme
fonction test v € H} (). En intégrant par parties et en sommant on obtient

8u1 8u2

Vu-Vodz+ Vuy-Vou dx+/ (k:l— + kg—) vds = fodre+ fudz.
QQ I Q1

ol 8711 6n2 Qs
(3.35)



40 CHAPITRE 3. PROBLEMES ELLIPTIQUES

Comme n; = —nsy l'intégrale sur l'interface I' disparait a cause de la condition aux
limites de transmission. D’autre part, si u est défini comme u; dans €2 et us dans 2o,
la condition de transmission u; = uy sur I implique que u € H'(). Par conséquent,
(3.35) n’est rien d’autre que la formulation variationnelle (3.32). O

3.2.4 Propriétés qualitatives

Dans cette sous-section nous étudions quelques propriétés qualitatives des solu-
tions du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet. Dans toute cette sous-
section, © est un ouvert borné de RY et f € L2().

Principe du maximum

Théoréme 3.2.22 (Principe du maximum) Si f > 0 presque partout dans €2,
alors la solution de (3.1) vérifie uw > 0 presque partout dans Q.

Remarque 3.2.23 Le principe du maximum ne fait que traduire une propriété
parfaitement naturelle du point de vue physique : par exemple dans le contexte de
I'équation stationnaire de la chaleur, si on chauffe (f > 0), la température intérieure
est toujours plus grande que la température au bord (u > 0). Le principe du maxi-
mum reste valable si on remplace le Laplacien par 'opérateur plus général (3.30) a
coefficients variables dans L>°(2) ou bien si I'on considére le probléme (3.16) avec
condition aux limites de Neumann. La validité du principe du maximum est fon-
damentalement liée au caractére “scalaire” de I’équation (c’est-a-~dire que l'inconnue
u est a valeurs dans R). Ce principe du maximum tombe généralement en défaut
si 'inconnue u est a valeurs vectorielles (par exemple pour le systéme (3.56) de
Iélasticité). o
Démonstration. On utilise la formulation variationnelle (3.5) de (3.1) avec v =

u~ = min(u,0) qui appartient bien & HJ () en vertu du Lemme 3.2.24 (car u =
ut+u7). On a

/ fu  dx = / Vu-Vu de = / lucoVu - Vudr = / Vu~|*dr > 0. (3.41)
Q Q Q Q

Mais u~ < 0 et f > 0 presque partout dans ). Par conséquent, tous les termes de
(3.41) sont nuls, et comme v~ € H}(Q) on en déduit que u~ = 0, c’est-a-dire que
u > 0 presque partout dans (2. ]

Lemme 3.2.24 Siv € H}(Q), alors v = max(v,0) appartient a Hi(Q) et
Vo = 1,50Vv presque partout dans 2,

ot 1y~o(x) est la fonction qui vaut 1 la ot v(z) > 0 et 0 ailleurs.
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Régularité

Théoréme 3.2.26 (de régularité) Soit un entier m > 0. Soit Q un ouvert borné
de RY de classe C™*2. Soit f € H™(Q). Alors, l'unique solution u € H}(Q) de (3.1)
appartient a H™2(Q). De plus, Uapplication f — u est linéaire continue de H™()
dans H™2(Q), c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que

ul| iz ) < C| f | zm (-

Par application immédiate du Théoréme de régularité 3.2.26 et du Théoréme
2.3.25 (sur la continuité des fonctions de H™(€2)), on montre que les solutions faibles
d’équations aux dérivées partielles elliptiques sont en fait des solutions fortes, ou
classiques, si les données sont réguliéres (comme annoncé dans la Remarque 3.2.3).

Corollaire 3.2.27 Si Q est un ouvert borné de RN de classe C™2, si f € H™(),
et si m > N/2, alors la solution variationnelle uw € H}(Q) de (3.1) est une solution
forte car elle appartient a C*(Q).

En particulier, si Q0 est un ouvert borné de RN de classe C*, et si f € C>(Q),
alors la solution u € H}(Q) de (3.1) est aussi dans C>().

Remarque 3.2.28 Le Théoréme de régularité 3.2.26 et son Corollaire 3.2.27 restent
valables pour des conditions aux limites de Neumann. Ils se généralisent aussi au
cas des opérateurs elliptiques a coefficients variables (comme dans la Sous-section
3.2.3). Dans ce dernier cas, il faut ajouter a I'hypothése habituelle de coercivité des
coefficients, I'hypothése que les coefficients sont de classe C™ %! dans 2 (tandis que
Q) est borné régulier de classe C™2 et que f € H™(1)). o

Exemple de singularité

Voyons maintenant un exemple de solutions singuliéres, c’est-a-dire non ré-
guliéres. Il s’agit d’un probléme posé dans un ouvert non régulier pour lequel le
Théoréme de régularité 3.2.26 et son Corollaire 3.2.27 sont faux. En particulier,
bien qu’il existe des solutions faibles (c’est-a-dire appartenant a I’espace de Sobolev
H'(Q)) il n’y a pas de solutions fortes (c’est-a-dire deux fois dérivables) pour ce
probléme. Nous nous plagons en dimension N = 2 d’espace, et nous considérons un
secteur angulaire € défini en coordonnées radiales par (voir la Figure 3.2)

Q={(r,0) telque 0 <r<Ret0<0 <06}

avec 0 < R < +oo et 0 < © < 27 (rappelons que x; = rcosf et 5 = rsinf). On
note I'y la partie du bord de Q2 ott r = R, I'y celle o1 # = 0 et 'y celle o § = ©. Cet
ouvert (2 présente trois “coins”, mais seule 'origine (le coin entre les bords I'y et I'y)
peut poser probléme pour la régularité dans les exemples ci-dessous. Physiquement,
le cas d'un angle ©® < 7 est représentatif d’'un effet de pointe, tandis que le cas
© > 7 correspond & une encoche (ou méme a une fissure si © = 27).

Pour un entier k£ > 1, on étudie le probléme aux limites suivant

—Au=0 dans €2
u=cos (*%) sur I (3.50)
u _ () sur 'y U T,
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FIGURE 3.2 — Secteur angulaire 2 d’angle © (plus petit ou plus grand que 7).

Lemme 3.2.33 I existe une unique solution faible de (3.50) dans H'(Q), donnée

par la formule
km

u(r, 0) = (%) © cos (/%e) . (3.52)

Sik=1¢etnw <O, alors le gradient Vu n’est pas borné a l'origine, tandis que si
k>2 oum >0, alors le gradient Vu est continu a [’origine.

Remarque 3.2.34 Puisque le gradient n’est pas borné, la solution de (3.50) ne
peut pas étre réguliere au sens du Corollaire 3.2.27. D’un point de vue physique
ou mécanique, ce gradient correspond & un flux de chaleur, au champ électrique,
ou a un champ de contraintes : il importe de savoir si cette quantité est bornée
continue ou non & l'origine. Physiquement, on interpréte ce résultat de régularité en
disant qu'une encoche (© > ) engendre une singularité, au contraire d’une pointe
(0 <m).

Dans le cas ou © = 2m, 'ouvert €2 est un domaine fissuré et le Lemme 3.2.33
a une interprétation mécanique trés importante car le probléme (3.50) modélise le
cisaillement anti-plan d’'un cylindre de base €2 et sa solution permet de calculer le
facteur d’intensité des contraintes qui est souvent utilisé dans des modéles de
propagation de fissures ou de rupture (voir par exemple [19]). °

Démonstration. On commence par “relever” la condition aux limites non-homogéne
en définissant une fonction uy € H'(2) dont la trace sur le bord coincide avec cette
condition aux limites. On vérifie aisément que

2 k6
uo(r,0) = % oS <%)

répond a la question, c’est-a-dire que u = ug + v ot v est la solution d’un probléme

homogéne
—Av = Aug dans

v=0 sur Iy (3.54)
o =0 sur 'y UT,.

Remarquons que ce relévement est possible car la donnée sur I'y est compatible avec
les conditions aux limites sur I'y et I'y, ¢’est-a-dire dans le cas présent que sa dérivée
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en 6 (i.e. sa dérivée normale) s’annule en § = 0, ou ©. Comme Au, appartient a
L?(9), il existe une unique solution de (3.54) dans H'(§2), et par conséquent (3.50)
admet aussi une unique solution dans H'(Q). Vérifions que (3.52) est précisément
cette unique solution. Rappelons que

Po 100 1%
A0 =52t Lo T

Un calcul simple montre que

0> +18 (r)’g_ km\? 1 (T)Ig

o2 ror)J\R) ~\©) r2\R/)
donc (3.52) est bien solution de (3.50). On vérifie aussi facilement que (3.52) appar-
tient & H'(Q). Finalement, la formule du gradient en coordonnées radiales dans la

base (e, eg) 5 s
_(ber + ——(b@e
or r 00

r\e-1 km km6 . [ km6
Vu = (E> 6 <cos (?) e, — sin <F) 69)

qui, clairement, n’est pas borné a l'origine si 0 < km < © et est continu a 'origine
si km > ©. Le cas limite km = © correspond aussi & un gradient continu car en fait

u=ux/R! O

Vo(r,0) =

nous donne

3.3 Reésolution d’autres modéles

3.3.1 Systéme de ’élasticité linéarisée

Nous appliquons I'approche variationnelle & la résolution du systéeme d’équa-
tions de I'élasticité linéarisée. Ces équations modélisent les déformations d’un solide
sous 'hypothése de petites déformations et de petits déplacements (hypothése qui
permet d’obtenir des équations linéaires; d’out le nom d’élasticité linéarisée, voir
par exemple [25]). On considére les équations stationnaires de 1'¢lasticité, c¢’est-a-
dire indépendantes du temps. Soit € un ouvert borné¢ de RY. Soit une force f(z),
une fonction de € dans RY. L’inconnue u (le déplacement) est aussi une fonction de
Q2 dans R”Y. La modélisation mécanique fait intervenir le tenseur des déformations,
noté e(u), qui est une fonction a valeurs dans I'ensemble des matrices symétriques

1 1 [ Ou; Ou;
eu:—Vu+Vut=—< -+ ]) ’
() 2( ( )> 2\ 0x; Oz, 1<ij<N

ainsi que le tenseur des contraintes ¢ (une autre fonction a valeurs dans l’ensemble
des matrices symétriques) qui est relié a e(u) par la loi de Hooke

o =2ue(u) + Atr(e(u)) Id,
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ol A et u sont les coefficients de Lamé du matériau homogéne isotrope qui occupe
Q2. Pour des raisons de thermodynamique les coefficients de Lamé vérifient

w>0 et 2u+ NX > 0.
On ajoute a cette loi constitutive le bilan des forces dans le solide
—dive = f dans 2

ou, par définition, la divergence de o est le vecteur de composantes

N oo
dive = (Z 8—:1:”> .
=1 7 )<<

Utilisant le fait que tr(e(u)) = divu, on en déduit les équations pour 1 <i < N

N
0 Ou; — Ou;j
> (n < (ax] v o ) + A(diva)s; ) £, dans Q (3.55)

avec f; et u;, pour 1 <i < N, les composantes de f et u dans la base canonique de
RY. En ajoutant une condition aux limites de Dirichlet, et en utilisant des notations
vectorielles, le probléme aux limites considéré est

{ ;(iiVO(Q,ue(U) +Atr(e(w))1d) = f ijsa g (3.56)

Nous pouvons énoncer et démontrer un premier résultat d’existence et d’unicité du
systéme de ['élasticité linéarisé.

Théoréme 3.3.1 Soit Q un ouvert borné de RYN. Soit f € L*(Q)N. I existe une
unique solution (faible) w € HH(Q)N de (5.56).

Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie chaque
équation (3.55) par une fonction test v; (qui s’annule sur le bord 92 pour prendre
en compte la condition aux limites de Dirichlet) et on intégre par parties pour obtenir

aul a’le avi . 8%- -
/ Z (890] 8%-) Oz, die /Q Adwu@xi dv = /Qflvl dz.

On somme alors ces équations, pour 7 allant de 1 & N, afin de faire apparaitre la
divergence de la fonction v = (vy, ..., vy) et de simplifier la premiére intégrale car

N N

ou; an ov; 1 ou; 8uj ov; an
: : = 3 =2 . .
= <8£UJ + 8:51) 8:Uj 2 ”ZZI (ax] + 8:132) (8:@ + axl) e(u) G(U)

i,j=1

Choisissant H} ()" comme espace de Hilbert, on obtient alors la formulation va-
riationnelle : trouver u € H}(Q)V tel que

/ 2ue(u) - e(v) dx +/ Adivu dive de = / frvdrYve Hy(Q)N. (3.57)
Q Q Q
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On vérifie aisément que chaque terme de (3.57) a bien un sens.

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Lax-Milgram 1.3.1 a la formulation
variationnelle (3.57), la seule hypothése délicate a vérifier est la coercivité de la
forme bilinéaire. On proceéde en trois étapes. Premiérement, montrons que

/2,u|e(v)|2dx+/)\|divv|2dx21// le(v)|?d,
Q Q Q

avec v = min(2u, (2u + NX)) > 0. Pour cela, on utilise une inégalité algébrique : si
on note A- B = Zﬁ\fj:l a;;b;; le produit scalaire usuel des matrices symétriques, on
peut décomposer toute matrice réelle symétrique A sous la forme

1 1
A=A+ A" avec A= A — NtrAId et Ah = NtrAId,
de telle maniére que A4 - A" =0 et |A|> = |49 + |A"|2. On a alors
2ul AP 4+ A(trA)? = 2u| A% + (2u + NA)|A"? > v] A

avec v = min(2u, (2 + NA)), ce qui donne le résultat pour A = e(u). Le fait que
v > 0 n’est pas un hasard : les arguments mécaniques et thermodynamiques qui
conduisent aux inégalités p > 0 et (24 + NA) > 0 sont précisément les mémes.
Deuxiémement, on utilise I'inégalité de Korn (ou plutdt un cas particuliérement
simple de cette inégalité, voir le Lemme 3.3.2 ci-dessous) qui donne une constante

C > 0 telle que
/\e(v)\dezC/ |Vo|*dx
Q Q

pour tout v € H}(Q)". Troisitmement, on utilise 'inégalité de Poincaré (composante
par composante, voir la Proposition 2.3.10) qui donne une constante C' > 0 telle que,

pour tout v € H}(Q)V,
/ lv|*dx < C/ |Vv|?da.
Q Q

Au total, ces trois inégalités conduisent & la coercivité

/2,u|e(v)|2dx+/)\|divv|2dx20||v||%{1(ﬂ)
0 0

Le Théoréme de Lax-Milgram 1.3.1 donne donc I'existence et 'unicité de la solution
de la formulation variationnelle (3.57). Finalement, pour montrer que la solution
unique de (3.57) est bien une solution du probléme aux limites (3.56), on procede
comme lors de la démonstration du Théoréme 3.2.2 pour le Laplacien. 0

Lemme 3.3.2 Soit Q un ouvert de RN. Pour toute fonction v € H}(Q)Y, on a
190l 20y < V2le(@) 2. (3.58)

Démonstration. Soit v € C°(Q)V. Par intégration par parties on obtient

/| 2dx-/|Vv| d:p+/Vv (Vo) d:p—/|Vv|2dx+/|dlvv| dx.

Par densité de C°(Q2) dans H} (), on en déduit (3.58). O
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Exercice 3.3.1 Montrer que I'application de L*(Q)" dans H}(Q)N qui a f fait cor-
respondre u, |'unique solution faible de (3.56), est linéaire continue.

L’analyse du probléme aux limites (3.56) avec une condition aux limites de Di-
richlet sur tout le bord 0f2 est un peu trompeuse par sa simplicité. En effet, dés
que l'on introduit une autre condition aux limites (par exemple, de Neumann) sur
une partie du bord, la démonstration de la coercivité de la formulation variation-
nelle devient beaucoup plus difficile car on doit remplacer I'inégalité élémentaire
du Lemme 3.3.2 par sa généralisation, nettement plus technique, dite inégalité de
Korn (voir le Lemme 3.3.3 ci-dessous). Rappelons qu’on ne peut pas, en général,
se contenter d'une condition aux limites de Dirichlet sur 'intégralité du bord 02
car elle s’interpréte comme le fait que le solide est fixé et immobile sur son bord.
En pratique, tout le bord n’est pas bloqué et souvent une partie du bord est libre
de bouger, ou bien des forces surfaciques sont appliquées sur une autre partie. Ces
deux cas de figures sont modélisés par des conditions aux limites de Neumann qui
s’écrivent ici

on = g sur 0f), (3.59)
ol g est une fonction & valeurs vectorielles. La condition de Neumann (3.59) s’inter-
préte en disant que g est une force appliquée sur le bord (plus précisément, g est une
densité de forces surfacique, homogéne & une pression, tandis que f est une densité
de forces volumique). Si g = 0, aucune force ne s’applique et le bord peut bouger
sans restriction : on dit que le bord est libre.

Nous allons maintenant considérer le systéme de 1’élasticité avec des conditions
aux limites mélées (un mélange de Dirichlet et de Neumann), c’est-a-dire

—div (2ue(u) + Atr(e(u))Id) = f dans Q
u=0 sur 0Q2p (3.60)
on =g sur 0y,

ou (00,0 p) est une partition de I telle que les mesures superficielles de 00y
et 0Qp sont non nulles. [’analyse de ce nouveau probléme aux limites est plus
compliquée que dans le cas de la condition aux limites de Dirichlet : il faudra utiliser
I'inégalité de Korn ci-dessous.

Lemme 3.3.3 (Inégalité de Korn) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C!
de RN . II existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € HY(Q)N, on
a

1/2
ol < € (Nola@ + le@ ) - (3.61)

L’inégalité (3.61) n’est pas une banalité : en effet, son membre de gauche contient
toutes les dérivées partielles de v alors que son membre de droite fait intervenir
seulement certaines combinaisons linéaires des dérivées partielles. Comme I'inégalité
inverse de (3.61) est évidente, on en déduit que les deux membres de (3.61) sont des
normes équivalentes. La démonstration du Lemme 3.3.3 est compliquée et dépasse
le cadre de ce cours. Nous 'admettons donc en remarquant que nous avons bien
démontré I'inégalité de Korn (3.61) lorsque v appartient a H(Q)V. En effet, dans
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ce cas une combinaison du Lemme 3.3.2 et de I'inégalité de Poincaré (pour un ouvert
borné) donne bien I'inégalité (3.61).

L’interprétation mécanique de I'inégalité de Korn est la suivante. L’énergie élas-
tique, proportionnelle & la norme du tenseur des déformations e(u) dans L*(£2),
controle la norme du déplacement u dans H'(Q)", a I'addition prés de la norme de
u dans L?(2). Comme nous allons le voir dans I'Exercice 3.3.2, ce dernier ajout est
destiné a prendre en compte les mouvements de corps rigides c’est-a-dire les
déplacements v non nuls mais d’énergie élastique nulle.

Exercice 3.3.2 Soit € un ouvert connexe de RY. Soit I'ensemble R des “mouvements
rigides” de €2 défini par

R = {v(z) =b+ Mz avec b € RY, M = —M" matrice antisymétrique } . (3.62)

Montrer que v € H'(Q)V vérifie e(v) = 0 dans ) si et seulement si v € R.

Nous pouvons maintenant énoncer un deuxiéme résultat d’existence et d’unicité
pour le systéeme de 1'élasticité linéarisé avec conditions aux limites mélées.

Théoréme 3.3.4 Soit Q un ouvert borné connexe régulier de classe C* de RN . Soit
feL2(QN et g e L2(00N)N. On définit lespace

V={ve H' (" tel quev =0 sur 9p}. (3.63)

Il existe une unique solution (faible) v € V de (3.60) qui dépend linéairement et
contindment des données f et g.

Démonstration. La formulation variationnelle de (3.60) s’obtient comme dans la
démonstration du Théoréme 3.3.1. L’espace V', défini par (3.63), contient la condition
aux limites de Dirichlet sur 0€2p et est bien un espace de Hilbert comme sous-espace
ferm¢ de H'(Q)" (par application du Théoréme de trace 2.3.13). On obtient alors
la formulation variationnelle : trouver u € V tel que

/2ue(u)~e(v)dm+/)\divudivvdaz:/f~vdx+/ g-vdsVYveV. (3.64)
Q Q Q G

QN

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de Lax-Milgram 1.3.1 a la formulation
variationnelle (3.64), la seule hypothése délicate a vérifier est encore une fois la
coercivité de la forme bilinéaire. Autrement dit, il faut montrer qu’il existe une
constante C' > 0 telle que, pour toute fonction v € V, on a

[oll @) < Clle(v)||z2@)- (3.65)

Tout d’abord, on note que [|e(v)| r2(q) est une norme sur V. Le seul point a vérifier
qui mérite que l'on s’y attarde est que ||e(v)||r2() = 0 implique v = 0. Supposons
donc que |[e(v)||r2@) = 0 : alors I'Exercice 3.3.2 montre que v est un déplacement
rigide, ¢’est-a-dire que v(x) = b+ Mz avec M = —M". On vérifie facilement que, si
M +# 0, alors les points z, solutions de b+ Mz = 0, forment une droite dans R? et un
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point dans R?. Or v(x) = 0 sur 9Qp, qui est de mesure surfacique non nulle, donc
nécessairement M = 0 et b = 0. Démontrons maintenant (3.65) par un argument de
contradiction (voir la Remarque 2.3.18). Si (3.65) est faux, il existe une suite v,, € V'
telle que

|vnllzr @) = 1 > nlle(vn)llz2@)-

En particulier, la suite e(v,) tend vers 0 dans L*(Q)N°. D’autre part, comme v,
est bornée dans H'(Q)Y, par application du Théoréme de Rellich 2.3.21, il existe
une sous-suite v, qui converge dans L*(Q)". L’inégalité de Korn du Lemme 3.3.3
implique que

v — vp’H%{l(Q) < Cllvw — Up’”%?(g) + [le(vn) — 6(%’)”%2(9)7

d’ott 'on déduit que la suite v, est de Cauchy dans H'(Q)", donc convergente vers
une limite vy, qui vérifie ||e(vs)|[z2@) = 0. Comme il s’agit d’une norme on en
déduit que la limite est nulle v, = 0, ce qui est une contradiction avec le fait que
||Un/||H1(Q) = 1.

L’interprétation de la formulation variationnelle (3.64) pour retrouver I’équa-
tion (3.60) est semblable & celle que nous avons fait lors de la démonstration du
Théoréme 3.2.14 sur le Laplacien avec condition aux limites de Neumann. Fina-
lement, 'application (f,g) — w est linéaire. Pour montrer qu’elle est continue de
LN x L2(0Q)N dans H'(Q)Y, nous prenons v = u dans la formulation variation-
nelle (3.64). En utilisant la coercivité de la forme bilinéaire et en majorant la forme
linéaire, on obtient I’estimation d’énergie

Cllulli oy < I Lz llull 2@ + 119l 2 ax) lull 200 - (3.66)

Grace a I'inégalité de Poincaré et au théoréme de trace, on peut majorer le terme de
droite de (3.66) par C (|| f[lz2() + [19]l2200x)) l[ull 1), ce qui prouve la continuité.
O

Remarque 3.3.5 Pour le systeme de l'élasticité avec des conditions aux limites
de Dirichlet (ou de Neumann) on a les mémes résultats de régularité qu’avec le
Laplacien (voir le Théoréme 3.2.26). Par contre, a la différence du Laplacien, il n'y a
pas de principe du maximum pour le systéme de 1’élasticité (comme pour la plupart
des systémes de plusieurs équations). Nous donnons un contre-exemple numérique
a la Figure 3.3 : en l'absence de forces, f = 0, les conditions aux limites sont de
Neumann sur les faces supérieure et inférieure du domaine, de Dirichlet ©v = 0 a
droite et u = e; a gauche. Cela revient a étirer le domaine qui, du coup, s’amincit,
conduisant ainsi & un déplacement vertical qui change de signe. .

Nous avons déja dit que la formulation variationnelle n’est rien d’autre que le
principe des travaux virtuels en mécanique. Poursuivant cette analogie, I’'espace
V est l'espace des déplacements v cinématiquement admissibles, et ’'espace
des tenseurs symétriques o € L2(Q)V *, tels que —dive = f dans Q et on = g sur
00y, est celui des tenseurs de contraintes statiquement admissibles. Comme
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FI1GURE 3.3 — Contre-exemple numérique pour le principe du maximum en élasticité.
A gauche le domaine maillé au repos, et a droite le domaine déformé ou les fléches
représentent le déplacement (sa composante verticale change de signe).

pour le Laplacien, la solution de la formulation variationnelle (3.64) réalise le mini-
mum d’une énergie mécanique définie pour v € V' par

1

J(v) = 5/9 (2ule(v)]* + Aldivol?) dz — /Qf ~vdr — /BQN g-vds. (3.67)

En termes mécaniques J(v) est la somme de I’énergie de déformation

1

—/ (2ule(v)]* + Aldivo|?) dz
2 Ja

et de I’énergie potentielle des forces extérieures (ou travail des forces exté-

rieures au signe preés)
—/f-vdx—/ g-vds.
Q 00N

Exercice 3.3.3 Montrer que u € V est I'unique solution de la formulation variation-
nelle (3.64) si et seulement si u réalise le minimum sur V' de I'énergie J(v) définie par
(3.67). (Indication : on pourra s'inspirer de la Proposition 1.3.4).

Exercice 3.3.4 Soit Q un ouvert borné connexe de R™. On considére le systéme de
I'élasticité avec la condition de Neumann (3.59) sur tout le bord 0. Montrer que la
condition d'équilibre

/f~(M:c+b)d:c+/ g-(Mx+b)ds=0 VbeRY VM =-M"c RV*N
Q o2

est une condition nécessaire et suffisante d'existence et d'unicité d'une solution dans
HY(Q)N (I'unicité étant obtenue a I'addition d'un “mouvement de corps rigide” pres,
voir (3.62)).

3.3.2 Equations de Stokes

Nous appliquons I’approche variationnelle a la résolution du systéme d’équations
de Stokes. Soit Q un ouvert borné connexe de RY. Soit une force f(z), une fonction
de 2 dans RY. 11 y a deux inconnues : la vitesse u qui est une fonction vectorielle, et
la pression p qui est une fonction scalaire. En notation vectorielle, le probléme aux
limites considéré est

Vp — pAu = f dans Q
divu =0 dans Q (3.71)
u=20 sur 0f2
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ou p > 0 est la viscosité du fluide. La deuxiéme équation de (3.71) est la contrainte
d’incompressibilité du fluide, tandis que la premiére est le bilan des forces. La condi-
tion aux limites de Dirichlet modélise I’adhérence du fluide sur les parois.

Remarque 3.3.7 Le probléme de Stokes (3.71) est un modéle simplifié d’écou-
lement d'un fluide visqueux incompressible (en régime stationnaire). En effet, les
“vraies” équations du mouvement d’'un tel fluide sont les équations de Navier-Stokes
stationnaires (voir par exemple [26])

(u-V)u+Vp—pAu=f dans
divu =0 dans Q (3.72)
u=0 sur OS).

Lorsque la vitesse du fluide u est faible, le terme non-linéaire (u - V)u étant qua-
dratique en u devient négligeable. On obtient alors les équations de Stokes. Il faut
donc avoir a l'esprit que le domaine de validité de ce modéle est limité par cette
hypothése de petite vitesse. °

Théoréme 3.3.8 Soit Q un ouvert borné connexe régulier de classe C* de RYN. Soit
e L2(Q)N. 11 existe une unique solution (faible) u € HH Q)N et p € L*(Q)/R de
(3.71) (la pression est unique a une constante additive pres dans 2).

Démonstration. Pour trouver la formulation variationnelle on multiplie chaque
équation du systéme (3.71) par une fonction test v; (qui s’annule sur le bord 92
pour prendre en compte la condition aux limites de Dirichlet), on intégre par parties
et on somme pour i allant de 1 & N (pour faire apparaitre la divergence de la fonction

v = (v1,...,0n))

/,LLVu-Vvda:—/pdivvdx:/f~vda:,
Q Q Q

avec la notation Vu - Vv = Zf\il Vu; - Vv;. Afin de tenir compte de la condition
d’incompressibilité divu = 0, on choisit comme espace de Hilbert le sous-espace
suivant de H} ()N

V = {ve Hy(Q)" tel que divo = 0 p.p. dans Q}, (3.73)

qui est bien un espace de Hilbert comme sous-espace fermé de HJ(£2)". On trouve
alors la formulation variationnelle :

trouver v € V' tel que / uNVu - Vodr = / f-vdex Vv eV, (3.74)
Q Q

dans laquelle la pression a disparu! On vérifie aisément que chaque terme de (3.74)
a bien un sens.

L’application du Théoréme de Lax-Milgram a la formulation variationnelle
(3.74) ne pose pas de probléme. En particulier, la coercivité de la forme bilinéaire
est évidente dans HE(Q)N (grace a 'inégalité de Poincaré) donc dans V' qui est un
sous-espace de H(Q)V.
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Le point le plus délicat est ici de montrer que la solution unique de (3.74) est bien
une solution du probléme aux limites (3.71). Expliquons la difficulté en supposant
méme momentanément que u est réguliere, c’est-a-dire appartient a H?(Q2)Y. Par
intégration par parties, (3.74) implique que

/(uAu—l—f)-vd:c:OVvEV,
Q0

mais on ne peut pas en déduire que (pAu + f) = 0 car 'orthogonal de V' dans
L2(Q)Y n’est pas réduit au seul vecteur nul! En effet, on voit facilement que si ¢ est
une fonction réguliére, alors, pour tout v € V', on a

/ng-vd:p:—/gbdivvdx:(),
Q Q

c’est-a-dire que l'orthogonal de V' contient au moins tous les gradients. En fait le
Théoréme de de Rham 3.3.9 nous dit que l'orthogonal de V' coincide exactement
avec 'espace des gradients.

Grace au Théoréme de de Rham 3.3.9 nous pouvons conclure comme suit. On
pose

L(v):/uVu-Vvdx—/f-vdx,
Q Q

qui est bien une forme linéaire continue sur H ()" et nulle sur V. Par conséquent,
il existe p € L*(Q), unique & une constante additive prés, tel que

L(v) = /deivv dr Vv € Hy(Q)N.
Si on pose 0 = uVu — pld qui appartient a LZ(Q)NQ, on a donc

/ﬂa-Vvda: :'/Qf-vd:c

ce qui prouve que o admet une divergence faible dans L2(Q)Y, et on a —dive = f.
Par conséquent, on en déduit que

< Cllvllz2@).

Vp — pAu = f presque partout dans €. (3.75)
D’autre part, comme u € V, divu est nul dans L?(Q), ce qui implique
divu = 0 presque partout dans €.

De méme, la condition aux limites s’interpréte par le théoréme de trace et on obtient
que u = 0 presque partout sur 0f2. ]

Nous énong¢ons maintenant le résultat trés profond et difficile qui nous a permis
de retrouver la pression a partir de la formulation variationnelle (3.74) du systéme de
Stokes ot elle avait disparu! Sa démonstration dépasse trés largement le cadre de ce
cours (signalons qu’il n’est pas facile de trouver dans la littérature une démonstration
“élémentaire” et auto-contenue ; voir néanmoins [18]).
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Théoréme 3.3.9 (de de Rham) Soit ) un ouvert borné conneze régulier de clas-
se C! de RY. Soit L une forme linéaire continue sur HY(Q)N. Alors L s’annule sur
V' si et seulement si il existe une fonction p € L*(Q) telle que

L(v) = /pdivv dx Vv € Hy(Q)N. (3.76)
Q

De plus p est unique a une constante additive pres.

Comme pour le systéme de ’élasticité il existe un principe de minimisation de
I'énergie (dite de dissipation visqueuse) pour les équations de Stokes.

Exercice 3.3.10 Soit V I'espace des champs de vitesse a divergence nulle défini par
(3.73). Soit J(v) I'énergie définie pour v € V par

J(v) = %/QMVdex—/Qf-vdx. (3.78)

Soit u € V la solution unique de la formulation variationnelle (3.74). Montrer que
est aussi I'unique point de minimum de I"énergie, c'est-a-dire que J(u) = min,ecy J(v).
Réciproquement, montrer que, si u € V' est un point de minimum de |'énergie J(v),
alors u est la solution unique de la formulation variationnelle (3.74).



Chapitre 4

METHODE DES ELEMENTS FINIS

4.1 Approximation variationnelle

4.1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons la méthode des éléments finis qui est la mé-
thode numérique de référence pour le calcul des solutions de problémes aux limites.
Le principe de cette méthode est directement issu de ’approche variationnelle
que nous avons étudiée en détail dans les chapitres précédents.

L’idée de base de la méthode des éléments finis est de remplacer 'espace de
Hilbert V sur lequel est posée la formulation variationnelle par un sous-espace V}, de
dimension finie. Le probléme “approché” posé sur V}, se raméne a la simple résolution
d’un systéme linéaire, dont la matrice est appelée matrice de rigidité. Par ailleurs,
on peut choisir le mode de construction de V), de maniére a ce que le sous-espace V),
soit une bonne approximation de V' et que la solution u; dans V), de la formulation
variationnelle soit “proche” de la solution exacte u dans V.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la suite de cette section nous dé-
taillons le processus d’approximation variationnelle interne. La Section 4.2
présente les éléments finis en une dimension d’espace ot, sans trahir les idées gé-
nérales valables en dimensions supérieures, les aspects techniques sont nettement
plus simples. On discute des aspects pratiques (assemblage de la matrice de rigidité,
formules de quadrature, etc.) autant que théoriques (convergence de la méthode,
interpolation et estimation d’erreur). La Section 4.3 est dédiée aux éléments finis en
dimension supérieure (N > 2). On introduit les notions de maillage (triangulaire
ou quadrangulaire) et de degrés de liberté qui permettent de construire plusieurs
familles de méthodes d’éléments finis. Pour plus de détails sur la méthode des élé-
ments finis nous renvoyons a [3], [10], [16], [18], [23], [24] (voir aussi [13], [14], [21]
pour des aspects pratiques de programmation informatique).

4.1.2 Approximation interne générale

Nous considérons a nouveau le cadre général du formalisme variationnel in-
troduit au Chapitre 1. Etant donné un espace de Hilbert V', une forme bilinéaire

93



54 CHAPITRE 4. METHODE DES ELEMENTS FINIS

continue et coercive a(u,v), et une forme linéaire continue L(v), on considére la
formulation variationnelle :

trouver u € V tel que a(u,v) = L(v) Yv €V, (4.1)

dont on sait qu’elle admet une unique solution par le Théoréme 1.3.1 de Lax-
Milgram. L’approximation interne de (4.1) consiste a remplacer I'espace de Hil-
bert V' par un sous-espace de dimension finie V},, ¢’est-a-dire a chercher la solution
de :

trouver uy, € Vj, tel que a(up,vy) = L(v,) Yoy, € V. (4.2)

La résolution de I'approximation interne (4.2) est facile comme le montre le lemme
suivant.

Lemme 4.1.1 Soit V un espace de Hilbert réel, et Vj, un sous-espace de dimension
finie. Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur'V, et L(v) une forme
linéaire continue sur V. Alors 'approximation interne (4.2) admet une unique so-
lution. Par ailleurs cette solution peut s’obtenir en résolvant un systéme linéaire de
matrice définie positive (et symétrique si a(u,v) est symétrique).

Démonstration. L’existence et 'unicité de u; € V4, solution de (4.2), découle du
Théoréme 1.3.1 de Lax-Milgram appliqué a V. Pour mettre le probléme sous une
forme plus simple, on introduit une base (¢;)i1<j<n, de Vj. Si uj, = Z;V:"I w;jpj, on
pose U, = (uy,...,uy,) le vecteur dans R™ des coordonnées de wuy,. Le probléme
(4.2) est équivalent a :

Np,

trouver U, € RM tel que a (Z ujqu,(bi) = L(¢g;)) V1<i<N,,

j=1
ce qui s’écrit sous la forme d’un systéme linéaire
KnUn = b, (4.3)
avec, pour 1 < 14,7 < Np,

(Kn)ij = al@j, ¢i),  (bn)i = L(¢s).

La coercivité de la forme bilinéaire a(u,v) entraine le caractére défini positif de la
matrice K, et donc son inversibilité. En effet, pour tout vecteur U, € RM, on a

2

N
KyUp -Uy > v Zujgbj > C|U|? avec C >0,
j=1
car toutes les normes sont équivalentes en dimension finie (| - | désigne la norme

euclidienne dans R™). De méme, la symétrie de a(u,v) implique celle de Kj,. Dans
les applications mécaniques la matrice C; est appelée matrice de rigidité. U
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Nous allons maintenant comparer ’erreur commise en remplagant 1’espace V'
par son sous-espace V. Plus précisément, nous allons majorer la différence ||u — up,||
ot u est la solution dans V' de (4.1) et uy, celle dans V}, de (4.2). Précisons auparavant
quelques notations : on note v > 0 la constante de coercivité et M > 0 la constante
de continuité de la forme bilinéaire a(u,v) qui vérifient

a(u,u) > vul]* YueV,
|a(u, )] < Mllul[ v Yu,veV

Le lemme suivant, di a Jean Céa, montre que la distance entre la solution exacte u et
la solution approchée uy, est majorée uniformément par rapport au sous-espace
V,, par la distance entre u et V.

Lemme 4.1.2 (de Céa) On se place sous les hypothéses du Lemme 4.1.1. Soit u
la solution de (4.1) et uy, celle de (4.2). On a

M .
|lu—up|| < — inf ||u— vl (4.4)
UV vpEVh

Démonstration. Puisque V};, C V, on déduit, par soustraction des formulations
variationnelles (4.1) et (4.2), que

a(u —up,wp) =0 Ywy, € V.
En choisissant w;, = u;, — vy, on obtient
vl|u— up|* < alu —up, u —up) = alu —up, v —vy) < M||u— up||||w — vl
d’ot 'on déduit (4.4). O

Exercice 4.1.1 Dans le cadre du Lemme de Céa 4.1.2, démontrer que, si la forme
bilinéaire a(u, v) est symétrique, alors on améliore (4.4) en

M .
lu = upl] <4/ — inf [[u—wu.
UV vpEVh

Indication : on utilisera le fait que la solution w,, de (4.2) réalise aussi le minimum d'une
énergie.

Finalement, pour démontrer la convergence de cette approximation variation-
nelle, nous donnons un dernier lemme général. Rappelons que dans la notation V}, le
paramétre h > 0 n’a pas encore de signification pratique. Néanmoins, nous suppo-
serons que c’est dans la limite h — 0 que 'approximation interne (4.2) “converge”
vers la formulation variationnelle (4.1).

Lemme 4.1.3 On se place sous les hypothéses du Lemme 4.1.1. On suppose qu’il
existe un sous-espace V C V' dense dans V' et une application r, de V dans Vj
(appelée opérateur d’interpolation) tels que

]llin(l) v =rp(v)]| =0 Vovel. (4.5)
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Alors la méthode d’approzimation variationnelle interne converge, c¢’est-a-dire que
li — =0. 4.6
lim [~ | (45)

Démonstration. Soit € > 0. Par densité de V, il existe v € V tel que ||ju — v|| <.
Par ailleurs, il existe un hy > 0 (dépendant de €) tel que, pour cet élément v € V,
on a

v —=r(V)|| < e Vh < h.

En vertu du Lemme 4.1.2, on a
Ju = upl] < Cllu —ra(v)]| < C(lu— vl +|lv=ru(v)]]) < 2Ce,

d’ott 'on déduit le résultat. O

4.1.4 Meéthode des éléments finis (principes généraux)

Le principe de la méthode des éléments finis est de construire des espaces d’ap-
proximation interne Vj dont la définition est basée sur la notion géométrique de
maillage du domaine ). Un maillage est un pavage de l'espace en volumes élé-
mentaires trés simples : triangles, tétraédres, parallélépipédes (voir, par exemple, la
Figure 4.7). Dans ce contexte le paramétre h de Vj, correspond a la taille maxi-
male des mailles ou cellules qui composent le maillage. Typiquement une base
de V), sera constituée de fonctions dont le support est localisé sur une ou quelques
mailles. Ceci aura deux conséquences importantes : d’une part, dans la limite h — 0,
I’espace V}, sera de plus en plus “gros” et approchera de mieux en mieux l'espace V'
tout entier, et d’autre part, la matrice de rigidité K;, du systéme linéaire (4.3) sera
creuse, c’est-a-dire que la plupart de ses coefficients seront nuls (ce qui limitera le
cott de la résolution numérique).

4.2 Eléments finis en dimension N = 1

Pour simplifier I’exposition nous commencons par présenter la méthode des
éléments finis en une dimension d’espace. Sans perte de généralité nous choisissons
le domaine © =|0,1[. En dimension 1 un maillage est simplement constitué¢ d'une
collection de points (z;)o<j<n+1 (comme pour la méthode des différences finies) tels
que

To=0<x < ..<2Tp <Tpy = 1.

Le maillage sera dit uniforme si les points x; sont équidistants, c’est-a-dire que
= jh Vi h = —1 0<1< 1
X5 avec , n—+ 1.
i=J n+1 J

Les points z; sont aussi appelés les sommets (ou noeuds) du maillage. Par souci
de simplicité nous considérons, pour l'instant, le probléme modéle suivant

—u" = f dans |0, 1]
{ w(0) = u(1) = 0, (4.7)
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dont nous savons qu'il admet une solution unique dans Hj(Q) si f € L*(2) (voir
le Chapitre 3). Dans tout ce qui suit on notera Pj l’ensemble des polynomes a
coefficients réels d'une variable réelle de degré inférieur ou égal a k.

4.2.1 Eléments finis P;

La méthode des éléments finis P; repose sur l'espace discret des fonctions glo-
balement continues et affines sur chaque maille

Vi, = {v e C([0,1]) tel que v |, 4,,, € P1 pour tout 0 < j <n}, (4.8)
et sur son sous-espace
Vo ={v € V}, tel que v(0) = v(1) =0} . (4.9)

La méthode des éléments finis Py est alors simplement la méthode d’approximation
variationnelle interne de la Sous-section 4.1.2 appliquée aux espaces V}, ou V;, définis
par (4.8) ou (4.9).

A

-
X=0 X1 X X; Xn o Xne=1

FIGURE 4.1 — Maillage de Q =]0, 1] et fonction de base en éléments finis PP;.

On peut représenter les fonctions de Vj, ou Vg, affines par morceaux, a l'aide
de fonctions de base trés simples. Introduisons la “fonction chapeau” ¢ définie par

L—Jz| silz| <1,

o) = { 0 si |z] > 1.

Si le maillage est uniforme, pour 0 < j < n+ 1 on définit les fonctions de base (voir
la Figure 4.1)

o =o(52). (410)

Lemme 4.2.1 L’espace Vi, défini par (4.8), est un sous-espace de H*(0,1) de di-
mension n + 2, et toute fonction v, € V) est définie de maniére unique par ses
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valeurs auz sommets (T;)o<j<n+1

n+1

() =Y on(a;)¢(x) Va € 0,1].

J=0

De méme, Viy,, défini par (4.9), est un sous-espace de H}(0,1) de dimension n, et
toute fonction vy, € Vg, est définie de maniere unique par ses valeurs auzr sommets

(75)1<j<n

op(x) = th(xj)qu(x) vz € [0,1].

Démonstration. Rappelons que les fonctions continues et de classe C'!' par mor-
ceaux appartiennent a H'(€2). Donc Vj, et Vjy, sont bien des sous-espaces de H'(0,1).
Le reste de la preuve est immédiat en remarquant que ¢;(x;) = d;;, ol 6;; est le sym-
bole de Kronecker qui vaut 1 si i = j et 0 sinon (voir la Figure 4.1). O

Remarque 4.2.2 La base (¢;), définie par (4.10), permet de caractériser une fonc-
tion de V}, par ses valeurs aux noeuds du maillage. Dans ce cas on parle d’éléments
finis de Lagrange. Par ailleurs, comme les fonctions sont localement Py, on dit
que l'espace V},, défini par (4.8), est I'espace des éléments finis de Lagrange d’ordre
1.

Cet exemple des éléments finis P; permet & nouveau de comprendre l'intérét
de la formulation variationnelle. En effet, les fonctions de V}, ne sont pas deux fois
dérivables sur le segment [0, 1] et cela n’a pas de sens de résoudre, méme de maniére
approchée, I’équation (4.7) (en fait la dérivée seconde d’une fonction de Vj, est une
somme de masses de Dirac aux noeuds du maillage!). Au contraire, il est parfaite-
ment légitime d’utiliser des fonctions de Vj, dans la formulation variationnelle (4.2)
qui ne requiert qu'une seule dérivée. °

Décrivons la résolution pratique du probléme de Dirichlet (4.7) par la mé-
thode des ¢éléments finis P;. La formulation variationnelle (4.2) de 'approximation
interne devient ici :

1 1
trouver u;, € Vo, tel que / uy, (z)vy, (x) de = / f(@)vp(x) de Yo, € Vo (4.11)
0 0

On décompose uy, sur la base des (¢;)1<j<n €t on prend v, = ¢; ce qui donne
n 1 1
S e [ S@dirde= [ s
j=1 0 0

En notant Uy = (un(;)),< ;< bn = (fol f(x)pi(x) da:) , et en introduisant la
9% 1<i<n

matrice de rigidité

1
m:(ﬂ@@mumﬁ&ﬁ/
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la formulation variationnelle dans Vj, revient a résoudre dans R" le systéme linéaire
KnUp = by,.

Comme les fonctions de base ¢; ont un “petit” support, I'intersection des supports
de ¢; et ¢; est souvent vide et la plupart des coefficients de KCj, sont nuls. Un calcul
simple montre que

—ht sij=i—1

1 -1 .o .
, / ) 2h sij=1
JRCIECELEE S S
0 sinon
et la matrice IC;, est tridiagonale
2 -1 0
-1 2 -1
Kn=h" : (4.12)
-1 2 -1
0 -1 2

Pour obtenir le second membre by, il faut calculer les intégrales

(bp); = /Qﬁi+1 f(z)¢pi(x) dz pour tout 1 <i < mn.

Ti—1

L’évaluation exacte du second membre by, peut étre difficile ou impossible si la fonc-
tion f est compliquée. En pratique on a recours a des formules de quadrature
(ou formules d’intégration numérique) qui donnent une approximation des intégrales
définissant by,. Par exemple, on peut utiliser la formule du “point milieu”

1 Tit1 ) )
- (z) dz ~ 1 (M) :

Tit1 — T Sy, 2

ou la formule des “trapézes”

1 Tit1

T

Ces deux formules sont exactes pour les fonctions v affines. Si la fonction ¥ est
réguliére quelconque, alors ces formules sont simplement approchées avec un reste
de Pordre de O(h?).

La résolution du systeme linéaire KC,U;, = by, est la partie la plus cotiteuse de
la méthode en terme de temps de calcul. C’est pourquoi nous présentons dans la
Section 4.4 des méthodes performantes de résolution. Rappelons que la matrice Ky,
est nécessairement inversible par application du Lemme 4.1.1.

Remarque 4.2.3 La matrice de rigidité IC;, est trés similaire & des matrices déja
rencontrées lors de ’étude des méthodes de différences finies. °
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Probléme de Neumann. La mise en oeuvre de la méthode des éléments finis Py
pour le probléme de Neumann suivant est trés similaire

—u”" 4+ au = f dans |0, 1]
uw'(0) = a,u/(1) = B.

Rappelons que (4.13) admet une solution unique dans H(Q) si f € L*(Q), a, f € R,
et a € L*(Q) tel que a(z) > ag > 0 p.p. dans 2 (voir le Chapitre 3). La formulation
variationnelle (4.2) de 'approximation interne devient ici : trouver u;, € V}, tel que

/0 (uy, ()vy, () + a(x)up(z)vp(x)) doe = /0 f(x)vp(x) dz — av,(0) + Bux(1),

pour tout v, € Vj. En décomposant uy, sur la base des (¢;)o<j<n+1, la formulation
variationnelle dans V}, revient a résoudre dans R"*? le systéme linéaire
KrUp = by,

et une nouvelle matrice de rigidité

(4.13)

avec U;, = (Uh(xj))ogjgwrl’

K, = < /0 1 (¢ (2) 8 (x) + a(z)¢;(2)di(x)) dx)owmﬂ ’

et

(bn)s folfa: r)dr sil<i<mn,
bho—fol ()dx—oz,

(bn)nt1 = fo z)pni1(x) dr + .

Lorsque a(x) n’est pas une fonction constante, il est aussi nécessaire en pratique
d’utiliser des formules de quadrature pour évaluer les coefficients de la matrice K,
(comme nous 'avons fait dans I’exemple précédent pour le second membre by,).

Exercice 4.2.1 Appliquer la méthode des éléments finis P; au probléme

{ —u” = f dans 0, 1]
u(0) = a, u(l) = 5,

Vérifier que les conditions aux limites de Dirichlet non-homogénes apparaissent dans le
second membre du systéme linéaire qui en découle.

Exercice 4.2.2 On reprend le probléme de Neumann (4.13) en supposant que la fonc-
tion a(z) = 0 dans €. Montrer que la matrice du systéme linéaire issu de la méthode
des éléments finis P; est singuliére. Montrer qu'on peut néanmoins résoudre le systéme
linéaire si les données vérifient la condition de compatibilité

/Olf(x)dx:a—ﬁ.

Comparer ce résultat avec le Théoréeme 3.2.18.

Exercice 4.2.3 Appliquer la méthode des différences finies au probléme de Dirichlet
(4.7). Veérifier qu'avec un schéma centré d'ordre deux, on obtient un systéme linéaire
a résoudre avec la méme matrice I, (3 un coefficient multiplicatif prés) mais avec un
second membre by, différent. Méme question pour le probléme de Neumann (4.13).
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4.2.2 Convergence et estimation d’erreur

Pour démontrer la convergence de la méthode des éléments finis P; en une
dimension d’espace nous suivons la démarche esquissée dans la Sous-section 4.1.2.
Nous définissons tout d’abord un opérateur d’interpolation r;, (comme dans le
Lemme 4.1.3).

Définition 4.2.4 On appelle opérateur d’interpolation Py application linéaire r),
de HY(0,1) dans Vj, définie, pour tout v € H'(0,1), par

n+1

(rav)(x) = > v(;)d5(x).

j=0

Cette définition a bien un sens car, en vertu du Lemme 2.3.3, les fonctions de
H'(0, 1) sont continues et leurs valeurs ponctuelles sont donc bien définies. L’interpo-
lée r,v d’une fonction v est simplement la fonction affine par morceaux qui coincide
avec v sur les sommets du maillage x; (voir la Figure 4.2). Remarquons qu’en une di-
mension d’espace l'interpolée est définie pour toute fonction de H'(0, 1), et non pas
seulement pour les fonctions régulieres de H'(0,1) (ce qui sera le cas en dimension
supérieure).

—
Xo=0 Xo Xn+1= 1

FIGURE 4.2 — Interpolation P; d’une fonction de H'(0,1).
La convergence de la méthode des éléments finis IP; repose sur le lemme suivant.

Lemme 4.2.5 (d’interpolation) Soit r), l'opérateur d’interpolation Py. Pour tout
v e HY0,1), i vérifie
flziﬂ% lv = rpv|| g0y = 0.

De plus, siv € H*(0,1), alors il existe une constante C' indépendante de h telle que
||U — rhUHHl(O,l) S ChHU”HLQ(O,l)-
Nous repoussons momentanément la démonstration de ce lemme pour énoncer

tout de suite le résultat principal de cette sous-section qui établit la convergence de
la méthode des éléments finis P; pour le probléme de Dirichlet.
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Théoréme 4.2.6 Soit uw € H(0,1) et up, € Viy, les solutions de (4.7) et (4.11),
respectivement. Alors, la méthode des éléments finis Py converge, ¢’est-a-dire que
}ILILI% Hu — U‘hHHl(O,l) = 0. (414)

De plus, siu € H*(0,1) (ce qui est vrai si f € L*(0,1)), alors il existe une constante
C indépendante de h telle que

||U — uhHHl(O,l) S ChHu”HLQ(Ql) = Ch||f||L2(071). (415)

Remarque 4.2.7 On peut faire une analogie entre la convergence d’une méthode
d’éléments finis et la convergence d’une méthode de différences finies. Rappelons
que, d’aprés le Théoréme de Lax, la convergence d’un schéma aux différences finies
découle de sa stabilité et de sa consistance. Indiquons quels sont les équivalents (for-
mels) de ces ingrédients dans le contexte des éléments finis. Le role de la consistance
pour les éléments finis est joué par la propriété d’interpolation du Lemme 4.2.5,
tandis que le role de la stabilité est tenu par la propriété de coercivité de la forme
bilinéaire qui assure la résolution (stable) de toute approximation interne. °

Démonstration. Le Lemme 4.2.5 permet d’appliquer le résultat de convergence
du Lemme 4.1.3 qui entraine immédiatement (4.14). Pour obtenir (4.15), on majore
I'estimation du Lemme 4.1.2 de Céa

l|lu — uh||H1(071) < C inf ||u— vh||H1(071) < Cllu — Thu||H1(071),
v EVR

ce qui permet de conclure grace au Lemme 4.2.5. O

Nous donnons maintenant la démonstration du Lemme 4.2.5 sous la forme de
deux autres lemmes techniques.

Lemme 4.2.10 [] existe une constante C indépendante de h telle que, pour tout
v e H*0,1),
[v = ravll 20,1y < CR2[[0"| 20,1, (4.16)

et
”UI — (ThU)I”LQ(O,l) S ChHU””LQ(O,l)- (417)

Démonstration. Soit v € C*([0, 1]). Par définition, I'interpolée r,v est une fonc-
tion affine et, pour tout x €|z;,x;11[, on a

v(z) — rpo(z) = v(z) — <v<xj) L o) Zoley) m)

LTj+1 = X5

x _ 7. Tjt1
= / o'(t) dt — M/ v'(t) dt
T Tjt1 — L Jy.
g g (4.18)

= (v —2;)0" (x5 + 0.) — (2 — )V (2 + 0;)

o v tha "
= (z—uxy) v"(t) dt,

it05
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par application de la formule des accroissements finis avec 0 < 6, < z — x; et
0 <60; < h. On en déduit en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

o(x) = rav(@)]* < b2 </ T ) dt) < / T (4.19)

i J
En intégrant (4.19) par rapport a x sur U'intervalle [z;, x;41], on obtient
Zj+1 9 ZTj+1
/ lv(z) — rpv(x)|”dz < h4/ [v" (t)|2dt,
zj z;

ce qui, par sommation en j, donne exactement (4.16). Par densité ce résultat est
encore vrai pour tout v € H?(0,1). La démonstration de (4.17) est tout a fait
similaire : pour v € C*([0,1]) et  €]z;, x;11] on écrit

V(@) = (rv)'(2) = v'(x) - v(xj+1)h_ " - l/ h (”/@f) - v’(t>)dt

hJ,
J
1/%/1 "(y)d
= - v'(y) dy.
h/:L'j t

Elevant au carré cette inégalité, appliquant Cauchy-Schwarz deux fois et sommant
en j on obtient (4.17), qui est aussi valide pour tout v € H?(0,1) par densité.  [J

Lemme 4.2.11 Il existe une constante C' indépendante de h telle que, pour tout
ve HY0,1),
HThUHHI(O,l) S CHU”H1(071), (420)

et
”U — ThU”LQ(O,l) S Ch”UI”LQ(OJ). (421)

De plus, pour tout v € HY(0,1), on a

flzig(l) |v" = (rpv)’ || 2(0,1) = 0. (4.22)

Démonstration. Les preuves de (4.20) et (4.21) sont dans le méme esprit que celles
du lemme précédent. Soit v € H(0,1). Tout d’abord on a

< < <C
||7“hU||L2(0,1) = 52[%7}%} [rnv(z)| < 52[%7}%} lo(x)] < ||v||H1(0,1)a

en vertu du Lemme 2.3.3. D’autre part, comme r,v est affine, et grace a la propriété
(2.8) du Lemme 2.3.3 qui affirme que v est bien la primitive de v/, on a

Tj1 o2 B (v(7j11) —v(xy)))
/x [(rpv) ()| de = h

1 T+ 2 it )
- o[ @) < [T weras,

J

2

J
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par Cauchy-Schwarz, ce qui, par sommation en j, conduit & (4.20). Pour obtenir
(4.21) on reprend la deuxiéme égalité de (4.18) d’ou 'on déduit

Tj+1
lv(z) —rpo(z)] < 2/ [v'(t)| dt.
z;
En élevant au carré, en utilisant Cauchy-Schwarz, en intégrant par rapport a x, puis
en sommant en j, on obtient bien (4.21).

Passons a la démonstration de (4.22). Soit € > 0. Comme C*°([0, 1]) est dense
dans H*(0, 1), pour tout v € H(0,1) il existe ¢ € C*([0, 1]) tel que

v — <Z5/HL2(0,1) <e

Or 7, est une application linéaire qui vérifie (4.20), donc on en déduit

[(rhv)" = (ra®) | 20,1y < Cllv" = @[ 12(0,1) < Cle.

Le choix de ¢ et de € étant fixé, on déduit de (4.17) appliqué a ¢ que, pour h
suffisamment petit,

10" = (rn®) || 22(0,1) < €.

Par conséquent, en sommant ces trois derniéres inégalités on obtient

[0" = (rnv) 2z, < 1V = ¢'llze + 16" = (rng)llz2 + [I(rav)" = (rng)'l[r2 < Ce,

ce qui implique (4.22). O

4.2.3 Eléments finis P,

La méthode des éléments finis P, repose sur 'espace discret

Vi = {v e C([0,1]) tel que v |, € P, pour tout 0 < j <n}, (4.23)

Tjt1]

et sur son sous-espace
Von = {v € V}, tel que v(0) = v(1) = 0}. (4.24)

La méthode des éléments finis Py est la méthode d’approximation variationnelle
interne de la Sous-section 4.1.2 appliquée a ces espaces Vj, ou Vp,. Ceux-ci sont
composés de fonctions continues, paraboliques par morceaux qu’on peut représenter
a ’aide de fonctions de base trés simples.

Introduisons tout d’abord les points milieux des segments [z;, z;11] définis par
Tjy1/2 = Tj + h/2 pour 0 < j < n. On définit aussi deux fonctions “meéres”

(I4+2z)(1+22) si —1<xz<0,
dr)=<¢ (I1—z)(1—-2x) si0<az<l,
0 si |z > 1,
et

[ 1—4a* sifz] <1/2,
Wlz) = { 0 si |z] > 1/2.
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lle+1/2

0 ~ —
X1 Xz Xj Xy X

FIGURE 4.3 — Les fonctions de base des éléments finis Ps.

Si le maillage est uniforme, pour 0 < j < n+ 1 on définit les fonctions de base (voir
la Figure 4.3)

wj(x>=¢(”j_h‘”j), 0<j<n+l, et @z)m/z(a:):w(l}jm), 0<j<n

Lemme 4.2.12 L’espace V;,, défini par (4.23), est un sous-espace de H'(0,1) de
dimension 2n + 3, et toute fonction vy, € V), est définie de maniére unique par ses
valeurs aux sommets (x;)o<j<nt1 el aux milieus (Tj11/2)o<j<n

n+1

vp(z) = th(xj)¢j($) + th($j+1/2)¢j+1/2(l’) Vr € [0,1].

De méme, Vi, défini par (4.24), est un sous-espace de Hj(0,1) de dimension 2n+1,
et toute fonction vy, € Vi, est définie de maniére unique par ses valeurs aux sommets
(xj)lgjgn et auxr milieux (xj+1/2)0§j§n

n

(@) = > wa(w) () + Y vn(@jg12) Wi p0(x) Vo € [0,1].

J=1 J=0

Remarque 4.2.13 Ici encore, V}, est un espace d’éléments finis de Lagrange (cf. la
Remarque 4.2.2). Comme les fonctions sont localement Py, on dit que l'espace V},
deéfini par (4.23), est l'espace des éléments finis de Lagrange d’ordre 2. °

Démonstration. Clairement V}, et Vi, sont bien des sous-espaces de H(0,1). Leur
dimension et les bases proposées se trouvent facilement en remarquant que ;(x;) =

5@']’7 1/1j+1/2($€z'+1/2) = 52‘]‘7 wj(ib’z'+1/2) =0, %’H/z(ﬂ?z) =0 (VOir la Figure 4-3)- 0

Décrivons la résolution pratique du probléme de Dirichlet (4.7) par la mé-
thode des ¢éléments finis Py. La formulation variationnelle (4.2) de 'approximation
interne revient a résoudre dans R***! un systéme linéaire KU, = b,. On note
(%k/2)1<k<2n+1 les points du maillage et (1/2)1<k<2n+1 les fonctions de base corres-
pondantes dans Vpj,. Dans cette base U, € R*" ! est le vecteur des coordonnées de
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la solution approchée uy, et la matrice de rigidité est ici pentadiagonale

16/3 —8/3 0
~8/3 14/3 —8/3 1/3 0
0 -8/3 16/3 —8/3 0
- 1/3 —?/3 1.4./3 —.8./3 1/3 |
0 -8/3 16/3 —8/3 0
0 1/3 —8/3 14/3 —8/3
0 —8/3 16/3

Remarquons que cette matrice est plus “pleine” que celle obtenue par la méthode des
éléments finis IP;, et donc que la résolution du systéme linéaire cotitera plus cher en
temps de calcul. Pour évaluer le second membre b, on a recours aux méme formules
de quadrature que celles présentées dans la méthode P;.

Théoréme 4.2.14 Soit u € H}(0,1) la solution ezacte de (4.7) et uy, € Vo, la
solution approchée par la méthode des éléments finis Py. La méthode des éléments
finis Py converge, c’est-a-dire que

li - = 0.

hlg(l) ||U Uh||H1(0,1)

De plus, siu € H*(0,1) (ce qui est vrai si f € H*(0,1)), alors il existe une constante
C indépendante de h telle que

||U - Uh||H1(0,1) < ChQHUWHL?(O,l)-

Le Théoréeme 4.2.14 montre 'avantage principal des éléments finis Py : si la
solution est réguliére, alors la convergence de la méthode est quadratique (la vitesse
de convergence est proportionnelle & h?) alors que la convergence pour les éléments
finis P; est seulement linéaire (proportionnelle a h). Bien str cet avantage a un
prix : il y a deux fois plus d’inconnues (exactement 2n + 1 au lieu de n pour les
éléments finis Py) donc la matrice est deux fois plus grande, et en plus la matrice
a cinq diagonales non nulles au lieu de trois dans le cas P;. Remarquons que si la
solution n’est pas réguliere (v € H?(0,1)) il n’y a aucun avantage théorique (mais
aussi pratique) a utiliser des éléments finis Py plutot que P;.

4.2.4 Propriétés qualitatives

Nous savons que la solution d’un probléme de Dirichlet vérifie le principe du
maximum (voir le Théoréme 3.2.22). Il est important de savoir si cette propriété est
conservée par 'approximation variationnelle interne.

Proposition 4.2.15 (principe du maximum discret) On suppose que f > 0
presque partout dans 10, 1[. Alors, la solution uy de l'approximation variationnelle
(4.11) par la méthode des éléments finis Py vérifie uy, > 0 dans [0, 1].
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Démonstration. Soit uy la solution de (4.11). En vertu du Lemme 4.2.1, on a
un(x) =Y up(a;)e;(x),
j=1

ou les fonctions ¢; sont les fonctions de base des éléments finis P; dans V, et
Up = (un(x;))1<j<n est solution du systéme linéaire

’ChUh = bh. (4.27)

Les fonctions ¢; sont des fonctions “chapeaux” (voir la Figure 4.1) qui sont positives :
il suffit donc de montrer que toutes les composantes du vecteur Uy, = (Uj}))1<j<n sont
positives pour prouver que la fonction wy, est positive sur [0, 1]. Rappelons que, en
posant UY = U™ = 0, le systéme lindaire (4.27) est équivalent a

—UI™' 42U — U = b, pour tout 1 < j < n. (4.28)

Soit U,{O = min; U,{ la plus petite composante de Uj, : 8l y a plusieurs plus petites
composantes, on choisit celle de plus petit indice jo. Si jo = 0, alors Uj, > Ul =0
pour tout j, ce qui est le résultat recherché. Si jo > 1, alors U® < Uy = 0, et comme
U,?’Ll = 0 on en déduit que jo < n. Comme b, = fol f1vjdxr > 0 par hypothese sur
f, on peut alors déduire de la relation (4.28) pour jo que

W =0 + (O~ U 20,

ce qui est une contradiction avec le caractére minimal (strict) de Uj°. Par conséquent
la méthode des éléments finis P; vérifie le principe du maximum discret. O

4.3 Eléments finis en dimension N > 2

Nous nous plagons maintenant en dimension d’espace N > 2 (en pratique N =
2, 3). Pour simplifier 'exposé, certains résultats ne seront démontrés qu’en dimension
N = 2, mais ils s’étendent a la dimension N = 3 (au prix, parfois, de complications
techniques et pratiques importantes).

Nous considérons le probléme modéle de Dirichlet

{ —Au = f dans Q

u =20 sur 0f), (4.36)

dont nous savons qu’il admet une solution unique dans Hj (), si f € L*(Q) (voir le
Chapitre 3).

Dans tout ce qui suit nous supposerons que le domaine €2 est polyédrique
(polygonal si N = 2), c’est-a-dire que Q est une réunion finie de polyédres de RY.
Rappelons qu’un polyédre est une intersection finie de demi-espaces de RV et que les
parties de son bord qui appartiennent a un seul hyperplan sont appelées ses faces.
La raison de cette hypothese est qu’il n’est possible de mailler exactement que de
tels ouverts. Nous dirons plus loin ce qui se passe pour des domaines généraux a
bords “courbes”.
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4.3.1 Eléments finis triangulaires

Tout commence par la définition d’un maillage du domaine €2 par des triangles
en dimension N = 2 et des tétraédres en dimension N = 3. On regroupe les tri-
angles et les tétraédres dans la famille plus générale des N-simplexes. On appelle
N-simplexe K de RY l'enveloppe convexe de (N + 1) points (a;j)i<j<nyi1 de RY,
appelés sommets de K. Bien stir un 2-simplexe est simplement un triangle et un
3-simplexe un tétraédre (voir la Figure 4.9). On dit que le N-simplexe K est non
dégénéré si les points (a;)1<j<ny11 n’appartiennent pas & un méme hyperplan de RY
(le triangle ou le tétraédre est non “plat”). Si on note (a; j)1<;<n les coordonnées du
vecteur a;, la condition de non dégénérescence de K est que la matrice

ayp Qr2 ... Q1 N+1
Qg1 Q22 ... G2 N+1
A= | : : : (4.37)
ani an2 ... AN N+1
1 1 |

soit inversible (ce que 'on supposera toujours par la suite). Un N-simplexe a autant
de faces que de sommets, qui sont elles-mémes des (N — 1)-simplexes.

FIGURE 4.7 — Exemple de maillage triangulaire en dimension N = 2.

Définition 4.3.1 Soit © un ouvert connexe polyédrique de RY. Un maillage trian-
gulaire ou une triangulation de ) est un ensemble Ty, de N -simplezes (non dégénérés)
(K)1<i<n qui vérifient

1. K; C Q et = Uznlei;

2. lintersection K; N K; de deux N-simplexes distincts est un m-simplexe, avec
0 <m < N —1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de K; et
K;. (En dimension N = 2, lintersection de deuz triangles est soit vide, soit
réduite a un sommet commun, soit une aréte commune entiére ; en dimension
N = 3, lintersection de deux tétraedres est soit vide, soit un sommet commun,
soit une aréte commune entiére, soit une face commune entiere.)
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Les sommets ou noeuds du maillage Ty, sont les sommets des N-simplexes K; qui
le composent. Par convention, le parametre h désigne le maximum des diametres des
N-simplezes K;.

Il est clair que la Définition 4.3.1 ne peut s’appliquer qu’a un ouvert polyédrique
et pas a un ouvert quelconque. La Définition 4.3.1 contient un certain nombre de
restrictions sur le maillage : dans ce cas on parle souvent de maillage conforme.
Un exemple de maillage conforme est donné a la Figure 4.7, tandis que la Figure 4.8
présente des situations interdites par la Définition 4.3.1.

FIGURE 4.8 — Exemples de situations interdites pour un maillage triangulaire.

Remarque 4.3.2 Nous ne disons rien ici des algorithmes qui permettent de cons-
truire un maillage triangulaire. Contentons nous de dire que, s’il est relativement
facile de mailler des domaines plans (il existe de nombreux logiciels libres qui per-
mettent de le faire), il est encore assez compliqué de mailler des domaines tridimen-
sionnels. Nous renvoyons a 'ouvrage [17] le lecteur intéressé par ce sujet. °

Dans un N-simplexe K il est commode d’utiliser des coordonnées barycen-
triques au lieu des coordonnées cartésiennes usuelles. Rappelons que, si K est un N-
simplexe non dégénéré de sommets (a;)i1<j<n+1, les coordonnées barycentriques
(A\j)1<j<n+1 de € RY sont définies par

N+1 N+1
Z A =1, Z a;;A\j =x; pourl<i<N, (4.38)
j=1 j=1

qui admet bien une unique solution car la matrice A, définie par (4.37), est inversible.
Remarquons que les A; sont des fonctions affines de x. On vérifie alors que

K:{xERNtelque)\j(x)ZO pour1§j§N+1},

et que les (N +1) faces de K sont les intersections de K et des hyperplans A;(x) = 0,
1 <j < N+1. On peut alors définir un ensemble de points de K qui vont jouer un
role particulier pour la suite : pour tout entier £ > 1 on appelle treillis d’ordre k&
I’ensemble

E—1

1
Y = {:1: € K tel que \;(z) € {0, T T 1} pour 1 <j < N} ) (4.39)
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31 ) 33

FIGURE 4.9 — Treillis d’ordre 1, 2, et 3 pour un triangle (en haut) et un tétraédre
(en bas). Les ronds représentent les points du treillis.

Pour k =11l s’agit de I'ensemble des sommets de K, et pour k = 2 des sommets et
des points milieux des arétes reliant deux sommets (voir la Figure 4.9). Dans le cas
général, ¥y est un ensemble fini de points (0;)1<j<n,-
Nous définissons maintenant ’ensemble P, des polyndémes a coefficients réels de
RY dans R de degré inférieur ou égal & k, c’est-a-dire que tout p € P, s’écrit sous
la forme
p(z) = Z iy @ -2 avec & = (21, ..., 2y).

i1seensig >0
i1 i <k

L’intérét de la notion de treillis ¥, d’'un N-simplexe K est qu’il permet de caracté-
riser tous les polynémes de Py (on dit que X est unisolvant pour Py).

Lemme 4.3.3 Soit K un N-simplexe. Pour un entier k > 1, soit X le treillis
d’ordre k, défini par (4.39), dont les points sont notés (0;)i1<j<n,. Alors, tout poly-
nome de Py, est déterminé de maniére unique par ses valeurs aux points (0;)1<j<n, -
Autrement dit, il existe une base (Vj)1<j<n, de Py telle que

’ij<0'l') = 5@']’ 1 S ’l,j S ng.
Démonstration. Le cardinal de >;, et la dimension de P, coincident

(N +k)!

card(Xy) = dim(Py) = NI

(le vérifier en guise d’exercice, au moins pour k = 1,2). Comme 'application qui,
a tout polynome de Py, fait correspondre ses valeurs sur le treillis ¥, est linéaire,
il suffit de montrer qu’elle est injective pour montrer qu’elle est bijective. Soit donc
un polynéme p € P, qui s’annule sur ;. Montrons, par récurrence sur la dimension
N, que p est identiquement nul sur RY. Pour N = 1, il est clair qu'un polynome
de degré k qui s’annule en (k + 1) points distincts est nul. Supposons le résultat
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vrai & 'ordre N — 1. Comme = dépend linéairement des coordonnées barycentriques
(A\j(x))1<j<n+1, on peut définir un polynéme ¢(\) = p(x) de degré au plus k en la
variable A € RV*!1. Si Pon fixe une coordonnée \; dans 'ensemble {0,1/k, ..., (k —
1)/k,1} et que l'on pose A = (X, ), on obtient un polynéme g;(\') = ¢(A) qui
dépend de N — 1 variables indépendantes (car on a la relation Z;V;ll Aj=1) et qui
est nul sur la section du treillis 3, correspondant a la valeur fixée de A;. Comme cette
section est aussi le treillis d’ordre k& d’'un (/N — 1)-simplexe dans 'hyperplan \; fixé,
on peut appliquer I'hypothése de récurrence et en déduire que ¢; = 0. Autrement dit,
le facteur A;(A\;—1/k)---(\j—(k—1)/k)(\;—1) divise g, ce qui est une contradiction
avec le fait que le degré de ¢(\) est inférieur ou égal a k, sauf si ¢ = 0, ce qui est le
résultat désiré. OJ

Lemme 4.3.4 Soit K et K' deuzx N-simplexes ayant une face commune I' = 0K N
OK'. Soit un entier k > 1. Alors, leurs treillis d’ordre k, ¥y et 3 coincident sur
cette face I'. De plus, étant donné px et pg: deux polynémes de Py, la fonction v
définie par
| pr(z) size K
ooy ={ BT el

est continue sur K U K', si et seulement si px et pxr ont des valeurs qui coincident
aux points du treillis sur la face commune T'.

Démonstration. Il est clair que la restriction a une face de K de son treillis d’ordre
> est aussi un treillis d’ordre k dans I’hyperplan contenant cette face, qui ne dépend
que des sommets de cette face. Par conséquent, les treillis 3, et ) coincident sur
leur face commune I'. Si les polynémes pgx et pxs coincident aux points de >, N T,
alors par application du Lemme 4.3.3 ils sont égaux sur ', ce qui prouve la continuité
de v. O

En pratique, on utilise surtout des polynémes de degré 1 ou 2. Dans ce cas on
a les caractérisations suivantes de P; et P, dans un N-simplexe K.

Exercice 4.3.2 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<n+1. Montrer que tout
polynéme p € IP; se met sous la forme

p(x) = Z plaj)A;(x),

ot les (A\;(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de x € RY.

Exercice 4.3.3 Soit K un N-simplexe de sommets (a;)1<j<n+1. On définit les points
milieux (a;j;)1<j<j<n+1 des arétes de K par leur coordonnées barycentriques

1 .
M(asy) = A(ag) = 5, Mlay) =0 pour 1.5
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Vérifier que X5 est précisément constitué des sommets et des points milieux des arétes
et que tout polynéme p € P, se met sous la forme

p(x) = Zp(aj))\j(ﬂf) (2Xj(z) = 1) + | Z Ap(ajj)Aj(x) Az (),

ot les (A\;(x))1<j<n+1 sont les coordonnées barycentriques de x € RY.

Nous avons maintenant tous les outils pour définir la méthode des éléments finis P,

Définition 4.3.5 Etant donné un maillage T, d’un ouvert connexe polyédrique €,
la méthode des éléments finis Pr, ou éléments finis triangulaires de Lagrange
d’ordre k, associée a ce maillage, est définie par l’espace discret

Vi, = {v € O(Q) tel que v |k, € Py pour tout K; € 77L} . (4.40)

On appelle noeuds des degrés de liberté ['ensemble des points (G;)1<i<n, des
treillis d’ordre k de chacun des N-simplexes K; € T;,. On ne compte qu’une seule
fois les points qui coincident et ng; est le nombre de degrés de liberté de la méthode des
éléments finis Py. On appelle degrés de liberté d’une fonction v € Vj, [’ensemble
des valeurs de v en ces noeuds (G;)1<i<n,,- On définit aussi le sous-espace Vo, par

Vo = {v € V}, tel que v =0 sur 0Q} . (4.41)

Lorsque k£ = 1 les noeuds des degrés de liberté coincident avec les sommets
du maillage. Lorsque £ = 2 ces noeuds sont constitués d'une part des sommets du
maillage et d’autre part des points milieux des arétes reliant deux sommets.

Remarque 4.3.6 L’appellation “éléments finis de Lagrange” correspond aux élé-
ments finis dont les degrés de liberté sont des valeurs ponctuelles des fonctions de
I’espace V},. On peut définir d’autres types d’éléments finis, par exemple les éléments
finis de Hermite pour lesquels les degrés de liberté sont les valeurs ponctuelles de la
fonction et de ses dérivées. °

Proposition 4.3.7 L’espace V;,, défini par (4.40), est un sous-espace de H'(S)
dont la dimension est finie, égale au nombre de degrés de liberté. De plus, il existe
une base de Vi, (¢i)i1<i<n,, définie par

di(a;) =0 1<1,5 <ng,

telle que

ndi
v(x) =Y (@) di(x).
i=1
Démonstration. Les éléments de Vj,, étant réguliers sur chaque maille K; et conti-
nus sur (), appartiennent a H'(2). Grace au Lemme 4.3.4 les éléments de V}, sont
exactement obtenus en assemblant sur chaque K; € T, des polynomes de P, qui
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coincident sur les degrés de liberté des faces (ce qui prouve au passage que V}, n’est
pas réduit aux seules fonctions constantes). Enfin, en assemblant les bases (¢;)1<j<n,
de Py sur chaque maille K; (fournies par le Lemme 4.3.3) on obtient la base annoncée

(¢i)1<i<ng de Vi. -

Remarque 4.3.8 On obtient un résultat semblable pour le sous-espace Vp,, défini
par (4.41), qui est un sous-espace de H}(Q2) de dimension finie égale au nombre de
degrés de liberté intérieurs (on ne compte pas les noeuds sur le bord 0f2). °

Décrivons la résolution pratique du probléme de Dirichlet (4.36) par la mé-
thode des éléments finis Py. La formulation variationnelle (4.2) de I'approximation
interne devient ici :

trouver u, € Vyy, tel que / Vuy, - Vo, de = / fopdx Vv, € Vo, (4.42)
Q Q

On décompose wy, sur la base des (¢;)1<j<n,, €t on prend v, = ¢; ce qui donne

ndi

> un(ay) / Vo -V dr = / foidz.
j=1 Q@ Q
En notant Up = (un(a;)),<;<,,,» bn = (fo, foi dx)lgigndl, et en introduisant la ma-

trice de rigidité
Kn = </ Vo, -V, d:c) ,
Q 1<i,j<na

la formulation variationnelle dans Vjy, revient a résoudre dans R™ le systéme linéaire
KrUyp = by,.

Comme les fonctions de base ¢; ont un “petit” support autour du noeud a; (voir la
Figure 4.10), I'intersection des supports de ¢; et ¢; est souvent vide et la plupart
des coefficients de K;, sont nuls. On dit que la matrice K}, est creuse.

AN R
RIS
VAVAVANASAANENAS v N

FIGURE 4.10 — Fonction de base P; en dimension N = 2.

Pour calculer les coefficients de K, on peut utiliser la formule d’intégration
exacte suivante. On note (\;(z))i1<;<n41 les coordonnées barycentriques du point
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courant x d’'un N-simplexe K. Pour tout aq,...,any; € N, on a

0z1! s 'aN—l—l!N!
(g + ... +angy + NI

/ A () Ay (2) N+ doe = Volume(K)) (4.43)
K

Pour calculer le second membre by, (et méme éventuellement la matrice k), on utilise
des formules de quadrature (ou formules d’intégration numérique) qui donnent
une approximation des intégrales sur chaque N-simplexe K; € T,. Par exemple, si
K est un N-simplexe de sommets (a;)1<i<n+1, les formules suivantes généralisent les
formules en dimension 1, dites du “point milieu” et des “trapézes”

/ (x) dz ~ Volume(K ) (ayp), (4.44)
K
avec ag = (N + 1)~ .M a4, le barycentre de K, et
Volume(K) fARa
/ vla)de = 2B S e (4.45)

i=1

Comme le montre I’Exercice 4.3.6, ces formules sont exactes pour des fonctions
affines et sont donc approchées a 'ordre 2 en h pour des fonctions réguliéres.

La construction de la matrice K}, est appelée assemblage de la matrice. La
mise en oeuvre informatique de cette étape du calcul peut étre assez compliquée,
mais son colit en terme de temps de calcul est faible. Ce n’est pas le cas de la
résolution du systéme linéaire CpU, = b, qui est 1'étape la plus cotiteuse de
la méthode en temps de calcul (et en place mémoire). En particulier, les calculs
tridimensionnels sont encore trés chers de nos jours dés que 'on utilise des maillages
fins. I’Exercice 4.3.11 permet de s’en rendre compte. Heureusement, la matrice de
rigidité ICj, est creuse (c’est-a-dire que la plupart de ses éléments sont nuls), ce
qui permet de minimiser les calculs (pour plus de détails voir les algorithmes de
résolution de systémes linéaires dans la Section 4.4 de ’annexe). Rappelons que la
matrice K, est nécessairement inversible par application du Lemme 4.1.1 et qu’elle
est symétrique.

Exercice 4.3.5 Démontrer la formule (4.43) en dimension N = 2.

Exercice 4.3.6 Montrer que les formules (4.44) et (4.45) sont exactes pour i) € P;.

1 5 2
8 6
4 7 3

FIGURE 4.11 — Exemple de maillage et de numérotation des noeuds.
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Exercice 4.3.9 On considére le carré ) =] — 1,+1[* maillé suivant la Figure 4.11.
Calculer la matrice de rigidité C;, des éléments finis P; appliqués au Laplacien avec
condition aux limites de Neumann (on utilisera les symétries du maillage).

Exercice 4.3.10 Appliquer la méthode des éléments finis IP; au probléme de Dirichlet
(4.36) dans le carré Q =0, 1[* avec le maillage triangulaire uniforme de la Figure 4.12.
Montrer que la matrice de rigidité K, est la méme matrice que celle que I'on obtiendrait
par application de la méthode des différences finies (a un facteur multiplicatif h? pres),
mais que le second membre b, est différent.

FIGURE 4.12 — Maillage triangulaire uniforme d’un carré.

Exercice 4.3.11 On reprend les notations de |'Exercice 4.3.10. On note n le nombre
de points du maillage sur un coté du carré (supposé étre le méme pour chaque coté).
On numeérote “ligne par ligne” les noeuds du maillage (ou les degrés de liberté). Montrer
que la matrice de rigidité K;, des éléments finis P; est de taille de I'ordre de n? et de
largeur de bande de |'ordre de 2n (pour n grand).

Montrer que la méme méthode et le méme type de maillage pour le cube 2 =]0, 1
conduisent a une matrice de taille de I'ordre de n? et de largeur de bande de I'ordre de
2n? (ot n est le nombre de noeuds le long d'une aréte du cube 2).

L’exercice suivant montre que la méthode des éléments finis IP; vérifie le principe
du maximum.

Exercice 4.3.12 On dit qu'une matrice carrée réelle B = (b;;)1<ij<n est une M-
matrice si, pour tout ¢,

k=1

Montrer que toute M-matrice est inversible et que tous les coefficients de son inverse
sont positifs ou nuls.

Exercice 4.3.13 On se place en dimension N = 2. Soit uy, la solution approchée du
probléme de Dirichlet (4.36) obtenue par la méthode des éléments finis P;. On suppose
que tous les angles des triangles K; € T;, sont inférieurs ou égaux a m/2. Montrer que
up(x) > 0 dans Q si f(x) > 0 dans Q. Indication : on montrera que, pour tout € > 0,
K, + €1d est une M-matrice, ou KCj, est la matrice de rigidité.
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4.3.2 Convergence et estimation d’erreur

Nous démontrons la convergence des méthodes d’éléments finis Py, pour le pro-
bléme de Dirichlet (4.36). Insistons sur le fait qu’il s’agit seulement d’un probléme
modele, et que ces méthodes convergent pour d’autres problémes, comme celui de
Neumann. Nous allons avoir besoin d’hypothéses géométriques sur la qualité du
maillage. Pour tout N-simplexe K on introduit deux paramétres géométriques :
le diamétre diam(K) et la rondeur p(K), définie comme le diamétre de la plus
grande boule contenue dans K,

diam(K) = max [lz —y[l, p(K) = max(2r).
Bien siir, on a toujours diam(K)/p(K) > 1. Ce rapport est d’autant plus grand que

K est “aplati” : il mesure en quelque sorte la tendance a la dégénérescence de K. En
pratique, comme en théorie, il faut éviter d’utiliser des N-simplexes K trop aplatis.

o

FIGURE 4.17 — Diameétre diam(K) et rondeur p(K) d’'un triangle K.

Définition 4.3.11 Soit (73),., une suite de maillages de Q2. On dit qu’il s’agit
d’une suite de maillages réguliers si

1. la suite h = maxg, e, diam(K;) tend vers 0,

2. il existe une constante C' telle que, pour tout h > 0 et tout K € Ty,

diam(K)

Remarque 4.3.12 En dimension N = 2 la condition (4.46) est équivalente a la
condition suivante sur les angles du triangle K : il existe un angle minimum 6, > 0
qui minore (uniformément en h) tous les angles de tout K € 7Tj,. Insistons sur le fait
que la condition (4.46) est tout aussi importante en pratique que pour 'analyse de
convergence qui va suivre. °

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette sous-section
qui affirme la convergence de la méthode des éléments finis P, et qui donne une
estimation de la vitesse de convergence si la solution est réguliére.
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Théoréme 4.3.13 Soit (T),., une suite de maillages réguliers de €. Soit u €
H(Q), la solution du probleme de Dirichlet (4.56), et u, € Vop, celle de son ap-
proximation interne (4.42) par la méthode des éléments finis Py. Alors la méthode
des éléments finis Py, converge, c’est-a-dire que

li — 1) = 0. 4.4
lim [[u = up |1 (0) = 0 (4.47)

De plus, siuw € H*(Q) et si k+ 1> N/2, alors on a l'estimation d’erreur
ou C' est une constante indépendante de h et de u.

Remarque 4.3.14 Le Théoréme 4.3.13 s’applique en fait & toute méthode d’élé-
ments finis de type Lagrange (par exemple, les éléments finis rectangulaires de la
Sous-section 4.3.3). En effet, le seul argument utilisé est la construction d’un opéra-
teur d’interpolation basé sur la caractérisation des fonctions de V}, par leurs valeurs
aux noeuds des degrés de liberté, ce qui est toujours possible pour des éléments finis
de type Lagrange (voir la Remarque 4.3.6). Remarquons que, pour les cas physique-
ment pertinents N = 2 ou N = 3, la condition k£ + 1 > N/2 est toujours satisfaite
dés que k£ > 1. °

La démonstration du Théoreme 4.3.13 repose sur la définition suivante d’un
opérateur d’interpolation 7, et sur le résultat d’interpolation de la Proposition
4.3.16. Rappelons que nous avons noté (a;)i<i<n,, la famille des noeuds des degrés
de liberté et (¢;)1<i<n, la base de Vjy, de la méthode des éléments finis Py, (voir la
Proposition 4.3.7). Pour toute fonction continue v, on définit son interpolée

ndi

rv(z) = v(a;)ei(x). (4.49)

i=1

La différence principale avec I’étude faite en dimension N = 1 est que, les fonctions
de H'(Q) n’étant pas continues lorsque N > 2, Popérateur d’interpolation r;, n’est
pas défini sur H(Q2) (les valeurs ponctuelles d'une fonction de H'(€) n’ont a priori
pas de sens). Néanmoins, et c’est la raison de I'hypothése k+1 > N/2, 1), est bien
défini sur H*1(Q) car les fonctions de H*+1(Q) sont continues (H*+1(Q) c C(Q)
d’apres le Théoréme 2.3.25).

Proposition 4.3.16 Soit (7Ty),., une suite de maillages réguliers de Q). On suppose
que k +1 > N/2. Alors, pour tout v € H*1(Q) linterpolée ryv est bien définie, et
il existe une constante C', indépendante de h et de v, telle que

lv = 700l (9) < CR|o]| e - (4.50)

En admettant la Proposition 4.3.16 nous pouvons conclure quant a la conver-
gence de la méthode des éléments finis Py.
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Démonstration du Théoréme 4.3.13. On applique le cadre abstrait de la Sous-
section 4.1.2. Pour démontrer (4.47) on utilise le Lemme 4.1.3 avec V = C2°(Q2) qui
est bien dense dans H{ (). Comme C%(Q) € H*(Q), l'estimation (4.50) de la
Proposition 4.3.16 permet de vérifier '’hypothése (4.5) du Lemme 4.1.3 (pour des
fonctions réguliéres on n’a pas besoin de la condition k+1 > N/2 dans la Proposition
4.3.16).

Pour obtenir I'estimation d’erreur (4.48) on utilise le Lemme de Céa 4.1.2 qui
nous dit que

| —unllmr) < C inf [lu —vy||p@) < Cllu — rpull o),
vh€Von

si 7pu appartient bien a H'(€). Par application de la Proposition 4.3.16 a u on
obtient (4.48). O

4.3.3 Eléments finis rectangulaires

Si le domaine Q) est de type rectangulaire (c’est-a-dire que € est un ouvert
polyédrique dont les faces sont perpendiculaires aux axes), on peut le mailler par
des rectangles (voir la Figure 4.20) et utiliser une méthode d’éléments finis adap-
tée. Nous allons définir des éléments finis de type Lagrange (c’est-a-dire dont les
degrés de liberté sont des valeurs ponctuelles de fonctions), dits éléments finis Q.
Commencons par définir un N-rectangle K de RY comme le pavé (non-dégénéré)
[T, [, L] avec —oo < I; < L; < +0o. On note (aj)i1<j<2v les sommets de K.

FIGURE 4.20 — Exemple de maillage rectangulaire en dimension N = 2.

Définition 4.3.21 Soit 2 un ouvert connexe polyédrique de RY. Un maillage rec-
tangulaire de Q) est un ensemble T, de N-rectangles (non dégénérés) (K;)1<i<n qui
vérifient
1. K;CQetQ=U" K,
2. lintersection K; N K; de deux N-rectangles distincts est un m-rectangle, avec
0<m < N —1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de K; et K;.

(En dimension N = 2, l'intersection de deuz rectangles est soit vide, soit un
sommet commun, soit une face commune entiére.)
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N I Yy

& O & O & O

FIGURE 4.21 — Treillis d’ordre 1, 2, et 3 pour un rectangle (les ronds représentent
les points du treillis).

Les sommets ou noeuds du maillage T;, sont les sommets des N-rectangles K; qui
le composent. Par convention, le parametre h désigne le maximum des diametres des
N -rectangles K;.

Nous définissons I'ensemble Q) des polynomes a coefficients réels de RY dans
R de degré inférieur ou égal a k par rapport a chaque variable, c’est-a-dire que
tout p € Qy s’écrit sous la forme

_ (51 iN _
p(x) = Z Qi Ty avee = (x4, ..., TN).
0<i1<k,...,0<iy<k

Remarquons que le degré total de p peut étre supérieur a k, ce qui différencie I'espace
Qk de Pk
Pour tout entier £ > 1 on définit le treillis d’ordre k£ du N-rectangle K comme
I’ensemble
1 kE—1

.
Y = {:c € K tel que % € {O’E""’T’l} pour 1 < j < N}. (4.51)

J b
Pour £ = 1 il s’agit de I’ensemble des sommets de K, et pour k = 2 et N = 2 des
sommets, des points milieux des arétes reliant deux sommets, et du barycentre (voir
la Figure 4.21).

Le treillis ¥, d’'un N-rectangle K est unisolvant pour Qg, c’est-a-dire qu’il
permet de caractériser tous les polynémes de Q.

Lemme 4.3.22 Soit K un N-rectangle. Soit un entier k > 1. Alors, tout polynome
de Q. est déterminé de maniére unique par ses valeurs aux points du treillis d’ordre

k, Xk, défini par (4.51).
Démonstration. On vérifie que le cardinal de X et la dimension de Q@ coincident
card(3;) = dim(Qy) = (k + 1)V,

Comme 'application qui, a tout polyndéme de Q, fait correspondre ses valeurs sur
le treillis X, est linéaire, il suffit d’exhiber une base de @, dont les éléments valent
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1 en un point du treillis et 0 ailleurs pour démontrer le résultat. Soit un point z* de
Y défini par
oL

Li—1; k avec 0 < p; <k, Vje{l,.., N}

On définit le polynéme p € Q. par

k(= ) —i(L; — )

Sl (=0 =)

avec T = (Z1, ..., Tn).

On vérifie facilement que p(z*) = 1 tandis que p s’annule sur tous les autres points
de X, ce qui est le résultat désiré. (]

Comme dans le cas triangulaire nous avons la condition suivante de continuité
a travers une face (nous laissons la démonstration, tout a fait similaire a celle du
Lemme 4.3.4, au lecteur).

Lemme 4.3.23 Soit K et K' deux N-rectangles ayant une face commune I' =
OK NOK'. Soit un entier k > 1. Alors, leur treillis d’ordre k Xy et X}, coincident
sur cette face I'. De plus, étant donné py et pg: deux polynomes de Qy, la fonction
v définie par
| pr(x) sizeK
v(z) = { pr(z) size K’

est continue sur K U K', si et seulement si px et pxr ont des valeurs qui coincident
auz points du treillis sur la face commune T.

En pratique, on utilise surtout les espaces Q; et Q5. La Figure 4.22 montre une
fonction de base Q; en dimension N = 2 (on peut y vérifier que les fonctions de Q
ne sont pas affines par morceaux comme celles de Py).

FIGURE 4.22 — Fonction de base Q; en dimension N = 2.
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Définition 4.3.25 Etant donné un maillage rectangulaire T;, d’un ouvert Q, la mé-
thode des éléments finis Q est définie par 'espace discret

Vi, = {v e C(Q) tel que vk, € Qx pour tout K; € Ty} . (4.52)

On appelle noeuds des degrés de liberté l’ensemble des points (G;)1<i<n,, des treillis
d’ordre k de chacun des N-rectangles K; € Ty,.

Comme dans le cas triangulaire, la Définition 4.3.25 a un sens grace a la propo-
sition suivante (dont nous laissons la démonstration au lecteur en guise d’exercice).

Proposition 4.3.26 L’espace V;,, défini par (4.52), est un sous-espace de H*()
dont la dimension est le nombre de degrés de liberté ng. De plus, il existe une base
de Vi, (¢i)1<i<n, définie par

oi(aj) =6;; 1<14,j <ng,

telle que

ndi

v(x) =Y v(a:)di(x).
i=1
Comme les éléments finis Q. sont des éléments finis de type Lagrange, on peut
démontrer les mémes résultats de convergence que pour la méthode des éléments
finis Py,.

4.4 Reésolution des systémes linéaires

Cette section est consacrée a la résolution des systémes linéaires. Pour plus
de détails nous renvoyons aux ouvrages [2] et [9]. On appelle systéme linéaire le
probléme qui consiste & trouver la ou les solutions = € R™ (si elle existe) de I’équation
algébrique suivante

Ax =0, (4.53)

ot A appartient a I’ensemble M,,(R) des matrices réelles carrées d’ordre n, et b € R™
est un vecteur appelé second membre. Nous allons voir deux types de méthodes de
résolution de systémes linéaires : celles dites directes, c’est-a-dire qui permettent de
calculer la solution exacte en un nombre fini d’opérations, et celles dites itératives,
c’est-a-dire qui calculent une suite de solutions approchées qui converge vers la
solution exacte.

4.4.1 Rappels sur les normes matricielles

Nous commencons par rappeler la notion de norme subordonnée pour les
matrices. Méme si 'on considére des matrices réelles, il est nécessaire, pour des
raisons techniques qui seront exposées a la Remarque 4.4.4, de les traiter comme des
matrices complexes.
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Définition 4.4.1 Soit || - || une norme vectorielle sur C". On lui associe une norme
matricielle, dite subordonnée a cette norme vectorielle, définie par
| Az]]
[All = sup

veCn a0 7]

Par abus de langage on note de la méme facon les normes vectorielle et matricielle
subordonnée. On vérifie aisément qu’une norme subordonnée ainsi définie est bien
une norme matricielle et qu’elle vérifie le résultat suivant.

Lemme 4.4.2 Soit || - || une norme matricielle subordonnée sur M,,(C).
1. Pour toute matrice A, la norme || Al| est aussi définie par
[All=""sup [JAzl|="sup [Az].
2T al|=1 zeCn [z <1
[Azall

2. Il existe xq € C* x4 # 0 tel que ||A|| = oAl
TA

3. La matrice identité vérifie || 1d|| = 1.
4. Soient A et B deux matrices. On a || AB| < |A] [|B].

On note ||Al|, la norme matricielle subordonnée & la norme vectorielle sur C"
Lo n 1/p
définic pour p = 1 par all, = (X0, [2:")"7, et pour p — +oo par [|flec —
maxj<;<y |7;|. On peut calculer explicitement certaines de ces normes subordonnées.

(Dans tout ce qui suit on note A* la matrice adjointe de A.)

Exercice 4.4.1 Montrer que

1. ||Alls = |[|A*||2 = maximum des valeurs singuliéres de A,
2. ||Ally = maxi<jcn (3252 laisl)

3. ||Alleo = maxi<i<n (Z?a |az‘j|> :

Remarque 4.4.4 Une matrice réelle peut étre considérée soit comme une matrice
de M,,(R), soit comme une matrice de M,,(C) car R C C. Si || - ||c est une norme
vectorielle dans C", on peut définir sa restriction || - ||z & R™ qui est aussi une norme
vectorielle dans R™. Pour une matrice réelle A € M,,(R), on peut donc définir deux
normes matricielles subordonnées || Al|c et ||A||g par

Ax C
IAllc = sup | Az||
zeCn™,x#£0 ||l‘||(c

[Az][r

zER™, x7#£0 ||x||]R .

et [|Allr =

A priori ces deux définitions peuvent étre distinctes. Gréace aux formules explicites
de I'Exercice 4.4.1, on sait qu’elles coincident si ||x||c est une des normes ||z||1, [|z]]2,
ou ||z]| . Cependant, pour d’autres normes vectorielles on peut avoir ||Al|c > [| 4[|z
Par ailleurs, dans la preuve de la Proposition 4.4.7 on a besoin de la définition sur
C de la norme subordonnée méme si la matrice est réelle. C’est pourquoi on utilise
C dans la Définition 4.4.1 de la norme subordonnée. °
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Définition 4.4.5 Soit A une matrice dans M,,(C). On appelle rayon spectral de A,
et on note p(A), le maximum des modules des valeurs propres de A.

Proposition 4.4.7 Soit || - || une norme subordonnée sur M,,(C). On a
p(A) < [|A]l

Réciproquement, pour toute matrice A et pour tout réel € > 0, il existe une norme
subordonnée || - || (qui dépend de A et €) telle que

JAIl < p(A) +e. (4.54)

Lemme 4.4.8 Soit A une matrice de M,,(C). Les quatre conditions suivantes sont
équivalentes

1. hmz_>+oo AZ = O,
2. lim;_, o A'x = 0 pour tout vecteur x € C",
3. p(A) <1,

4. il existe au moins une norme matricielle subordonnée telle que ||A|| < 1.

4.4.2 Conditionnement et stabilité

Avant de décrire les algorithmes de résolution de systémes linéaires, il nous faut
évoquer les problémes de précision et de stabilité dus aux erreurs d’arrondi. En effet,
dans un ordinateur il n’y a pas de calculs exacts, et la précision est limitée a cause du
nombre de bits utilisés pour représenter les nombres réels : d’habitude 32 ou 64 bits
(ce qui fait & peu prés 8 ou 16 chiffres significatifs). Il faut donc faire trés attention
aux inévitables erreurs d’arrondi et a leur propagation au cours d'un calcul. Les
méthodes numériques de résolution de systémes linéaires qui n’amplifient pas ces
erreurs sont dites stables. En pratique, on utilisera donc des algorithmes qui sont a
la fois efficaces et stables. Cette amplification des erreurs dépend de la matrice
considérée. Pour quantifier ce phénomeéne, on introduit la notion de conditionnement
d’une matrice.

Définition 4.4.9 Soit une norme matricielle subordonnée || A||. On appelle condi-
tionnement d’une matrice A € M,,(C), relatif a cette norme, la valeur définie par

cond(A) = [|AJl[|AT]).

Cette notion de conditionnement va permettre de mesurer 'amplification des
erreurs des données (second membre ou matrice) au résultat.

Proposition 4.4.10 Soit A une matrice inversible. Soit b # 0 un vecteur non nul.

1. Soit x et x + dx les solutions respectives des systémes
Ax=b, et A(x + dz) = b+ 0b.

Alors on a 5 5
L]

[l < (4.55)
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2. Soit x et x4 dx les solutions respectives des systémes
Ar =0, et (A+0A)(x+dx) =0.

Alors on a
[0z|]

[0Al
|z + ox| —

ond(A) 14l

(4.56)

De plus, ces inégalités sont optimales.

Remarque 4.4.11 On dira qu’'une matrice est bien conditionnée si son condition-
nement est proche de 1 (sa valeur minimale) et qu’elle est mal conditionnée si son
conditionnement est grand. A cause des résultats de la Proposition 4.4.10, en pra-
tique il faudra faire attention aux erreurs d’arrondi si on résout un systéme linéaire
pour une matrice mal conditionnée. °

Démonstration. Pour montrer le premier résultat, on remarque que Adx = db,
et donc |6z < ||[A7Y].||6b]]. Or, on a aussi [[b]] < ||A|||lz||, ce qui donne (4.55).
Cette inégalité est optimale au sens suivant : pour toute matrice A, il existe 0b et
x (qui dépendent de A) tels que (4.55) est en fait une égalité. En effet, d’aprés une
propriété des normes matricielles subordonnées (voir le Lemme 4.4.2) il existe x tel
que ||b]| = [|Al|]]z|| et il existe b tel que |[0z|| = ||A]|||60]].

Pour obtenir (4.56) on remarque que Adx + 0A(z + dx) = 0, et donc |[ox| <
|ATY[I6A||]|lz + dz]|, ce qui implique (4.56). Pour en démontrer I'optimalité, on
va montrer que pour toute matrice A il existe une perturbation JA et un second
membre b pour lesquels il y a égalité. Grace au Lemme 4.4.2 il existe y # 0 tel que
|A7 y|| = ||A71]||y]|. Soit € un scalaire non nul. On pose §A = eld et b= (A+35A)y.
On vérifie alors que y = y + dz et oz = —eA~ 'y, et comme ||§A|| = |¢| on obtient
I'égalité dans (4.56). O

Les conditionnements les plus utilisés en pratique sont ceux associés aux normes
|All, avec p = 1,2, +oo0.

Exercice 4.4.2 Soit une matrice A € M,,(C). Vérifier que

1. cond(A) = cond(A™') > 1, cond(aA) = cond(A) Vo # 0,

2. pour une matrice quelconque, condsy(A) = ‘;T((j)) ot p1(A), pn(A) sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur singuliére de A,

3. pour une matrice normale, condy(A) = %, ot [A1(A)[, | An(A)| sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur propre en module de A,
4. pour toute matrice unitaire U, condy(U) = 1,

5. pour toute matrice unitaire U, condy(AU) = condz(UA) = condy(A).
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4.4.3 Meéthodes directes
Méthode d’élimination de Gauss

L’idée principale de cette méthode est de se ramener a la résolution d’'un systeme
linéaire dont la matrice est triangulaire. En effet, la résolution d’un systéme linéaire,
Tx = b, ou la matrice T est triangulaire et inversible, est trés facile par simple
substitution récursive. On appelle ce procédé remontée dans le cas d’'une matrice
triangulaire supérieure et descente dans le cas d’'une matrice triangulaire inférieure.
Remarquons que 'on résout ainsi le systéme T'x = b sans inverser la matrice T'. De
la méme maniére, la méthode d’élimination de Gauss va résoudre le systéme Az = b
sans calculer I'inverse de la matrice A.

La méthode d’é¢limination de Gauss se décompose en trois étapes :

(i) élimination : calcul d’une matrice M inversible telle que MA = T soit

triangulaire supérieure,

(ii) mise a jour du second membre : calcul simultané de Mb,

(iii) substitution : résolution du systéme triangulaire Tx = Mb par simple

remontée.

L’existence d'une telle matrice M est garantie par le résultat suivant dont on
va donner une démonstration constructive qui n’est rien d’autre que la méthode
d’élimination de Gauss.

Proposition 4.4.13 Soit A une matrice carrée (inversible ou non). Il existe au
moins une matrice inversible M telle que la matrice T = MA soit triangulaire
SUPETIEUTE.

Démonstration. Le principe est de construire une suite de matrices A*, 1 < k <
n, dont les (k — 1) premiéres colonnes sont remplies de zéros sous la diagonale.
Par modifications successives, on passe de A' = A & A" = T qui est triangulaire
supérieure. On note (afj) 1<t g<n les éléments de la matrice A, et on appelle pivot de
AF Pélément af,. Pour passer de la matrice A¥ & la matrice A*"! on s’assure tout
d’abord que le pivot af, n’est pas nul. il I'est, on permute la k-éme ligne avec une
autre ligne pour amener en position de pivot un élément non nul. Puis on procéde a
I’élimination de tous les éléments de la k-éme colonne en dessous de la k-éme ligne

en faisant des combinaisons linéaires de la ligne courante avec la k-éme ligne. U

Méthode de la factorisation LU

La méthode LU consiste a factoriser la matrice A en un produit de deux matrices
triangulaires A = LU, ou L est triangulaire inférieure (L pour “lower” en anglais) et
U est triangulaire supérieure (U pour “upper” en anglais). Il s’agit en fait du méme
algorithme que celui de ’élimination de Gauss dans le cas particulier ot on ne
pivote jamais. Une fois établie la factorisation LU de A, la résolution du systéme
linéaire Axr = b est équivalente a la simple résolution de deux systémes triangulaires
Ly =0puis Ux =y.
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Proposition 4.4.15 Soit une matrice A = (a;;)1<i j<n d’ordre n telle que toutes les
sous-matrices diagonales d’ordre k, définies par

AF — S :

soient inversibles. Il existe un unique couple de matrices (L,U), avec U triangulaire
supérieure, et L triangulaire inférieure ayant une diagonale de 1, tel que

A=LU.

Calcul pratique de la factorisation LU. On peut calculer la factorisation LU
(si elle existe) d'une matrice A par identification de A au produit LU. En posant
A = (aij)1<ij<n, et

1 O O ul,l ul,n
L 12.,1 ’ U — O Uz 2 ’
: e e 0 : .. :
ln71 o o lnqnfl 1 O .. O un,n

comme L est triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure, pour 1 < 1,7 <n

il vient
min(i,j

n )
ai; = Z li pur,; = li g ;.
k=1 k=1
En identifiant par ordre croissant les colonnes de A on en déduit les colonnes de L
et de U. Ainsi, aprés avoir calculé les (j — 1) premiéres colonnes de L et de U en
fonction des (j — 1) premiéres colonnes de A, on lit la j-éme colonne de A

7 i—1
Qij; = E l“guk’]' = Ui = Qi — E lMuk,j pour 1< < j,
k=1 k=1

j -1
Qij = D 1 likUkj : .
;= E Lijug;, = l;=—2 Zjul WP pour j 41 < i < n.
k=1 13

On calcule donc les j premiéres composantes de la j-éme colonne de U et les n — j
derniéres composantes de la j-éme colonne de L en fonction de leurs (j—1) premiéres
colonnes. On divise par le pivot u;; qui doit donc étre non nul!

Compte d’opérations. Pour mesurer 'efficacité de 'algorithme de la décompo-
sition LU on compte le nombre d’opérations nécessaires a son accomplissement (qui
sera proportionnel a son temps d’exécution sur un ordinateur). On ne calcule pas
exactement ce nombre d’opérations, et on se contente du premier terme de son déve-
loppement asymptotique lorsque la dimension n est grande. De plus, pour simplifier
on ne compte que les multiplications et divisions (et pas les additions dont le nombre
est en général du méme ordre de grandeur).
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~ Elimination ou décomposition LU : le nombre d’opérations N,, est

-1 n n
Z 2.0+ 2,1,
j=1 i=j+1 k=j+1
qui, au premier ordre, donne N,, ~ n?/3.

— Substitution (ou remontée-descente sur les deux systémes triangulaires) : le
nombre d’opérations N,, est donné par la formule

Nop = 22]7
j=1

qui, au premier ordre, donne N,, &~ n?*.

Au total la résolution d’un systéme linéaire Ax = b par la méthode de la factorisation
LU demande N,, ~ n®/3 opérations car n* est négligeable devant n® quand n est
grand.

Méthode de Cholesky

C’est une méthode qui ne s’applique qu’aux matrices symétriques réelles, défi-
nies positives. Elle consiste a factoriser une matrice A sous la forme A = BB* ou B
est une matrice triangulaire inférieure (et B* son adjointe ou transposée).

Proposition 4.4.19 Soit A une matrice symétrique réelle, définie positive. Il existe
une unique matrice réelle B triangulaire inférieure, telle que tous ses éléments dia-
gonaux sotent positifs, et qui vérifie

A= BB".

Calcul pratique de la factorisation de Cholesky. En pratique, on calcule
le facteur de Cholesky B par identification dans 'égalité A = BB*. Soit A =
(aij)1§i7j§n, B = (bij)lﬁi,jﬁn avec bij =0si1< ] Pour 1 S ’L,j S n, il vient

mzn

szkb]k— Z bzkb]k:

En identifiant par ordre croissant les colonnes de A (ou ses lignes, ce qui revient au
méme puisque A est symétrique) on en déduit les colonnes de B. Ainsi, aprés avoir
calculé les (j —1) premiéres colonnes de B en fonction des (j —1) premiéres colonnes
de A, on lit la j-éme colonne de A en dessous de la diagonale

J j—1
aj; =Y (biw)® = by =|a;— > (b)?
k=1 k=1
' j—1
7 b i, . .
@ij = Z birbir = bi; = Gig z%)k ik pour j+1<i<n.
JJj

k=1
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On calcule donc la j-¢me colonne de B en fonction de ses (j — 1) premicres colonnes.
A cause du théoréme précédent, on est str que, si A est symétrique définie positive,
les termes sous les racines carrées sont strictement positifs. Au contraire, si A n’est
pas définie positive, on trouvera que a;; — ?ﬁ;ll(bjk)Q < 0 pour un certain rang 7,
ce qui empéche de terminer I'algorithme.

Compte d’opérations. Pour mesurer l'efficacité de la méthode de Cholesky on
compte le nombre d’opérations (uniquement les multiplications) nécessaires a son
accomplissement. Le nombre de racines carrées est n qui est négligeable dans ce
compte d’opérations.

— Factorisation de Cholesky : le nombre d’opérations N,, est

Nop:i<<j_1)+ i])u

j=1 i=j+1

qui, au premier ordre, donne N,, &~ n?/6.
— Substitution : il faut effectuer une remontée et une descente sur les systémes
triangulaire associés & B et B*. Le nombre d’opérations est au premier ordre
Nop ~ n2.
La méthode de Cholesky est donc approximativement deux fois plus rapide que

celle de Gauss pour une matrice symétrique définie positive.

Matrices bandes et matrices creuses

Lorsqu’une matrice a beaucoup de coefficients nuls, on dit qu’elle est creuse.
Si les éléments non nuls sont répartis a proximité de la diagonale, on dit que la
matrice a une structure bande. Pour ces deux types de matrices (qui apparaissent
naturellement dans la méthode des éléments finis comme dans la plupart des autres
méthodes), on peut améliorer le compte d’opérations et la taille de stockage néces-
saire pour résoudre un systéme linéaire. Ce gain est trés important en pratique.

Définition 4.4.20 Une matrice A € M, (R) est dite matrice bande, de demie
largeur de bande (hors diagonale) p € N si ses €léments vérifient a;; = 0 pour
|i — 7| > p. La largeur de la bande est alors 2p + 1.

L’intérét des matrices bandes vient de la propriété suivante.

Exercice 4.4.4 Montrer que les factorisations LU et de Cholesky conservent la struc-
ture bande des matrices.

Remarque 4.4.21 Si les factorisations LU et de Cholesky préservent la structure
bande des matrices, il n’en est pas de méme de leur structure creuse. En général, si
A est creuse (méme a l'intérieur d’une bande), les facteurs L et U, ou B et B* sont
“pleins” (le contraire de creux) a 'intérieur de la méme bande. °

L’exercice suivant permet de quantifier le gain qu’il y a a utiliser des matrices bandes.
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Exercice 4.4.5 Montrer que, pour une matrice bande d'ordre n et de demie largeur
de bande p, le compte d’'opérations de la factorisation LU est O(np?/3) et celui de la
factorisation de Cholesky est O(np?/6).

4.4.4 Méthodes itératives

Les méthodes itératives sont particuliérement intéressantes pour les trés grandes
matrices ou les matrices creuses. En effet, dans ce cas les méthodes directes peuvent
avoir un cott de calcul et de stockage en mémoire prohibitif (se rappeler que la
factorisation LU ou de Cholesky demande de I’ordre de n® opérations). Commengons
par une classe trés simple de méthodes itératives.

Définition 4.4.24 Soit A une matrice inversible. On introduit une décomposition
réguliere de A (en anglais “splitting”), ¢’est-a-dire un couple de matrices (M, N) avec
M inversible (et facile a inverser dans la pratique) tel que A = M — N. La méthode
itérative basée sur le splitting (M, N) est définie par

{ xo donné dans R™, (4.60)

Si la suite de solutions approchées x; converge vers une limite x quand k tend
vers 'infini, alors, par passage a la limite dans la relation de récurrence (4.60), on
obtient

(M —N)x = Az =0.

Par conséquent, si la suite de solutions approchées converge, sa limite est forcément
la solution du systéme linéaire.

D’un point de vue pratique, il faut savoir quand on peut arréter les itérations,
c’est-a-dire & quel moment z; est suffisamment proche de la solution inconnue .
Comme on ne connait pas z, on ne peut pas décider d’arréter le calcul dés que
||z — x| < € ol € est la précision désirée. Par contre on connait Az (qui vaut b), et
un critére d’arrét fréquemment utilisé est ||b — Axy|| < e. Cependant, si la norme de
A~1 est grande ce critére peut étre trompeur car

lz = @il < JAT 1D — Azp]| < el A7"|
qui peut ne pas étre petit.

Définition 4.4.25 On dit qu’une méthode itérative est convergente si, quel que
soit le choix du vecteur initial o € R", la suile de solutions approchées xy,
converge vers la solution ezxacte x.

On commence par donner une condition nécessaire et suffisante de convergence
d’une méthode itérative a ’aide du rayon spectral de la matrice d’itération (voir la
Définition 4.4.5 pour la notion de rayon spectral).

Lemme 4.4.26 La méthode itérative définie par (4.60) converge si et seulement si
le rayon spectral de la matrice d’itération M~ N wvérifie pf(M—IN) < 1.
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Démonstration. On définit 'erreur e, = 2, — . On a
er = (M""Nap_y + M) — (M *Na+ M b)) = M 'Nep_y = (M7N)Fe.

Par application du Lemme 4.4.8, on en déduit que e, tend vers 0, quel que soit e,
si et seulement si p(M~!N) < 1. O

Définition 4.4.29 (méthode de Jacobi) Soit A = (a;j)i<ij<n. On note D =
diag(ay;) la diagonale de A. On appelle méthode de Jacobi la méthode itérative as-
sociée a la décomposition

M=D, N=D-A.

Définition 4.4.30 (méthode de Gauss-Seidel) Soit A = (a;j)1<ij<n. On dé-
compose A sous la forme A = D — E — F ou D = diag(ay) est la diagonale,
—FE est la partie triangulaire inférieure (strictement), et —F' est la partie triangu-
laire supérieure (strictement) de A. On appelle méthode de Gauss-Seidel la méthode
itérative associée a la décomposition

M=D—-E, N=F

Définition 4.4.31 (méthode de relaxation (SOR)) Soit w € RT. On appelle
méthode de relazation (SOR en anglais pour “Successive Qver Relazation”), pour le
parametre w, la méthode itérative associée a la décomposition

D 1—w

M==—-E N=-—"D4F
w w

Définition 4.4.32 (méthode du gradient) Soit un paramétre réel o # 0. On
appelle méthode du gradient la méthode itérative associée a la décomposition

M:lId et N:(lld—A>.
Q@ Q@

La méthode du gradient semble encore plus primitive que les méthodes précé-
dentes, mais elle a une interprétation en tant que méthode de minimisation de la
1

fonction f(z) = 3Ax -2 —b- 2 qui lui donne une plus grande applicabilité.

4.4.5 Méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est la méthode itérative de choix pour ré-
soudre des systémes linéaires dont la matrice est symétrique réelle définie positive.
Il s’agit d’une amélioration spectaculaire de la méthode du gradient (surtout si elle
combinée avec un préconditionnement, voir la Définition 4.4.43).

Proposition 4.4.39 Soit A une matrice symétrique définie positive, et xq € R™.
Soit (zy, Tk, pr) trois suites définies par les relations de récurrence

Tr1 = T + Qg
po =19 =b— Axg, et pour 0 <k Tkl = Tk — QpApy (4.63)
Ph+1 = Th1 + BeDi
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avec ) )
_dnd el
Apk - i |75l
Alors, la suite (zy) de la méthode du gradient conjugué converge en moins de n

itérations vers la solution du systeme linéaire Ax = b.

On peut montrer que 7, est la suite des résidus, c’est-a-dire r, = b — Axy.
Par conséquent, des que rp, = 0, I'algorithme a convergé, c’est-a-dire que xzj est la
solution du systéme Az = b. On sait que la convergence est atteinte en moins de
n itérations. Cependant dans la pratique, les calculs sur ordinateurs sont toujours
sujets a des erreurs d’arrondi, et on ne trouve pas exactement r,, = 0. C’est pourquoi,
on introduit un "petit" parameétre € (typiquement 10~* ou 1078 selon la précision
désirée), et on décide que l'algorithme a convergé dés que

Il _
Iroll =

Par ailleurs, pour des systémes de grande taille (pour lesquels n est "grand", de
l'ordre de 10* & 10%), la méthode du gradient conjugué est utilisée comme une mé-
thode itérative, c’est-a-dire qu’elle converge, au sens du critére ci-dessus, en un
nombre d’itérations bien inférieur a n.

Remarque 4.4.41

1. En général, si on n’a pas d’indications sur la solution, on choisit d’initialiser
la méthode du gradient conjugué par xo = 0. Si on résout une suite de pro-
blémes peu différents les uns des autres, on peut initialiser zy par la solution
précédente.

2. A chaque itération on n’a besoin de faire qu’un seul produit matrice-vecteur, &
savoir Apy, car 1, est calculé par la formule de récurrence et non par la relation
Ty = b— A:L’k

3. Pour mettre en oeuvre la méthode du gradient conjugué, il n’est pas nécessaire
de stocker la matrice A dans un tableau si on sait calculer le produit matrice
vecteur Ay pour tout vecteur .

4. La méthode du gradient conjugué est tres efficace et trés utilisée. Elle a beau-
coup de variantes ou de généralisations, notamment au cas des matrices non
symétriques définies positives.

La vitesse de convergence de la méthode du gradient conjugué dépend du condi-
tionnement de la matrice A, 'idée du préconditionnement est de pré-multiplier le
systéme linéaire Az = b par une matrice C~! telle que le conditionnement de (C'~*A)
soit plus petit que celui de A. En pratique on choisit une matrice C' “proche” de A
mais plus facile a inverser.

Définition 4.4.43 Soit a résoudre le systeme linéaire Ax = b. On appelle précon-
ditionnement de A, une matrice C' (facile & inverser) telle que condy(C'A) soit
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plus petit que conds(A). On appelle systéme préconditionné le systéme équivalent
C~1Az = C~ .

La technique du préconditionnement est trés efficace et essentielle en pratique
pour converger rapidement. Nous indiquons trois choix possibles de C' du plus simple
au plus compliqué. Le préconditionnement le plus simple est le “préconditionnement
diagonal” : il consiste & prendre C' = diag(A). Il est malheureusement peu efficace,
et on lui préfere souvent le “préconditionnement SSOR” (pour Symmetric SOR).
En notant D = diag(A) la diagonale d’une matrice symétrique A et —F sa partie
strictement inférieure telle que A =D — E — E*, pour w €]0, 2, on pose

CWZL(Q—E>01 (Q—E*).

2—w\w w

On vérifie que, si A est définie positive, alors C' 'est aussi. Le systéme C'z = r est
facile a résoudre car C' est déja sous une forme factorisée en produit de matrices
triangulaires. Le nom de ce préconditionnement vient du fait qu’inverser C' revient
a effectuer deux itérations successives de la méthode itérative de relaxation (SOR),
avec deux matrices d’itérations symétriques I'une de l'autre.

Un dernier exemple est le “préconditionnement de Cholesky incomplet”. La ma-
trice C est cherchée sous la forme BB* ou B est le facteur “incomplet” de la fac-
torisation de Cholesky de A (voir la Proposition 4.4.19). Cette matrice triangulaire
inférieure B est obtenue en appliquant l'algorithme de factorisation de Cholesky a
A en forcant I'égalité b;; = 0 si a;; = 0. Cette modification de 'algorithme assure,
d’une part que le facteur B sera aussi creux que la matrice A, et d’autre part que
le calcul de ce facteur incomplet sera beaucoup moins cher (en temps de calcul) que
le calcul du facteur exact si A est creuse (ce qui est le cas pour des matrices de
discrétisation par éléments finis). Le préconditionnement de Cholesky incomplet est
souvent le préconditionnement le plus efficace en pratique.



Chapitre 5

PROBLEMES AUX VALEURS
PROPRES

5.1 Motivation et exemples

5.1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la théorie spectrale des équations aux dérivées par-
tielles, ¢’est-a-dire a I’étude des valeurs propres et des fonctions propres de ces équa-
tions. La motivation de cette étude est double. D’une part, cela va nous permettre
d’étudier des solutions particuliéres, dites oscillantes en temps (ou vibrantes), des
problémes d’évolution associés a ces équations. D’autre part, cela permet de déduire
une méthode de résolution générale de ces mémes problémes d’évolution qui dépasse
I'objet de ce cours.

Donnons tout de suite un exemple de probléme aux valeurs propres pour
le Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet. Si € est un ouvert borné de R
on cherche les couples (A, u) € R x H}(Q), avec u # 0, solutions de

{ —Au =M dans (5.1)

u=>0 sur 0f2.

Le réel A est appelé valeur propre, et la fonction u(x) mode propre ou fonction
propre. L’ensemble des valeurs propres est appelé le spectre de (5.1). On peut faire
I'analogie entre (5.1) et le probléme plus simple de détermination des valeurs et
vecteurs propres d’une matrice A d’ordre n,

Au=u avec (\u)€RxR" (5.2)

en affirmant que 'opérateur —A est une “généralisation” en dimension infinie d’une
matrice A en dimension finie. La résolution de (5.1) sera utile pour résoudre les
problémes d’évolution, de type parabolique ou hyperbolique, associés au Laplacien,
c’est-a-dire I’équation de la chaleur (5.5) ou I’équation des ondes (5.7). Néanmoins,
les solutions de (5.1) ont aussi une interprétation physique qui leur est propre, par
exemple comme modes propres de vibration.

93
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Le plan de ce chapitre est le suivant. Aprés avoir motivé plus amplement le pro-
bléme aux valeurs propres (5.1), nous développons dans la Section 5.3 une théorie
spectrale abstraite dans les espaces de Hilbert. Le but de cette section est de géné-
raliser en dimension infinie le résultat bien connu en dimension finie qui affirme que
toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans une base orthonormée. Cette
section reléve en partie d’'un cours de mathématiques “pures”’, aussi nous insistons
a nouveau sur le fait que c’est l'esprit des résultats plus que la lettre des démons-
trations qui importe ici. Nous appliquons cette théorie spectrale aux équations aux
dérivées partielles elliptiques dans la Section 5.3. En particulier, nous démontrons
que le probléme spectral (5.1) admet une infinité dénombrable de solutions.
Enfin, la Section 5.4 est consacrée aux questions d’approximation numérique des
valeurs propres et fonctions propres d’une équation aux dérivées partielles. En par-
ticulier, nous introduisons la notion de matrice de masse M qui vient compléter
celle de matrice de rigidité K, et nous montrons que des valeurs propres approchées
de (5.1) se calculent comme les valeurs propres du systéme Ku = AMu, ce qui
confirme l'analogie entre (5.1) et sa version discréte (5.2).

5.1.2 Reésolution des problémes instationnaires

Avant de nous lancer dans les développements abstraits de la prochaine section,
montrons en quoi la résolution d’un probléme aux valeurs propres permet de ré-
soudre aussi un probléme d’évolution. Pour cela nous allons faire une analogie avec
la résolution de systémes différentiels en dimension finie. Dans tout ce qui suit A
désigne une matrice symétrique réelle, définie positive, d’ordre n. On note Ay ses
valeurs propres et 7 ses vecteurs propres, 1 < k < n, tels que Ary = A\prp.

On commence par un systéme différentiel du premier ordre

ou

— 4+ Au = t>

BT + Au =0 pourt >0 (5.3)
u(t = 0) = uy,

ott u(t) est une fonction de classe C' de RT dans R™, et ug € R™. Il est bien connu
que (5.3) admet une solution unique obtenue en diagonalisant la matrice A. Plus
précisément, la donnée initiale se décompose sous la forme ug = >, _, uhry, ce qui
donne

n
u(t) = Z ude My,
k=1

Un deuxiéme exemple est le systéme différentiel du deuxiéme ordre

0%u

quAu:O pour t >0

u(t =0) = uy, (5.4)
ou

a(t = 0) = Uy,

ot u(t) est une fonction de classe C? de R* dans R™, et ug, u; € RY. En décomposant
les données initiales sous la forme ug = >, ufry et uy = Y, upry, (5.4) admet
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comme solution unique

n

u(t) = <ug cos <\/)Tkt) + ;—i_k sin (\/)\:t>) Th.

k=1

Il est clair sur ces deux exemples que la connaissance du spectre de la matrice A
permet de résoudre les problémes d’évolution (5.3) et (5.4). Aussi évident soient-ils,
ces exemples sont tout a fait représentatifs de la démarche que nous allons suivre
dans la suite. Nous allons remplacer la matrice A par 'opérateur —A, 'espace R"™ par
I'espace de Hilbert L?((2), et nous allons “diagonaliser” le Laplacien pour résoudre
I’équation de la chaleur ou I'équation des ondes.

Afin de se convaincre que (5.1) est bien la “bonne” formulation du probléme aux
valeurs propres pour le Laplacien, on peut passer par un argument de “séparation des
variables” dans I’équation de la chaleur ou I’équation des ondes que nous décrivons
formellement. En l’absence de terme source, et en “oubliant” (provisoirement) la
condition initiale et les conditions aux limites, nous cherchons une solution u de ces
équations qui s’écrive sous la forme

u(z,t) = o(t)u(x),

c’est-a-dire que 'on sépare les variables de temps et d’espace. Si u est solution de
I’équation de la chaleur

ou
5 —Au=0, (5.5)

on trouve (au moins formellement) que

J(t) _ Dula)

==
o) ulx)
ot A € R est une constante indépendante de ¢ et de z. On en déduit que ¢(t) = e~
et que u doit étre solution du probléme aux valeurs propres
—Au = \u (5.6)
muni de conditions aux limites adéquates.
De la méme maniére, si u est solution de I’équation des ondes

0*u

— — Au =0, 5.7

e (5.7)

on trouve que
¢"(t) _ Au(z)
o(t)  u(x)
ot A € R est une constante. Cette fois-ci on en déduit que, si A > 0 (ce qui sera
effectivement le cas), alors ¢(t) = a cos(v/At) + bsin(v/At) et que u doit encore étre
solution de (5.6). Remarquons que, si le comportement en espace de la solution u
est le méme pour I’équation de la chaleur et pour I’équation des ondes, il n’en est
pas de méme pour son comportement en temps : elle oscille en temps pour les ondes
alors qu’elle décroit exponentiellement en temps (car A > 0) pour la chaleur.

—-A
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Exercice 5.1.1 Soit = R™. Montrer que u(z) = exp(ik - z) est une solution de
(5.6) si |k|?> = . Une telle solution est appelée onde plane.

Exercice 5.1.2 Soit un potentiel régulier V(z). Montrer que, si u(z,t) = e~ “tu(x)

est solution de

iaa—?+Au—Vu:O dans RY x R, (5.8)

alors u(z) est solution de
~Au+Vu=wu dans R". (5.9)

On retrouve le méme type de probléme spectral que (5.6), a addition d’un
terme d’ordre zéro prés. Pour ’équation de Schrodinger la valeur propre w s’inter-
préte comme une énergie. La plus petite valeur possible de cette énergie correspond
a l'énergie de I'état fondamental du systéme décrit par (5.8). Les autres valeurs, plus
grandes, donnent les énergies des états excités. Sous des conditions “raisonnables”
sur le potentiel V', ces niveaux d’énergie sont discrets en nombre infini dénombrable
(ce qui est cohérent avec la vision physique des quanta).

Exercice 5.1.3 Soit V(z) = Az - x avec A matrice symétrique réelle définie positive.
Montrer que u(x) = exp(—A'Y2x - 2/2) est une solution de (5.9) si w = tr(A'/2). Une
telle solution est appelée état fondamental.

5.3 Valeurs propres d’un probléme elliptique

5.3.1 Probléme variationnel

Nous revenons au cadre variationnel introduit au Chapitre 1. L’intérét de ce
cadre assez général est qu’il s’appliquera & de nombreux modéles différents. Dans
un espace de Hilbert V' nous considérons une forme bilinéaire a(-,-), symétrique,
continue et coercive, c’est-a-dire que a(w,v) = a(v,w), et il existe M >0 et v > 0
tels que

la(w,v)| < M||wl|lv ||v||y pour tout w,v € V'

et
a(v,v) > v||v||} pour tout v € V.

Remarquons que ’hypothése de symétrie de la forme bilinéaire a(-,-) est nouvelle
puisqu’elle n’est pas nécessaire dans le cadre du théoréme de Lax-Milgram. De plus,
nous introduisons un nouvel ingrédient, a savoir un autre espace de Hilbert H sur
lequel nous faisons 'hypothése fondamentale suivante

{ V' C H avec injection compacte

V est dense dans H. (5.11)

L’expression “injection compacte” veut dire que de toute suite bornée de V' on peut
extraire une sous-suite convergente dans H. Les espaces H et V ne partagent pas
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le méme produit scalaire, et nous les noterons (-,-)y et (-,-)y pour éviter toute
confusion.

Nous considérons le probléme variationnel de valeurs propres suivant (ou pro-
bléme spectral) : trouver A € R et u € V '\ {0} tels que

a(u,v) = Mu,vyy Vv eV (5.12)

On dira que A est une valeur propre du probléme variationnel (5.12) (ou de la forme
bilinéaire a) et que u est le vecteur propre associé.

Les solutions de (5.12) sont données par le résultat suivant que nous admettrons.

Théoréme 5.3.2 Soit V et H deux espaces de Hilbert réels de dimension infinie.
On suppose que V. C H avec injection compacte et que V est dense dans H. Soit
a(-,-) une forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur V. Alors les valeurs
propres de (5.12) forment une suite croissante (Ap)g>1 de réels positifs qui tend vers
Uinfini, et il existe une base hilbertienne de H (uy)r>1 de vecteurs propres associés,
c’est-a-dire que

up €V, et a(ug,v) = M(ug,v)g YveV.

De plus, (u//Me)w>1 est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a(-,-).

Remarque 5.3.3 Dans le Théoréme 5.3.2 on peut remplacer '’hypothése de coer-
civité de la forme bilinéaire a(-,-) par '’hypothése plus faible qu’il existe deux
constantes positives n > 0 et v > 0 telles que

a(v,v) + nllv||3 > v|lv||} pour tout v € V.

Dans ce cas les valeurs propres (\g)r>1 ne sont pas forcément positives, mais vérifient
seulement A\, + 71 > 0. °

Nous donnons au passage une caractérisation trés utile des valeurs propres du
probléme variationnel (5.12), appelée principe du min-max ou de Courant-
Fisher. Pour cela on introduit le quotient de Rayleigh défini, pour chaque fonction

v e V\ {0}, par
a(v,v)

B =T,

Proposition 5.3.4 (Courant-Fisher) Soit V' et H deux espaces de Hilbert réels
de dimension infinie. On suppose que V C H avec injection compacte et que V est
dense dans H. Soit a(-,-) une forme bilinéaire symétrique continue et coercive sur
V. Pour k > 0 on note &, ’'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de
V. On note (A\;)g>1 la suite croissante des valeurs propres du probléme variationnel
(5.12). Alors, pour tout k > 1, la k-éme valeur propre est donnée par

Ak = min ( max R@)) — max ( min R(v)). (5.15)

Weeg, \veW\{0} WeEL_1 \veWL\{0}
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En particulier, la premiere valeur propre vérifie

= 1
A ueIE{I{lo}R(U) (5.16)

et tout point de minimum dans (5.16) est un vecteur propre associé a A.

Démonstration. Soit (uy)r>1 la base hilbertienne de H formée des vecteurs propres
de (5.12). D’aprés le Théoréme 5.3.2, (ug/+/Ar)r>1 est une base hilbertienne de V.
On peut donc caractériser les espaces H et V' a partir de leur décomposition spectrale

+oo +oo

H = {v = Zakuk, vl = Zaz < —i—oo} :
k=1 k=1
+oo +oo

V= {v = Zakuk, |v||} = Z)\kozi < +oo} .
k=1 k=1

On remarque au passage que, comme les valeurs propres A, sont minorées par Ay > 0,
cette caractérisation fait bien apparaitre V' comme un sous-espace de H. On peut
alors réécrire le quotient de Rayleigh

ZZ )‘kak

Tt 2 0
k=1 O‘k

R(v) =

ce qui démontre immédiatement le résultat pour la premiére valeur propre. Intro-
duisons le sous-espace Wy, € & engendré par (uq, us, ..., ug). On a

k 2
LAl «
R(v):@ VoeW, et Rw)= L]

k 2 T too 9
Zj:l a; ik Ozj

d’ott 'on déduit

Vo e Wi,

A= max R(v)= min R(v).
veWR\{0} veW \{0}
Soit W un sous-espace quelconque dans &£,. Comme W est de dimension k et Wj_q
de dimension k — 1, l'intersection W NW;- | n’est pas réduite a {0}. Par conséquent,

max R(v) > max  R(v) > min ~ R(v)> min  R(v) =\,

veW\{0} T weWnWi \{0} veWnW \{0} veW- \{0}

ce qui prouve la premiére égalité dans (5.15). De méme, si W est un sous-espace
dans &,_1, alors W+ N W), n’est pas réduit a {0}, et

min  R(v) < min  R(v) < max  R(v) < max R(v) = A,
veW\{0} veEW-NW;\{0} veW N \{0} veW\{0}

ce qui prouve la deuxiéme égalité dans (5.15). Soit maintenant w un point de mi-
nimum dans (5.16). Pour v € V, on introduit la fonction f(¢) = R(u + tv) d’une
variable réelle t € R qui admet un minimum en ¢ = 0. Par conséquent sa dérivée
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s’annule en ¢ = 0. En tenant compte de ce que f(0) = A1, un simple calcul montre
que
(u7 U) B )\1 <U, U>H

[l
Comme v est quelconque dans V', la condition f’(0) = 0 n’est rien d’autre que la
formulation variationnelle (5.12), c’est-a-dire que u est un vecteur propre associé a
la valeur propre A;. O

f(0) =22

5.3.2 Valeurs propres du Laplacien

On peut immédiatement appliquer le Théoréme 5.3.2 a la formulation varia-
tionnelle du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet, ce qui nous donne le
résultat suivant.

Théoréme 5.3.5 Soit Q un ouvert borné régulier de classe Ct de RYN. Il existe une
suite croissante (Ag)k>1 de réels positifs qui tend vers linfini, et il existe une base
hilbertienne de L*(Y) (ug)r>1, telle que chaque uy appartient a Hi () et vérifie

{ —Auy, = M\gup p.p. dans (5.17)

ug =0 p.p. sur OS2.

Démonstration. Pour le Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet, on
choisit V' = H}(Q), H = L*(Q), et la forme bilinéaire symétrique est définie par

a(u,v) = / Vu - Vudz,
0
et le produit scalaire sur L*(§2) est bien stir

(u,v)g = / uv dx.
Q

On vérifie aisément les hypothéses du Théoréme 5.3.2. Grace au Théoréme 2.3.21 de
Rellich, V' est bien compactement inclus dans H. Comme C2°(2) est dense a la fois
dans H et dans V', V est bien dense dans H. Enfin, on a vu au Chapitre 3 que la
forme bilinéaire a est bien continue et coercive sur V. Par conséquent, il existe une
suite croissante (Ag)r>1 de réels positifs qui tend vers Uinfini, et il existe une base
hilbertienne de L*(Q) (ug)x>1, tels que uy € H () et

/Vuk-Vvd:E:)\k/ukvd:p Vo € Hy(9).
Q Q

Par une simple intégration par parties (du méme type que celle pratiquée dans la
démonstration du Théoréme 3.2.2) on obtient (5.17). Remarquons que nous n’utili-
sons la régularité de 2 que pour pouvoir appliquer le Théoréeme de trace 2.3.13 et
donner un sens “presque partout” a la condition aux limites de Dirichlet. O
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Remarque 5.3.6 L’hypothese sur le caractére borné de 'ouvert €2 est absolument
fondamentale dans le Théoréeme 5.3.5. Si elle n’est pas satisfaite, le Théoréme 2.3.21
de Rellich (sur I'injection compacte de H'(2) dans L*(€2)) est en général faux, et on
peut montrer que le Théoréme 5.3.5 n’a pas lieu. En fait, il se peut qu’il existe une
infinité (non dénombrable) de valeurs propres “généralisées” au sens ot les fonctions
propres n’appartiennent pas a L*(Q). A la lumiére de I'Exercice 5.1.1 on méditera
le cas du Laplacien dans Q = RY. o

Exercice 5.3.2 En dimension N = 1, on considére 2 =]0, 1[. Calculer explicitement
toutes les valeurs propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites
de Dirichlet (5.17). A I'aide de la décomposition spectrale de ce probléme, montrer que
la série

+o00
Z ay sin(kmx)
k=1

converge dans L?(0, 1) si et seulement si >, % a} < +oo, et dans H'(0, 1) si et seule-
ment si > k%a? < +oo.

Exercice 5.3.3 On considére un parallélépipéde Q2 =0, L1[x]0, La[x - - - x]0, L[, ou
les (L; > 0)1<;<xn sont des constantes positives. Calculer explicitement toutes les valeurs
propres et les fonctions propres du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet
(5.17).

Exercice 5.3.4 On considére a nouveau un ouvert € parallélépipédique comme dans
I'Exercice 5.3.3. Calculer explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres
du Laplacien avec conditions aux limites de Neumann sur tout le bord 0f).

On peut montrer que les fonctions propres du Laplacien, avec conditions aux
limites de Dirichlet ou de Neumann, sont réguliéres.

Proposition 5.3.9 Soit 2 un ouvert borné régulier de classe C*. Alors les fonctions

propres solutions de (5.17) appartiennent a C*(£2).

Démonstration. Soit u la k-éme fonction propre solution dans H} () de (5.17).
On peut considérer que uy, est solution du probléme aux limites suivant

—Auy = fr dans Q
ug =0 sur 0f),

avec fr = A\yug. Comme f, appartient a H'(§2), par application du Théoréme 3.2.26
de régularité on en déduit que la solution uy, appartient & H3(€2). Du coup, le second
membre f; est plus régulier ce qui permet d’augmenter encore la régularité de wuy.
Par une récurrence facile on montre ainsi que u; appartient a H™(£2) pour tout
m > 1. En vertu du Théoréme 2.3.25 sur la continuité des fonctions de H™(2) (voir

aussi la Remarque 2.3.26), on en déduit que uy appartient donc C'*(€2). O

Nous admettons un résultat qualitatif important & propos de la premiére valeur
propre.
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Théoréme 5.3.10 (de Krein-Rutman) On reprend les notations et les hypothe-
ses du Théoreme 5.3.5. On suppose que louvert ) est connexe. Alors la premiére
valeur propre A1 est simple (i.e. le sous-espace propre correspondant est de dimension
1) et le premier vecteur propre peut étre choisi positif presque partout dans €.

Remarque 5.3.11 Le Théoréme 5.3.10 de Krein-Rutman est spécifique au cas des
équations “scalaires” (c’est-a-dire que I'inconnue u est a valeurs dans R). Ce résultat
est faux en général si I'inconnue u est a valeurs vectorielles (voir plus loin I'exemple
du systéme de D'élasticité). La raison de cette différence entre le cas scalaire et
vectoriel est que ce théoréme s’appuie sur le principe du maximum (voir le Théoréme
3.2.22) qui n’est valable que dans le cas scalaire. °

Exercice 5.3.6 Soit {2 un ouvert borné régulier et connexe. Montrer que la premiére
valeur propre du Laplacien dans 2 avec condition aux limites de Neumann est nulle et
qu'elle est simple.

Remarque 5.3.12 L’ensemble des résultats de cette sous-section se généralise sans
difficulté a d’autres conditions aux limites et a des opérateurs elliptiques généraux
du second ordre (voir la Sous-section 3.2.3). o

5.3.3 Autres modéles

L’extension des résultats de la sous-section précédente a des équations aux dé-
rivées partielles elliptiques plus compliquées que le Laplacien ne pose pas de pro-
blémes conceptuels nouveaux. Nous décrivons briévement cette généralisation pour
un exemple significatif : le systéme de I'élasticité linéarisée.

Les équations (3.56) de I'élasticité linéarisée décrivent en fait le régime station-
naire des équations dynamiques suivantes (trés semblables a 1’équation des ondes)

pZe — div (2ue(u) + Atr(e(uw))Id) = f  dans Q x RS (5.18)
u=0 sur 00 x R, '

ot p > 0 est la densité volumique du matériau et e(u) = (Vu+ (Vu)t) /2. Rappelons

que les coefficients de Lamé du matériau vérifient p > 0 et 2u+ N > 0. En ’absence

de forces extérieures f (et en ne tenant pas compte d’éventuelles conditions initiales)

on peut aussi chercher des solutions oscillantes en temps de (5.18) comme nous

I’avons décrit pour I’équation des ondes dans Sous-section 5.1.2. Cela conduit a

chercher des solutions (¢, u) du probléme aux valeurs propres suivant
{ —div (2ue(u) + A tr(e(u))Id) = fu  dans Q

u=70 sur 092, (5.19)

ol £ = w? est le carré de la fréquence de vibration (nous avons changé la notation
de la valeur propre pour éviter une confusion avec le coefficient de Lamé \). En
mécanique, la fonction propre u est aussi appelée mode propre de vibration.

En suivant la méthode appliquée ci-dessus au Laplacien on peut démontrer le
résultat suivant (nous laissons les détails au lecteur en guise d’exercice).
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Proposition 5.3.13 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C* de RN . Il existe
une suite croissante (y)g>1 de réels positifs qui tend vers Uinfini, et il existe une
base hilbertienne de L*(Q)N (up)p>1, telle que chaque uy appartient o HY Q)N et
vérifie

{ —div (2ue(ur) + Atr(e(ug)) Id) = lyugp  p.p. dans Q

ug =0 p.p. sur OS2.
‘ Rang du mode propre H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
| Valeur propre || 102.54 [ 102.54 | 1885.2 | 2961.2 |

TABLE 5.1 — Valeurs propres correspondant aux modes propres de la Figure 5.1.

Le résultat de régularité sur les fonctions propres u; de la Proposition 5.3.9
s’étend aussi facilement au cas de l'élasticité et du probleme (5.19). Par contre
le Théoreme 5.3.10 sur la simplicité de la premiére valeur propre et la positivité
de la premiére fonction propre est faux en général (comme est faux le principe du
maximum). Comme exemple nous calculons par la méthode des éléments finis (), les
4 premiers modes propres d’une “tour” dont la base est fixée (condition aux limites de
Dirichlet) et dont les autres parois sont libres (condition aux limites de Neumann).
Les 2 premiers modes, dits de battement, correspondent a la méme valeur propre
(ils sont indépendants mais symétriques par rotation de 90° suivant I'axe z) (voir la
Figure 5.1 et le Tableau 5.3.3). La premiére valeur propre est donc “double”.

Exercice 5.3.8 On considére le probléme aux valeurs propres pour |'équation de Schro-
dinger avec un potentiel quadratique V' (x) = Az - x ou A est une matrice symétrique
définie positive (modéle de I'oscillateur harmonique)

—Au+ Vu=\u dans R". (5.21)
On définit les espaces H = L*(RY) et
V = {ve H'(R") tel que |z|v(z) € L*(RY)}.

Montrer que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)y = /RN Vu(x) - Vou(z) dx+/RN |z|*u(z)v () dr,

et que I'injection de V' dans H est compacte. En déduire qu'il existe une suite croissante
(Ar)x>1 de réels positifs qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de L2(R™) (uy,)p>1
qui sont les valeurs propres et les fonctions propres de (5.21). Calculer explicitement ses
valeurs et fonctions propres (on cherchera uy, sous la forme py(z) exp(—Ax - x/2) ol py
est un polynéme de degré k — 1). Interpréter physiquement les résultats.

Exercice 5.3.9 Soit Q un ouvert borné régulier de R". On considére le probléme de
vibrations pour I'équation des plaques avec condition aux limites d’encastrement

{ A (Au) = A u dans Q

g—Z:u:0 sur 0f).
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[Mode 1, valeur propre= 102.543435] [Mode 2, valeur propre= 102.543435]

S i
Hit A
NS
N
A

FIGURE 5.1 — Les 4 premiers modes propres d'une “tour” en élasticité.

Montrer qu'il existe une suite croissante (\;)x>; de valeurs propres positives qui tend
vers l'infini et une base hilbertienne dans L?*(2) de fonctions propres (uy)x>1 qui appar-
tiennent & HZ(Q).

5.4 Méthodes numériques

5.4.1 Discrétisation par éléments finis

On va considérer une approximation interne de la formulation variationnelle
introduite a la Sous-section 5.3.1. Etant donné un sous-espace V}, de l'espace de
Hilbert V', de dimension finie, on cherche les solutions (A, u,) € R x V}, de

a(uh,vh) = /\h(uh,vh)H \V/Uh € Vh. (522)

Typiquement, V}, est un espace d’éléments finis comme ceux introduits par les Dé-
finitions 4.3.5 et 4.3.25, et H est Pespace L?*(f2). La résolution de I'approximation
interne (5.22) est facile comme le montre le lemme suivant.

Lemme 5.4.1 On se place sous les hypothéses du Théoreme 5.5.2. Alors les valeurs
propres de (5.22) forment une suite croissante finie

D<A < <A avec ng = dimV),

ndi
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et il existe une base de Vi, orthonormale dans H, (ugp)i1<k<n, de vecteurs propres
associ€s, c’est-a-dire que

Ug,p € Vh, et a(uhh,vh) = )\k(uk7h,vh>H V’Uh - Vh.

Démonstration. Ce lemme peut étre considéré comme une variante évidente du
Théoréme 5.3.2 (4 la différence prés qu’en dimension finie il existe un nombre fini
de valeurs propres). Néanmoins nous en donnons une démonstration différente,
purement algébrique, qui correspond plus a la démarche suivie en pratique. Soit
(¢i)1<i<n, une base de Vj, (par exemple, les fonctions de base d'une méthode d’élé-
ments finis, voir la Proposition 4.3.7). On cherche u;, solution de (5.22) sous la forme

ndi

up(v) = Z Uzhﬁbz@)

Introduisant la matrice de masse M, définie par

(Mp)ij =(0i,05)n 1 <1i,7 <na,

et la matrice de rigidité KC;, définie par
(Kn)ij = al¢i, ¢5) 1 <4,j < na,
le probléme (5.22) est équivalent a trouver (A, Up,) € R x R solution de
KnUp = \pMpUy,. (5.23)

Les appellations “matrices de masse et de rigidité” proviennent des applications en
mécanique des solides. Remarquons que, dans le cas o1 V}, est un espace d’éléments
finis, la matrice de rigidité ICj, est exactement la méme matrice que celle rencontrée
au Chapitre 4 dans 'application de la méthode des éléments finis aux problémes
elliptiques. On vérifie immédiatement que les matrices M, et j sont symétriques
et définies positives. Le systéme (5.23) est un probléme matriciel aux valeurs propres
“généralisé”. Le théoréme de réduction simultanée (voir par exemple le théoréme 2.3.6
dans [2]) affirme qu’il existe une matrice inversible P, telle que

Mh = PhP;:, et ICh = Ph dlag()\k)P,f

Par conséquent, les solutions de (5.23) sont les valeurs propres (\x) et les vecteurs
propres (Uy p)1<k<n, qui sont les vecteurs colonnes de l'inverse de Pj. Ces vecteurs
colonnes forment donc une base, orthogonale pour K, et orthonormale pour M,
(nous indiquerons briévement a la Remarque 5.4.3 comment calculer cette base).
Finalement, les vecteurs Uy, sont simplement les vecteurs des coordonnées dans la
base (¢i)1<i<n,, des fonctions uyj qui forment une base orthonormale de V}, pour le
produit scalaire de H. O

Remarque 5.4.2 Dans le Lemme 5.4.1 on a repris les hypothéses du Théoréme
5.3.2 : en particulier, la forme bilinéaire a(u,v) est supposée symétrique. On voit
bien I'importance de cette hypothése dans la démonstration. En effet, si elle n’était
pas symétrique, on ne saurait pas si le systéme (5.23) est diagonalisable, c’est-a-dire
s'il existe des solutions du probléme aux valeurs propres (5.22). °
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L’application du Lemme 5.4.1 a ’approximation variationnelle par éléments finis
du probléme de Dirichlet (5.17) est immeédiate. On prend V = H}(Q), H = L*(Q),
et espace discret Vo, de la Définition 4.3.5 (rappelons que Vp, contient la condition
aux limites de Dirichlet).

Exercice 5.4.1 On considére le probléme aux valeurs propres en dimension N = 1

{ —ul = Aup  pour 0 <z <1

On se propose de calculer la matrice de masse pour la méthode des éléments finis P;.
On reprend les notations de la Section 4.2. Montrer que la matrice de masse M, est
donnée par

2/3 1/6 0
1/6 2/3 1/6
Mh:h . - s
1/6 2/3 1/6
0 1/6 2/3

et que ses valeurs propres sont
h
Ae(My) = 3 (2 4 cos(kmh)) pour 1 < k <mn.

Montrer que, si on utilise la formule de quadrature (4.45), alors on trouve que M, =
h1d. Dans ce dernier cas, calculer les valeurs propres du probléme spectral discret.

Remarque 5.4.3 Pour calculer les valeurs et vecteurs propres du probléme spec-
tral matriciel (5.23) il faut, en général, commencer par calculer la factorisation de
Cholesky de la matrice de masse M;, = £, L}, pour se ramener au cas classique

Ithh = AhUh avec I@h = [,,jllCh([,,’;)_l et Uh = ,C;;Uh,

pour lequel on dispose d’algorithmes de calcul de valeurs et vecteurs propres. Nous
renvoyons a la Section 13.2 pour plus de détails sur ces algorithmes : disons seulement
que c’est I’étape la plus cotiteuse en temps de calcul.

On peut éviter de construire la matrice K, et faire I'économie de la factori-
sation de Cholesky de M} si on utilise une formule de quadrature pour évaluer
les coefficients de la matrice M}, qui la rende diagonale. Ce procédé d’intégration
numeérique est appelé condensation de masse (ou “mass lumping” en anglais) et
est fréquemment utilisé. Par exemple, si on utilise la formule de quadrature (4.45)
(qui utilise uniquement les valeurs aux noeuds d’une fonction pour calculer une in-
tégrale), on voit facilement que la matrice de masse M, ainsi obtenue est diagonale
(voir I’Exercice 5.4.1). o

Une analyse numérique précise de la méthode des éléments finis montre que
seules les premiéres valeurs propres discrétes A, (les plus petites) sont des
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approximations correctes des valeurs propres exactes Ay (méme chose pour les vec-
teurs propres). Il faut donc faire attention au fait que les derniéres valeurs propres
(les plus grandes) du probléme discret (5.23) n’ont aucune signification physique !
Par conséquent, si on est intéressé par la milliéme valeur propre du probléme de
Dirichlet (5.17), il faut prendre un maillage suffisamment fin du domaine €2 afin que
la dimension de I'espace d’éléments finis V}, soit bien plus grande que mille.

13.2 Calcul de valeurs et vecteurs propres

Dans cette section nous expliquons comment calculer les valeurs propres et les
vecteurs propres d’une matrice symétrique réelle. Pour plus de détails nous renvoyons
aux ouvrages [2] et [9].

Puisque les valeurs propres d'une matrice A sont les racines de son polynome
caractéristique det(A — A1d), on pourrait penser naivement que, pour les calculer,
il “suffit” de factoriser son polynéme caractéristique. Il n’en est rien : on sait depuis
Galois et Abel qu’on ne peut pas calculer par opérations élémentaires (addition,
multiplication, extraction de racines) les racines d’un polynéme quelconque de degré
supérieur ou égal & 5. Pour s’en convaincre, on peut remarquer que n’importe quel
polynome de degré n,

P(A) = (-1)" ()\n F N T a4 an g\ an) ,

est le polynome caractéristique (le développer par rapport a la derniére colonne) de
la matrice

_al _a2 .« .. .« .. —an

1 0 -+ -+ 0
A= 0

o --- 0 1 0

Par conséquent, il ne peut pas exister de méthodes directes (c’est-a-dire qui donnent
le résultat en un nombre fini d’opérations) pour le calcul des valeurs propres! Il
n’existe donc que des méthodes itératives pour calculer des valeurs propres (et des
vecteurs propres). Il se trouve que le calcul pratique des valeurs et vecteurs propres
d’une matrice est une tache beaucoup plus difficile que la résolution d’un systéme
linéaire. Fort heureusement, le cas des matrices symétriques réelles (auquel nous
nous limitons puisqu’il suffit pour nos applications) est bien plus simple que le cas
des matrices non auto-adjointes.

13.2.1 Meéthode de la puissance

Une méthode tres simple pour calculer la plus grande ou la plus petite valeur
propre (en module) d’une matrice (et un vecteur propre associé) est la méthode de
la puissance. Une limitation de la méthode est que la valeur propre extréme que l'on
calcule doit étre simple (ou de multiplicité égale a 1, c’est-a-dire que la dimension
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du sous-espace propre correspondant est 1). Soit A une matrice symétrique réelle
d’ordre n, de valeurs propres (A1,---,\,) avec A, > || pour tout 1 <i <n — 1.
La méthode de la puissance pour calculer la plus grande valeur propre A\, est définie
par l'algorithme ci-dessous.

1. Initialisation: zp € R™ tel que |zo| =1.
2. Itérations: pour k£ >1
1. yp = Az
2. = yi/||ysll
3. test de convergence: si ||z — 21| < e, on arréte.

Dans le test de convergence € est un petit nombre réel, typiquement égal a 1076,
Si 0, = xp, — w1 est petit, alors x;, est un vecteur propre approché de A de valeur
propre approchée ||yx|| car Az, — ||yrl|lzy = Ady.

Proposition 13.2.1 On suppose que la matrice A est symétrique réelle, de va-

leurs propres (A,--+,A\y), associées a une base orthonormée de vecteurs propres
(e1, - ,€,), et que la valeur propre de plus grand module \, est simple et positive,
c’est-a-dire que [\, -+, [An—1] < An. On suppose aussi que le vecteur initial xo n’est

pas orthogonal a e,. Alors la méthode de la puissance converge, ¢’est-a-dire que

lm |jye|| = A\n, Hm 2 = 24 avec o, = te,.
k—+o00 k—+o00

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport | N,_1|/|\n|

2k k

An—l
An

n—1

llyell = Aul < ©

,um—%mgd

n

Démonstration. Soit z¢y = Z;;l Bie; le vecteur initial, avec [, # 0. Le vecteur
est proportionnel a A*zy = > | i \Fe;, d’ou il vient

k

Ben + i B (3 @

2 n—1 52 [\ 2k v
Comme |\;| < A, on en déduit que x converge vers sign(f,)e,. De méme, on a

20k+1)\ /2
n—1 i
(srsme ()
1 (a2 12
(5721 + 2 B <ﬁ> )

qui converge vers \,. 0

T =

Ykl = An

En pratique (et notamment pour le calcul des valeurs propres de la discréti-
sation d'un probléme aux limites elliptiques), on est surtout intéressé par la plus
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petite valeur propre, en module, de A. On peut adapter les idées précédentes, ce
qui donne la méthode de la puissance inverse dont ’algorithme est écrit ci-dessous.
On considére une matrice symétrique réelle A dont la plus petite valeur propre en
module est simple et strictement positive 0 < A; < |A;| pour tout 2 < i < n.

1. Initialisation: zp € R" tel que |zo| =1.
2. Itérations: pour k£ >1

1. résoudre Ay, = Tp_1

2.k = yi/ |yl
3. test de convergence: si ||z — 21| < e, on arréte.

Si 0, = xp — xp_1 est petit, alors x,_1 est un vecteur propre approché de valeur
Tk—1

propre approchée 1/||yx|| car Az, — Tol = —Aok.

Proposition 13.2.3 On suppose que la matrice A est symétrique réelle, de va-
leurs propres (A1,--+,A\y), associées a une base orthonormée de vecteurs propres
(e1,++ ,en), et que la valeur propre de plus petit module Ay est simple et strictement
positive, ¢’est-a-dire que 0 < A\ < |Xz2|,- -+, |[A\u]. On suppose aussi que le vecteur ini-
tial o n’est pas orthogonal a ey. Alors la méthode de la puissance inverse converge,
c’est-a-dire que

1
lim

|\
A Tl ~ Pl

lim x, = x5 avec o, = *Ley.
k——4o00

La vitesse de convergence est proportionnelle au rapport A1 /|Az|

2k

M|

A

La démonstration est similaire a celle de la Proposition 13.2.1 et nous la laissons
au lecteur en guise d’exercice.

_ A
™ = ] < €|

Remarque 13.2.4 Pour accélérer la convergence, on peut toujours procéder a une
translation de la matrice A qu’on remplace par A — o Id avec ¢ une approximation

de )\1. [

13.2.2 Meéthode de Givens-Householder

La méthode de Givens-Householder se compose de deux étapes successives : tout
d’abord l'algorithme de Householder qui réduit une matrice symétrique A en une
matrice tridiagonale (cette étape s’effectue en un nombre fini d’opérations), ensuite
I'algorithme de bissection de Givens qui fournit (de maniére itérative) les valeurs
propres d’une matrice tridiagonale.

Lemme 13.2.5 (de Householder) Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre
n. Il existe (n — 2) matrices orthogonales Hy, telles que

T - (HlHQ e Hn,Q)*A<H1H2 e Hn72)

soit tridiagonale. Bien sir, A et T ont les mémes valeurs propres.
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Démonstration. A partir de A, on construit une suite de matrices (Ag)i1<r<n-1
telle que Ay = A et Ay = HjAyHj, avec Hj, une matrice orthogonale choisie de
telle maniére que Aj ait la structure par blocs suivante

_( Tk E;
=5 )

ou T} est une matrice carrée tridiagonale de taille k, M est une matrice carrée de
taille n — k, et E} est une matrice rectangulaire a (n — k) lignes et k colonnes dont
seule la derniére colonne, notée a; € R™* est non nulle. Il est clair qu’ainsi A,,_;
sera sous forme tridiagonale. On remarque que A est bien sous cette forme pour
k = 1. Soit la matrice Hy définie par

C/1dp 0

avec Id; la matrice identité d’ordre k et H ¢ la matrice, dite de Householder, d’ordre
n — k définie par

H, = 1d, , — 2%, avec v = ay + ||agl|e1, (13.13)
(%7

oil e; est le premier vecteur de la base canonique de R"*. Remarquons que Hyay =
—|lak|le, et que Hj est orthogonale et symétrique. Notons que Hy, n’est bien définie
que si vy # 0, mais si ¢a n’est pas le cas alors la k-éme colonne de Ay est déja du type
désiré, et il suffit de prendre Hy, = Id,,. Un simple calcul montre que Ay = H; Ay Hy,
se met bien sous la forme désirée. O

Etudions maintenant l'algorithme de bissection de Givens pour une matrice
tridiagonale symétrique réelle dont on suppose, sans perte de généralité, que les co-
efficients extra-diagomaux sont non-nuls. Nous admettons les deux lemmes suivants.

Lemme 13.2.6 Pour 1 < i <mn, on définit une matrice A; de taille i par

bl C1 0
. o .
. G
0 i1 b

Soit p;(\) = det(A; —AI) son polynome caractéristique. La suite p; vérifie la formule
de récurrence

pi(A) = (b = Npici(N) — ¢ 1pia(N) Vi > 2,

avec p1(A) = by — X et po(A) = 1. De plus, pour tout i > 1, le polyndome p; posséde
les propriétés suivantes

1. lim p;(\) = 400,

A——00

2. s1 pz()\O) = 0, alors pi—l()\O)pi—i—l()\O) < 0,
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3. p; admet i racines réelles distinctes qui séparent strictement les (i + 1) racines
de piy1.

Lemme 13.2.7 Pour tout p € R, on définit

| B signe de pi( ) st p2< ) # O’
Sgnpz(:u) - { Signe de pi71< ) St pz<,u)

Soit N(i, ) le nombre de changements de signe entre éléments consécutifs de la
famille ordonnée E(i, u) = {+1, sgnpy (1), sgnpa(pt), ..., sgnp;(p)}. Alors, N(i, ) est
le nombre de racines de p; qui sont strictement inférieures a pu.

Algorithme pratique de Givens. On note A\; < --- < )\, les valeurs propres de A
rangées par ordre croissant. Pour calculer numériquement la i-éme valeur propre A;,
on prend un intervalle [ag, by] dans lequel on est siir que A; se trouve (par exemple
—ag = by = ||AJl2). On calcule alors le nombre N(n,2t%) défini dans le Lemme
13.2.7 (les valeurs de la suite pj(“”bo) pour 1 < j < n, sont calculées par la
st

formule de récurrence du Lemme 13.2.6). S'il se trouve que N(n, > 1, alors on

en déduit que \; appartient a U'intervalle [ao, “°+b°[ Si au contraire on trouve que
N(n, “O;rbo) < 1, alors \; appartient a l'autre intervalle [“OTH’O, bo]. Dans tous les cas
on a divisé par deux l'intervalle initial qui contient \;. Par dichotomie, c’est-a-dire
en répétant cette procédure de division de l'intervalle contenant \;, on approche la
valeur exacte de \; avec la précision désirée.
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