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ZZleftpthetathetainoplusrightens
dsRéciptribuans

de loi de probes paron par
theta

lequel vivent

obsExemple
temps d'attente bus à MassyPal.uneobs leftmathbbROmegamathbbRright leftuleft0thetarightthetainmathbbRright

mobs leftmathbbRReleftmathbbRrightleftUleft0thetarightthetainmathbbRrightrightotimesn néchantillondemedile ou leftmathbbRnBleftmathbbRnrightintMleftv0rightotimesn0right
Un modèle une hypothèse

Soit X1 un échantillon de modèle leftEFleftP0ointhetarightrightI
Je suppose

observer X1 Ptheta pour un thetainoplus

On suppose qu'il existe thetainThetatqX1simPtheta
existsthetaleftX1righttheta2
espérance sous l'hypothèse

q X1simPtheta
d fini j'ai un nbr fin

d parcmètres

je peux retrouver 0 à p d Ptheta

parem eleftPthetathetainThetasubsetmathbbRdright
identif theta IPtheta est

injectived'une

transfe une stit
d'un modèle

induit modèle
qui

désole

transfornd'des obs stalistigrodil
induit

sleftX1ldotsXnrightoverlineXn

méth à partir d'un noble l'obs de n oédesot iid



je peux appeler stat soit SmathbbRnrightarrowmathbbRleftx1ldotsxrightrightarrowfracSigmaxin
en tantq fito soit SleftbeginmatrixX1ldotsXnendmatrixright en toutq vcdotq

dumodèle

Gassel

Cochran

Il de transfert

f muette

densité

loi produit

vecteur

gaussienExoo
Statistiq modèle induit

sigma2 ennu

leftmathbbRnBleftmathbbRnrightleftNleftrr1rightotimesnrgeq0rightright
soit overlineXnfrac1nsum_i1nXi quel est le modèle induit par

overlineXn
c'estbien unestat leftlanglesleftx1ldotsrightfracsumxinright est mesurable

le modèle induit est mathbbR BleftmathbbRrightleftNleftmufrachatsigmanrightmuinmathbbRright
car overlineXn v a àvaleursdsmathbbR

pkoverlineXninmathbbR
notatᵒd'AymericLaidoverlineXn

on sait qX1ldotsXn iid Nleftrr7right
RightarrowleftbeginmatrixX1ldotsXnendmatrixright vecteur

gaussien Ile combin lineaire est

gaussienneHhm
RightarrowoverlineXnsimNleftright

EmuleftoverlineXnrightfrac1nsum_i1nZmuleftXirightfrac1nsum_i1nmumu

VarleftoverlineXnrightVarmuleftfrac1nsum_i1nXirightfrac1n2Vamuleftsum_i1Xirightfrac1n1sum_i1nVarmuXifracn1N ind

fracsigma2n



RAPPEL vecteurs gaussiens

leftX1ldotsXnright est un vecteur gaussien si foralllambdainmathbbRn lambdaTX aunDéf
loi gaussienne

TinmathbbNn
XleftX1ldotsXnright veiteurcolonne.not

exemple X leftxiright Nleftmusigma2right das leftX1ldotsXnright vert gaussien

leftXXright est un vecteur
gaussien oui

Nleftt0rightdeltap est accepté à
gaussienne.alors

YsimNleft01right mais leftlangleXYright non vertsousXsimNleft01right
rpm1 au poche nicefrac12 Σ X

YvarepsilonX
0 ac probenicefrac17
simNleft04rightldots

son XY

La loi d'un VG est caractérisée
par si ray mu et nitrie d ou sum

nmathbbRr nmathbbRntimesnon le note NleftoverrightarrowmuSigmaright

Prop densité d'un NleftoverlinemuSigmaright PmuSigmaleftx1ldotsxnrightfrac1sqrtleft2pirightndetleftsumrighteleftXmurightTsum_21leftXmurighty à L1botimesn

Prop loi d Mx D milice d taille P

Lambda XsimNleftAmuASigmaATright ASigmaAT A2Sigma
mnnxppan ATSigmaA



Exo 1 Ips successifs T1 Tn d'arrivée T1leqT1leqldots

TiHTj non T1leqT2
PleftT1inleft12rightT2inleft01rightright0

on propose de regarder DeltaiTiTi1foralligeq1T00
on obs leftbeginmatrixDelta1ldotsDeltanendmatrixright

On peut modéliser les Deltai par des exponentielles cleftthetaright iid

N.li modèle est dans leftmathbbRnOmegaleftmathbbRnrightleftvarepsilonleftthetarightotimesntheta0rightright
Le modil ne prend pas en compte d'éventuelles inter dopedonc entre clients

et on suppose le processus homogène en

temps.Rappelloi varepsilonleftthetaright a pour
densité Pthetaleftxright0extheta1xgeq0 pas rapporté le

Pthetaptheta2eb mesure de

Lebesguemesuredominante la densité

d'perddensitéloidelamesure dominante

Rappel une loi exponentill a pour densité

par rapport à la mesure de Lebesgue

toujours spécifier la mesure dominante.ou pbetaleftXrightfrac1betaeXbeta

Rappel2 une variabl de Poisson a t elle une densité

sur1N

piorp.ouipar rapport à la mesurer de comptage



plambdaleftkrightPlambdaleftXkrightfraclambdakelambdak densité d'un poisson
lambda

Careil de la densité

PleftArightint_Apleftxrightdmudxleftxrightsi IP a p d py à uparrowdon

Def PllQ si Qleftright0RightarrowPleftAright0
dominée parconditᵒ pour avoir un

deuil.siPci ad pQ alors PleftArightint1AleftxrightPleftxrightdQleftxright0
si QleftAright0

leftlanglemathbbRnBleftrightleftvarepsilonleftthetarightotimesntheta0rightrightrangle
Modèle2

Quel estimateur
proposer pour T tps moyen

d'arrivée

TEthetaleftDelta1rightleftfrac1thetaright
hatTnfrac1nsum_i1nDeltaifracTnT0nfracTnn estimateur intuitif

s'est un estimateur qui
serait bon

flesu.li

in u.la LON nesta

T

T7TST1 T6
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2h

T1 T33 1 1

Kh13h0 h
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On peut proposer le modèle de poisson pour Nn cdotNn



leftmathbbNkPleftmathbbNkrightleftPleftlambdarightotimesklambda0rightright
Renarq Pleftlambdaright p d plambdalefthrightleftPlambdaleftXhrightlambdahelambda1rightk1N par rapport

à lamesure
de comptagesur'Npreuve PleftXinArightint_Aplambdalefthrightdmu rapt lefthrightsum_hinAplambdalefthright

Trfrac11sum_i1nNi car EleftNirightlambdaEstindées de lambda

Rq les deux modèles ne st pas équivalents quoique
reliés

ds le modèle 1 la durée d'obs est aléatoire lenbr de clientsdétermines

ds 2 la durée d'obs est déterministe lenbr de clients

aléatoEx

binus soit Xsimvarepsilonleftthetaright loi d x2 fraco2sqrtxeusqrtx
Formule de transfert X pd pthetamu Vhmesborné Elefthleftxrightrightinthleftxrightrhothetaleftxrightdpx

parrapportàapour

densitéMéthodede lafile ruelle Vhmes berné
fT

inthleftyrightqaleftyrightdy
densitéde x2 sousPtheta

existslefthleftX2rightrightFTintmathbbRhleftx1rightthetaethetaxdx yx2

int_mathbbRhleftyrightthetae0sqrtydy

2sqrty
on peut le faire pour un e1 diffé qlqmathbbRrightarrowmathbbR

0rightarrowmathbbRkon



Exo 2 sur les changements de loi et formule de transfert

il est reconnadi de relire le ihgt de variable multi dim

left1sigmarightExo 3 On considère le modèle

mathbbRnRleftmathbbRnright leftrhonthetacdotLebotimesnthetainThetamathbbRtimesmathbbRright
avec Pnaleftx1ldotsxnrightsigmanprod_i1ngleftfracximusigmaright
on note XleftbeginmatrixX1ldotsXnendmatrixright l'observation

1 Rappel méthode

hnleftZ1ldotsZnright sont indép over foralli zi apd pimu
leftbeginmatrixz1ldotsznendmatrixright opd leftx1ldotsxnrightPiprod_i1npileftxirightmuotimesn

et intpileftxrightdpleftxright1 et pigeq0



iii pro s'écrit sous forme produit et xrightarrowsigma1gleftfracxcdotmusigmaright est une

densité Lab

Dor leftXirighti1n sont iid d loi de densité

sigma1SleftfracXcdotHsigmaright Yab
sous P_ntheta

2 Loi d fracXimusigma
Method de la file muette

h existslefthleftfracXimusigmarightrightinthleftfracxmusigmarightfrac1sigmagleftfracxmusigmarightdx
fracXiHsigmacdotpd g

heb

leftfracXimusigmarighti1n
sont indep Lerm d iodition

But manipuler des modèles

3 si gleftxrightfrac1sqrt7piex12
fracXiHsigmasimNleft01rightXipdfrac1sigmaleftfrac1sqrt2pieleftfracXHsigmaright2right

hleftggbrightdg
yfracxHsigma

frac1sqrt1pisigma4fracleftXHright22sigma1 frac1sigmagleftfracXHsigmaright





hatsigman est un estinden EMU ligèrent biaise YO

SeraitEsigmaleftfracKnnrightfracsigma2leftn1rightn i widetildesigman2fracKnn1
son

bio4Loi jointe de Kn Sn

Théorème de Gasset leftX1ldotsXnrightsim
iid
Nleftmusigma7right

alors

overlineXnsimNleftHfracsigma2nright
sum_i1nleftXioverlineXnright2sim T Xnleftn1right

overlineX I sum_i1nleftXioverlineXrright2 ie S fracVKn

Le modèle induit
par fracS2nKn est

mathbbR2leftNleftmufracsigma2nrightotimessigma1chi2leftn1rightmur1inmathbbRtimesmathbbRright

Preuve du Th de Gosset corollair du Thon de Cochran



Th 0 ihren

s0IXleftbeginmatrixX1IXnendmatrixrightsimNleftbeginmatrix0sigma2Inendmatrixright
F un sou de mathbbRn Ffrac1 son orthogard

PFfrac1 preyed orthyade sur F j pFbotbotFbot

intuitier Cochran

FV1tlefte1rightFbot kt beginmatrixe1ldotseendmatrix

PtleftXrightleftX10ldots0right
pF1leftXrightleftlangle0X1ldotsXnrightrangle

PfleftXright et pFleftXright st coprod

leftrhoFleftXrightright2leftdrightsigma1chi1leftdimFrightleftrhoF1leftXrightright2sigma2X7leftdiF2right
leftptleftXrightrightX11chileft1right
leftrhoFleftXrightright7X11ldotsXn1simX21

intuitᵒ la loi Nleft0iddotsIright R tonfa leorthogade.La
di Cochran avec la

partieest
invarial par transfoorthoy OmegaXsimN0sigma2OmegaIOmegaT

1x

si Fleft0right on FmathbbRn

le théorème est trivial

Si FVeatlefte1right on

Vest leftbeginmatrixe1ldotsependmatrixright
le théorème est aussi

trivial.Illustration
densité de X1X2simNleft0Idright

indépdécorrélé



C0h re

GassetOn
va établir 1 Qmp vert 1 leftXrightenrangle

2

Qwhatsigman2frac1np veet left1rightleftXright2
avec

111inmathbbRn
à cette fin il nous suffit de savoir établir pv

frac1

inleftXright la

projection orthogonale sur Veit overrightarrowu de On appliquera

ensuite à overrightarrowuoverrightarrow1

ultra utile de savoir troue lesmotricesd'projLemmeforallu

1 rhobotoverrightarrowuleftXrightleftlangleXfracoverrightarrowulefturightrightranglecdotfracoverrightarrowulefturightleftlangleXoverrightarrowurightrangleoverlineuuTXoverlineuuuTX
x

rceil

fracoverrightarrowuleftoverrightarrowurightnablaoverrightarrowu
2 frac1pvect leftn1ldotsnrrightleftXrightUleftUTUright1UTX avec Uleftbeginmatrixu1ldotsurleftright1endmatrixrightinmathbbRntimesr
2 généralise 1 qui correspond à r1



leftoverline1right2nOn a donc leftlangleXoverrightarrow1rightrangle

pV II
leftXrightleftbeginmatrixX1ldotsXnnendmatrixrightoverrightarrow1fracoverlineXnncdotoverline1leftbeginmatrixoverlineXnvdotsoverlineXnendmatrixright

Donc hat0pFfrac1IdpFfrac1

pfrac1Vert 1 1leftXrightXpvatHleftXright
X1overlineXn

XnoverlineXn
Conclusion

On observe
que

l'estimation de la variance s'écrit en

fonction de la projection sur test 1frac1 de X
B B

miraduleuse

M

Idée
hatsigman2frac1nsum_i1nleftXioverlineXnright2frac1rleftrhovetleft1rightleftXrightright2B

On a donc pfrac1vest leftoverrightarrow1rightleftXright beginmatrixXnvdotsoverlineInendmatrix

PVebot Aleft1rightleftXrightX1overlineXn par
Coshion



p veu
XnoverlineXn

r

hatsigman2P Vert111 leftXright2simsigma2X2leftn1right
cl imV est 1frac1

Donc hatsigman2 et overlineXn sont indépendants


