Orsay, 2023 Exercise sheet 1- Statistical Machine Learning and convex Optimization

1 Complexité de Rademacher

Exercice 1. Inégalité de Ledoux Le but de cet exercice est de prouver le théoréme suivant :

Theoréme 1 (Inégalité de Ledoux). Si ¢ est B-Lipshitz et ¢} = {e;}1_; est une suite i.i.d. de
variables Rad(1/2), nous avons

E [sup Zszgp (aTmZ)] < BE [sup Zeze a:]

fce N i=1 Geenz 1

Nous allons montrer par récurrence que pour tout & € {1,...,n}, toutes fonctions
b:0® =R, a;:0 =R ie{l,...,k} et toutes fonctions 1-Lipschitz ¢; : R - R, i =1,...,k,

lsupb +Z<€1az 1 (1)

0cO

blelg b(0) + Z eipi (a; (0

1. Pour toutes fonctions ¢, : © — R et ¢ ~ Rad(1/2), montrer que :

l sup {p(0) + p(0") + ¥ (0) — ¢(9/)}]

0,0'c0?

E lzgg{ww) + aw(@)}} =
(2)

N = N

l sup {p(0) + o (0) + [(0) — 2/}(9’)|}]

0,0'cO2

2. Supposons que (M) est vérifiée pour k € N. Montrer que

k+1
lsupb + Zaﬂpl a; (60
)

0,0'cO 2 2

)

<E -IE l sup w Z i (ai0)) + @i (ai (6")) n |ag11(0) — ak1 (0)]

0cO

=K [sup b(0) + Z gipi (a;(0)) + epr1ax11(0)

i k+1
=E [supb(6) + ) Eiai(ﬁ)]
0o 4

3. Conclure.

Exercice 2 (Derniére étape pour calculer la borne supérieure de la complexité de
Rademacher). Nous considérons X{" = {X;}I"; un n-échantillon de distribution P. Nous
supposons qu’il existe R > 0, tel que E[||X]|?] < R% On considére e} = {g;}"; une suite
de variables aléatoires indépendantes de Rademacher R(1/2) indépendante de X7'. Montrer

que :

< ED (3)

1 n
E [ sup — ZEiHTXi
N4D

loI<p ™=

Exercice 3 (Inégalité de McDiarmid). Le but de cet exercice est de prouver l'inégalité
de McDiarmid, énoncée ci-dessous :
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Dfinition 1 (Fonction de différence bornée). g : Z™ — R est une fonction de différence bornée
s’il existe des constantes {c¢;}i~ telles que, pour tout 27" = {z;}I; et 27" = {Z;}},

n
9 (=) =g G| <D cillnzy -
i=1
Theoréme 2 (Inégalité de McDiarmid). Si g est une fonction de différence bornée et Z; sont
des variables aléatoires indépendantes alors

—262

P(g(Zy,...,20) —Elg(Z1,..., Z0)] > ) < e2oic1i

—2e2

PE[g(Z1,...,Z)] — g(Z1,...,Zp) > &) < e2uim1®
Pour i € {1,...,n} et z} = (21,...,2) € Z, nous posons g;(z}) = E[g(z}, Z/,)]. Par
convention, nous posons gy = E[g(Z]")]. Notons que g, (2]") = g(z7), pour tout i € {1,...,n},
E[gi(Z1)] = E[g(Z]")] et pour n > 1
ny __ ny __ n j—1
9(21') = gn(27) = gn(27) — gn-1(27 ) + gn—1( Z{QJ 21 —gj-1(z1 )},

avec la convention que go(2?) = go.

1. Montrer que pour tout A € R,
E [e/\{gn(z?)—go}} -F {E [ek{gn(zﬁ—gna(Z{"l)} ‘ ZIL—I} eA{gn_1(Z{“1)—go}}
2. Montrer que pour tout i € {1,...,n}, inf.ez gi(2071, 2) < gs(2}) < inf.ez gi(207 1, 2) + ¢

et que
gi-1(27Y) =E [ :(21)

Zi_l} , P —p.s.

3. En déduire que
E [e/\{gn(z?)—gn_l(ZI“l)} ‘ Zf‘l} < Aen/8

4. Montrer que :
)\2 Zn c2
E |:e>‘(g(Z17"'7Z'fl)_]E[g(Z17"'7Z7L)]):| S e%“.

5. Prouver le théoréeme

Nous considérons

Apo01(C) =sup R(f) — IA{n,m(f) = sup ( o1 (Y, f(X))] — = Zfol Y, [ (X )))

fec fec

6. Montrer que ,
P(A,(C) —E[A,(C)) <e)>1—e 2
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2 Convexification du risque

Exercice 4 (Lemme de Zhang, (cours)). On considere le probleme de classification
binaire, ou y € {£1}. Nous considérons également la régle de prédiction suivante : prédire
y =1si g(x) >0, et prédire y = —1 sinon. La perte 0-1 de classification de g(-) en un point
(z,y) est donnée par

17 si _g(x)y>07
, sig(x)=0ety=—1,
0, sinon.

—_

bor(g(z),y) =

Notre objectif est de trouver un prédicteur g(x) de sorte a minimiser le risque 0-1 : Rp1(g) =
E[lo1(9(X),Y)]. Etant donné un ensemble de données d’apprentissage D, = {(X;, Y;) 2, i.i.d.
la minimisation du risque empirique 0-1 consiste a trouver g dans une classe de fonctions C
qui minimise

Ro01(9) = :LG:fm (9(Xi),Ys) (4)
i=1

1. Pourquoi la minimisation du risque empirique f{m()l est elle problématique ?

Soit ¢ : R — R, une fonction convexe. On considere la minimisation dans une classe de
fonctions C du risque empirique suivant
1 n
ﬁ v o (_g (XZ) Y;) )

ﬁn,(ﬁ(g) =

qui est une approximation stochastique du risque Ry(g) = E[¢p(—g(X)Y)] .

2. Montrer que
Ry(g) = En(X)o(—g(X)) + (1 — (X)) (g(X))]
oun(X) =P(Y =+1]X).

On rappelle les exemples suivants :

Nom de la perte Perte ¢ Nom de la méthode
Moindres carrés  ¢o(v) = (1 + v)? Moindres carrés.
Hinge ¢ (v) = max(1l+v,0) SVM

Exponentielle op(v) = exp(v) AdaBoost

Logistique ¢r(v) =logy(1 4+ exp(v)) Régression Logistique

3. Quelles sont les propriétés cruciales de ces fonctions qui permettront de les optimiser ?
Montrer que pour tous les exemples ci dessus (sauf ¢9),

¢ est croissante, convexe, et ¢(v) > 1 y,>0}- (H1)

On s’intéresse dans la suite a une fonction ¢ générique satisfaisant (HI). Au regard de la
question B, nous considérons la fonction Hy : [0,1] x R - R

Hy(n,p) = no(—p) + (1 —n)o(p).
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4. Montrer que p — Hy(n,p) est convexe.

5. Montrer que pour 7 € ]0;1[, p = Hy(n,p) admet un minimum unique dans R, pour
¢ € {¢2,dr, o1 }. Quen est il pour ¢y ? Qu’en est il pour n € {0;1}7?
Nous supposons dans la suite qu’il existe une fonction pj(n) : [0,1] — R défini par®

pg(n) = arg meiﬂg Hy(n,p), g4(x) =pgon(z)
p
et nous notons
* . _ *
Hy(n) = ;g&%(mp) =Hy (mm(n)) ,
AHy(n,p) = Hy(n,p) — Hy (n,03(n)) = Hy(n,p) — H(n).

Par symétrie, nous avons Hy(n, p) = Hg(1 —n, —p). Lorsque que p};(n) n’est pas déterminé de
maniere unique, on choisit un minimiseur quelconque mais on suppose dans la suite que p,
est choisi de telle sorte que p’(1—mn) = —pj(n). En particulier, elle implique que p}(1/2) = 0.

Le prédicteur bayésien pour la perte ¢ est le prédicteur bayésien pour la perte 01

6. Montrer que : gj € argmingegpx Ry(g) et pour tout g :

ARy(g) = Rolg) — Ry (93) = EIAH,(n(X), ()]

7. Montrer que :

Nom de la perte p(";) H;

Moindres carrés  pj(n) =2n—1 Hj(n) = 4n(1 —n).

Hinge py(n) =sign(2n—1) Hgi(n) =1-[2n—1].

Logistique py(n) = logy Hj(n) = —nlogyn — (1 —n)logy(1 — 7).

8. Montrer que pour ¢ € {¢2, ¢x, dp, ¢}, la régle de décision signe(g;‘)) est un classifieur
de Bayes pour la perte 0 — 1.

9. Supposons que ¢ est croissante, convexe et différentiable. Montrer que signe(g(’;) est la

regle de décision bayésienne pour la perte 0-1.

Controle de I’excés de risque pour la perte 01 par ’excées de risque pour la perte ¢.
Supposons que pg(n) > 0 lorsque n > 1/2 et qu'il existe ¢ > 0 et s > 1 tels que pour toute

n € [0,1],
1/2 " < ¢*AH,(n,0). (H2)

L’objectif de cet partie est d’établir que pour toute fonction mesurable g(z) .
Roi(g) — Riy < 2¢AR4(g)"/*,

ol R* est l'erreur de Bayes optimale pour la perte 0 — 1.

1. Soit R la droite réelle étendue (]R =RU{—o0, +oo}) Nous étendons une fonction convexe ) : R — R en
définissant 1(00) = lima 00 1(x) et P(—00) = limz—s oo (). Elle garantit que le minimiseur optimal pj(7)
donné ci-dessous est bien défini & n = 0 ou 1 pour certaines fonctions de perte.
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10.

11.

12.
13.
14.

Montrer que

y 1/s
Ro1(g9) — Ry < 2¢ (E[]]-{(QH(X)71)g(X)§O}AH¢>(77(X)70)]) .

Montrer que
(2n(z) — Dg(z) <0 = AHy(n(z),0) < AHg(n(z), g(x))

Montrer que la condition (H2) est vérifiée avec ¢ = %, s = 2. pour le critére quadratique.
Montrer que la condition (H2) est vérifiée avec ¢ = %, s = 1 pour la perte hinge.

Montrer que la condition (H2) est vérifiée avec ¢ = \/In2/2,s = 2 pour la perte logis-
tique.
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3 Solutions

Solution Exercice 1. : 1. On remarque que

E |sup{x(0) + ¢(9)€¢}] = (Sup{ww) +19(0)} + sup{p(f) — ¢(9)}>
0co 0co 0co

( sup {p(0) + p(0) + {¥(0) — ¢(9/)}}>

0,0'c0?

NI~ N~ N

( sup {(0) +(0') +{¥(0) — ww’)}})

0,0’ 0?2

2. En utilisant la question précédente, nous obtenons

a;]

k
= %E L%flp@{bw) +0(0)} + > ei{wi(ai(0) + i(ai(0)} + lrr1 (ars1(0) — @y (art1(0)) |
Whe i=1

k+1
E lsup b(0) + Z eipi (ai(0))
0cO i=1

gff]

k
S SE [ sup {b(60) +b (')} + D ei{wi (@i(0)) + @i (ai (0')} + lans1(0) — ant1 (6') |

0,0'cO i=1

8’1€‘| = Bk

N |

En appliquant de nouveau (2) avec ¥;41(x) = z, nous en déduisons

s’f]
.

nous pouvons utiliser ’hypothese de récurrence (M) avec b < b+¢ep41ak+1, ce qui montre

k
B :=E [zug b(0) + eprrak+1(0) + 251‘(,01‘ (a;(0))
€ i=1

Comme nous avons,

k
E[Bk] =E lE [zug b(G) + €k+1ak+1(6’) + Zeigoi (CLl(@))
€ i=1

k1
E[By] <E |supb(6) + ) eipi (ai(9))
0cO i=1

Ce qui donne le résultat
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Solution Exercice 2. : On a :

1 & 1 &
E [ sup — E EZHTXZ"| =E [ sup GT* E EZXZ]
lol<p ™ ;= lol<p "5

cs 1
< E sup ||9|| EZSlXZ
i=1

lel<D ]
97\ 1/2
Jen<senD o lzn: X
=~ ni:lgz i
E[Eié‘j]:O 1 n 1/2
< DIE[=Y &)X
2 (o[t 50

i=1
< RD
= \/ﬁ .
Solution Exercice 3. : 1. Comme par construction g, (2}") — go = gn(2}) — gn_1(27" 1) +

In_1(28"1) = go nous avons
E[eMon(Z1)=90)] = E[eMon(Z0)=9n-1(Z] ) Algn—1(Z1 ) ~g0))

_ E[]E[ e)\(gn(z?)—gnfl(zilil)) |Z{L—1]eA(gn,1(ZIL71)—gO)]
ou nous avons utilisé, pour tout variable Y > 0 et toute tribu F, E[Y] = E[E [Y | F]] et
pour tout Z > 0 F-mesurable E [YZ | F]=E[Y |F|Z, P-ps.

2. Nous avons inf,ez gi(2%,2) < gi(2%) (!) et

¢ > sup gi(2}) — gi(2{7", 2) = gi(z}) — inf gi(2]7', 2)
z€Z z€Z

Pour établir la deuxieéme identité, nous utilisons que pour tout fonction mesurable po-
sitive, f : Z x Z — R™, toute tribu F, toute variable aléatoire Y F-mesurable et toute
variable aléatoire Z indépendante de F,

E[fY,2)[F]=¢(Y) P —ps. avec ¢(y)=E[f(y,2)].

3. Découle directement du Lemme d’Hoeffding, Exercice 3, PC-9. appliqué a la variable
aléatoire Gy, = gn(Z7) et E < E [ | Z{H]

4. En appliquant les résultats précédents, nous avons
E[e)9n(21)=90)] < X*eh/BR[eMon-1(2]")=90)]

et nous concluons par une récurrence immédiate.

5. On applique I'inégalité de Chernoff, Exercice 2, PC-9, comme dans la preuve de 'inéga-
lité d’Hoeffding Exercice 3, PC-10.

Solution Exercice 4. : 1. en raison de la non-convexité de la fonction d’erreur de clas-
sification 7, la minimisation de (&) est combinatoire.

2. Cf cours et PCS8.
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3. Les fonctions sont toutes croissantes (sauf ¢2), convexe, (continues). 6 — f{@n(gg DX
6T x) = est donc une fonction convexe de 6. La majoration ¢(v) > 1,>¢ est évidente.

4. Pour ¢ € {¢2,0p, 1}, la fonction ¢ est strictement convexe, tend vers 0 en —oo et 400
en +o0. Donc pour tout 1 € ]0;1[, p — Hy(n, p) est strictement convexe, et tend vers
I'infini aux infinis, donc admet un maximum unique. Geogebral.

Pour ¢ = ¢, la fonction ¢ admet un minimum unique sauf pour n = 1/2.

5. Découle directement de :

et par différence
Ry(9) — Ry(gg) = E[Hy(n(X), 9(X)) — H(n(X))]

6. Calculs élémentaires. Geogebral.

7. Nous observons que pour tous les exemples de fonctions ¢ ci-dessus, pz)(n) > 0 lorsque
1 > 1/2. Cela implique que si nous prenons gj;(x) =py 0 n(z), alors la régle de décision
signe(g(’;) est un classifieur de Bayes pour la perte 0 — 1.

8. Cf cours

9. Notons que Rj; = Ro1(2n — 1). Par conséquent

Ro1(9) — Ro1(2n — 1)
= En(X){lo1(9(X), 1) — Lo1(2n(X) — 1, 1)} + {1 — n(X) Hlo1(9(X),0) — £o1(2n(X) — 1,0)}]
=E[2n(X) — D{lo1(9(X), 1) — Lo1(2n(X) — 1,1)}]
< E[l{2nx)-1)gx)<0}2n(X) — 1]
< 2{E[L(an(x)-1)g(x)<0} [1(X) — 1/2]*]}1/*.

et nous concluons en appliquant (HZ).

10. Supposons tout d’abord que n(x) > 1/2. Par hypothese, g;‘)(x) = pj o n(x) > 0 et
g(z) < 0. Donc 0 € [g(x), g5(z)] et comme la fonction p — Hy(n,p) est convexe

Hy(n(x),0) < max(Hg(n(x),g(x)), Hs(n(x), g4(x))) = He(n(z), g(x)) -

Supposons maintenant que 7(z) < 1/2. Par hypothese, gj(z) = g3 on(z) = —gj(1 —
n(z)) <0 et g(z) > 0. Donc 0 € [g5(x), g(x)] et nous concluons comme dans la question
précédente.

11. Pour le risque quadratique nous avons ¢(p) = (1 — p)?, g5(n) = 2n—1, Hy(0) = 1 et
Hj(n) = 4n(1 — n). Par conséquent,

AHgy(n,0) =1 —4n(1 —n) =2%(n - 1/2)>.

Donc [ — 1/2* < 3 AHgy (1, 0).
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12.

13.

Dans ce cas ¢(v) = max(0,1—v), pj(n) = signe(2n — 1) et
AHy(m,p) =1 (6) = ¢ (£3)) + 1 =n) (e(=p) =& (=p3(m)))
= nmax(0,1 — p) + (1 — ) max(0,1 +p) — 1+ |2 — 1|.
ce qui implique que
AHy(n,0)=n+1—-n)—1+]2n—-1=[2n—-1].
On a Hj(n) = —nlogyn — (1 —n)logy(1 — 1), et Hy(n,0) =1, donc

AHg(n,0) =14 nlogyn + (1 —n)logy(1 —n) =: h(n)

avec h(0) = h(l) = 1, h(1/2) = 0, K'(n) = 15 (In(n) — In(1 — 1)) donc A'(3) = 0,

In(2)
et finalement h"(n) = iy (3 + 115) = phypasy = miy pour tout 5 € [0;1]. Par
intégration, h(n) > ln%Z) (n—3)2 ie.,
In(2
n—1/2” < ;)AHM,O).
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