Variables aléatoires, Espérance, Indépendance

De l'analyse auzx probabilités. Ici on considere un espace de probabilité €2 qui contient les
événements w. Les ensembles mesurables seront donnés par la tribu F et on va travailler avec
une mesure de masse 1 appelée probabilité et notée P. Une fonction mesurable X sur (2, F) sera
appelée une variable aléatoire et son intégrale contre P sera son espérance et notée E(X).

On dit qu’un évenement mesurable A a lieu P p.s. (pour 'presque surement’) quand P(A) = 1.

1 Variables aléatoires

Dans la suite, (2, F,P) désigne un espace probabilisé.

1.1 Définitions
Définition 1.1. Une application X de (2, F) dans (R?, B(RY)) qui est mesurable, i.e.

VAe BRY), X1 (A)={weQ X(w)ecAeF
est appelée variable aléatoire.

Remarque 1.1. Comme B(RY) est engendrée par {H?Zl(foo;ai); a; € R}, pour montrer que
X = (Xy,...,Xy) est une variable aléatoire a valeurs dans R?, il suffit de vérifier :

Va = (a,...,00) € R {we Q;Vi e Ny, X;(w) < a;} €F

En particulier, ceci montre que X est une variable aléatoire & valeurs dans R? ssi pour tout i € Ny,
X; est une variable aléatoire réelle (la raison profonde étant en fait que la tribu borélienne sur RY
est la tribu produit de d copies de R).

Proposition 1.1. L’ensemble des variables aléatoires sur (2, F,P) a valeurs dans (R, B(R)) est
une algébre stable par inf, sup, liminf,, et limsup,,.
De plus, {w € Q; lim,, . X, (w) existe et appartient a R} € F.

Pour le voir, écrire par exemple {w : infrenXn(w) < a} = Upen{Xn(w) < a}, et

{w € Q; lim X, (w) existe et appartient QR} = {X,, suite de Cauchy}
n—oo
= {Ve>0,3ng € N:Vp e NI X, 1p — Xpo| < €}
= Ne>0 UngeN Npen{ | Xng+p — Xno| < €}
= Nnen UngeN Npen{|Xng+p — Xno| < 1/n}



A partir de maintenant, on utilisera une forme abrégée pour écrire des événements faisant
intervenir des variables aléatoires. Ainsi, pour noter par exemple I’événement {w € Q ; X (w) < C},
on écrira simplement {X < C'}.

1.2 Tribu engendrée par une collection de variables aléatoires

Définition 1.2. On se donne une famille (Y) cc de variables aléatoires sur (2, F,P) indexée par

un ensemble C quelconque. La tribu engendrée par la famille (Y)yec, notée I' = o(Y, ; v € C), est

définie comme la plus petite tribu sur Q rendant mesurable chaque Y, pour v € C. Autrement dit,
=0 (Y;l(B) . yeC, Be B(Rd)> .

Proposition 1.2. Soit X une variable aléatoire et f : (R? B(R?)) — (R* B(R¥)) borélienne.

Alors f(X) est o(X)-mesurable.

Réciproquement si une fonction Y : Q — R est o(X)-mesurable alors il existe une fonction
borélienne f telle que Y = f(X).

Cette propriété est une conséquence du théoreme de la classe monotone. En effet c’est un espace
vectoriel qui contient les indicatrices des ensembles X ~1(A) puisque 1(X 1 (A))(w) = 1(A)(X (w))
et Y,, = fn(X) croissante vers Y entraine Y = limsup f,,(X).

Elle est trés importante dans la mesure ou elle fait clairement comprendre ce que signifie “étre
o(X)-mesurable”.

1.3 Distributions et fonctions de répartition

Définition 1.3. Soit X : (2, F,P) — (R4 B(R%)). On appelle mesure image de P par X ou encore
loi de X la mesure de probabilité Px sur (R, B(RY)) définie par :

VA € B(RY), Px(A) =P(X"'(A))
La loi de X est déterminée par la fonction suivante, appelée fonction de répartition.

Proposition 1.3. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans RY. On définit la fonction de
répartition de X sur R par
Vo € RY Fx(z) =P(X < z).

Deuz variables aléatoires ayant méme fonction de répartition ont méme loi.

Démonstration. On sait que {H?Zl(—oo; ¢l ¢ € R} est un 7-systeme qui génere B(R?). Par
le théoreme d’unicité des probabilités coincidant sur un mw-systeme. O

Les fonctions de répartitions jouissent de propriétés tres caractéristiques, du moins dans le cadre
de la dimension 1. Dans le reste de cette section, on se limite donc a la dimension 1.

Proposition 1.4. Supposons que F soit la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle
X. Alors :

a) F:R — [0,1] est croissante.

b) limy i F(z) =1 et lim, o F(z) =0.



c) F est continue a droite (et admet des limites a gauche).

Soit F' une fonction ayant les propriétés a,b,c. Il existe alors une variable aléatoire X sur un
espace probabilisé (2, F,P) telle que la fonction de répartition de X soit F'.

Démonstration.
a) trivial car {X < z} est croissant en z.
b) limy 400 F(x) = limy— 100 P({w € @; X(w) < x}) et cette limite existe car F est croissante. Or
(An)n = ({X < n}), est une suite croissante d’événements tendant vers 2. Donc par additivité
dénombrable de P, lim,,_, P(A,) = 1. Par suite, lim,_,;+ F(x) = 1. Un raisonnement analogue
montre que lim,_._ F(z) =0.
¢) Soit (zy), une suite de points tendant vers x avec pour tout n € N, z, > x. On a F(x,) =
P(X < a,) et {X < a,} | {X < 2} donc par additivité dénombrable, F(z,) | F(x) et F est
continue a droite. Le fait qu’elle admette des limites a gauches vient de sa monotonie.

Idée de la réciproque : la variable X cherchée va étre distribuée comme F~1(U) ou U v.a.
uniforme sur [0, 1] puisque P(F~Y(U) < ¢) = P(U < F(c)) = F(c).
Plus rigoureusement, on considere l'espace (£, F,P) = (]0,1[, B(]0,1[),A) ot A est la mesure de
Lebesgue. On pose pour w €]0, 1],

X(w)=inf{zeR; F(z) >w} =sup{y € R; F(y) < w}
Il est facile de voir d’apres la définition de X que

w< Fle) <= X(w)<c

Par conséquent, A(w : X(w) <c¢) = AMw < F(c)) = F(c). O

1.4 Variables aléatoires discretes et variables aléatoires a densités

Définition 1.4. Une variable aléatoire X est dite discréte s’il existe un ensemble dénombrable £
tel que P(X € £) = 1. La loi de X est alors caractérisée par une suite (pe)ece € [0,1] telle que

YoecePe=1etpe=P(X =e).

Exemples fondamentaux :
1) X suit une loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1] ssi :

P(X=0)=1-P(X=1)=1—p

C’est le résultat d’un tirage (eventuellement biaisé) a pile ou face.
2) X suite une loi binomiale de parametres (n,p) ssi :

VO<k<n, P(X=k)= <">pk(1 — )k,

C’est le nombre de piles obtenus apres n lancers.
3) X suit une loi géométrique de parametre p € [0,1] ssi :

Vn e N* P(X =n) =p(l—p)" !



C’est le nombre de fois ot vous devez lancer la piece pour obtenir un pile.
C’est aussi la (seule) loi sans mémoire discréte, au sens ot

P(X >n+m|X >n)=P(X >m) (n,m >0).
4) X suit une loi de Poisson de parametre A € R ssi :
k
A
k!
Elle modélise le nombre de clients qui se présentent au bureau de poste pendant un intervalle de
temps donné. En effet si chaqun des n clients décide avec probabilité p, de se rendre a la poste,
indépendamment les uns des autres, alors le nombre de personne qui se rendent a la poste est donné

par une binomiale de parametre (n,py,) et quand n temps vers U'infini et p, tend vers zéro avec
pn ~ A/n, on retrouve la loi de poisson

VEeN, P(X =k)=e

Définition 1.5. On dira qu’une variable aléatoire X est a densité f (par rapport a la mesure de
Lebesgue) ssi

VA € BRY), Py(A)= /A F(@)da

Exemples fondamentaux :
0) X est une loi uniforme sur [a, b] ssi X admet pour densité

1
z)=1 x .
F) = oy (0)
1) X est une gaussienne de moyenne m € R? et de matrice de covariance I' € Sj (ensemble des
matrices symétriques définies positives) ssi X admet la densité sur R? donnée par

1 L
f(x):(Zﬂ)d/Q\detF\l/QeXp —§<F (x —m), (z —m) >

oll < -,- > désigne le produit scalaire euclidien usuel sur R%.

La gaussienne a quelque chose d’universelle puisqu’elle donne la distribution de la somme d’une
grande quantité de variable iid centrées (voir TLC). Elle joue ainsi un role important pour quantifier
I’erreur dans un sondage. Pour la voir apparaitre physiquement, se rendre a la cité des sciences ou
des billes tombent sur une grille de clous et percutent les clous successifs pour passer (de maniere
équiprobable et indépendante) a gauche ou a droite de chaque clou. Le tas de caillou formé a la
forme d’une gaussienne. La gaussienne de densité sur R :

—(z—m)?/(20?)

e
oV 2w

2) X est une exponentielle de parametre A ssi X admet la densité sur R donnée par
(@) = 1g+(2)Ae™™
C’est la loi sans mémoire, c’est a dire la seule a verifier que

PX>t+s| X >t)=P(X > s)

fz) =

Elle permet donc de modéliser des variables telles que le prochain moment ol on gagne a un jeu,
ou un accident se produit mais aussi certaines durées de vie comme le homard (qui ne vieillit pas)
ou des composants qui ne s’usent pas mais peuvent casser.



2 Espérance

Définition 2.1. L’espérance d’une variable aléatoire est donnée par E(X) = [, X (w)P(dw). Une
v.a. est dite intégrable si E(|X]|) < oo.

Remarque 2.1. i) Notons que si P(X € {z; : i € N}) =1 (v.a. discréte) alors

E(X) =) P(X = ;).

€N

(17) SiP(X € dx) = f(x)dx (v.a. a densité f) alors

E(X) = /]Rd xf(zx)dx.

(13i) Si X est intégrable, alors P(X = c0) = 0.
Si X et'Y sont intégrables et X =Y p.s. alors E(X) =E(Y).
Si (Zy)k est une suite de variables aléatoires positives alors

“(Fa) e

Si (Zy)i est une suite de variables aléatoires positives telles que Y, E(Zy) < +oo alors presque
sturement, on a :
ZZk<+OO et Z, — 0
k
(iv) St X, Y sont deuz variables aléatoires de carrés intégrables, on appelle covariance de X et
Y le réel défini par

Cov(X,Y) =E[(X —E(X))(Y —E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y).

La variance de X est Var(X) = 0% = Cov(X, X) = E(X?) —E(X)? > 0.

De plus si X = 14, E(X) =P(A). On en déduit facilement que la loi de X est identifiée par les
quantités E(f(X)) :

Proposition 2.1. Soient X et Y deuzr v.a. Si pour toutes fonctions continues bornées f (ou
continues a support compact, ou C> a support compact, ou de la forme 1(A) pour A dans un
m-systéme engendrant F.) ,

alors X et'Y ont méme loi.

C’est une maniere pratique de montrer qu'une v.a. X a une loi donnée (par exemple pour ob-
tenir sa densité par changement de variable). Pour des fonctions f(X) ou f est inversible et la loi
de X connue ou bien pour max(X;) ou X; sont indépendantes, on préférera souvent utiliser les
fonctions de répartition pour trouver les lois.



Enfin en munissant Q x R de P ® dz et en notant A = {(w,z) / 0 < 2z < X(w)}, A est
F ® B(R)-mesurable et ’on a par Fubini :

w(A) = /[0;+OO) P(X > z)dr = /QX(w)]P’(dw) =E(X)
et donc
E(X) = /R+(1 — F(x))dz

Théoréme 2.1. Inégalité de Jensen Soit ¢ : G — R une fonction convere et X une variable
aléatoire P p.s. a valeurs dans G ou G est un intervalle de R ouvert.
On suppose que :

E(1X]) < 400, E(Jp(X)]) < +o0

Alors :
P(E(X)) < E(¢(X))
. . P(v) —d(u) _
Démonstration. Pour v < v < w, on pose A, , = —— . Puisque ¢ est convexe,
v—u

Au,v < Av,w

(D—-¢)(v) = limy1y Ayp €t (D1 @) (v) = limy, |, Ay sont les dérivées a gauche et a droite de ¢. On
a donc

(D-9)(v) < (D46)(v)
D’autre part, par un argument du méme genre en prenant quatre points, D_¢, D¢ sont crois-
santes.

Siz <w<v, Azy < Ay, et par passage a la limite quand w tend en croissant vers v, on obtient
Agy < (D_¢)(v) car ¢ est continue sur G.

On a done 6(v) — 6(z) < (v — 2)(D_§)(v) < m(v — ) pour m € [(D_6)(v); (D 6)(v)].
En raisonnant de méme si v < z, on a pour tout v,z € G, ¢(x) > m(x — v) + ¢(v) pour

m € [(D-¢)(v); (D1.9)(v)]-
Doncsiv=p=EX)eG (a<X<b=a<EX)<b),etz=X,ona:

(X)) = m(X — p) + ()

et en intégrant on obtient

2.1 Espaces LP

On rappelle que LP est I’espace vectoriel des variables aléatoires X telle que

1Xlp = E(IX )7

est finie. On dit alors que X a un moment d’ordre p et on remarque que |||, est une seminorme
pour LP.

Une propriété particuliere aux espaces de probabilités (par rapport aux espaces associés & une
mesure quelconque) est la suivante



Proposition 2.2. Si1 <p<r<+ooetsi X € L", alors X € LP et on a
X1y < 11Xl

Autrement dit, plus une variable aléatoire a des moments d’ordre élevé, mieux c’est. La démonstration
facile repose sur I'inégalité de Jensen appliquée, apres troncature, a la fonction convexe ¢(z) = z"/P,
Ou appliquer Holder & 1.X et r/p > 1.

On rappelle ces deux inégalités d’un usage constant et qui dérivent de 'inégalité de Jensen

Théoreme 2.2. Inégalité de Holder
Soit 1 < p,q <400, tels que p~ ' +q¢ ' =1 et X € LP,Y € L£9. On a alors linégalité de Holder

E(IXYT) < [IXlplY llq

Démonstration. On peut bien sir se restreindre au cas X, Y > 0 et E(X?) > 0. D’autre part,
quitte a considérer X An et Y An, puis a passer a la limite quand n tend vers +oo par le théoreme
de convergence monotone, on peut supposer X,Y bornées. On définit une probabilité QQ par

 XPP(dw)

Q(dw) = E(X?) = La M)

i.e.Q(A) = E(X7)

et une variable aléatoire Z par

On conclue avec Jensen :

E(X?) E(XP)
O

Théoréeme 2.3. Inégalité de Minkowski
Soit X, Y € LP, on a linégalité de Minkowski

X + Y, < [1X]lp + 1Yl

Démonstration. L’inégalité de Holder donne
E(X+YP) < E(X[IX+Y[P)+E(Y][X +Y[P)

< AlX|p + AVl
ot A = |||X + Y[, = E(|X + Y|)/9. Un majoration grossiére montre que A est finie et le
résultat tombe. m

Inégalités de Markov Si X € LP, P(|X| > ¢) < ¢ PE(|X|?).
Si X est une variable aléatoire positive, pour tout réel ¢ et tout A > 0, on a

P(X > ¢) < e “E(eM)



2.2 L’espace normé [P
ILP est le quotient de L£P pour la relation d’équivalence X ~Y < X =Y, Pp.s..
Théoréme 2.4. ILP est un espace vectoriel normé complet.

On rappelle que pour démontrer ce théoreme, on utilise ce que l'on appelle parfois “la réciproque
du théoreme de convergence dominée”, a savoir :

Proposition 2.3. Si (X,,), est une suite de Cauchy dans LP alors il existe une sous-suite (Yy,), de
(Xn)n et une variable aléatoire X ayant un moment d’ordre p telle que (Yy,), converge en norme
LP vers X.

Le cas p =2
L2 jouit d’un place particuliere au sein des espaces P puisque c’est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire < X,Y >=E(XY).

En anticipant sur la suite, si X et Y sont indépendantes alors Cov(X,Y) = 0 et la réciproque
est fausse. Si Cov(X,Y) = 0 alors les variances s’ajoutent : Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
(théoreme de Pythagore).

2.3 Exercices

Exercice 2.1. Lois usuelles Calculer ’espérance et la variance de :
1) La loi binomiale B(n,p) (p € [0,1], n € N*).

2) La loi de Poisson P(A) (A > 0).

3) La loi géométrique G(p) (p €]0,1]).

4) La gaussienne de densité sur R :

z—m)?/(20?)

oV2m

Solutions : 1) L’espérance vaut np et la variance np(l — p), ce qui s’obtient en utilisant k(g) =

67(

fz) =

n(z:i), ou en dérivant Y ;o ()= (1 —p)"~*, ou en écrivant la loi binomiale comme somme de n
Bernoulli indépendantes (cf section suivante).

2) La moyenne et la variance sont égales a .

3) La moyenne vaut 1/p et la variance [1 — p]/p>.

4) La moyenne est donnée par m et la variance o* (obtenue par intégration par partie).
Exercice 2.2. (Lois normales dans R?, Ouvrard, Tome II p32) Soit X = (X7, X3) une v.a. a

valeurs dans R? de loi normale A(0, I3), c.a.d. sa densité fx est donnée par

1
fX(x) — %e_HxHZ/Q’

ot | z |= (z1,22) ||= /2% + 23 est la norme euclidienne usuelle.



1) Déterminer la loi de la v.a. || X ||

2) Soit D = {(z1,72) € R?: 21 # x5}. Démontrer que la variable aléatoire T définie par

X
T .— LXz
X1 —Xo

admet une densité égale a (loi de Hotelling)

2
) si (Xl,XQ) € D; T:=0si (Xl,X2)¢D,

s ()~
* |\ L) —————————————
B @+ )V
Solution :
1) En utilisant un changement de variable polaire puis le changement u = p
fonction positive a support compact

2. on obtient pour tout

B = [ 560 o= [ st et

Ceci prouve que || X ||? ext une variable exponentielle de paramétre 1/2.

2) On effectue le changement de variable

_ it v = l<v+g> x —1<v—2)
1 — X9 2 u/’ ? 2 u

=r1+Ty & xT1=

de jacobien v/2u? et on utlise le théoréme de Fubini

E(f(T)) = 47r [/ o] exp(—v2(1 + 1/u )/4)@}
f( ) u?

e u? 1—|—u2

- /f DAY

3 Indépendance

3.1 Indépendance d’événements et de variables aléatoires

Définition 3.1. a) Les événements A et B sont dits indépendants si et seulement si P(AN B) =
P(A)P(B).

b) Deux familles d’événements Ay et As sont dites indépendantes si et seulement si tout élément
de Ay est indépendant de tout élément de As.

Théoreme 3.1. Soient Cy et Co deux mw-systémes contenus dans F. On note F; la tribu engendrée
par C;. Alors F1 est indépendant de Fo si et seulement si C1 est indépendant de Cs.



Démonstration. La condition nécessaire étant triviale, passons a la condition suffisante. C’est
une conséquence de la proposition d’unicité du prolongement des mesures, qui est une conséquence
directe du théoreme de Dynkin. En effet, pour un Cy € C; fixé, les deux applications définies sur
F par :

I 6f—>P(I)P(C1) , 1€ fﬁP(IﬂCl)

Ce sont deux mesures finies de méme masse et coincidant sur un w-systeme, a savoir Co. Elles
coincident donc sur la tribu engendrée par Cs :

VC1 € C,VE;, € fQ,P(FQ)]P)(Cl) = IP(FQ N Cl).
Soit maintenant Fy € F, fixé. Considérons les deux applications
Ie F—-PUIP(F) , e F—-PUINF,)

sont deux mesures de masses égales finies coincidant sur le m-systeme C; : elles coincident sur la
tribu engendrée Fi, c.q.f.d. O

On verra dans la section 3 une généralisation de ce théoreme (théoréeme des coalitions).

Définition 3.2. Soient X1 et Xo deux variables aléatoires. On dit que X1 et Xo sont indépendantes
si et seulement si les tribus engendrées o(X1) et o(X2) le sont.

Remarque 3.1. Si X et Xao sont deux variables aléatoires indépendantes et si f1 et fo sont des
fonctions boréliennes alors f1(X1) et fa(Xa) sont indépendantes (car o(fi(X;)) C o(X;)). Par
exemple, si X1 et Xo sont deuz vecteurs aléatoires alors toute composante (ou marginale) de X,
est indépendante de toute composante (marginale) de Xo.

Théoreme 3.2. Soient X1 et Xy deux variables aléatoires a valeurs dans R™ et R™ respectivement.
L’indépendance de X1 et Xo équivaut a chacune des propositions suivantes

(’L) VA, € B(Rn), VAy € B(Rm) : P(Xl c A, X5 € AQ) = P(Xl S A]_)]P)(XQ S Ag)
(’&6 ]P(Xl,Xz) = IFDXI & IP)XQ).

(i") VA € mp, VAg € mo : P(Xy € A1, X5 € Ag) =P(X; € A1)P(Xs € Ay) avec m un w-systéme
qui engendre B(R™) et mo un m-systeme qui engendre B(R™).

(i) En terme de conction de répartition

]P’(Xl <z, Xy < {L'Q) = ]P)(Xl < wl)]P’(X < (L'Q) (:Cl S R”,wg S Rm)

(ii) Pour toutes fonctions boréliennes positives f1 et fa, on a

E [f1(X1) f2(X2)] = E[f1(X1)] E [f2(X2)]

(i7') Pour toutes fonctions boréliennes bornées f1 et fa, on a

E [f1(X1) f2(X2)] = E [f1(X1)] E [f2(X2)].
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Il suffit en fait de le vérifier pour des fonctions continues (ou méme C'*°) bornées (ou méme a
support compact).
Démonstration. (i) est la définition, (i) vient de l'unicité du prolongement d’une mesure

définie sur un 7 systéme ou du Théoréme 3.1, tout comme (i").

Passer de (i) & (i) ou (i7") se fait par la machine standard, et pour (i) = (ii’) on peut aussi
invoquer le théoreme de la classe monotone. Les réciproques sont évidentes.
d

Nous passons maintenant a une propriété vérifiée par les variables aléatoires indépendantes.

Proposition 3.1. Soit X; et Xo deux variables aléatoires réelles indépendantes.
1) Si X1 et Xo sont dans L alors X1Xy est dans L1 et E(X1X2) = E(X1)E(X?).
2) Si X1 et Xo sont dans L? alors cov(X1, X2) =0 et Var(X; + Xa) = Var(Xy) + Var(Xs).

Rappel : La covariance de deux variables aléatoires réelles X et Y est définie par cov(X,Y) =
E(X —E(X))(Y —E(Y))) =E(XY) —E(X)E(Y) et 0% = Cov(X, X).

Démonstration. 1) Pour montrer que X;Xs est intégrable, on applique le (i) du théoréme
précédent avec fi = fo = |- |. Pour établir I’égalité entre les espérances, on écrit X; et Xy comme
différence de leurs parties positives et négatives respectives. Par linéarité de l’espérance, on se
ramene ainsi au cas de variables aléatoires positives. On applique alors a nouveau la proposition
(ii) avec f1 = fo = id.

2) Evident.

[J Bien sur la réciproque de cette propriété est en général fausse. Vous pouvez construire un
contrexemple ou X; € {—1,0,1} et Xo € {0,1}, en imposant méme X;Xo = 0 et E(X;) =
0. Néanmoins, si X; € {a,b} et Xo € {c,d} vérifient Cov(X;, X2) = 0, alors X; et Xo sont
indépendants. Exo! (pour lequel il est conseillé de se ramener & a = ¢ = 0, b = d = 0 par un
changement affine.

3.2 En particulier (et en pratique) : les critéres d’indépendance

En pratique on utilise un des points suivants, ce qui revient a regarder un bon 7 systeme dans
les cas 1 et 3 ou a utiliser la mesure produit dans le cas 2.

1) Pour des variables aléatoires discretes
Si les variables aléatoires X et Xy sont discretes, il en est de méme pour (X7, X2). Pour que X;
et X5 soient indépendantes, il faut et il suffit que

Vx1 € Xl(Q),V:L’Q € XQ(Q), P(Xl = :L’l,Xz = :L’Q) = P(Xl = a:l)IP’(XQ = 372)

La démonstration de cette propriété est laissée en exercice. Le point important est de remarquer
que pour une variable discrete X a valeurs dans un ensemble discret E les ensembles atomiques
{X = e}, e € E forment un 7-systéme qui engendre o(X).

2) En termes de densités On a équivalence entre
i) X1 et Xy sont deux v.a. dans R% et R4 indépendantes de densités f1 et fs.
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ii) (X1, X2) est une v.a. R4T% de densité x = (21, 22) — fi(21) fa(w2) avec [ fi= [ fo=1.

Pour I'implication, on utilise & nouveau le m-systeme C = {41 x Ay; A; € B(R™), Ay € B(R%®)}
qui engendre B(R™) et 'unicité du prolongement des mesures finies qui coincident sur un 7-systéme
appliqué a P((X,Y) € A) et [, fi(x1)f2(w2)dridzs. Ou bien Fubini.

Pour la réciproque, on se donne des boréliens A; et As, on a

P((X1,X2) € A1 x Ag) = ( N fl(xl)dx1> </A2 fg(wg)dw2>

En prenant successivement A; = R% puis Ay = R%, on obtient que la loi de X est donnée par la

densité fi et celle de X5 par la densité fo. On déduit de ’égalité précédente I'indépendance de X
et Xo.

3.3 Indépendance généralisée

Soit I un ensemble quelconque, dénombrable ou pas.

Définition 3.3. (Indépendance de familles d’évenements et de variables aléatoires)

— Les événements (A;)icr sont dits indépendants ssi :

VJ C ILP(Njes4;) = [[P(4))
JjeJ

— Des familles d’événements (A;)icr sont indépendantes ssi pour tout choix d’un A; dans A;,
la famille d’événements (A;)icr est constituée d’événements indépendants.

— On dira qu’une famille de variables aléatoires (X;);cr est une famille de variables aléatoires
indépendantes ssi les (0(X;))ier le sont.

On prouvera en exercice que trois variables aléatoires peuvent étre indépendantes deux a deux
mais pas dans leur ensemble. Pensez aussi par exemple aux tirages consécutifs de deux dés et aux
trois variables suivantes : le premier résultat, le deuxieme et la parité de la somme des deux.

Le théoreme suivant qui est une généralisation du théoreme vu dans la section 1 signifie sim-
plement que I'indépendance se conserve par “regroupements disjoints”.

Théoréme 3.3. (“des coalitions”)

Soit une famille (C;)ier de m-systémes indépendants contenus dans une tribu F. On note F; =
o(C;) la tribu engendrée par C;. Soit (I;)jes une partition quelconque de I et pour tout j € J,
Gj =0 (Uier,Cs).

Alors les tribus (G;)jes sont indépendantes. En particulier, les tribus (F;)icr sont indépendantes.

Démonstration. La démonstration dans le cas fini est faite dans le Durrett et dans I’Ouvrard.
Durett donne pratiquement tous les éléments pour traiter le cas infini. Dans le cas infini, on pourra
trouver une démonstration bien faite dans le Buchwalter.
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On commence par montrer le théoreme pour J = I et I; = {j}. Dans ce cas, il est clair que 'on

peut se ramener au cas I fini. On suppose pour simplifier les notations que I = {1,...,n} et on
rappelle que le cas n = 2 a été vu dans la section 1.
On fixe Ay € Co, ..., A, € C, et on considere les deux applications suivantes sur Fp

BieF - P(BiNAyN...NA,)
B e Fi — P(Bl)P(AQ) ce P(An)

Ce sont deux mesures de méme masse finie (faire B; = 1) qui coincident sur le 7w-systéme C; donc
sur Fj.
On fixe ensuite By € Fi, A3 € Cs,..., A, € C, et on considere les deux applications

By €f2—>]P)(B1ﬁBQﬁA3...ﬂAn)
By € Fy — P(B1)P(B2)P(A3) ... P(An)
qui sont des mesures de méme masse finie (appliquer ce qui précede en faisant By = (23) coincidant
sur le m-systéme Cy donc sur F». Et on continue ainsi pour obtenir le résultat annoncé.
On a donc obtenu le théoreme pour le cas de la partition triviale. On définit
L;= { Nier; Ai; A; € C; pour un nombre fini d’indices et A4; = 2 autrement}

C’est un m-systeme contenant tous les C; pour ¢ € I; donc o(L;) contient G;. Or les C; sont
indépendants donc les £; le sont : il suffit de I'écrire. D’apres ce qui précede, les o(L;); sont des

tribus indépendantes et il en est donc de méme des (G;); puisque G; C o(L;). O
Remarque 3.2. Voici une application discréte du précédent théoréme. Soient Ai,..., A, des
évenements indépendants. On considére les événements Ay, ..., A, ot A; = A; ou AS. Montrer

que les A; sont indépendants. Cela peut aussi se vérifier a la main, mais ce n’est pas si facile (faire
une récurrence sur le nombre de complémentaires A dans la séquence A;).

3.4 Indépendance et événements asymptotiques

Le type de question que nous appréhendons ici est la suivante. Si je tire a pile ou face avec
probabilité p (ou p, au nieme lancer) de faire pile, est ce qu’a un moment je cesserai de voir des
piles ?

Dans cette section, nous énoncons trois théoréemes concernant la tribu asymptotique : loi du
0-1, lemme de Borel-Cantelli 1 et lemme de Borel-Cantelli 2. Le lemme de Borel-Cantelli 1 n’a rien
a voir avec 'indépendance mais son énoncé étant une sorte de réciproque du 2, il est d’usage de le
placer ici.

Définition 3.4. Soit (Fy), une suite de sous-tribus de F. On appelle tribu asymptotique des (Fn)n
la tribu
foo = mnGNU (Uanfk)

Les éléments de Foo sont appelés les événements asymptotiques et une variable aléatoire Foo-
mesurable est dite asymptotique.

Si (Xn)n est une suite de variables aléatoires, la tribu asymptotique associée aur X, est la tribu
asymptotique associée aur Fp, = o(Xy).

13



Par exemple, I'événement {w € ; X,,(w) converge dans R} est un événement asymptotique
(par rapport aux X,,) et limsup X,,, liminf X, sont des variables aléatoires asymptotiques. Traitons
un exemple :

1 1
liminf X,, >a< (VI > 0,3n, Vk > n, X, > a — 7) S w € Ny Ny Upsn Nigsp { Xk 2@—#7].
L > >

Théoréme 3.4. (Loi du “Tout ou Rien’, ou du “0-17)
Si la suite (Fy,)n est constituée de tribus indépendantes alors

VA € Fo, P(A) =0 ou P(A) =

La loi du tout ou rien dit ainsi que soit p.s. je cesserai de voir des piles, soit p.s. je verrai une
infinité de piles. le fait d’etre dans un cas ou dans 'autre dépend de la suite p,, et les lemmes de
Borel Cantelli répondent a la question.

Démonstration. On démontre que F, est indépendante d’elle-méme ce qui implique trivia-
lement le résultat. D’apres le théoréme des coalitions, o (Ug>nFy) est indépendant de F, pour
p < n. Or Fy est l'intersection des o (Ug>,Fy) donc Fu est indépendant de F, pour tout p. Il
en résulte que Fo est indépendant de o (Up>1F) et Foo C 0 (Up>1Fp) done F est indépendante
d’elle-méme. O

On rappelle que si 'on a une suite d’événements (A, )., on définit
limsup A, = Ny, Up>n A, = {w; w appartient & une infinité de A,}

c’est a dire A4,, se produit une infinité de fois (en anglais infinitely often, i.o.)

Lemme 3.1. (Borel-Cantelli 1)
Si Yy, P(Ay) < 400 alors P(limsup A,,) = 0. (C’est a dire : Ay, ne se produit qu’un nombre fini de
fois).

Démonstration. Pour tout n, limsup Ay, C Up>p, A donc

P(limsup Ay) < P(Ug>nAx) < ZP Ag)
k>n

et le dernier terme de droite tend vers 0 quand n tend vers I'infini par hypothése d’ou le résultat.
O

Lemme 3.2. (Borel-Cantelli 2)
Si les (An)n sont des événements indépendants et si ) P(A,) = +oo alors P(limsup 4,) = 1.
(C’est a dire : Ay, se produit un nombre infini de fois).

Démonstration. Il est aisé de voir que
{limsup A} = Uy Nig>p A5,

Posons py, = P(Ag). On a P (Ng>nAf) = [[}5,(1 — px) car par indépendance,

P (Nm>k>ndf) = H (1 —px)

m>k>n
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et on peut faire tendre m vers l'infini grace au théoreme de convergence monotone.
Pour tout x > 0, 1 — 2 < exp(—z) donc

[Ta=p)<exp =D m| =0

k>n k>n

Donc P((limsup Ag)¢) = 0. O

3.5 Exercices : Indépendance

Exercice 3.1. Soient T} et Tb deux variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de pa-
ramétre 1 — p; et 1 — po.

1) Calculer et reconnaitre la loi de min(T},T%).
2) Calculer la loi jointe de min(T7,Ts) et Ty — Tb.
3) En déduire que min(T7,T>) est indépendant de Ipi<72. Quelle est la loi de Lpj<72 ?

4) Déduire également de la question 2) que R = max(11,T2) — min(T1,T3) est indépendant de
mm(Tl,TQ).

5) Calculer la loi de R conditionnellement a {R # 0}. Reconnaitre cette loi quand p; = pa.

Solutions :
1) Utiliser que P(Th > n) = p{ pour en déduire que P(min(T1,T2) > n) = P(Th > n)P(Tx > n) =
(p1p2)™, c’est a dire que min(T1,T) est une v.a. géométrique de paramétre pips. o
2)Pour tout j > 0, P(min(Ty, To) =i, T1—Ty = j) = P(Ty = )P(Ty = i+j) = (1—p1)(1—p2)pbpi™
et P(min(Ty,T5) =i, Th —To = —j) = (1 — p1)(1 —pg)pilpl;_].
3) Il suffit de cacluler

P(min(Ty,Ty) =i, Ty > Ty) = Y Pmin(Ty,Ty) =i, Ty =Ty =j) = Y _(1—p1)(1 - pa)php™
Jj=0 Jj=0

= (p1p2)'(1 — p1) = P(min(Ty, Ty) = ) I(Ty > Tb),

ce qui prouve l'indépendance de min(Ty,Ts) et Ty — Tb.
4) Pour tout i,5 > 1, P(min(Ty,T2) =i, R=j) vaut

P(min(T1, Tz) = i, Ty—Ty = j)+P(min(T1, Tz) = i, Ti—To = —5) = (p1p2) (1—p1) (1—p2) (P, +13),

ce qui prouve l'indépendance des deuz variables (en traitant a part le cas j =0).

Exercice 3.2. Un modele pour le jeu de pile ou face (Ouvrard, Tome II, 9.3., p. 53-59), Lecon
suite de v.a. de Bernoulli indépendantes
Soit = € [0,1). On définit par récurrence les suites de terme général

Ry(z) ==
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et pour tout n > 0 Dy (x) = [2R,—1(x)] et Ryp(x) = 2Rp—1(x) — Dy(x).
On a pour tout n > 0,
x = ]Z; 5 + z—an(x)

Le but de 'exercice est de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.2. Sur [0,1) muni de la tribu des Boréliens et la mesure de Lebesgue, la suite
(Dp)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de pa-
rametre 1/2. La variable aléatoire R,, est de loi uniforme sur [0,1) et la variable Ry, et les variables
(D1, ..., Dy) sont indépendantes.

Pour cela on utilisera le théoréme des coalitions : Soit une famille (C;);c; de w-systémes contenus
dans A et indépendants; on note F; la tribu engendrée par C;. Soit (I;)j € J une partition de I et
Aj; la tribu engendrée par U;e,C;. Alors les tribus (Aj);jes sont indépendantes.

1) Vérifier que tout réel = €]0, 1] s’écrit d’'une manieére unique sous la forme précédente, z =

0, z122...2k... avec x; € {0,1} si et seulement si z n’est pas un rationnel dyadique, c’est-a-dire un

rationnel de la forme £; avec p,q € N et p <29,

Préciser la forme des D, (z) quand z est un rationnel dyadique.

2) On va montrer que (Dy,)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Bernoulli de parametre 1/2. On note €™ = (e1, ...6,) un élément de {0, 1}" et € = (&1, ...,en,...)
un élément de {0, 1},

2a) Montrer que N7_;{D; = ¢£;} est un intervalle de [0,1] que I'on précisera et calculer sa
probabilité. (On trouve 277).

2b) En déduire que pour toute partie non vide J de {1, 2,..., n} on a

1
P(Njes{Dj =¢;}) = ST

Conclure que les D,, sont bien indépendantes.

3) On va montrer que, pour tout n € N*, la variable aléatoire R,, est de loi uniforme sur [0,1) et
que les variables aléatoires R,, et (D1, Da, ..., D,) sont indépendantes.

3a) Vérifier que Ry, () = 2"z — Y5 2" 7 Dj(x) = 3272, 1 277 D;(z) et en déduire que R, et
(D1, Do, ..., D,) sont indépendantes.

3b) Montrer que la loi de R,, est uniforme, i.e.

3c) Déduire des deux questions précédentes que pour toute fonction borélienne positive f : R —
R et toute partie J de {1, 2, ...,n},

E [f(Rn)iesLp,=,] = P(Nics{D; = &i}) {/R 11[0,1[(y)f(y)dy] : (3.1)
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4) En vérifiant et utilisant la relation D,, = —R,, + 2R,,_1, montrer que la suite de v.a. R,, n’est
pas une suite de variables aléatoires indépendantes.

5) Soit (uj)j>0 une suite de probabilités sur (R, B(R)). On se propose de construire explicitement
des variables aléatoires (X)) >0 indépendantes de lois respectives (1;);>0.

5a) Soit (N;)j>0 une suite de sous-ensembles infinis de N* formant une partition. Pour tout
Jj >0, soit ¢; € N* une énumération des N;. Pour tout j > 0, on pose

=2

Montrer que les variables (Y;);~0 sont indépendantes.

1
%D

5b) Montrer que la loi de Y}, = > }_, Q%D%(k) est la méme que celle de Z,, = Y )_; Q%Dk et
en déduire que la loi de Y; est uniforme sur [0, 1].

5c) Soit F; la fonction de répartition de pj. On définit la pseudo-inverse de Fj par
G;(t) = inf {F; >t
i(t) = inf {Fj(z) > t}

On pose X; = G;(Y}). Montrer que la loi de X; est p1; (deja vu en cours) et conclure.

FEsquisse de solution :
1) La forme du développement quand le nombre est dyadique est celui qui correspond a annuler les
D, (z) a partir du premier entier n possible.
2.0) P(Njc {D; =¢;}) est égal a
. o _ =l Ao 1
>, P (mJEJ{DJ =&} N (Nkese{Dr = ¢ })) = > 52 = ST

E"f“”E{O, 1}7°¢ e€{0,1}7°¢

3.a) R, € 0(Dpt1, Dyyo,...) est indépendante de Dy, ..., Dy, puisque les v.a. (D; : i € N) sont
indépendantes (théoréme des coalitions).

3.b) Remaquer que Ry, a la méme loi que x : ils sont tous les deux obtenus par des suites de v.a.
de Bernoulli constitués en développement dyadique.

On peut aussi (Ouvrard tome II) calculer

B [f(Ra)T 1=, ] = /R 1o.1((1)f (9)dy

avce le changement de variable y = 2"z — 2?21 2"*jej puis sommer sur les €; =0, 1.

3.c) Utiliser 3.a) pour séparer les intégrales (par indépendance) puis 3.b). 4) D,, crée un lien entre
R, et R,, qui ne sont donc pas indépendantes. Si c’était le cas Dy, = —R,, + 2R,,_1 entrainerait
que P(D,, > 5/4) > P(R, < 1/4, R,—1 > 3/4) = P(R, < 1/4)P(R,—1 > 3/4) = (1/4)(1/4) > 0.
Ou bien utiliser que si les v.a. étaient indépendantes, leur somme admettrait aussi une densité.
5.a) On utilisera le théoréme des coalitions.

Exercice 3.3. Deux exemples parlants de variables aléatoires deux a deux indépendantes et
d’évenements deux a deux indépendants.
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1) On considere € = [0, 1]> muni de la mesure de Lebesgue. Montrer que les coordonnées X, Y et
Z sont des variables aléatoires indépendantes.

2) On considere 'espace de probabilité Qs = QU[Q+(1,1,0)]U[Q1+(1,0, 1)]U[2;+U(0, 1, 1)] muni
de la mesure de Lebesgue divisée par 4. Dessiner Q9. Montrer que 'on a P(X € [a,b]) = (b—a)/2
pour tout 0 < a < b < 2.

3) En déduire que X,Y,Z sont encore des variables aléatoires indépendantes deux a deux. En
considérant I'événement {X > 1, Y > 1, Z > 1} montrer que X, Y et Z ne sont pas indépendantes.

4) Version discréte du méme exemple : 2 = {0,1}3 d’éléments (z,y, z) avec z,y, z € {0,1}, muni de
la probabilité vérifiant P((0,0,0)) = P((1,1,0)) = P((0,1,1)) = P((1,0,1)) = % et tous les autres
atomes de probabilité nulle. Montrer que les événements X =1, Y =1 et Z = 1 sont indépendants
deux & deux mais pas dans leur ensemble.

Fi1G. 1 — L’ensemble 5. Les coordonnées ne sont pas indépendantes sur 2o mais le sont deux a
deux.

Exercice 3.4. On considere une urne contenant r > 1 boules rouges et b > 1 boules bleues. On
tire au hasard les boules sans remise.

1) Combien existe-t-il de tirages complets possibles ?

2) On note X,, le nombre de boules rouges obtenues alors que 'on a tiré n boules. Calculer la loi
de X,,.

3) Reconnaitre la loi limite de X,, quand r — oo, r/(r +b) — p €]0, 1].

4) On note Yy = 1 si la kieme boule est rouge et Yy, = 0 sinon. Quelle est la loi de (Y1,...,Y,4p) ?
5) En déduire que Y7, ..., Y., ont méme loi. Calculer la loi de Yj.

6) Exprimer X, en fonction de Y7, ...,Y,. Calculer E[X,] et Var(X,).

7) On note S, le nombre de boules rouges lors d’un tirage aléatoire de n boules de 1'urne avec
remise. Quelle est la loi de .S, 7 Comparer avec la question 3).

8) Calculer E(S,) et Var(S,). Comparer avec la question 6).

Exercice 3.5. Application du théoreme de Fubini, Durrett R. Probability : Theory and examples
p- 473

Rappel : Soit F' croissante sur R, continue a droite. Alors il y a une unique mesure y = dF sur
R muni de la tribu borélienne telle que p(]a,b]) = F(b) — F(a). On dit que F' est une fonction de
Stieltjes et p une mesure de Stieljes. La preuve est essentiellement la méme que celle qui donne
I'existence de la mesure de Lebesgue.
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1) Rappeler pourquoi ’ensemble des sauts d’une fonction croissante est dénombrable. Peut-on
énumérer ces sauts ,, de telle sorte que z,11 < x,, n € N?

2) Soit (z;)ier U'ensemble des sauts de F' et a; la valeur du saut en x;. Montrer que

dF = Zal&cz +ClF,

ou F' est une fonction croissante continue.

3) Soient F, u et G, v deux couples de Stieltjes. On note u = dF, v = dG. Montrer que p®@v({a <
2=y < b)) = yeay #{zHr({z}).

4) Montrer que pour —oo < a < b < 400,

(i /] () = F@)G) = (< (@), o <2 Sy < b))

5) Déduire des deux questions précédentes que

(i) /]b] F(y)dG(y)+ [ Gy)dF(y) = F()G®) — F(a)G(a) + Y n({z})r({z}).

Ja.b] z€la,b]

(Indication : Dans (n@v)({(z,y),;a<x <y <b})+puv{(z,y), a <y <z <b}), la diagonale
apparait deuz fois!).

6) Vérifier sur un exemple comment apparait le second terme en posant F(z) = G(x) = Lo o0[(7)
en prenant a < 0 < b.

(7i7) / 2F (y)dF(y) = F2(b) — F?(a) si F = G est continue.
Ja,b]

Solutions
1) Pour toutn € N, #{i:z; > 1/n} < oc.
2) Classique, poser dF = dF — > @idg, et vérifier que F n’a plus de sauts.
3) En appliquant le théoréme de Fubini on a
[ [ vwevtasin = [| [ 1,-stwtan)] wtan) = [vitauian) = S vitadutie.

En effet, la deuziéme intégrale est en fait une somme dénombrable puisque p({z}) est nulle sauf
pour x appartenant a ’ensemble dénombrable des sauts de F. On intégre donc une fonction nulle
sauf en un ensemble dénombrable de points par rapport a la mesure v.

4) Preuve de (i) :

F — F(a))dG = dF(xz
/]a,b]( (v) - F(a))dC(y) /w [ /H (x)

dG(y) = /]a’b; /M Loey (2, y)dF (2))dG(y) =
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//] - Lo<y(2,y)p @ v(dzdy) = p@v({(z,y), a <z <y < b}),

ot l'avant derniére égalité s’obtient par le théoreme de Fubini.

5) Preuwve de (ii). En utilisant le (i),

F(y)dG(y) + G(y)dF(y)
Ja,b] |a,b]

_ F(a)/ }dG(y)%—G(a)/] JAF@) Fpeva<e Sy <o)+ <y<e <)
= pov{]a,b®) + F(a)(G(b) — G(a)) + G(a)(F(b) — F(a)) + p@v({a <z =y < b})
= F()G(b)—- F(a)G(a)+ (pov)({a <z =y < b}).

3.6 Exercices : Lemmes de Borel-Cantelli

Quelques rappels Soit A, une suite d’événements d’un espace de probabilités (2, F,P). On écrit
7 Ay, 1.0.7 (infinitely often), pour I’événement

{A, i.0.} =limsup A,, = ﬂ U Ap.

n k>n

On dit que A, se produit ”infiniment souvent” si P(A,, i.0.) = 1. Avec ces notations, on rappelle
les deux lemmes de Borel-Cantelli

(BC1) : Si E,, est une suite d’événements telle que >, P(E,) < oo, alors P(E,, i.0.) = 0.

(BC2) : Si E,, est une suite d’événements indépendants, alors

Y P(E,) = 00 = P(E,, i.0.) = 1.

Le but des deux exercices suivants est de donner deux contrexemples a la loi des grands nombres
(chapitre suivant). Le premier exercice prouve que celle-ci peut étre fausse si les v.a. X, ne sont pas
équidistribuées. Le deuxiéme prouve que la loi des grands nombres peut étre fausse si E(|X;|) =
+00.

Exercice 3.6. Un jeu qui n’est équitable qu’en apparence (Williams, Probability with martingales

p. 228) Soient X1, ..., X, des v.a.i. telles que X,, = n? — 1 avec probabilité n=2 et X,, = —1 avec

probabilité 1 —n~2. Démontrer que E(X,,) = 0, mais que si on pose S,, = X1 + Xa + ... + X,,, alors
S — —1.
n

On aP(X, =n?-1)=n"2, et donc )., P(X, =n?>-1) < co. Par (BC1), P(X,, = n*-1, i.0.) =
0 et donc P(X,, = —1, a partir d’un certain rang.) = 1, ce qui prouve le résultat.

20



Exercice 3.7. Réciproque de la loi forte des grands nombres (Williams, Probability with martin-
gales, E4.6 p. 227)

1) Soit Z > 0 une v.a. et Y sa partie entiere. Montrer que

Y= lzsem

neN*

2) Déduire que

N P(Z>n)<EZ)< ) P(Z>=n)+1.
neN* neN*

3) Soient X,,, v.a.i.i.d. telles que E(|X,|) = +00. Démontrer que

Xn
ZIP’(\XM > kn) = oo (k € N) et que limsupu = 00, P.S.
n n

4) En déduire que si S, = X1 + ... + X,,, alors limsup % = 00 P.S..
Solutions

1) est immédiat.

2) se déduit en utilisant les inégalités Y < Z <Y + 1 et en prenant l’espérance.

3) Posons Z = Xo/k. Alors on sait par le 2) que ), P(|Z| > n) = +oo. Comme P(|X,| >

kn) = P(|Z] > n), on en déduit que ), P(|X,| > kn) = +o0. Les événements {|X,| > kn} étant

indépendants, on a par (BC2) : |X,| > kn i.0. et donc P(limsup,, % > k) = 1. Ceci étant vrai

pour tout k, on conclut.

g8, n—1S8n-1 _ X, ~
4) Utiliser : 2» — 220l = 2n el minorer

|Sn|
n n—1 :

n

Exercice 3.8. Suite du modele pour le jeu de pile ou face, Billingsley Probability, Lecon suite
de v.a. de Bernoulli indépedantes On reprend I'exercice sur la décomposition dyiadique d’un réel

z€0,1):
‘Dim
.'L':i:El 2(1 )

On s’intéresse au nombres de zéros consécutifs L, (z) a partir du nieme rang dans le développement
dyadique de x :

=0, D1(x)Ds(x)Ds(x)... avec D;(x) € {0,1}.

V0 <i < Lp(x),Dpti(xz) =0
1) Montrer que si la suite d’entiers ry, vérifie -, -;27™ < oo, alors P(L,, > 1y, i.0.) = 0.
2) Montrer que si la suite croissante d’entiers ry, vérifie 27" /r, = oo, alors

P(L,, > 1y i.0.) =1
3) En déduire que P(limsup,,_,, Ly/logy(n) =1) = 1.
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Solutions
1) C’est une application de (BC1) puisque P(Ly,, > ry,) =27,
2) On regarde la suite d’entiers uy, définie par upyy = ug + 1y, et on définit Ay = {Ly, > ry,} =
{D; =0 :ux <i<ugge1}. Orles D; sont i.i.d et donc les Ay sont indépendants de probabilité
27"k, De plus

Z Q Tug — Z 9 Tuy, uk<z<uk+1 > Z Z 2r:i o

k>0 k>0 k>0 up<t<up4i

et on peut donc appliquer (BC2).

3) Comme pour toute > 0,3, -, 9~ logz(n! ™) — Zn>0 e < 00 et donc P(limsup,,_,, Ln/logy(n) >
1+¢) =0 et en faisant tendre € vers zéro, P(limsup,,_, . Ly /logy(n) > 1) =0.
De méme comme Y., <, 271982(") /log,(n) = 3, o, 1/(nlogy(n)) = oo, on obtient

P(limsup,,_,, Ln/logy(n) > 1) = 1.

Exercice 3.9. Limite supérieure d’une suite de variables normales indépendantes, Williams, Pro-
bability with martingales, E4.5 p. 227

2
1) Soit G une v.a. normale N'(0,1). On pose p(y) = \/%efy? Démontrer que pour > 0,
(z+a7 ) o(e) PG 2 2) < —p(2).

2) Soit (X,,) une suite de v.a.i. normales A/ (0,1). Montrer qu’avec probabilité 1, L < 1, ot L est
définie par

n

L :=1i —_—
im sup JaTosn

3) Montrer que P(L =1) = 1.

4) On pose S, = X1 + ... + X,, et on rappelle que % est encore normale AV(0,1). Montrer que

P(|Sn| < 2y/nlogn, ev.) = 1.

Voir la section 14.7 de Williams pour un résultat plus précis : la loi du Logarithme Itéré.
Remarquer que cela implique la lot forte des grands nombres dans ce cas particulier : IP’(S—T’; —0)=1.

Solutions 1) Pour linégalité de droite, utiliser ¢'(y) = —yp(y) et pour linégalité de gauche,
(E2) = —(1+ o)

2) Par l'inégalité de droite de la question 1), on a

1 2
X > L /21 L210gn R )
P(Xnl ogn) < L\/47rlogn L\/47rlognn

Si L >1, alors Y, P(|X,| > Ly/2logn) < oo et, par (BC1), P(|X,| > Lv/2logn i.o.) =0, et donc
P(lim sup,, \/& < L)=P(|X,| < Ly2logn ev.) =1.
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3) On par linégalité de gauche du 1),

P(X,, > /2logn) > (L\/2logn + -

1
L\/210gn)n
Donc, si L < 1, on obtient ), P(|X,| > L2logn) = +oo, et donc, par (BC2), P(|X,| >
L\/2logn, i.0.) = 1. Utilisant ceci, et le résultat du 2), on conclut que L =1, p.s.

4) Les Sy, ne sont pas indépendantes, mais on peut toujours invoquer le résultat du 2), qui n’utilise
pas lindépendance des X,,. On a donc

lim sup( - ) <1, p.s.

n v2nlogn

Cela implique que pour tout C' > /2, ]P’(W@S%gn < C, ev.) =1 et on obtient le résultat annoncé en

prenant par exemple C' = 2 > /2.
Exercices 9.10, 9.11, 9.12 de Ouvrard Tome II, p. 84-85.
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