    Quelques énigmes mathématiques

Les 2 chemins

Dans l’antiquité, un grec souhaite se rendre à Thèbes et arrive à une bifurcation : deux chemins  s’offrent à lui et sont gardés par un garde chacun. Un garde dit la vérité et l’autre ment. 

Comment en posant une unique question à un seul des deux gardes, trouver le bon chemin à coup sur.
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Le chien méchant

Nous nous trouvons au milieu d’un lac circulaire. 
Un chien méchant se trouve au bord du lac et 
court 4 fois plus vite que nous ne nageons. 

Comment peut on faire pour parvenir au bord du 
lac avant que le chien n’y soit arrivé ?

(en sachant que le chien essaie toujours d’être
 le plus près possible de nous)

La file indienne

100 personnes sont alignées les unes derrière les autres avec un numéro 0 ou 1 dans le dos. Ces personnes  ne voient pas leur numéro ni celui des personnes derrière elles mais  elles voient les numéros des gens devant.

On les interroge en commençant par la  dernière personne de la file puis en remontant la file.

Chaque personne n’a le droit de dire que 0 ou 1 : si elle dit son numéro elle est sauvée, sinon elle est exécutée.

Sur quelle stratégie les 100 personnes doivent se mettre d’accord pour pouvoir sauver 50 personnes à coup sur, 66 ? 99 ?

Le gâteau
Un patissier possède un gâteau triangulaire avec un nappage sur le dessus. Mais il se rend compte que la boite pour le gâteau est un triangle qui est le symétrique du gâteau.

Comme il ne peut pas retourner le gâteau pour le mettre dans sa boîte, trouver un moyen pour transformer le gâteau en deux coups de couteaux en un gâteau symétrique.

Les Probabilités

Deux amants

Commençons par une petite histoire qui nous vient du Chili et qui nous montre qu’il faut nous méfier des évidences…. 

Une femme habitant Santiago  a un amant à Tusco et un amant à Quentre. Toutes les heures, un bus part de Santiago pour Tusco et toutes les heures un bus part de Santiago pour Quentre. Pour voir ses deux amants et ne pas perdre trop de temps, elle décide de se rendre chaque jour à la gare routière quand elle a finit son travail et de prendre le premier bus qui part vers une des deux villes où réside ses amants. Comme l’horaire auquel elle finit son travail est très aléatoire (elle peut quitter sont travail à tout moment de la journée la journée), elle pense qu’elle verra autant ses deux amants. Mais très vite elle se rend compte qu’elle voit beaucoup plus l’un des deux ….. Pourquoi ?  

Peux t il y avoir deux fois plus deux pour Tusco mais qu’elle voit deux fois plus l’amant habitant à Quentre ?

Le paradoxe de l’autobus                                     
[image: image4.jpg]


 Considérons un arrêt de bus où l’intervalle de temps              
séparant l’arrivée de deux bus consécutifs est aléatoire avec une moyenne de 10 minutes. C’est le cas de  beaucoup de bus pendant les horaires creux (le midi ou le soir) ou encore du nouveau  tramway parisien. Nous nous rendons alors à un moment complètement aléatoire de la journée à l’arrêt de bus et nous prenons le premier bus qui arrive. 

Combien de temps attend-t-on en moyenne ?  

Par exemple,  regarder un bus qui passe à une station une fois sur 2 au bout de 15 minutes et une fois sur deux au bout de 5 minutes.
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Pour faire des calculs simples, on peut aussi regarder  un  bus qui passe 1 fois sur 2 au bout de  12 minutes et  1 fois sur 2 au bout de  8 minutes.
Exemple 7h, 7h08, 7h20, 7h32, 7h40, 7h48, 8h, 8h08 … 

Chouette, j’ai raté le bus !

Il y a des lignes où il vaut mieux arriver à la station et voir les portes du bus se fermer devant nous que de ne pas voir le bus en arrivant. C’est à dire que le temps moyen d’attente sera plus court quand on rate le bus !!!

Par exemple, imaginons que l’intervalle de temps séparant deux bus est égal à 34 minutes 1 fois sur 5 et est égal à 4  minutes 4 fois sur 5. Le temps moyen entre deux bus est égal à 10 minutes mais le temps d’attente moyen en arrivant à la station est de 12,2 minutes : il est donc strictement supérieur. Dans ce cas, mieux vaut rater son bus, puisque l’on attendra alors en moyenne  10 minutes le prochain alors que si on ne le rate pas, on attendra en moyenne 12,2 minutes. 
Ici, le raisonnement qui consiste à dire : ‘il y a déjà des gens qui attendent, c’est une bonne chose, le prochain bus va bientôt arriver’, est faux. Ce genre de raisonnement est juste  quand les intervalles de temps entre deux bus sont  proches de leur valeur moyenne (variance faible). Par contre quand il y a une forte variance autour de la moyenne, le fait qu’il y ait beaucoup de gens indique que l’on arrive sûrement dans un long intervalle de temps séparant deux bus et donc que l’on va attendre longtemps.

Des bus qui se suivent
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Pourquoi est ce qu’un  bus qui a pris du retard en prend de plus en plus ?
Pourquoi est ce qu’un  bus qui a pris de l’avance en prend de plus en plus ?

Pourquoi une fois qu’un bus a commencé  à rattraper le bus qui le précède, il le rattrape de plus en plus vite ?

Comment expliquer que parfois à une station de bus, on voit arriver deux bus de la meme ligne l’un derrière l’autre, voire trois bus ?

Les Probabilités : solutions
Deux amants

Imaginons que les trains pour Tusco partent à 7h, puis 8h, 9h, 10h… et les trains pour Quentre  7h15 puis 8h15, 9h15, 10h15… Il y a bien autant de bus pour chacune des villes et  comme  l’horaire où elle finit son travail est aléatoire, elle a autant de chance d’arriver à la gare vers  10h que vers  10h15. Mais avec ces horaires de bus, elle verra 3 fois plus l’amant habitant à Tusco. En effet,  en arrivant entre 10h et 11h, elle a trois fois plus de chances d’arriver entre 10h15 et 11h et donc de prendre le bus   pour Tusco  que d’arriver entre 10h et 10h15 et de prendre celui pour Quentre. Si il y a autant de bus pour les deux villes, le seul cas où elle verra autant ses deux  amants est le cas ou l’horaire d’un  train  pour Quentre est décalé d’une demi heure exactement par rapport à celui pour Tusco. 

On peut également trouver des horaires où il y a deux fois plus de bus  pour Tusco mais  pour lesquels elle verra moins l’amant y résidant ….

Tusco 7h10, 7h20, 8h10, 8h20, 9h10, 9h20 ….

Quentre 7h,   8h,    9h ….
Le paradoxe de l’autobus

En raisonnant un peu, on a envie de répondre 5 minutes. En effet,  un intervalle moyen entre deux bus est de 10 minutes. Comme on a autant de chances d’arriver au début  de cet intervalle qu’au milieu ou à la fin, on pense qu’en moyenne on attendra 5 minutes. Ce raisonnement est faux car on a plus de chances d’arriver dans un grand intervalle de temps séparant deux bus que dans un petit intervalle. 

En fait, le temps moyen d’attente de l’autobus est forcément strictement supérieure à 5 minutes. La réalité est donc plus douloureuse qu’on ne l’imagine et ‘le hasard fait mal  les choses’. 

Exemple : le bus passe 1 fois sur 2 au bout de  12 minutes et  1 fois sur 2 au bout de  8 minutes. On arrive alors  2 fois sur 5 pendant intervalle de temps entre deux bus de 8 minutes, et on attend alors en moyenne  4 minutes. On arrive 3 fois sur 5 pendant un intervalle de temps entre deux bus de 12 minutes, et on attend alors en moyenne

               6 minutes. Donc en moyenne on attend  (2.4+3.6)/5=26  /5=5,2 minutes.  

La situation peut même être beaucoup plus mauvaise que ça. Si le temps entre deux bus suit une loi exponentielle (c’est à dire que la probabilité que le temps d’attente soit supérieur à x minutes est égal à exp(-10x)), le temps moyen d’attente est de 10 minutes, et ce quelque soit le nombre de personnes qui attendent à l’arrêt de bus. 

En fait, avec un temps moyen entre deux bus de 10 minutes, le temps moyen d’attente peut dépasser n’importe quelle durée (même plusieurs heures), suivant le fonctionnement de la ligne.

