
Devoir LM115

A rendre le vendredi 27 avril

Exercice 1:
Calculer

lim
n→∞

∫ π/2

0

sin3(t2)
(2 + t)n

dt.

Exercice 2:
Soient α < β. Calculer In,m pour n ∈ N, m ∈ N défini par

In,m =
∫ β

α

(x− α)n(x− β)mdx

Exercice 3:
1) Trouver a,b et c tels que

1
t(t + 1)2

=
a

t
+

b

(t + 1)
+

c

(t + 1)2

Indication : on pourra utiliser 0, −1 et +∞.

2) Trouver f tel que

f ′ =
1

t(t + 1)2
.

Exercice 4:
Soit f fonction dérivable de R∗+ dans R.

1) Montrer que si ∀x ≥ x0, m ≤ f ′(x) ≤ M , alors

∀x ≥ x0, m(x− x0) ≤ f(x)− f(x0) ≤ M(x− x0).

Indication : on pourra utiliser g(x) = f(x)− f(x0)−m(x− x0).

2) Montrer que si limx→∞ f ′(x) = l, alors

lim
x→∞

f(x)
x

= l.

Indication : on poura commencer par prouver que pour tout ε > 0, il existe x0 ≥ 0 tel que

∀x ≥ x0, (l − ε)(x− x0) ≤ f(x)− f(x0) ≤ (l + ε)(x− x0).

Le dernier exercice est facultatif :

Exercice 5:
Soit f continue et positive de [a,b] dans R. On pose

M = sup{f(x) : x ∈ [a,b]}

1) Montrer que pour tout n ∈ N,

( ∫ b

a

f(x)ndx
)1/n ≤ M.
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2) Montrer que pour tout ε ∈]0,M [, il existe η > 0 tel que pour tout n ∈ N,∫ b

a

f(x)ndx ≥ (M − ε)n(2η).

3) En déduire que

lim
n→∞

( ∫ b

a

f(x)ndx
)1/n = M.
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