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Sommes de variables aléatoires indépendantes et convergence en loi

EXERCICE 1 - Loi du ? et grandes déviations

La loi du x? (prononcer ki-deux) & n degrés de liberté est la loi de X,, = €2 + ... + &2 oil les
g; sont i.i.d. de loi N(0,1). C’est une loi trés importante en statistiques, notamment lorsqu’on
veut savoir si des données sont cohérentes avec un modéle probabiliste ayant n paramétres. Il est
alors important de savoir estimer la taille des fluctuations de X,, autour de son espérance.

1. Quelle est I'espérance de X, 7 Montrer que la loi de X,, a une densité de la forme
cnz 2 e 2/21 .

2. Pour A €]0,1/2[, calculer E(e’") et en déduire 'inégalité pour tout ¢ > 0 :
P(X, > (1+8)n) <e ™M avec Ly(\) = (1+ )X + %log(l —2A).
3. En optimisant 'inégalité précédente en A, en déduire que
P(X, > (1+6)n) < e ") < ¢7n(0?/4=0°/6)  4yec ¢(5) = %(5 —log(1 + 6)).
4. En répétant le méme raisonnement en remplacant A par —\ montrez que
P(Xn < (1—08)n) <e ™0 < e /4 avec P(9) = —%(5 + log(1 — 9)).

5. En déduire pour tout x > 0 I'inégalité de déviation

22 3
P — < ).
(| Xn —n| > +vnz) < 2exp < 1 6\/ﬁ>

EXERCICE 2 - Soit (X;),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N.

1. Montrer que (X,)p>1 converge en probabilité vers 0 si et seulement si (P(X, > 0))p>1
tend vers 0.

2. Montrer que (X,),>1 converge presque strement vers 0 si et seulement si
Zn21 P(X, > 0) < +oo.

3. On suppose que pour tout n > 1, X,, suit une loi Binomiale B(n, p,). Préciser si la suite
(Xn)n>1 converge vers 0 en moyenne, en probabilité, presque sirement, dans le cas o

Pn = # puis dans le cas ol p, = -3

4. On suppose que pour tout n > 1, X,, suit une loi de Poisson P(ay,). Préciser si la suite
(Xn)n>1 converge vers 0 en moyenne, en probabilité, presque sirement, dans le cas o

oy, = % puis dans le cas ol o, = #

5. On suppose que pour tout n > 1, la loi de X,, est donnée par P(X,, = n?) = 3, et
P(X, = 0) = 1—0,. Préciser si la suite (X,,)n,>1 converge vers 0 en moyenne, en probabilité,
presque stirement, dans le cas ot 3, = %, Bn = #, puis dans le cas ou 3, = #



EXERCICE 3 - Pour f: R — R continue bornée et o > 0 calculer les limites suivantes

lim f Tt dry...dx, et lim E e_a”mf — .
n—00 n n n—oo k! n
[0,1] k>0

EXERCICE 4 - Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires I.I.D. (i.e. indépendantes et de
méme loi) strictement positives et d’espérance 1 et telles que

IP(XZ':1><1, E|(X>0/P<CVSX1):1

On pose Y, =[]\, X;.

1. En remarquant que pour z €]0,00[\{1}, In(x) < = — 1, vérifier que E(In(X;)) < 0. En
étudiant le comportement de %ln(Yn) lorsque n — +o00, montrer que la suite Y,, converge
presque stirement vers une limite que ’on précisera.

2. Un joueur joue tous les jours le dixiéme de sa fortune a pile ou face avec un ami. Quelle
est ’évolution de cette fortune au bout d’'un temps trés long ?

3. Calculer E(Y;,). La suite Y;, converge-t-elle en moyenne ?

EXERCICE 5 - Théoreme de Weierstrass
Soient f une application continue de [0, 1] dans R et z € [0, 1]. Pour tout n € N*, notons S,, une
variable aléatoire binomiale B(n, x).

1. Montrer que p,(z) := E[f(22)] est un polynéme en z (appelé polynome de Bernstein de

f). '

2. En utilisant 'uniforme continuité de f sur [0, 1], montrer que, pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que, pour tout n € N* et tout x € [0, 1],
S, Sn Sn
pn(2) = f(@)| SE[|f(—) = f(@)|] < P(|— — [ < 6) + 2P(|— — x| > ) sup |f(z)].
n n n 0<z<1

En déduire que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout n € N* et tout = € [0, 1],

(1-=)

pa(@) — f(2)] < e+ 27 sup |f(@)].

né?  g<p<i
3. Démontrer le théoréme de Weierstrass : toute application continue de [0,1] dans R est

limite uniforme sur [0, 1] d’une suite de polynomes.

EXERCICE 6 - Trouver une suite de v.a. a valeurs dans {0,1} qui converge en probabilité vers
0 mais qui p.s. ne converge pas vers zéro.



