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Chapitre 1

Espace topologique

1.1 Définition d’une topologie

DEFINITION 1.1.1

— Soit X un ensemble. Un sous-ensemble 7 de I’ensemble des parties de X est une topologie sur
X ¢’il contient ’ensemble vide et X et s’il est stable par réunion quelconque et par intersection
finie. Les éléments de 7 sont appelés les ouverts pour la topologie 7.

— Une topologie sur X est séparée si pour tout z,y € X, si x # y alors AU,V € 7T tel que x € U,
yeVetUNV =0.

— Tout complémentaire d’un ouvert sera appelé un fermé.

— Un espace topologique est alors un couple (X,7) ou 7 topologie sur X.

EXEMPLE :
— L’ensemble des ouverts (au sens de la norme) dans un Espace Vectoriel Normé est une topologie
sur X. Méme chose pour un espace métrique.
— La topologie discrete sur un ensemble X est la topologie dont les ouverts sont toutes les parties
de X.
— La topologie grossieére sur un ensemble X est la topologie dont les ouverts sont () et X.

1.2 Définition d’un voisinage

DEFINITION 1.2.1
— Soit (X,7) un espace topologique; on appelle voisinage de x € X tout ensemble V' C X
contenant un ouvert qui contient zx.
— On notera V(z) 'ensemble des voisinages de .

PROPOSITION 1.2.1 Un ensemble est ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de ses
points.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice.

En fait, une topologie peut se définir a partir de I’ensemble de ses voisinages. Pour cela, il faut définir de maniere
axiomatique les propriétés que 1’ensemble des voisinages V() de chaque point x € X devraient vérifier :

PROPOSITION 1.2.2 Soit X un ensemble. Pour tout x € X, on se donne V() # 0 un ensemble de parties de X, tel
que :
— (i) Pour tout x € X, V € V(x) implique x € V (tout voisinage de x contient x ).
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- (i) Pour tout v € X,V € V(z) et V C V' C X implique V' € V(z) (tout sous ensemble de X contenant un
voisinage de x est un voisinage de x).
- (i) Pour tout x € X et V,V' € V(z), on a VNV’ € V(z) (Vintersection de deuz voisinages de = est un
voisinage de x).
— (iv) Pour tout x € X et V € V(x), il existe U CV, avec U € V(x) tel que Vy € U, U € V(y) (Tout voisinage de
x contient un voisinage de x qui est un voisinage chacun de ses points).
Alors U'ensemble T des voisinages V € V(x), pour x parcourant X, tels que V est voisinage de chacun de ses points
(c’est & dire Vy € U, U € V(y)), est une topologie. De plus, si on se donne une topologie T', alors l'ensemble de ses
voisinages vérifie les propriétés précédentes, et la topologie définie par ces voisinage est égale a T'.

Ainsi, une topologie est caractérisée par ses voisinages.

EXEMPLE : Soit X ’ensemble des fonctions de R dans R. Pour tout f € X, on pose V; I’ensemble des parties V; de
X telle qu’il existe C' (dépendant de V) une partie finie non vide de R et € > 0 (dépendant de V), avec

Vg e X,sup | f(z) —g(z) |[<e=g €V
zeC

La topologie définie par ces voisinages est appelée topologie de la convergence simple sur R.

EXEMPLE : Soit X l’ensemble des fonctions de R dans R. Pour tout f € X, on pose Vy I’ensemble des parties Vy de
X telle qu’il existe € > 0 (dépendant de V), avec

Vg e X,sup | f(x) —g(z) |[<e=geV;
z€R

La topologie définie par ces voisinages est appelée topologie de la convergence uniforme sur R.

1.3 Topologie induite

DEFINITION 1.3.1  Si (X,7) est un espace topologique et Y C X, on définit la topologie induite
7' sur Y comme ceci :

0" € T' si et seulement si O’ =Y N O pour un certain O € 7.

On laisse le lecteur vérifier que 1'on définit bien ainsi une topologie.

1.4 Topologie engendrée

DEFINITION 1.4.1  Une topologie 7 (sur X) est dite plus fine qu’une topologie 7’ (sur X) si
T cT.

DEFINITION 1.4.2  Si X ensemble et X ensemble de parties de X, on définit la topologie engendrée
par X comme la topologie la moins fine qui contienne X.

PROPOSITION 1.4.1 — La topologie engendrée par X est l'intersection de toutes les topologies
contenant X .

— Plus explicitement, on peut aussi obtenir la topologie engendrée par X en prenant toute les

intersections finies possibles d’éléments de X, puis toute les unions quelconques d’ensembles
ainsi formées.

On laisse le lecteur prouver cette proposition.
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1.5 Topologie produit

DEFINITION 1.5.1  Soit (X;,7;) (i € I) une famille d’espaces topologiques.
— On appelle pavé de [],.; X; tout espace produit [],.,; U; ot pour tout i U; est un ouvert de X;
et ou pour tout indice 7, sauf un nombre fini d’entre eux, on a U; = X;.
— On appelle topologie produit sur X = [[, X; la topologie engendrée par les pavés.

1.6 Intérieur, adhérence, point d’accumulation

1.6.1 Adhérence

DEFINITION 1.6.1  Soit (X,7) un espace topologique et Y une partie de X.
— L’adhérence de Y, noté Y, est le plus petit fermé contenant Y.
— Un point = € X est dit adhérent a Y C X siVV € V(z),V NY # 0.
— Un sous ensemble Y C X est dit dense dans X si Y = X.

La proposition suivant est laissée a titre d’exercice :

PROPOSITION 1.6.1 L’adhérence de Y est aussi [’ensemble des points adhérents a Y. C’est encore
[intersection des fermés qui contiennent Y .

1.6.2 Intérieur

DEFINITION 1.6.2  Soit (X,7) un espace topologique et Y une partie de X.

— L’intérieur de Y, noté 53 est le plus grand ouvert inclu dans Y.
— Un point x € X est dit intérieur a Y si Y est voisinage de x.

La proposition suivant est laissée a titre d’exercice :

PROPOSITION 1.6.2 L’intérieur de Y est égal a l’ensemble des points intérieurs de Y. C’est encore
['union des ouverts qui sont inclus dans Y .

1.6.3 Point d’accumulation, point isolé, frontiere.

DEFINITION 1.6.3  Soit (X,7) un espace topologique et Y partie de X.
— Un élément = € X est isolé si I'ensemble {z} est un ouvert de 7 ; sinon x est un point
d’accumulation.
— La frontiere de Y C X, notée 9Y, est

oY =Y \int(Y).
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1.7 Suite dans un espace topologique

1.7.1 Limite d’une suite dans un espace topologique

DEFINITION 1.7.1  Soit (X,7) un espace topologique. On dit qu'une suite (u,),en converge vers
r € X si
vV € V(x),3IN(O) € N,Vn > N(O),u, € V.

Le théoreme suivant montre I'intérét d’avoir des espaces séparés :

THEOREME 1.7.1 Soit (X, T) un espace topologique séparé. La limite d’une suite, si elle existe, est
unique.

Remarque Importante A partir de maintenant, espaces supposés séparés (sauf précision contraire).

1.7.2 Valeur d’adhérence d’une suite d’un espace topologique

DEFINITION 1.7.2
— Soit (X, 7) un espace topologique. On dit qu’une suite (u,,) a pour valeur d’adhérence x € X
si

x € {u,,n € N}

— Une sous-suite de (u,) est une suite de la forme (ug(,)) ot ¢ : N — N est strictement croissante.

PROPOSITION 1.7.1 Toute suite convergente de Y C X converge dansY .

On peut se demander si on a la réciproque : est-ce que tout élément de Y est limite d’une suite d’éléments de Y ?
En fait, la réponse n’est oui que pour un certain type d’espace topologique, les espaces topologiques ayant une base
localement dénombrable de voisinages :

DEFINITION 1.7.3 Un espace topologique X est dit & base localement dénombrable de voisinages si pour tout z € X,
il existe une suite V,,(x) de voisinages de z tel que pour tout voisinage V de z, il existe n € N tel que V() C V.

Alors on a :

PROPOSITION 1.7.2 Si X est un espace topologique ¢ base localement dénombrable de voisinage, alors y € Y
si et seulement si y est limite d’une suite d’éléments de Y. Par ailleurs, Y C X est fermé si et seulement si toute
suite convergente de 'Y converge dans'Y .

1.8 Continuité d’une application entre espaces topologiques

DEFINITION 1.8.1 Soit (X, 7) et (Y,U) deux espaces topologiques. On dit qu’'une fonction f : X —
Y est continue si I'une des propriétés suivantes équivalentes est vraie :

(i) YO ouvert de Y, f~1(O) ouvert de X.
(ii) VF fermé de Y, f~1(F) fermé de X.
(i) Ve € X, VYV € V(f(x)), IV € V(z) | f(V) C V"
PROPOSITION 1.8.1 Si f : X — Y continue, alors f continue séquentiellement, c’est a dire que

pour tout v € X et pour toute suite (u,) de X convergeant vers x, f(u,) converge vers f(x). La
réciproque est vraie lorsque X a une base localement dénombrable de voisinages.
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DEFINITION 1.8.2 Soit (X, 7) et (Y,U) deux espaces topologiques. On dit qu'une fonction f : X —

Y est ouverte (resp. fermée) si I'image de tout ouvert (resp. fermé) de X par f est un ouvert (resp.
fermé) de Y

DEFINITION 1.8.3 Soit (X,7), (Y,U) deux espaces topologiques. Un homéomorphisme f: X — Y
est une application continue bijective telle que f~! est continue. Si un tel f existe, les espaces X et
Y sont dit homéomorphes.

PROPOSITION 1.8.2 f est un homéomorphisme si f est bijective continue et si f est une application
ouverte (c’est a dire 'image de tout ouvert par f est un ouvert.)

1.9 Topologie et semi-norme

De nombreux espaces de fonctions importants sont des espaces topologiques dont la topologie ne
provient pas d’une norme naturelle (i.e. les ouverts ne sont pas les ouverts pour cette norme), ce qui
a motivé l'introduction des notions précédentes. Par contre, dans la plupart des cas, les espaces que
nous verrons ont des topologies qui peuvent étre construites a partir d'une famille de semi-norme,
que nous définissons maintenant.

DEFINITION 1.9.1 Soit F un espace vectoriel réel. Une semi-norme p : F — R, vérifie :
(i) V(A @) € R x E,p(A.x) =| X | p().
(i) V(z,y) € Ex E,p(x+y) < p(x) + p(y).

On dit qu'une famille P de semi-normes sépare les points si pour tout = € E tel que p(x) = 0
pour tout p € P,on a z = 0.

EXEMPLES :

i) Une norme ||.|| sur E est une semi-norme, et la famille constituée de cette seule norme sépare
les points.

ii) Sur E = C°([a,b]), on introduit pour tout u € [a,b],d, : E — R définie par d,(f) =| f(u) |.
C’est une semi-norme, et la famille P = {d,,u € [a,b]} sépare les points.

iii) Sur £ = C'([a, b)), || f|| = maxsepp | f/(2) | est une semi-norme, et pas une norme. La famille
{11, 02} sépare les points.

iv) Soit Q ouvert de R", et £ = C(Q,R). Pour tout K C €, avec K compact, on définit Vf €
E px(f) = maxgex | f(x) | . C'est une semi-norme, et la famille de semi-norme P = {py, K compact
de Q} sépare les points.

La notion de semi-norme permet de définir une notion de convergence, qui généralise la notion
de convergence au sens d’une norme :

DEFINITION 1.9.2 Soit FE un espace vectoriel et P = {p; }ic; une famille de semi-normes sur £ qui
sépare les points. On dira qu’une suite (x,,) de points de E converge vers z € E si pour tout p € P,
p(z, — x) converge vers 0 quand n tend vers +oc.

On laisse le lecteur montrer que la limite est unique si elle existe.

Afin de définir une topologie a partir d’une famille de semi-normes, on commence par définir la
notion de boule ouverte :



6 Analyse fonctionnelle et convexe ENSAE

DEFINITION 1.9.3 Soit F un espace vectoriel et P = {p;}ic; une famille de semi-normes sur E qui
sépare les points. Pour tout J C I ensemble fini, pour tout x € F et r > 0, on définit By(x,r) =
{y € E,Vi € J,pi(x —y) < r.}. On appelle boule ouverte pour la famille de semi-norme P tout
sous-ensemble de E s’écrivant ainsi.

DEFINITION 1.9.4 Soit E un espace vectoriel et P une famille de semi-normes sur £ qui sépare les
points. On lui associe un ensemble de voisinages comme cela : un voisinage ) d'un point z € E
est par définition un ensemble tel qu’il existe J C I ensemble fini, et r > 0 avec Bj(x,r) C .
L’ensemble de ces voisinages définit alors une topologie, appelée topologie associée a la famille
de semi-normes P. Ainsi, un ensemble ) est ouvert pour cette topologie si pour tout x € €, il
existe J C I ensemble fini, et r > 0 tel que By(x,r) C .

Un cas particulier intéressant est celui ou ’on a une famille dénombrable de semi-normes :

PROPOSITION 1.9.1 Soit E un espace vectoriel et P = {p1, ..., Pn, ...} une famille dénombrable de
semi-normes qui sépare les points. Alors on peut définir une distance d sur E ainsi :

{minpn(z —y), 1}
on .

V(z,y) € Ex E,d(z,y) = Z

Par ailleurs, la topologie définie par d coincide avec la topologie associée a la famille de semi-normes

P.

Un espace vectoriel E est appelé espace de Fréchet si il est muni d’une famille P = {p1, ..., pn, ...} de semi-normes

qui sépare les points, telle que la distance ci-dessus en fasse un espace complet.
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1.10 Exercices

EXERCICE 1.1  Dire si les espaces suivants, muni des familles d’ouverts spécifiées, sont des espaces
topologiques :

i) Z (ensemble des entiers relatifs) muni de 7 = {0} U {n.Z,n € N}, ou n.Z = {n.z,z € Z}.

ii) Q (ensemble des rationnels) dont les ouverts sont les unions (quelconques) d’intervalles ouverts
(finis ou non) de Q.

EXERCICE 1.2  Trouver les topologies engendrées par :
i) x ={[z,x + 1],z € R} sur R.
ii) L’ensemble des intervalles ouverts sur R.
iii) {{0},{0,3,5},{5,6,7}} sur R.

EXERCICE 1.3  Soit A et B deux sous-ensembles d'un espace topologique (X, 7). Montrer :

i) AN B C AN B. A t-on l'inclusion réciproque ?

i) AUB=AUB.

iii) int(AN B) = int(A) Nint(B).

iv) int(A) Uint(B) C int(AU B). A t-on I'inclusion réciproque ?
v) Le complémentaire de A est I'intérieur du complémentaire de A.

vi) Le complémentaire de int(A) est 'adhérence du complémentaire de A.

EXERCICE 1.4  Montrer que dans les exemples de la proposition 1.2.2, les voisinages introduits
vérifient bien les propriétés (i), (ii), (iii) et (iv) de la proposition. Montrer que dire qu’une suite f,, de
fonctions de R dans R converge vers une fonction f de R dans R pour la topologie de la convergence
simple est équivalent a dire que f, converge simplement vers f. Montrer la méme chose pour la
convergence uniforme et la topologie uniforme.

EXERCICE 1.5  Soit X un ensemble et xy un ensemble de parties de X. Soit x; obtenu en prenant
toutes les intersections finies possibles des parties de X qui sont dans . Soit y, obtenu en prenant
toutes les unions quelconques possibles des parties de X qui sont dans y;. Montrer que xs est la
topologie engendrée par y.

EXERCICE 1.6  Soit X = {0,1} muni de la topologie discréte. Soit £ = ]2 X; avec X; = X
pour tout ¢. On munit F de la topologie produit. Pour tout entier n, soit z(n) € E dont les n
premieres coordonnées sont nulles, et les suivantes égales a 1. Est-ce que la suite z(n) converge dans
E muni de la topologie produit 7 Montrer que de toute suite y(n) d’éléments de E on peut extraire
une sous-suite qui converge, dans £ muni de la topologie produit. Maintenant, si on muni £ de la
topologie engendrée par les ouverts de la forme H;ff U; avec U; ouvert de X;, montrer que x(n) ne
converge plus.

EXERCICE 1.7 Soit (X,7) un espace topologique, et Y un sous-ensemble de X. Montrer que Y’
(intersection des fermés contenant Y') et ’ensemble des points d’adhérence de Y (points z € X tels
que tout voisinage de x rencontre Y') coincident.
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EXERCICE 1.8  Soit (X,7) un espace topologique qui admet une base localement dénombrable
de voisinages, ce qui signifie : pour tout x € X, il existe une famille dénombrable de voisinages V;
(1=1,2,...,n,...) de x avec : Pour tout voisinage V' de z, il existe i > 0 tel que V; C V.

Montrer que si y € Y, ot Y C X, alors il existe une suite de points de Y qui converge vers y.

Montrer qu'un ensemble Y est fermé si et seulement si toute suite convergente de points de Y
converge dans Y.

EXERCICE 1.9  Soit F un ensemble, et 7 I’ensemble contenant () ainsi que tous les complémentaires
(dans E) des parties finies de E. Montrer que 7 est une topologie. Si on suppose que E est infini,
est-ce que E, muni de cette topologie, est séparé ?



Chapitre 2

Espaces métriques

2.1 Généralités sur les espaces métriques

DEFINITION 2.1.1  Soit F, un ensemble. Une distance d sur E est une application de E x E dans
R, qui vérifie les propriétés suivantes : V(z,y,2) € Ex E X E :

— d(z,y) = 0 si et seulement si z = y;

a d(l‘,y) = d<y7x) ;

—d(z,y) <d(z,2)+d(z,y).
Un ensemble E muni d’'une distance est appelé un espace métrique.

EXEMPLES :
— R muni de (z,y) — |z — y|;

z—yl

L+ ]z —yl|’

— F, ensemble quelconque muni de la distance d définie par d(z,z) = 0 et d(z,y) = 1six # vy
(distance discrete).

— Si (F,d) est un espace métrique, tout sous-ensemble F' de F est un espace métrique si on le
munit de la distance qui est la restriction de d a F' X F.

~ R, muni de (z,y) —

DEFINITION 2.1.2  Soit (E,d) un espace métrique.

— Pour tout 2y € E et pour tout r > 0, la boule ouverte (resp. fermée) de centre zy et de rayon
7 est le sous-ensemble de E, notée B(zg,7) (resp. B(zo,7) et défini par : B(zg,7) = {v € E |
d(x,z0) <1}, (resp. B(zo,7) = {x € E | d(z,20) <r})

— Un sous-ensemble U de E est un ouvert de l'espace métrique (F,d) si pour tout x € U, il
existe > 0 tel que B(x,r) C U.

— Un sous-ensemble V' de E est un voisinage d’un élément xy de E s’il existe » > 0 tel que
B(zo,7) C V.

— Un sous-ensemble F' de F est un fermé de l'espace métrique (F, d) si son complémentaire dans
E, noté F¢ est un ouvert de (E,d).

PROPOSITION 2.1.1  Soit (E,d) un espace métrique.
— Toute boule ouverte est un ouvert;
— Toute boule fermée est un fermé;
— Tout sous-ensemble ouvert est une réunion (finie ou infinie) de boules ouvertes ;
— E et () sont des ouverts et des fermés ;
— Toute réunion d’ouverts et toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert;
— Toute intersection de fermés et toute réunion d’un nombre fini de fermés est un fermé;
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~ Pour tout (x,y) € E X E tel que x # vy, il existe r > 0 et v’ > 0 tels que B(xz,r) N B(y,r’") = 0.

DEFINITION 2.1.3  Soit V, un sous-ensemble d’un espace métrique (£, d).
— Un élément xg de E est adhérent a V' si tout voisinage de xy rencontre V. L’adhérence de V/,

notée adh V', est 'ensemble des points adhérents a V.
La fermeture de V', notée V', est le plus petit (au sens de Iinclusion) fermé de E qui contient
V.
— L’intérieur de V', noté int V est le plus grand (au sens de l'inclusion) des ouverts inclus dans

V.
— La frontiere de V, noté FrV est 'ensemble adh V' \ int V.

PROPOSITION 2.1.2  Soit V', un sous-ensemble de E.
~ V, la fermeture de V est lintersection de tous les sous-ensembles fermés de E qui contiennent
V ’.
~adhV =V.
— Lintérieur de V' est la réunion de tous les ouverts inclus dans V.
— La frontiére de V' est un fermé et FrV = adhV Nadh (V°).

REMARQUE : la boule fermée de centre x( et de rayon r n’est pas toujours la fermeture de la boule
ouverte de centre xy et de rayon r.

2.2 Notions de topologie générale

DEFINITION 2.2.1
— Soit E un ensemble. Un sous-ensemble 7 de ’ensemble des parties de E est une topologie sur
E ¢’il contient I’ensemble vide et E et s’il est stable par réunion quelconque et par intersection
finie. Les éléments de 7 sont appelés les ouverts pour la topologie 7.
— Une topologie sur F est séparée si pour tout z,y € E, si x # y alors U,V € T tel que x € U,
yeVetUNV =0.

REMARQUES :

— Si (F, d) est un espace métrique, ’ensemble des ouverts de E pour la distance d est une topologie
séparée sur F ;

— Un ensemble F muni d’une topologie 7 est dit métrisable s’il existe une distance d sur E qui
induit la topologie 7 ;

— Si F est un sous-ensemble des parties de E, la topologie engendrée par F est la plus petite (au
sens de 'inclusion) topologie qui contient F. Il est facile de vérifier que la topologie engendrée
par les boules ouvertes dans un espace métrique correspond a la topologie définie par cette
distance. On peut montrer que la topologie engendrée par F est formée des réunions quelconques
des intersections finies des éléments de F, de I’ensemble vide et de E';

— Deux distances sur le méme ensemble E sont dites topologiquement équivalentes si elles défi-
nissent la méme topologie sur F : elles définissent les mémes ensembles ouverts ;

— Soit (Fy,dy), ..., (E,,d,), n espaces métriques et soit £ = E; X ... x E,. Par définition, la
topologie produit sur E est la topologie engendrée par les parties de F qui sont des produits
d’ouverts. Cette topologie est métrisable et les distances topologiquement équivalentes définies
ci-dessous induisent la topologie produit sur E :

d((z1, -y xn), Y1y Yn)) = H:Lax{di(xi,yi)|i:1,...,n};
(21, m0), (Y1, 4n) = Zdi<xi>yi>§
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n

P mds (wn) =\ i) (21)

=1

— Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. La restriction de d & A X A est une
distance sur A et définit la topologie induite de (E,d) sur A.

2.3 Continuité

Soit (E,d) et (F,0), deux espaces métriques et soit f, une application de E dans F'. L’une des
richesses des espaces métriques est de pouvoir décrire de maniere beaucoup plus précise la maniere
dont une application est continue.

DEFINITION 2.3.1
— Soit xg, un élément de F. f est continue en x si

Ve >0, dp > 0, telle que d(z,x¢) < p = d(f(2), f(x0)) < &;

f est continue sur E si f est continue en tout point de E';
L’application f est uniformément continue si

Ve >0, 3p > 0, telle que d(z,2") < p = §(f(x), f(2')) < ¢

— L’application f est localement holderienne d’exposant r €]0, 1], s'il existe deux constantes m
et k telles que :

V(z,2') € E?, d(z,2") <m = 0(f(z), f(x1)) < k[d(z,2")]";

— Lorsque r = 1, on dit que 'application f est localement k-lipschitzienne;

— Lorsque r = 1 et que la condition d(x,z") < m peut étre omise, on dit que 'application f est
k-lipschitzienne ;

— f est un homéomorphisme de E dans F si f est bijective et continue sur F, et f~! est continue.

PROPOSITION 2.3.1  Les trois assertions sont équivalentes :
— f est continue sur E ;
— pour tout ouvert U de F, f~1(U) est un ouvert de E ;
— pour tout fermé G de F, f~YQ) est un fermé de E.

PROPOSITION 2.3.2  Soient (E,d), (F,d) et (G,d") des espaces métriques, et f : E — F et
g : F — G deuz applications continues respectivement sur E et F.

Alors, Uapplication go f : E — G est continue sur E.

EXEMPLES :  Soit (F,d), un espace métrique.

— Pour tout zy € E, application de F dans R, qui a x associe d(x,x) est continue.

— L’application d de E' x E dans R est continue.

— Soit (Ey,dy),...,(En,d,), n espaces métriques et soit £ = FE; x ... X E, et F un espace
métrique :
* Pour tout ¢ = 1,...,n, la projection sur E; définie par p; : E — E;, pi(z1,...,2,) = x; est
continue;
* Soit une application f : E — F et a = (a;) un élément de E. Pour i € {1,...,n}, soit
lapplication f; : z; € E; — f(x) ot © = (xj)j=1,.n €t x; = a; si j # i. Le théoreme des
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fonctions composées prouve que si f est continue au point a, alors f; est continue en a;. Une
fonction de plusieurs variables continue par rapport a I’ensemble de ses variables est continue
séparément par rapport a chacune de ses variables. La réciproque est fausse : par exemple la
fonction f :R? — R définie par

5 i (2,y) # (0,0) et £(0,0) =0

f(zay):$2+y

n’est pas continue en (0,0), bien qu’elle soit séparément continue.

Lorsque l'espace d’arrivée est R, on peut séparer la continuité en semi-continuité inférieure et
semi-continuité supérieure. Les fonctions semi-continues jouent un role important dans les problemes
de minimisation de fonctionnelles. Pour des raisons pratiques dans les utilisations ultérieures, on va
admettre que les fonctions considérées peuvent prendre la valeur +o0o dans le cas de la semi-continuité
inférieure et —oo dans le cas de la semi-continuité supérieure.

DEFINITION 2.3.2 Une application f de E dans R U {+oo(resp. — 00)} est semi-continue
inférieurement (s.c.i.) (resp. semi-continue supérieurement (s.c.s.)) si pour tout a € R, l’ensemble
{z € E| f(z) > (resp. <)a} est ouvert.

On remarque que f est s.c.i. si et seulement si —f est s.c.s. Donc, on transpose facilement tous
les résultats obtenus pour les applications s.c.i. aux applications s.c.s. Il est aussi évident que f est
continue si et seulement si elle est s.c.i. et s.c.s.

PROPOSITION 2.3.3  Soit f, une application de E dans RU {4o00}. Les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

— f est semi-continue inférieurement ;

— Pour tout a € R, l'ensemble {x € E | f(z) < a} est fermé;

— L’épigraphe de f, epi(f) = {(x,t) € E xR |t > f(x)}, est fermé.

EXEMPLE : Soit A un sous ensemble d’un espace métrique E et soit x4 la fonction caractéristique
de A (xa(z) =1siz € A et 0sinon). On vérifie en utilisant la proposition (2.3.3) que x4 est s.c.i.
si, et seulement si, A est un ouvert et qu’elle est s.c.s. si et seulement si, A est fermé.

PROPOSITION 2.3.4  Soit f et g deuz applications s.c.i. de E dans RU {400}, et soit A € R,.
Alors, f+ g et \f sont s.c.i. Si f et g sont a valeurs positives, fg est s.c.i.

PROPOSITION 2.3.5  Soit (f;)icr, une famille d’applications s.c.i. de E dans R U {4+o00}. Alors
sup;c; fi est toujours s.c.i. et inficr fi est s.c.i. si I est finie.

2.4 Rappel sur les suites

Soit (F,d), un espace métrique.

DEFINITION 2.4.1
— Une suite de E est une application de N dans FE.
— Une suite (u,) de E converge vers un élément T de F si Vr > 0, Inyg € N tel que Vn > ny,
u, € B(T,r).
— Un élément T de E est une valeur d’adhérence de la suite (u,) si,

Vno € N, T €adh{u,|n>mng}.
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— Une suite (v,,) de E est une sous-suite de (u,,) s’il existe une application ¢ : N — N strictement
croissante telle que Vn € N, v, = uy(n).
— Une suite (u,,) de E est de Cauchy si pour tout r > 0, 3ny € N tel que Vn,p > ng, d(uy,, u,) < r.

PROPOSITION 2.4.1

— Une suite a au plus une limite ;

— Toute suite convergente est de Cauchy;

— Toute suite de Cauchy est bornée ;

— L’ensemble des valeurs d’adhérence (éventuellement vide) d’une suite est un fermé de E;

— Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence ;

— Si une suite de Cauchy a une valeur d’adhérence, alors elle converge vers cette valeur d’adhé-
rence ;

— Toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la limite de la suite;

— T est une valeur d’adhérence de la suite (u,) si et seulement si il existe une sous-suite (v,) de
(un) qui converge vers T ;

— Soit F, un sous-ensemble de E. Un élément xqg appartient a l'adhérence de F' si et seulement
si il existe une suite de F' qui converge vers xq ;

— Soit F', un sous-ensemble de E. F' est un sous-ensemble fermé de E si et seulement si la limite
de toute suite de ' qui converge est un élément de F';

— Soit (E,d) et (F,)) deux espaces métriques soit f, une application de E dans F' et soit xq, un
élément de E. f est continue en xy si et seulement si pour toute suite (u,) de E qui converge
vers o, la suite (f(u,)) de F converge vers f(xo) ;

— Soit (Ey,dy),...,(E,,d,), n espaces méltriques et soit E = Fy X ... X E,. Une suite (u,) de E
est convergente si et seulement si les n suites (u!, = p;(u,)) sont convergentes.

2.5 Espaces compacts

Soit (F,d), un espace métrique et A, un sous-ensemble de F.

DEFINITION 2.5.1  On dit que A est un sous-ensemble compact de E si pour toute famille (U;);cr
d’ouverts de E tel que A C (J,.; U;, il existe un sous-ensemble fini J C I tel que A C |J,.; U;. E est
compact s’il est un sous-ensemble compact de lui-méme.

ieJ
DEFINITION 2.5.2  On dit que (A, d) pré-compact si pour tout r > 0, il existe un sous-ensemble
fini de A4, {z1,...,2,}, tel que A C | U)_, B(xy, 7).

PROPOSITION 2.5.1  E est un compact si et seulement si pour toute famille (F;);c; de fermés de
E tel que Nier Fy; = 0, il existe un sous-ensemble fint J C I tel que NicsF; = (.

PROPOSITION 2.5.2  E est un compact si et seulement si toute suite de E a au moins une valeur
d’adhérence.

PREUVE Si F est un compact et si (u,) est une suite de E, soit F,, = adh{uy | k > n}. La famille
(F)nen est une famille de fermés de E et il est clair que 'intersection de toute sous-famille finie de
(F,) est non vide. Donc N,enF,, est non vide d’apres la proposition précédente et cette intersection
est 'ensemble des valeurs d’adhérence de (uy,).

Réciproquement, nous montrons tout d’abord que E est pré-compact, c¢’est-a-dire que pour tout
r > 0, il existe un sous-ensemble fini de E, {zy,...,x,}, tel que E C UY_, B(z;,r). Raisonnons
par I'absurde. Si la propriété ci-dessus est fausse pour r > 0, nous construisons une suite (u,) de
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E de la fagon suivante : ug est un élément quelconque de E. Comme B(ug,r) ne recouvre pas F,
on choisit u; ¢ B(ug,r) et ainsi de suite. Si les p premiers termes de la suite sont choisis, comme
UY_, B(u;, r) ne recouvre pas E, on choisit uy11 ¢ UY_; B(u;, 7). On remarque que la suite (u,) vérifie
la propriété suivante : pour tout n, p tels que n # p, d(u,,u,) > r. Donc cette suite ne peut avoir
de valeur d’adhérence car aucune sous-suite ne peut satisfaire le critere de Cauchy. Ceci contredit
I’hypothese que toute suite de £ a au moins une valeur d’adhérence. Donc nous avons montré que
E est pré-compact.

Soit(U;)ser, une famille d’ouverts qui recouvre E. Nous montrons maintenant qu’il existe r > 0
tel que pour tout = € FE, il existe i € I, tel que B(x,r) C U;. Raisonnons de nouveau par I’absurde.

Si cette assertion est fausse, pour tout n € N\ {0}, il existe z,, € E, tel que pour tout i € I, B(z,, %)
n’est pas incluse dans U;. Par hypothese, il existe Z, une valeur d’adhérence de la suite (x,,). Il existe

ip € I tel que T € Uy,. Donc il existe p > 0 tel que B(Z, p) C U;,. Vu que T est une valeur d’adhérence

de la suite (z,), il existe ng tel que d(T, z,,) < %p et nio < %p. Donc B(zp,, nlo) C B(z,p) C Uj,.

Ceci contredit le fait que pour tout ¢ € I, B(x,, %) n’est pas incluse dans U;. Donc notre assertion
est montrée.

Nous finissons maintenant la démonstration. Soit (U;);e7, une famille d’ouverts qui recouvre E.
D’apres I'étape précédente, il existe r > 0 tel que pour tout x € E, il existe i € I, tel que B(x,r) C
U;. Vu que E est pré-compact, il existe un sous-ensemble fini de E, {zi,...,x,}, tel que E C
U1 B(zg, 7). Pour tout k = {1,...,p}, il existe i € I, tel que B(xy,r) C U;,. Donc il est évident

que E C U;_,U;,, ce qui montre qu’une sous-famille finie de la famille (U;);er recouvre E. ]

REMARQUE : On remarque que si A est un sous-ensemble d’un espace métrique, il est compact si
et seulement si toute suite de A admet au moins une valeur d’adhérence dans A.

PROPOSITION 2.5.3  Soit A, un sous-ensemble compact de E.
— Pour tout fermé F de EE, AN F est un sous-ensemble compact de F ;
— A est fermé et borné.

PROPOSITION 2.5.4  Soit (Ey,dy),...,(Ey,d,), p espaces métriques compacts. Alors E = E; X
... x E, muni d’une des distances qui induisent la topologie produit, est un espace métrique compact.

PREUVE I suffit de montrer que toute suite de E admet une sous-suite convergente. Soit (u, =
(ul,...,uP)), une suite de E. Vu que E; est compact, une sous-suite de la suite (u}) est convergente.

ni*

Donc il existe une application ¢; strictement croissante de N dans N telle que (u}pl(n)) est convergente.

De méme, la suite (ufp1 (n)) admet une sous-suite convergente car Es est compact, donc il existe une
2

application s strictement croissante de N dans N telle que (u ) est convergente. En continuant

(o] n
ainsi jusqu’a I'étape p, on en déduit I'existence de p applicatigilsm((@i, ..., pp) strictement croissantes
de N dans N telle que pour tout k£ = 1,...,p, la suite de (uiw...wk(n)) de Ej est convergente. On en
déduit donc que la suite (ug,o..¢,x)) de £ est convergente ce qui montre que la sous-suite (u,) a une
sous-suite convergente. O

PROPOSITION 2.5.5  Soit (E,d) et (F,0), deuzx espaces métriques et f, une application continue
de E dans F.

(1) L’image par f d’un sous-ensemble compact de E est un sous-ensemble compact de F'.

(12) Si E est compact et si f est une application continue de E dans R, Jx1,29 € E tels que
Vo € E, f(x1) < f(x) < f(x2).

(1) Si E est compact, application [ est uniformément continue, c’est-a-dire que ¥r > 0, 3p > 0
tel que ¥(x,y) € E x E tel que d(x,y) < p, alors 6(f(x), f(y)) <.
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(w) Si E est compact et si f est continue et bijective, alors f~1 est continue. Autrement dit, f
est un homéomorphisme.

(v) Si E est compact et si f est une application de E dans R U {+oo(resp. — o0)} s.c.i. (resp.
s.c.s.), Axg € E tel que Vx € E, f(x) > f(xg) (resp. < f(x0)).

PREUVE (2) Soit A, un sous-ensemble compact de E' et soit (V;);cr, une famille d’ouverts de F' telle
que f(A) C Uie/Vi. Comme f est continue, la famille (f~(V;));c; est une famille d’ouverts de E
et il est évident que A C Userf~H(V;). Comme A est un sous-ensemble compact de F, il existe un
sous-ensemble J, fini, de I tel que A C U;csf~1(Vi). Donc, on en déduit que f(A) C Uie;V; ce qui
nous montre que f(A) est un sous-ensemble compact de F.

(12) Ceci est une conséquence immédiate du fait que I'image de F par f est un compact de R,
donc un fermé borné. La borne inférieure et supérieure de f(FE) sont donc finies et sont des éléments
de f(E). Il suffit de prendre un antécédent de la borne inférieure pour x; et de la borne supérieure
pour .

(112) Soit r > 0. Comme f est continue sur E, pour tout x € F, il existe p, > 0, tel que pour tout
x' € B(z,p.), f(z') appartient a B(f(x), 5) La famille (B(z, %px))er est un recouvrement ouvert de

E qui est compact, donc il existe un sous-ensemble fini {x1,...,2,} de E tel que E C U!_, B(x;, % P, )-
Soit p = %min{pxi |i=1,...,p} et soit z, 2/, deux éléments de F tels que d(z,z") < p. Il existe

i € {1,...,p} tel que x appartient a B(x;, %pm) Vu la définition de p, ' appartient a B(x;, ps,).
Donc :

S(F (), F(2')) < 57 (@), Fw)) +8(F (), ) < 4 =

Ceci montre que f est uniformément continue sur E.

(1) Ceci est une conséquence immédiate de (). En effet f~! est continue car tout fermé de F est
compact. Donc, pour tout fermé K de E, (f~1) Y K) = f(K) et f(K) est un compact de F' donc
un fermé de F. L’image réciproque par f~! de tout fermé de E est un fermé de F, donc f~! est
continue.

(v) Soit a = inf{f(x) | z € E}. Si o« = 400, alors f est identiquement égale a +o00 et le résultat
est évident. Si @ = —o0, on considere pour tout n € N, l'ensemble G,, = {z € E | f(z) < —n}.
Comme f est s.c.i., les ensembles G,, sont fermés et ils sont emboités. De plus, ils sont non vides
par définition de a. Done, (2, G,, # 0. Il est clair que tout point zg € N2, G, f(xg) < —n pour
tout n € N ce qui contredit f(xy) € RU {+0c0}. Si « est fini, on considere pour tout n € N\ {0},

I'ensemble F), = {x cE| flx)<a+ 1 } Comme f est s.c.i., les ensembles F,, sont fermés et ils

n
sont emboités. De plus, ils sont non vides par définition de «. Donc, ()7, F,, # 0. Il est clair que
tout point xg de cet ensemble est un minimum de f sur E. |

DEFINITION 2.5.3 Un sous-ensemble A d’un espace métrique (F,d) est relativement compact si
adh A est compact.

PROPOSITION 2.5.6  Un sous-ensemble A d’un espace métrique (E,d) est relativement compact si
et seulement si toute suite de A a au moins une valeur d’adhérence (qui n’appartient pas toujours a

A).

La preuve est laissée en exercice.

DEFINITION 2.5.4  (Partition continue de I'unité) Soit X un espace topologique et soit (U;)icr
un recouvrement ouvert fini de X. On appelle partition continue de I'unité faiblement subordonnée
au recouvrement (U;);er, une famille d’applications continues «; : X — R, (i € I) telles que :
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~VreX, ), ,a(x) =1,
—Viel, suppa; CU; ousuppa; = {x € X | a;(x) > 0}.

Il est & noter que la notion de support introduite dans la définition est plus faible que la notion
classique de support pour laquelle le support de «; est ’ensemble adh {z € X | a;(x) > 0}, c’est-a-
dire, I’adhérence du précédent.

LEMME 2.5.1  Soit X un espace métrique compact. Pour tout recouvrement ouvert fini de X, il
existe une partition continue de ['unité faiblement subordonnée a ce recouvrement.

PREUVE :  Soit (U;);es le recouvrement ouvert fini. On note U, le complémentaire de U; et on pose :

_ d(x,Uf)
S d(z, Ug)

jel

Viel, VrelX.

a; ()

Observons tout d’abord que la somme au dénominateur ne s’annule pas. En effet, dans le cas contraire,
les Uf étant fermés, il existerait un x € N;US c’est-a-dire z ¢ U; Uj, ce qui contredirait le fait
que (U;)ier est un recouvrement de X. Chaque fonction a; ainsi construite est continue et vérifie
supp a; C U; pour chaque i € I. Enfin, nous avons bien )., o;(z) = 1, Vo € X. ]

2.6 Espace localement compact

DEFINITION 2.6.1 Un espace métrique (E,d) est localement compact si tout point admet un
voisinage compact.

PROPOSITION 2.6.1 Un espace métrique (E,d) est localement compact si et seulement si, Vx € F,
Ir > 0, tel que B(x,r) est compacte.

PREUVE Si, pour tout z € E, il existe 7 > 0, tel que B(z,r) est compacte, il est évident que
(E,d) est localement compact. Réciproquement si (F,d) est localement compact, pour tout x € E,
il existe V, un voisinage compact de E. Donc, il existe 7 > 0, tel que B(x,2r) C V. Donc B(z,7) C
B(x,2r) C V est un fermé d’un compact donc c’est un compact. |

DEFINITION 2.6.2  Soit (F,d) et (F,d) deux espaces métriques localement compacts. Une appli-
cation f de E dans F' est propre si elle est continue et si pour tout sous-ensemble compact K de F,
f7YHK) est un compact de E.

REMARQUE : Un type particulier d’espace métrique localement compact sont les espaces métriques
dont toutes les boules fermés sont compactes. Dans ce type d’espaces, tous les sous-ensembles fermés
et bornés sont compacts. Si E et F' sont de ce type la, une application f de E dans F' est propre si
et seulement si elle est continue et si 'antécédent de tout sous-ensemble borné de F' est borné dans

E.

PROPOSITION 2.6.2  Soit (E,d) et (F,¢), deuz espaces métriques localement compacts, et soit f,
une application propre de E dans F. L’image par f d’un sous-ensemble fermé de E est un sous-
ensemble fermé de F.

PREUVE Soit A, un sous-ensemble fermé de E et soit C' = f(A). Soit y € adh C. 1l existe r > 0
tel que B(y,r) est un compact de F' et C' N B(y,r) # (0. De plus y appartient a 'adhérence de
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C N B(y,r). Par ailleurs, comme f est propre, f~'(B(y,r)) est un compact de E et AN f~(B(y,r))
est un compact de E car A est fermé. Pour tout z € AN f~1(B(y,)), f(x) appartient & C N B(y,r).
Réciproquement, pour tout z € C'N B(y,r), il existe x € A tel que f(x) = z. Donc x appartient a
f~Y(B(y,r)) ce qui implique que x appartient & AN f~*(B(y,)). Nous déduisons de ce qui précede
que C N B(y,7) = f(AN f~(B(y,r))). Comme f est continue, ceci implique que C'N B(y,r) est
un compact, donc un fermé de F. Donc y appartient & adh (C' N B(y,r)) = C N B(y,r). Donc y

appartient a C' ce qui montre que C' est fermé. |

PROPOSITION 2.6.3  Soit (E,d) et (F,0) deux espaces métriques localement compacts et soit f,
une application bijective propre de E dans F'. Alors f est un homéomorphisme de E dans F.

PREUVE La démonstration se fait de maniere identique a celle de la proposition (2.5.5-(2v)) en
utilisant la proposition précédente. O

2.7 Espaces complets

DEFINITION 2.7.1  Un espace métrique (E, d) est complet si toute suite de Cauchy de E converge.

EXEMPLES :

— R est complet. Le caractere complet de R est obtenu par la construction de I'ensemble R a
partir de Q;

— Si X est un ensemble non vide et (E, d), un espace métrique complet, alors B(X, E'), 'ensemble
des applications bornées de X dans F est un espace métrique complet pour la distance de la
convergence uniforme d ;

— Tout espace métrique compact est complet.

— 1l faut faire attention au fait que la notion d’espace complet n’est pas une notion topologique.
Il existe des exemples simples d’espaces qui sont complets pour une distance et qui ne le sont
plus pour des distances topologiquement équivalentes.

PROPOSITION 2.7.1  Soit (Ey,dy),...,(E,, dy), p espaces métriques. Alors E = Ey X ... x E, muni
de la distance d((xy,...,xp), (Y1, .., Yp)) = max{di(z;,y;) | i = 1,...,p}, est un espace métrique
complet si et seulement si tous les espaces (E;,d;)i=1...p le sont.

Il suffit de remarquer pour la démonstration de cette propriété quune suite de E est de Cauchy
si et seulement si chacune des suites composantes 1'est.

PROPOSITION 2.7.2
— Tout sous-ensemble fermé d’un espace métrique complet est un espace métrique complet pour
la distance induite.

— Tout sous-ensemble complet d’un espace métrique est fermé.

La démonstration est laissée en exercice. Soit X, un espace métrique et E, un espace métrique
complet. L’ensemble C,(X, F) des applications continues bornées de X dans E est un sous-ensemble
de B(X, F). Pour montrer que Cp(X, E) est un espace métrique complet, il suffit de montrer que c’est
un sous-ensemble fermé de B(X, ). Si X est de plus compact, toutes les applications continues de
X dans F sont alors bornées et donc C(X, F), 'ensemble des applications continues de X dans F,
est un espace métrique complet pour la distance de la convergence uniforme d.

PROPOSITION 2.7.3  Soit (E,d), un espace métrique. E est compact si et seulement si E est com-
plet et pré-compact.
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PREUVE §Si E est compact, il est évident qu’il est complet et pré-compact. Montrons maintenant
que si E est pré-compact et complet, toute suite (z,) a au moins une valeur d’adhérence.

Pour tout k € N, il existe p;, éléments de E, z¥, ... tels que £ C UL B(xzf 2—1,6) Il existe

) pkv
donc ig € {1,...,po} tel que x,, appartient & B(z) ,1) pour une infinité d’éléments n de N. Donc il
existe une application (g strictement croissante de N dans N, tels que pour tout n, z,,(,) appartient
a B(x? ry, 1).

En recommencant le méme raisonnement avec la suite (24,n)), on montre qu'il existe i; €
{1,...,p1} et une application ¢ strictement croissante de N dans N, tels que pour tout n, Zygop, ()

appartient a B(x} T, %) Par récurrence, on montre que pour tout k € N; il existe i, € {1,...,px} et
une apphcatlon ¢y, strictement croissante de N dans N,tel que pour tout n, ygo. 0p, (n) appartient a

B(zk
’Lk7 2
ment que v est strictement croissante. Montrons maintenant que la suite (2y(,)) est de cauchy. Soit

m et n deux entiers tels que m > n. Tyum) = Tpgo...opm(pnsi0..0pm(m))- PONC, par construction, Ty,

appartient a B(z] 21n) De méme, xy,) appartient a B(z} , 21n) Donc, d(zy(n), Tym)) < 2%, ce qui

) Soit 1, I'application de N dans N définie par 1)(n) = ¢g o ... 0 p,(n). On montre facile-

montre que la suite (zy,)) est de Cauchy. Par hypothese, E est complet donc cette suite (zy)), qui
est une suite extraite de la suite (x,,) converge et donc la suite (x,) a une valeur d’adhérence. O

Nous introduisons maintenant le théoreme de point fixe de Banach. Ce théoreme est essentiel
dans la démonstration du théoreme des fonctions implicites ou dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz
sur l'existence de solutions a une équation différentielle.

THEOREME 2.7.1  (E,d) est un espace métrique complet et f : E — E est une application contrac-
tante, i.e., telle que Ik €]0,1[, V(z,y) € E X E,

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Alors, il existe un unique élément de E, T, tel que f(T) = T.

PREUVE Soit zg, un élément de E. Nous définissons par récurrence une suite (z,) de E en posant
ZTnt1 = f(z,). Montrons que cette suite est de Cauchy.

Pour tout n > 1, d(xy1,2,) = d(f(xy), f(xn_1)) < kd(z,, z,—1). Donc,
d(Tnt1, Tn) < K"d(21, 20)

Soit p et m, deux entiers tels que m > p.

m-1 1P
(T, xp) Z d(zii1, ;) < Z E'd(zy, 1) < - kd(xl,xo)

Ceci implique que la suite (x,,) est de Cauchy et donc elle converge vers un élément T de E. De la
continuité de l'application f, nous déduisons que f(7) est la limite de la suite (f(z,)). Or f(z,) =
ZTnt1 et donc la suite (f(z,)) a la méme limite que la suite (z,). Donc T = f(T).

Terminons la démonstration en montrant que le point fixe est unique. Si x et y vérifient f(z) = x
et f(y) =y, alors d(x,y) = d(f(z), f(y)) < kd(z,y). Donc d(z,y) =0, car k < 1. Ceci implique que
T =1. O

PROPOSITION 2.7.4  Soit (E,d), un espace métrique et (F,0), un espace métrique complet. Soit
A, un sous-ensemble de E tel que adh A = E. Soit f, une application uniformément continue de A
dans F'. Alors, il existe une unique application f de E dans F qui soit continue et dont la restriction
a A soit égale a f. De plus, f est uniformément continue.
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PREUVE Soit x € E. Montrons tout d’abord que pour toute suite (z,) de A qui converge vers z,
la suite (f(x,)) est convergente dans F' et que sa limite ne dépend pas de la suite considérée. On
remarque qu’il existe toujours une suite d’éléments de A qui converge vers x car adh A = F et si x
appartient a A, le résultat est évident et la limite de la suite est f(x) car f est continue sur A.

Montrons que la suite (f(z,)) est de Cauchy car, comme F est complet, ceci implique qu’elle
est convergente. Soit r > 0. Comme f est uniformément continue, il existe p > 0 tel que pour tout
y, z de A tel que d(y,z) < p, 0(f(y), f(2)) < r. Vu que la suite (z,) est convergente, elle est de
Cauchy et donc, il existe ng € N, tel que pour tout p, n plus grand que ng, d(z,,z,) < p. Donc,
d(f(xp), f(x,)) < r ce qui montre que la suite (f(z,)) est de Cauchy.

Soit maintenant deux suites (z,) et (z],) de A qui convergent vers x. Montrons que (f(z,)) et
(f(«!)) ont la méme limite. En utilisant les mémes résultats que dans le paragraphe précédent et le
fait que les suites (z,,) et (z],) ont la méme limite, on en déduit qu'il existe n; € N, tel que pour tout
n > ny, d(z,,x),) < p. Donc, pour tout n > ny, d(f(x,), f(2),)) < r. On en déduit que la distance
entre les limites des suites (f(x,)) et (f(z!,)) est donc inférieure ou égale a r et comme ceci est vrai
pour tout r > 0, les limites sont égales.

A partir des résultats obtenus ci-dessus, on peut définir f sur £ comme suit : pour tout x, f (x) est
la limite d’une suite (f(x,)) ou (x,) est une suite de A qui converge vers x. D’apres ce qui précede, la
restriction de f a A est égale a f et il est évident que si ’on veut obtenir un prolongement continue
de f, f est le seul candidat possible. Il nous reste a démontrer que f est uniformément continue.

Soit r > 0. Comme f est uniformément continue, il existe p > 0 tel que pour tout y, z de A tel que
d(y,z) < p, 3(f(y), f(2)) < r. Soit x et a’, deux points de E tel que d(z,z") < p. Soit (z,,) et (),
deux suites de A qui convergent respectivement vers x et 2’. Il existe ny € N tel que pour tout n > ny,

d(n, ) < p. Done 6(f(zn), f(x,)) < r. En passant a la limite, on en déduit que 6(f(x), f(z')) <r.
Donc f est uniformément continue, ce qui termine la démonstration de la proposition. O

PROPOSITION 2.7.5  Soit (E,d), un espace métrique. Il existe un espace métrique complet (E, cZ)
et une application injective i de £ dans E vériftant :

- V(z,y) € EXE, d(i(x),i(y)) = d(z,y) ;

- adh(i(F)) = E.
De plus, (E, cZ) est unique a une isométrie bijective pres.

PREUVE Soit Cy(E,R), l'espace des fonctions continues bornées de E dans R. C’est un espace
métrique complet car R est complet. Soit e, un élément de E. A tout x € E, on associe 'application
i(x) de E dans R définie par : pour tout y € E, i(x)(y) = d(z,y) — d(e, y).

Il est évident que () est une application continue et, vu que d est une distance, pour tout y € E,
li(x)(y)| < d(e, x). Ceci montre que i(x) est bornée et donc 7 est une application de E dans C,(E, R).
Montrons maintenant que c¢’est une isométrie. Pour (z,2’) € E x E, considérons

doo (i), i(2")) = sup{li(z)(y) — (@) (y) | y € E} =

sup{ld(z,y) — d(«',y)| |y € E} < d(z,27),

De plus I'inégalité est une égalité lorsque y = z. Donc dy(i(x),i(2")) = d(z, z’).

11 suffit maintenant de poser E = adh(i(E)). En effet, £ est un fermé d’un complet donc c¢’est un

complet et ceci termine la partie existence de notre théoreme. Passons maintenant a 1'unicité.

Soit F4 et F,, deux espaces métriques complets, i1 et 19, deux applications injectives et isomé-
triques de E dans respectivement F; et Fs telles que adh(iy(E)) = E; et adh(iz(E)) = E>. Montrons
qu’il existe un isométrie bijective entre F; et Fs. Soit 0, 'application de i;(E) dans Fy définie par
0 = iy 0 (i1)”'. 0 est uniformément continue car c’est une isométrie. Donc, d’apres la proposition
précédente, 6 admet un prolongement uniformément continue 4 de By = adh(i1(F)) dans Fs. 1l
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est facile de montrer que 0 est une isométrie. 11 suffit de montrer maintenant qu’elle est surjective.
Soit y € Ey. Comme adh(is(F)) = Es, il existe une suite (y,) de i2(F) qui converge vers y. La
suite (z, = (i2)"'(y.)) est une suite de Cauchy de E. Donc, vu que i; est une isométrie, la suite
(2, = 11(2,)) est une suite de Cauchy de F; qui converge vers un élément z de F; car cet espace est
complet. De plus,

~

0(z) = limf(z,) = limf(z,) = limy, =y

Donc, ceci montre que 6 est surjective ce qui termine la démonstration de 1'unicité de la complétion
de 'espace E et aussi celle de la proposition. O

On peut aussi faire une autre démonstration en considérant ’ensemble des suites de Cauchy sur
E. On considere sur cette ensemble la relation d’équivalence entre deux suites définie par : deux suites
sont équivalentes si la distance entre leurs termes tend vers 0. En considérant les classes d’équivalence,
on montre que c’est un espace métrique complet et on plonge E dedans en associant a chaque élément
de FE, la classe d’équivalence de la suite constante dont les termes sont tous égaux a cet élément.
Cette preuve est utilisée dans la construction de R comme le “complété” de Q.

THEOREME 2.7.2 (BAIRE)  Soient E un espace métrique complet et (U,) une suite d’ouverts de
E tels que Vn € N, E = adhU,,. Alors, adh (ﬂneN Un) =F.

PREUVE Soit xg, un élément de F et r > 0. Nous allons montrer que B(zg, ) rencontre N,enU, ce
qui suffit pour prouver le résultat.

Vu que Uy est dense dans F, B(xg,r) N Uy est un ouvert non vide de E et donc, il existe x; € F
et r < 5 tels que
B($1,7”1) - F(xbﬁ) - B(CL’QJ’) NUp.

De méme, comme U; est dense dans F, il existe zo € F et 1y < 2% tels que

B(ZEQ,TQ) C E(ZBQ, 7“2) C B(ZL‘l, 7”1) N Ul.
Par récurrence, on construit une suite (x,,) et une suite (r,) qui vérifient pour tout n :
B(x,,7) C B(w,,7) C B(wp_1,70-1) N Up_1.

et r, < 27“—,1 Montrons que la suite (z,) est de Cauchy. Soit deux entiers p et m tels que p > m.
Vu la construction de la suite (x,,), x, appartient a B(Z,,, 7). Donce, d(xy, Ty) < 1y < QLm Ceci
montre que la suite est de Cauchy. Comme E est complet, la suite converge vers un élément = de F.
Pour tout n > 1, x,, appartient & B(x1,71). Donc Z appartient a B(zy,71) qui est, par construction,
inclus dans B(xg,r). Pour tout m > 1 et pour tout n > m, x, appartient & B(x,,,7,,). Donc T
appartient & B(x,,,7,) qui est, par construction, inclus dans U,,_;. En conclusion, Z appartient &
B(zg,7) N ( Npen Uy), ce qui montre que cette intersection est non vide. i

THEOREME 2.7.3  Soit E, un espace métrique localement compact et soit (U,) une suite d’ouverts
de E tels que E = adh U,, pour tout n. Alors , adh ( Npeny Up) = E.

PREUVE Soit xg, un élément de F et r > 0. Nous allons montrer que B(zg, ) rencontre N,enU, ce
qui suffit pour montrer le résultat.

Comme E est localement compact, il existe 7 > 0, rf < 79, tel que B(zq,}) est compact et donc
complet. On refait le méme raisonnement que dans la démonstration précédente sur B(xg, 7)) et on
obtient le résultat. O
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COROLLAIRE 2.7.1  Soit E, un espace métrique complet (ou localement compact) et soit (F,), une
suite de fermés d’intérieur vide de E. Alors U,enF;, est d’intérieur vide.

PREUVE On considere les ouverts U, qui sont les complémentaires dans E des F;, et on applique
le théoreme de Baire en remarquant que les fermés (F},) sont d’intérieur vide si et seulement si les
ouverts (U,,) sont denses dans F. m

2.8 Espaces séparables

DEFINITION 2.8.1 Un espace métrique (E,d) est séparable §'il existe un sous-ensemble dénom-
brable D de E tel que adh D = E.

REMARQUE Cette définition signifie que, dans un espace métrique séparable F, il existe une suite
(x,) d’éléments de E telle que

Ve € E,¥e >0, 3m €N tel que d(z,z,,) < ¢.

PROPOSITION 2.8.1

— Soit (Ey,dy), ..., (E,,d,) une famille de n espaces métriques séparable. Alors, l’espace produit
E =FE; x...x E, muni de la distance d(z,y) = max;_1,_, d;(x;,y;), est un espace séparable.

— Soit (E,d) un espace métrique séparable et A une partie de E. Alors, (A,d) est un espace
séparable.

La preuve de cette proposition est laissée en exercice.

THEOREME 2.8.1  Tout espace métrique compact E est séparable.
PREUVE Pour tout n € N\ {0}, il existe un sous-ensemble fini A,, de E tel que

Ec B(a,%)

aEAn

n

et que adh D = F. |

car £ C U,ep B (x, 1 ) Il ne reste qu’a montrer que le sous-ensemble D = U, cnyA,, est dénombrable

PROPOSITION 2.8.2  Soit E [’ensemble des fonctions de [0,1] dans [0,1] muni de la distance
d(f,9) = sup,epq |f (%) — g(x)|. L'espace métrique (E,d) n’est pas séparable.

PREUVE Soit A la partie de E définie par
A= {XPa P e P([()? 1])}

ou P([0,1]) désigne I'ensemble des parties de [0, 1] et xp est la fonction caractéristique de P qui vaut
1 sur P et 0 sinon. On remarque que A n’est pas dénombrable et que si P # @), alors d(xp, xg) = 1.
Le lemme suivant permet alors de conclure le résultat de la proposition. O

LEMME 2.8.1  Soit (E,d) un espace métrique contenant une partie dense D et une partie A
vérifiant : il existe o > 0 tel que :

V(zy,20) € A%, 1 # 29 = d(21,22) > .

Alors, card D > card A, en particulier si A est non dénombrable alors l'espace (E,d) n’est pas
séparable.



22 Analyse fonctionnelle et convexe ENSAE

PREUVE Soit ¢ une application de A dans D qui vérifie, pour tout a € A, d(a,p(a)) < /3. Une
telle application existe puisque D est dense et o > 0. Soient z; et x5 deux éléments distincts de A.

On a alors
a < d(zy,xe)

< d(zy, () + d(z2, 9(22)) + d(p(1), @ (22)
< (2/3)a+d(p(x1), o(22)).

Ceci prouve que ¢ est injective, d’ou la conclusion. |

2.9 Connexité

DEFINITION 2.9.1

— Une partie A d’'un espace métrique E est connexe par arcs, si, V(a,b) € A?, il existe un chemin
d’origine a et d’extrémité b : il existe une application f : [0, 1] — E continue telle que f(0) = a
et f(1) =bet f([0,1]) C A.

— Un espace métrique (F,d) est connexe si l'une des conditions équivalentes est vérifiée :
— FE n’est pas la réunion de deux ouverts non vides et disjoints;
— FE n’est pas la réunion de deux fermés non vides et disjoints;
— L’ensemble vide et E sont les seuls sous ensembles de E qui sont a la fois ouverts et fermés.
Une partie A de E est connexe, si lorsqu’elle est munie de la topologie induite, elle est connexe.

PROPOSITION 2.9.1

1. Un produit d’espaces métriques non vides, I = [],.; E;, est connexe si el seulement si E; est
conneze pour tout v € I,

2. Tout produit d’espace connexes par arcs est connexe par arcs;

3. Soient E, F deux espaces métriques et f : E — F une application continue. Alors, l’image
d’une partie connexe par arcs de E est une partie connexe par arcs de F' ;

4. Soient E, F deux espaces métriques et f : E — F une application continue. Alors, l'image
d’une partie conneze de E est une partie connexe de F';

5. Soit A une partie connexe et B telle que A C B C adh A. Alors, B est conneze. En particulier
adh A est connexe ;

6. Soit (A;)icr une famille de parties connezes dont lintersection est non vide. Alors UAi est
iel
connexe ; ©

7. Soit (Ap)nen une suite de parties connezes d’un espace métrique E telle que ¥Yn € N, A, N
Api1 # 0. Alors U A, est conneze.

neN
8. Tout ensemble convexe est connexe par arcs.

PROPOSITION 2.9.2  Une partie non vide de R est connexe si, et seulement si, elle est un intervalle

de R.

PREUVE Soit A une partie connexe non vide de R. Montrons que si z, y € A, alors, [z,y] C A.
Supposons par l'absurde qu’il existe z € [z,y] tel que z ¢ A. Dans ce cas A = (AN] — o0, 2[) U
(AN]z,+oo[) est une partition de A en deux ouverts (pour la topologie induite sur A) non-vides et
disjoints ce qui contredit que A est connexe. Ceci entraine que A est un intervalle.

Puisque tout intervalle peut étre décrit comme I'image de R par une application continue, il suffit
pour la réciproque de démontrer que R est connexe. Supposons que R = O; U Oy, union disjointes de
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deux parties a la fois ouvertes et fermés. Supposons par convention que 0 € Oy, nous allons démontrer
que O, non vide est impossible. Supposons par exemple que 0y contient un élément positif, I’ensemble
X ={x € Ry | [0,2] C Oy} est donc borné. Puisque cet ensemble est ouvert (car O est ouvert),
et qu’il contient 0, la borne supérieure o de cet ensemble est strictement positive. Puisque X est
également fermé (car O; est fermé), a est dans X, donc dans O;. Par ouverture de O; au point «, on
en déduit qu’il existe € > 0 tel que o + ¢ € X, ce qui contredit la définition de la borne supérieure.

|
COROLLAIRE 2.9.1 Un ensemble connexe par arcs est conneze.

PREUVE Soit X connexe par arcs et a € X. On remarque tout d’abord que pour tout point b0
de X, le chemin de a vers b est connexe (image de I'intervalle [0, 1] par une application continue).
Puisque, 'union lorsque b varie dans X de ces chemins est manifestement égale a X, il suffit pour

conclure d’utiliser I’alinéa 6 de la proposition 2.9.1. O

COROLLAIRE 2.9.2  Une partie non vide de R est connexe par arcs si, et seulement si, elle est un
intervalle de R.

REMARQUE On pourra vérifier que 1'ensemble A de R? défini par
A={(z,y) eR* |z >0et y=sin(l/z)} U {0} x [-1,1])
est connexe mais n’est pas connexe par arcs. Elle est connexe d’apres ’alinéa 5 de la proposition 2.9.1.

THEOREME 2.9.1  (théoréme du passage de la frontiere) Soient (E,d) un espace métrique, A et
B deuz parties de E telle que B est connexe et BN A et BN A® sont non vides. Alors BNFr A # ().

PREUVE Si BNFr A =0, alors les deux ensembles int(A N B) et int(A°N B) seraient deux ouverts

de B non vides, disjoints et leur réunion serait B. Ceci est en contradiction avec la connexité de B.
|

COROLLAIRE 2.9.3  Soit une partie A de E et f :[0,1] — E un chemin telle que f(0) € A et
f(1) ¢ A. Alors, il existe ¢ € [0, 1] telle que f(c) € Fr A.

2.10 Application a analyse fonctionnelle

2.10.1 Le théoréme de Stone-Weierstrass

Soit (E,d), un espace métrique compact, et soit C(E, R), 'espace des fonctions continues de
dans R. On munit cet espace de la distance ¢ définie par :

0(f,9) = sup{|f(x) — g(x)| | = € E}. (2.2)

L’objectif du théoreme de Stone-Weierstrass est de donner des conditions suffisantes pour qu'une
partie de C(F,R) soit dense dans C(E, R).

DEFINITION 2.10.1  Un sous-ensemble A de C(F,R) est réticulé si pour tout (f, g) € A%, sup(f,g)
et inf(f, g) sont des éléments de A.
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LEMME 2.10.1  Soit un sous-ensemble réticulé A de C(E,R). Soit f € C(E,R). Les deuz assertions
suivantes sont équivalentes :

(v) f appartient a adh A ;
(1) V(z,y) € E?, Ve >0, 3¢y, € A telle que | f(2) = guy(2)] <€ €t |f(y) = goye(y)] <e.

PREUVE Montrons que () implique (22). Si f appartient a adh A, alors pour tout € > 0, il existe
g € A tel que §(f,g) < e. Donc, en particulier, |f(x) — g(x)] < e et |f(y) — g(y)| < € ce qui montre
que la propriété (u2) est satisfaite.

Montrons maintenant que (22) implique (z). Nous allons montrer que pour tout ¢ > 0, il existe
g € AN B(f,¢e) ce qui implique f € adh A.

Pour tout (z,y) € E?, on définit ensemble U, , de la fagon suivante :

Uy ={2 € E| guye:(2) < f(z)+¢}

Ol ¢y 4. est la fonction donnée par la propriété (u2). On remarque que U, , est un ouvert et y appartient
a U,,. Donc, pour tout = € E, la famille (U, ) cr est un recouvrement ouvert de £. Comme E est
compact, il existe un sous-ensemble fini (y¥);c;= d’éléments de E tel que E = Ujere Uz ye-

Pour tout x € E, on définit la fonction g, = inf{g,ye. | i € I*}. Comme A est réticulée, g,
appartient a A. On vérifie aisément que pour tout z € F, g,(z) < f(2) + e et f(x) — e < g.(x) car
pour tout i € I*, f(2) — € < gpyr (7).

Pour tout x € E, soit V, = {z € E | f(z) —e < g.(2)}. Vi est un ouvert et x appartient a
V. Donc la famille (V,,),cr est un recouvrement ouvert de E. Comme E est compact, il existe un
sous-ensemble fini K de E tel que E = UgerUe. Soit g = sup{ge | £ € K}. Comme A est réticulé,
g appartient a A. On vérifie facilement que pour tout z € E, f(z) —e < g(z) < f(z) + €. Donc
d(f,9) < e ce qui montre que AN B(f,¢) est non vide. |

REMARQUE : Considérons le sous-ensemble A des fonctions continues de [a,b] dans R, formé des
fonctions continues affines par morceaux . On vérifie facilement que A est réticulé et pour tout
f € C([a,b],R), et pour tout (z,y) € [a,b]?, il existe g € A telle que g(x) = f(z) et g(y) = f(y).
Donc f vérifie la propriété (u2) du lemme ci-dessus avec en plus une égalité a la place d’une inégalité.
Dont f appartient & 'adhérence de A ce qui montre que A est dense dans C([a, b], R).

DEFINITION 2.10.2  Un sous-ensemble A de C(F,R) est une sous-algebre si cet ensemble est un
sous-espace vectoriel stable par la multiplication des fonctions.

LEMME 2.10.2  Toute sous-algébre fermée A de C(E,R) est réticulée.

PREUVE Soit f et g, deux éléments de C(F,R). On remarque que inf(f,g) = %(f +9—1|f—g

et sup(f,g) = %(f + g+ |f —g|). Soit A, une sous-algebre fermée A de C(E,R). Vu que A est un
sous-espace vectoriel de C(E,R), pour montrer que A est réticulée,il suffit de montrer que pour tout
f € A, |f| appartient a A.

Considérons d’abord la suite de polynomes définie de la facon suivante :

Py est le polynome nul ;

Poia(t) = Pa(t) + §(t = PX(1))

Nous allons montrer que la suite de fonctions (P,) converge uniformément vers la fonction /¢ sur

[0, 1]. On vérifie aisément par récurrence que pour tout ¢ € [0, 1], P,(t) < P,y1(t) et 0 < P,(t) < V.
On en déduit que pour tout ¢ € [0, 1], la suite (P,(t)) converge et on montre facilement que sa limite
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est v/t. D’apres le théoreme de convergence monotone de Dini, la suite converge uniformément sur
0, 1].
Montrons maintenant que si f € A, alors |f| appartient & A. Si f = 0, ceci est évident. Si
f #0, on pose g = (f )f 11 est clair que pour tout x € E, g(x) appartient a [—1, 1]. Donc, pour
)

tout € > 0, il existe n € N, tel que pour tout = € E, |P,(g(z)?) — /g(2)?| < . Autrement dit,
§(P,(g9(x)?),]g(z)?) < e. Comme A est une sous-algebre, P,(g(x)?) appartient a A et donc,|g| est
dans l'adhérence de A. Vu que A est un sous-espace vectoriel, on en déduit que |f| = d(f,0)|g| est
aussi dans ’adhérence de A ce qui termine la démonstration du lemme. O

THEOREME 2.10.1 (Stone-Weierstrass) — Soit A, une sous-algébre de C(E,R), vérifiant :

(1) A sépare les points de E, c’est-a-dire que pour tout (x,y) € E?, x # vy, il existe f € A tel que
f(x) # fy);

(12) Pour tout x € E, il existe f € A telle que f(x) # 0.

Alors, A est dense dans C(E,R).

PREUVE On remarque d’abord que adh A est une sous-algebre de C(E,R) car A en est une. adh A
est une sous-algebre fermée de C(E,R), donc, d’apres le lemme 2.10.2, elle est réticulée. Pour finir la
démonstration, il suffit de montrer que pour tout (x,y) € E? et pour tout (a, 3) € R?, tel que a = 3
six =y, il existe f € adh A telle que

flz) =aet fly)=p (2.3)

En effet, on déduit de cette propriété que toute fonction g de C(E,R) vérifie la condition (22) du
lemme 2.10.1, et donc, d’apres ce lemme, g appartient a adh A. Ceci montre que adh A = C(F,R).

Revenons a la démonstration de (2.3). Six =y, il existe f € A C adh A, telle que f(x) # 0. 11
suffit de prendre 7 ( ) f qui appartient a A C adh A.

Sixz #y, il existe fi € A C adh A telle que fi(z) # fi(y). On résout le systeme suivant :

{ afi(z) +bfi(x)* =a
afi(y) +bfi(y)*> =2

Le déterminant de ce systeme est fi(z)f2(y)(f1(y) — fa(y)). Si fi(z) # 0 et fi(y) # 0, alors le
systeme ci-dessus a une solution (@, b) et la fonction @f, 4 bf? vérifie (1).

Si fi(xz) = 0, alors f1(y) # 0 et il existe fo € A telle que fo(x) # 0. Pour r > 0, suffisamment
petit, f3 = f1 + rfy sépare les points x et y et ne s’annule ni en z ni en y. On résout le systeme
obtenu en remplacant dans le précédent f; par f5 et on obtient une fonction de A qui vérifie (1). On
fait un raisonnement symétrique si fi(y) =0. O

REMARQUE : Il est commode de formuler le théoreme de la fagon suivante : si une famille (f;);es
d’éléments de C(E,R) sépare les points de F et si les f; ne s’annulent pas toutes en un méme point
de E, alors tout élément f de C(E,R) est limité uniforme d’une suite polynomiale en f; (sans terme
constant).

Si les fonctions constantes font partie de la la sous-algebre A, alors la condition (22) du théoreme
est automatiquement vérifiée.

Si E est un sous-ensemble compact de R™, alors la famille des applications coordonnées (f;)i=1...n
sépare les points de F et elles ne s’annulent pas toute au méme point si 0 n’appartient pas a
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E. Donc toute fonction continue de F dans R est approximable par des polynomes de la forme

> Qpy o pa @t .. 2P avec un terme constant si 0 € E et éventuellement sans si 0 ¢ E.

2.10.2 Le théoréeme d’Ascoli

Le théoreme d’Ascoli donne une caractérisation des sous-ensembles compacts de ’ensemble
C(E, F), muni de la distance uniforme, des applications continues de E, espace métrique compact,
dans F', espace métrique.

DEFINITION 2.10.3  Soit E et F', deux espaces métriques et F(FE, F'), 'ensemble des applications
de E dans F. Une partie A de F(E, F') est équicontinue en x € F, si pour tout € > 0, il existe a > 0
tel que pour tout y € B(x, ) et pour tout f € A,

dr(f(2), fy)) <e

A est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de F.

REMARQUE : Si A est une partie équicontinue de F(E, F') en z, alors toutes les applications de A
sont continues en .

DEFINITION 2.10.4  Soit E et F, deux espaces métriques et F(E, F'), 'ensemble des applications
de E dans F. Une partie A de F(F, F) est uniformément équicontinue sur E, si pour tout € > 0, il
existe a > 0 tel que pour tout (y, z) € E? et pour tout f € A, si dg(y, z) < a alors

dp(f(x), fy)) <e

PROPOSITION 2.10.1  Soit E, un espace métrique compact, F, un espace métrique, et F(E,F),
l’ensemble des applications de E dans F.

(1) Une partie A de F(E, F) est uniformément équicontinue si et seulement si A est équicontinue
en tout point de E.

(1) A est une partie uniformément équicontinue si et seulement si adh A est uniformément
équicontinue.

PREUVE (2) Il est clair que si A est uniformément équicontinue alors elle est équicontinue en tout
point de E. Réciproquement si A est équicontinue en tout point de E, pour tout € > 0 et pour tout
x € F, il existe a,, > 0 tel que pour tout f € A et pour tout y € (B(z,a,)), de(f(z), f(y)) < e.
Vu que F = U,cpB(x, %am) et que E est compact, il existe un sous-ensemble fini E de E tel que

E=U,;B(x, %ax). Soit o = min{%a:D | € E}. Comme E est fini, a est strictement positif. Soit

feAet(y,2) € E? tel que dg(y,z) < o. Il existe x € E tel que y appartient & B(z, %Ozx). Vu la
définition de «, z appartient a B(x, o). Donc, dp(f(y), f(2)) < dp(f(y), f(2))+dr(f(x), f(2)) < 2e.

Ceci montre que A est uniformément équicontinue.

(12) La preuve est laissée en exercice. O

EXEMPLES : Considérons le cas oit E = [0,1] et F' = R. La famille de fonctions (v/ax)acp,n est
uniformément équicontinue.

Dans le cas général, la famille des applications lipschitziennes de rapport inférieur ou égal a k est
uniformément équicontinue. Donc, dans le cas o E = [0,m] et F' = R, la famille (2"),>; est uni-
formément équicontinue si m < 1. Par contre, la méme famille n’est pas uniformément équicontinue
si B =[0,1[.
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THEOREME 2.10.2 (AscoLl)  Soit E, un espace métrique compact, et soit F, un espace métrique.
Soit A, un sous-ensemble de C(E, F) que l'on munit de la métrique de la convergence uniforme.
Alors, adh A est compact si et seulement si :

(1) A est uniformément équicontinue ;

(1) il existe un compact K C F' tel que pour tout f € A et pour tout x € E, f(z) € K.

PREUVE Supposons que adh A est compact. Pour montrer la propriété (), il suffit de montrer que
I'ensemble D = Uysca f(E) est relativement compact. Soit (y,), une suite de D. Il existe une suite ()
de F et une suite (f,,) de A telles que y,, = fn(x,). Comme E est compact, la suite (z,) admet une
sous-suite convergente (Z,(,)) dont on note la limite . Comme adh A est compact, la suite (f,n))
admet une sous-suite convergente ( foy(n)) dont on note la limite f. On a donc :

dF (Ypov(n): [()) < dp(foowm) (Tpopn))s f(Tposm)) + dr(f(Zgopm)), f(@))

La convergence uniforme de la suite (fuop(m)) vers f et la convergence de la suite (Zpopn)) vers
impliquent que dp( foowmn) (Tpopm))s f(Xpopm))) converge vers 0 ainsi que que dp(f(Tpopm)), f()).
Donc la suite (ysoow(n)) est convergente ce qui montre que la suite (y,) a une sous-suite convergente.

Montrons maintenant que A est uniformément équicontinue. Soit ¢ > 0. adh A étant compact,
il existe un sous-ensemble fini A de adh A tel que adh A C U geiBoo(g,€). Comme E est compact,
toutes les applications de A sont uniformément continues. Donc, pour tout g € A, il existe ag >0
tel que pour tout (z,y) € E?, dg(r,y) < a, implique dr(g(z), g(y)) < e. Soit a = min{ay, | g € A}.
Comme A est fini, o est strictement positif. Soit f € A et (z,y) € E? tel que dg(z,y) < a. Alors, il
existe g € A tel que f € Boo(g,€). De plus,

dr(f(z), f(y)) < dr(f(z),9(x)) + dr(9(z), 9(y)) + dr(g(y), f(y))

D’apres la définition de «, les trois termes de la somme de droite de I'inégalité ci-dessus sont majorés
par € . Donc, A est uniformément équicontinue.

Montrons maintenant la réciproque. On suppose donc que A est uniformément équicontinue et
qu’il existe un compact K C F' tel que pour tout f € A et pour tout x € E, f(x) € K. Montrons que
adh A est complet. Vu les hypotheses, adh A est un sous-ensemble fermé de C(F, K) qui est complet
car K est compact et donc complet. Donc adh A est complet.

Pour finir la preuve, nous montrons que adh A est précompact. Soit € > 0. D’apres les hypotheses
et la proposition (2.10.1 - (u2)), adh A est uniformément équicontinue. Donc, il existe a > 0 tel que
pour tout f € adh A et pour tout (z,y) € E? dg(zr,y) < a implique dp(f(z), f(y)) < . Comme
E est compact, il existe un sous-ensemble fini E de E tel que E = U,cpBe(z,a). Comme K est
compact, il existe un sous-ensemble fini K de K tel que K C U,eg Br(y,e).

Soit ¥, I'ensemble des applications de F dans K. Comme E et K sont fini, ¥ est fini. Pour tout
o € X, on définit ’ensemble suivant :

A, ={f cadh A| f(x) € B(o(x),e), pour tout = € E}

Montrons que adh A = UsexA,. Soit f € adh A. Pour tout x € E, il existe y € K tel que flz) €
Bpr(y, €). Définissons l'application o de F dans K en associant a tout x de E un élément y de K tel
que f(z) € Br(y,¢€). Ceci est donc toujours possible et il est clair que f € A,.

Montrons maintenant que pour tout o € 3 et pour tout (f,g) € (Ay)?, doo(f,g) < 4e. Pour tout
x € F, il existe £ € E tel que x € Bg(&, ). Donc,

dp(f(x), 9(x)) < dp(f(x), f(£) + dr(f(§),9(£)) + dr(g(£), 9(x))
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Le premier et le troisieme terme de la somme sont inférieurs a € a couse de I'uniforme équicontinuité.
Comme f et g appartiennent a A,, f(§) et g(&¢) appartiennent a Bp(o(£),e) et donc le terme du
milieu de la somme est inférieur a 2e. dp(f(z), g(x)) est donc inférieur ou égal a 4e et, comme cette
inégalité est vraie pour tout z € E, dy(f,g) < 4e. Pour tout o € X tel que A, est non vide, on
choisit un élément f, € A,. Ce que nous avons montré ci-dessus implique que adh A est inclus dans
la réunion des boules de centre f, et de rayon 4e. Comme ceci est vrai pour tout € > 0, adh A est
précompact et ceci termine la démonstration du théoreme. O

REMARQUE : L’exemple suivant montre qu’on ne peut pas retirer ’hypothese E compact du
théoreme d’Ascoli. Soit (f,,), la suite des applications de R dans [0, 1] définie par :

1

A e Pk

Pour tout n et pour tout z, |f/(x)| < 2. Donc les applications (f,,) sont toutes 2-lipschitzienne ce
qui implique que la famille est uniformément équicontinue sur R. L’ensemble {f,, | n € N} n’est pas
relativement compact. En effet, si une sous-suite (f,(m)) converge vers f, alors f est I'application
nulle car pour tout xz, la suite (f,m)(z)) converge vers 0. Mais, la suite (f,,)) ne converge pas
uniformément vers 'application nulle car pour tout n, |f,m)(¢(n))| = 1.

REMARQUE : L’hypothese (#2) du théoreme d’Ascoli peut étre remplacée par :
pour tout = € E, A(z) = {f(x) | f € A} est relativement compact.

Il est clair que si 'hypothese () est vérifiée, celle-ci 1’est. Montrons maintenant la réciproque,
c’est-a-dire que l'ensemble Z = Uysca f(E) est relativement compact. Soit (z,), une suite de Z. Par
définition de Z, il existe une suite (z,, f,) de E x A telle que z, = f,(x,) pour tout n. Comme F
est compact, la suite (z,,) a une sous-suite convergente (y(,)). Soit x, sa limite. Vu notre hypothese,
I'ensemble A(z) est relativement compact et donc la suite (f,)(2)) a une sous-suite convergente
(fpown)(x)). Soit y sa limite. Alors :

di(fooum) (Tpopn))s ¥) < de(foowm) (Tpopn))s foopm)(%)) + dr(foopm) (), )

Le premier terme du membre de droite de I'inégalité tend vers 0 car la famille A est uniformément
équicontinue et le second également car la suite (fyoypm)(2)) converge vers y. Donc la suite (z,) a une
sous-suite convergente ce qui montre que l'ensemble Z est relativement compact.
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2.11 Exercices

EXERCICE 2.1  Soient (X,d) un espace métrique complet et (F),) une suite de sous-ensembles
fermés non vides de X vérifiant :

(Z) Fn+l C Fna VTLEN;
(12) (diam F, dlef sup{d(z,2') | (z,2") € F, x Fn}> converge vers 0.

neN
Montrer que [,y Fn est un singleton de X.

EXERCICE 2.2  Soient (Ey,d;) et (Es, dy) deux espaces métriques non-vides et soit E = Ey X Fs.

1 - Soit d I'application de ' x E dans R, définie par :
d(z,y) = max{di(z1,y1), d2(72,y2) }

a - Montrer que d est une distance sur FE.

b - Soit U; un ouvert de E; et Us un ouvert de E5. Montrer que U; x Us est un ouvert de E pour
la distance d.

¢ - Soit U un ouvert de E. Montrer que la projection de U sur E; est un ouvert de FEj.

d - Soit (X,0) un espace métrique. Soit f une application de X dans E. Montrer que f est
continue si et seulement si ses deux composantes f; et fy le sont.

2 - Deux distances ¢ et ¢ sur un méme espace X sont uniformément équivalentes si 'application
identité de (X,0) dans (X,d") est uniformément continue ainsi que sa réciproque. Montrer que les
distances suivantes sur £ sont uniformément équivalentes a d.

d'(z,y) = di(z1,y1) + do(xa, y2)

d"(z,y) = V/di(z1,91)2 + do(x2,yo)?

3 - Un espace métrique est discret si toute partie de cet espace est un ouvert. Un espace métrique
est séparable si il existe un sous-ensemble au plus dénombrable partout dense. Montrer que E est
discret (resp. borné, séparable, complet) si et seulement si E; et Fy le sont.

EXERCICE 2.3 Soit (X,d) un espace métrique. Montrer qu'’il existe une distance uniformément
équivalente a ¢ pour laquelle X est borné.

EXERCICE 2.4  Soit (FE,,d,).eny une suite d’espaces métriques non-vides. On suppose que pour
tout n et pour tout (z,y) € E,, d,(z,y) < 1. Soit E =[], cy En. On définit la fonction d de £ x E
dans R, de la fagon suivante. Pour tout couple (z = (z,),y = (yn)) de E X E,

d(z.y) =) —dn(a;l’ )

n=0

1 - Montrer que d est une distance sur F.

2 - Soit I un sous-ensemble fini non vide de N et pour tout ¢ € I, soit U; un ouvert de E;. Soit U
le sous-ensemble de E défini par

U={zecFE|Viel, z; €U}

Montrer que U est un ouvert de F.



30 Analyse fonctionnelle et convexe ENSAE

Réciproquement, soit V' un sous-ensemble ouvert non vide de E et soit T € V. Montrer qu’il
existe un sous-ensemble [ de N fini et non vide et des réels strictement positifs (¢;);c; tels que :

{iL’GE’VZ E[, dz(xl,@) <Ei} cVv

3 - Soit (z?) une suite de E. Montrer que la suite (z9) converge vers £ € E (resp. est de Cauchy)
si et seulement si pour tout n € N, la suite (%) converge vers ¢, (resp. est de Cauchy). Montrer que
E est complet si et seulement si, pour tout n € N, F,, est complet.

EXERCICE 2.5 Soit E un espace métrique compact et soit F' un espace métrique. Soit f une
application continue bijective de E' dans F. Montrer que f est un homéomorphisme.

Soit E un espace métrique compact tel qu’il existe une famille d’applications continues de E dans
R, (fi)@=1,..n), telle que pour tout élément (x,y) € E x E, x # vy, il existe ¢ € {1,...,n} tel que
fi(z) # fi(y). Montrer que E est homéomorphe a un sous-ensemble compact de R™.

EXERCICE 2.6  Le but de cet exercice est de montrer que toute application continue d’un compact
de R™ dans R™ peut étre prolongée en une application continue de R™ dans R".

Soient K un sous-ensemble compact non vide de R" et f : K — R” une fonction continue.

1 - Montrer qu’il existe une famille (a;);c; de points de K, dense dans K et telle que I soit un
sous-ensemble fini ou dénombrable de N.

Dans la suite, on note dx la fonction de R™ dans R définie par di(z) = min{||x — al| | a € K}.
Pour tout ¢ € I, on définit application ¢; de R™ \ K dans R par :

) = fo )

2 - Montrer que ; est continue sur R \ K et que pour tout z € R" \ K, ¢;(x) € [0, 1]. Montrer
que pour tout x € R"\ K il existe i € I tel que p;(z) # 0.

3 - On définit Papplication f de R dans R™ par :

SN f(z) size K
0 = { (5 1) (B2 901 (a) e

a - Montrer que f est continue sur l'intérieur de K et sur R” \ K.
b - Soit g € K \ int K et soit € > 0. Monter qu’il existe a > 0 tel que :
Vo € B(xo, ) N K, [|f(z) — f(zo)| < e
¢ - Monter que pour tout x € B(x, %), xr ¢ K, alors ;(x) = 0 si a; ¢ B(xg, ).
d - En déduire que pour tout = € B(xy, %), | f(z) — f(z0)| < e et conclure.

EXERCICE 2.7  Montrer que I'application de R, x R, dans R, définie par

z Y
1+ 14y

d(z,y) = ‘

est une distance. Montrer que R, muni de cette distance n’est pas complet.
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EXERCICE 2.8 1. Soit (F,d) un espace métrique compact.

1 - Montrer que pour tout n € N* il existe un nombre fini (p,) d’éléments z7, ..., 27 de E tel

que E = Ji", B(z?, L) ot B(z?,1) désigne la boule ouverte de centre 27 et de rayon =.

2 - Soit D =U,5 {7, ..., 2},
3 - Montrer que adh D = E.

n
Pn

}. Montrer que D est dénombrable.

I1. Soient (F,dg), (F,dr) deux espaces métriques compacts et k un réel strictement positif. Soit
& l'ensemble des applications k-lipschitziennes de F dans F', c’est a dire I’ensemble des applications
f: E — F tel que pour tout (z,y) € E?, dr(f(x), f(y)) < kdg(z,y). Pour f,g € £, on définit

0(f,9) =supdp(f(z), g(x)).

zel

Le but de cet exercice est de montrer que (£, ) est un espace métrique compact.
1 - Montrer que § définit une distance sur £.
2 - Montrer qu’il existe une suite (a,) de E tel que D = {a,,n € N} est dense dans F.
Soit (f,) une suite d’éléments de £.

3 - Montrer qu’il existe une suite (g,) extraite de la suite (f,), telle que, pour tout p € N, la suite
d’éléments (g,,(ap,))nen de F' est convergente.

4 - Montrer que la suite (g,) converge simplement sur F, c’est a dire que pour tout =z € E, la
suite d’éléments (g, (x))nen de F admet une limite, que I'on note g(z).

5 - Montrer que 'application g : £ — F' définie en -4- est un éléments de £.
6 - Montrer que g est limite uniforme de la suite (g,), i.e., lim, o 0(gn,g9) = 0.
7 - Conclure.
+o0
EXERCICE 2.9  Soit £ = [0,1]N muni de la distance d(z,y) = Z mr;n%w
n=0
1 - Prouver que (F,d) est compact.

2 - Montrer que tout espace métrique compact est homéomorphe a un sous espace de E.

EXERCICE 2.10  Soient E un espace métrique et F' un espace métrique compact. Montrer qu'une
application f : F — F est continue si et seulement si son graphe

G(f) =A{(z, f(x)),z € E}

est fermé dans F x F'.

EXERCICE 2.11  Soit (F,d) un espace métrique complet et A un espace topologique. Soit une
application f: F x A — E vérifiant :

- Pour tout x € F fixé, 'application de A — E, A — f(x, \) est continue;
- Jk < 1 telle que d(f(x, N), f(y,\)) < kd(z,y) pour tout (A, z,y) € A x E x E.
1 - Montrer que pour tout A € A, il existe un unique ay € F vérifiant f(ay, \) = a,.

2 - Montrer que 'application A — a, est continue.
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EXERCICE 2.12  Trouver les sous ensembles compacts de R* muni de la distance

d(z,y) = iy

-l

EXERCICE 2.13  Soit (X, d) un espace métrique compact et non vide. Une application f de X dans
X est faiblement contractante si d(f(x), f(y)) < d(x,y) pour tout (z,y) € X x X tel que = # y.

1 - Montrer qu'une application faiblement contractante a un unique point fixe (c.a.d. ’équation
f(z) = x) a une solution unique). (Indication : étudier la fonction ¢ de X dans R définie par

p(x) = d(z, f(z)).)
2 - Donner un exemple d’application faiblement contractante de R dans R qui n’a pas de point
fixe.

EXERCICE 2.14  Soient F un espace métrique compact et f : E — E une application telle que
d(x,y) < d(f(x), f(y)) pour tout z,y € E.

1 - Soient a,b € E. On considere les suites (a,) et (b,) définies par ag = a, by = b et a,41 = f(ay,),
bni1 = f(b,) pour tout n > 1. Montrer que

Ve > 0,3n > 1 tel que d(a,a,) < e et d(bb,) <e.

2 - En déduire que d(f(a), f(b)) = d(a,b).
3 - Montrer (utiliser le résultat de - 1 -) que f(FE) est dense dans F.

4 - Montrer que f est une isométrie bijective de E sur E.

EXERCICE 2.15  Soit X un espace métrique.

1 - Montrer que s’il existe un réel » > 0 tel que, dans X, toutes les boules fermées de rayon r sont
compactes, alors X est complet.

2 - Donner un exemple d’un espace métrique localement compact X tel que, pour tout x € X, il
existe une boule fermée de centre x non compacte.

3 - Donner un exemple d'un espace métrique localement compact et non complet.

4 - Donner un exemple d’un espace métrique complet non localement compact.

EXERCICE 2.16  Soient un entier naturel n > 2, un réel £ > 1 et f : R — R une application
continue vérifiant (C) :

Ve,y € R, [f(x) = f(y)l = klz =y, et fle+1) = f(z) +n.

On note £ I'ensemble des applications 1-périodiques et continues de R dans R.
1 - Montrer que £ muni de la norme de la convergence uniforme |||« est un espace de Banach.

2 - Soient f et fy deux fonctions continues de R dans R vérifiant la condition (C). Montrer qu’il
existe un seul a € & telle que :

Ve e R, filz +a(x)) = fa(2) + a(fa(z)).

Indication : utiliser un théoreme de point fixe.

3 - Montrer qu’il existe un homéomorphisme i : R — R tel que pour tout € R, f (h(x)) = h(nx).
(On dit alors que f est topologiquement conjuguée a ’homothétie x +— nz.)
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EXERCICE 2.17  Soient X un espace métrique et (A;);c; une famille de parties connexes de X. On
suppose que les A; se rencontrent deux a deux. Montrer que (J,o; A; est connexe.

EXERCICE 2.18  Soient F et F' deux espaces métriques connexes, A un sous ensemble ouvert et
fermé de E x F et (xg,y0) € A. On définit : A,y = {x € E | (z,y0) € A} et By, ={y € F' | (z0,y) €
A}.

1 - Montrer que A,, et B, sont ouverts et fermés respectivement dans E et F'.

2 - Prouver que A,y = E et B,, = F'.

3 - Montrer que E x F' est connexe.
EXERCICE 2.19  Soient E et F' deux espaces métriques. Soient f : E' — F une application continue
et A un sous ensemble connexe de E.

1 - Montrer que f(A) est connexe.

2 - Soit (o, yo) € R%. Montrer que R? \ {(z0,y0)} est connexe.

3 - Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de R? dans R.

4 - Montrer qu’il n’existe pas d’injection continue de R? dans R.
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Exercices complémentaires

EXERCICE 2.20  Soit (E,d) un espace métrique borné et soit F 1’ensemble des fermés non vides
de E.Si F,A,B € F et x € E, on note

d(z, F) =inf {d(z,y),y € F};

5(A, B) = max {Sup d(z, B),sup d(z, A)} .

€A z€B

1 - Montrer que pour tout A, B,C € F,

supd(z,C) < supd(z, B) +supd(y, C).
€A €A yeB
2 - Montrer que ¢ est une distance sur F.

3 - Soit (A,) une suite de F convergeant vers A et soit z,, € A,. Montrer que si la suite (x,,)
converge vers x, alors, x € A.

Soit (A,) une suite d’éléments de F. On définit la limite supérieure de la suite (F),), notée
limsup(A,,) et la limite inférieure de la suite (A, ), notée liminf(A,) de la fagon suivante :

Un élément x € E appartient a limsup(A4,) si pour tout voisinage V' de = dans E et pour tout
n € N, il existe m > n tel que V N A,, # 0.

Un élément x € F appartient a liminf(A,,) si pour tout voisinage V' de = dans E, il existe n € N
tel que pour tout m >n, VN A,, # 0.

4 - Montrer qu'un élément x € E appartient a limsup(A,) si et seulement si il existe une suite
(x,) de E telle que pour tout n, x, € A, et une sous-suite de (z,) converge vers x.

5 - Montrer qu'un élément z € E appartient a liminf(A,) si et seulement si il existe une suite
(x,) de E qui converge vers x et un élément ny € N tel que pour tout n > ng, z,, € 4,

6 - Montrer que liminf(A,) C limsup(A,). Montrer que limsup(4,) est non vide. Montrer que
liminf(A,,) et limsup(A,) sont des fermés de E.

7 - Montrer que la suite (A,) de F converge vers A € F pour la distance § si et seulement si
liminf(A,) = limsup(4,) = A.

8 - Soit (A,) une suite de F convergeant vers A. Montrer que

A :fjo [adh (U Ap>

p>n

(Indication : si x est un élément de ce dernier ensemble, construire une sous suite (A,,) et des
x € A, tels que la suite (x)) converge vers z.)

9 - Si E est précompact, montrer que F est précompact. (indication : si A est un recouvrement
de F par des fermés de diametre plus petit que ¢, considérer B ’ensemble de toutes les réunions

d’ensembles de A.)
10 - Le but de cette question est de montrer que si (F, d) est complet alors (F,0) est complet.

Soit (A,) une suite de Cauchy de F, on pose B,, = adh (Up2n Ap> et B=()",Bn.

a - Montrer que pou tout € > 0, il existe n € N tel que, pour tout p,q >n, x € A, Iy € A, tel
que d(z,y) < e.
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b - Soient £ > 0 et (&) une suite de réels > 0 telle que >/~ , < e. Construire une sous suite (A4, )
et des zy, € A, tels que d(xy, x411) < € pour tout k € N.

¢ - En déduire que B est non vide et que pour tout € > 0, In € N tel que d(x, B) < € pour tout
r € B,.

d - Montrer que la suite (A,,) converge vers B.

11 - Montrer que si E est compact alors (F,d) est compact.
EXERCICE 2.21  Soit (X,d) un espace métrique complet et soit f une application de X dans
R U {+00}. On suppose que f est bornée inférieurement sur X, qu'il existe £ € X tel que f(&) est

fini et que pour tout a € R, {z € X | f(z) < a} est fermé. Le but de cet exercice est de montrer
que pour tout z € X, il existe un élément 5 € X tel que f(y) + d(y,x) < f(x) et pour tout y € X,

y# 9, fly) +dly,m) > f(@).
1 - Pour tout € X, on définit ’ensemble F'(x) par :

F(z)={ye X | f(y) +d(y,x) < f(x)}

a - Montrer que F(z) est fermé et qu’il existe un élément y € F(x) tel que f(y) est fini.
b - Montrer que si y € F(z), alors F(y) C F(x) et que f(y) < f(z).

2 - On définit I'application g de X dans R U {400} de la fagon suivante :

pour tout z € X, g(z) =inf{f(y) |y € F(z)}

Montrer que g est a valeurs finies et que pour tout z € X, g(x) < f(z). Montrer que si y € F(x),
alors g(y) > g(x).

3 - Pour tout x € X, on construit une suite (y,) de X par récurrence. yo est un élément de F(x)
tel que f(yo) est fini. Si les n + 1 premiers termes de la suite sont définis, on choisit y,.1 tel que
Ynt1 € Fyn) et g(yn) < f(Wng1) < glyn) +270FY . Montrer qu'il est possible de construire une suite
de cette facon et que

d(ymyn-i-l) < 2~ (D)

En déduire que la suite (y,) est convergente vers une limite que nous noterons 7.

4 - Montrer que § € F(x) et pour tout n € N, 7 € F(y,). Soit y € F(7). Montrer que pour tout
n, y € F(y,) et en déduire que f(7) < f(y) + 2~ ™+, En déduire que y = 7 et conclure.
EXERCICE 2.22  Soit (E, d) un espace métrique localement compact. Montrer que les trois propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un sous-ensemble dénombrable D de E tel que E = adh D. (E est séparable).

(12) 11 existe une suite de sous-ensembles compacts (K,,) de E telle que £ = U, K.

(22) 11 existe une suite d’ouverts (U,,) de E telle que :

Vn € N, adh U, est compact, adhU,, C U, et E = U U,.

neN

Indications : pour montrer que (2) implique (22), on pourra construire des boules relativement
compactes de la forme B(a,, %) ol a, € D.

Pour montrer que (#2) implique (222), on montrera d’abord que dans un espace localement compact,
tout compact admet un voisinage relativement compact.

Pour montrer (u22) implique (2), on remarquera d’abord que tout espace métrique compact est
séparable.
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EXERCICE 2.23  Un espace métrique est dit B.F.C. si toutes les boules fermées sont compactes.

1 - Montrer qu’un espace métrique est B.F.C. si et seulement si les sous-ensembles fermés bornés
sont compacts.

2 - Montrer que tout sous-ensemble fermé d’un espace B.F.C. est B.F.C. Donner un exemple de
sous-ensemble ouvert d'un espace B.F.C. qui n’est pas B.F.C.

3 - Montrer qu’'un espace B.F.C. est complet, localement compact et séparable.

4 - Soit (E, d) un espace B.F.C. Montrer que pour tout fermé A de E et pour tout z € E, il existe

a € A tel que :
d(z, A) = inf{d(z,y) |y € A} = d(z,a)

Soit A un sous-espace compact de E et B un sous-ensemble fermé de E. Montrer qu’il existe
a€ Aetbe B tels que :

d(A, B) =inf{d(z,y) | x € A, y € B} =d(a,b).

5 - Soit (E, d) un espace B.F.C. et (x,) une suite de E. Montrer que les trois propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) pour tout compact K de E, il existe ng € N tel que x,, ¢ K pour tout n > ng;

(1) pour tout a € E, lim,,_., d(a, x,) = 00;

(12) il existe a € E tel que lim,,_. d(a,z,) = co.

Si I'une des propositions ci-dessus est vérifiée, on dit que la suite (x,,) tend vers I'infini.

6 - Soit F et I, deux espaces métriques B.F.C. et f une application continue de FE dans F.
Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout compact K de F, f~1(K) est compact dans E ;

(12) pour toute suite (x,) de E tendant vers l'infini, la suite (f(z,)) tend vers 'infini.

EXERCICE 2.24  Soit (F,d) un espace métrique localement compact et séparable.

1 - Soit (U,) une suite d’ouverts relativement compacts de E tels que :

adh U, C Uy et B = U,U,.

Montrer qu’il existe une application continue f de E dans R telle que :

[f(x) <nsize€adhlU,] et [f(x) >nsix¢adhlU,].

Indication : on pourra considérer les fonctions f,, définies par :

B d(x,adh U,)
fu(w) = inf {1’ d(adhU,,Us,,) } '

2 - Montrer que la distance 0(z,y) = d(z,y) + | f(z) — f(y)| est topologiquement équivalente & la
distance d, c’est-a-dire, que l'identité est un homéomorphisme de (E, d) sur (E, ).

3 - Montrer que les boules fermées de I'espace métrique (FE, ) sont compactes.



Chapitre 3

Espaces vectoriels normés

3.1 Généralités sur les espaces vectoriels normés

Soit F, un espace vectoriel sur R ou C.

DEFINITION 3.1.1  Une norme sur E est une application |.|| de E dans R, vérifiant les propriétés
suivantes :

(2) pour tout x € F, ||z|| = 0 si et seulement si z =0;
(12) pour tout z € E, pour tout t € R ou C, ||tz| = |t|||z];
(w2) pour tout (x,y) € E X E, ||z +yl| < =] + [yl

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme. Si (£, |.||) est un espace
vectoriel normé, on peut définir une distance d sur E en posant d(z,y) = ||z — y||. Réciproquement,
nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1.1  Soit d, une distance sur un espace vectoriel E. d est issue d’une norme si et
seulement si pour tout (z,y,z) € E*, pour tout t € R ou C,

d(z + 2,y + 2) = d(z,y), dtz, ty) = [t|d(z,y).

Il suffit de considérer I'application ||z|| = d(z,0).
EXEMPLE : sur R", on a les normes suivantes :

|Z||oo = max{|x;|, 1 =1,...,n};

el =320 |l ;

lzll2 = /22y |l

Soit £°°, I'espace vectoriel des suites réelles bornées. Sur cet espace, on peut définir la norme
suivante :

[(tn)lloe = sup{|un| [ n € N}.

Soit ¢!, lespace vectoriel des suites réelles telles que la suite (31 |u;|) est convergente. Sur cet
espace, on peut définir la norme suivante :

[ (un)lls = Zluil-
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Soit 7, p €]1, co[, I'espace vectoriel des suites réelles telles que la suite (> |u;[P) est convergente.
Sur cet espace, on peut définir la norme suivante :

> 1
[Cun)llp = (Z |uif?) P

Soit C(K,R), I'espace vectoriel des fonctions continues de K, espace métrique compact dans R. Sur
cet espace, on peut définir la norme :

[flloe = max{|f(z)[ | x € K}

Si K est un intervalle fermé de R, on peut aussi considérer les normes suivantes pour tout p € [1, oo,

1
11 = ([ 17pae)”

REMARQUE : Une topologie sur un espace vectoriel E est une topologie d’espace vectoriel si les
applications (z,y) — x +y de E x E dans E et (t,2) — tz de R (ou C) xE dans E sont continues.
Il est facile de voir qu’une norme induit sur un espace vectoriel une topologie d’espace vectoriel.

Si (Ev,||-11),-- -, (Ep, ||-|lp) sont p espaces vectoriels normés, alors la topologie produit sur £ =
E, x ... x E, est une topologie d’espace vectoriel qui est issue, par exemple, de la norme :

|(z1,...,2p)|| = max{||z||; | 7 =1,...,p}

DEFINITION 3.1.2  Deux normes ||.||; et ||.||2 sur un espace vectoriel E sont équivalentes si il existe
a>0etd > 0 tels que pour tout = € E, o|z|i < ||z]2 < Bz

PROPOSITION 3.1.2  Soit E, un espace vectoriel de dimension finie. Alors, toutes les normes sur
E sont équivalentes.

PREUVE Soit (uy,...,u,), une base de E. On définit la norme suivante sur F. Pour tout u € E,
on pose :

|l = max{|x;],i=1,...,n}
ou (z1,...,x,) sont les coordonnées de u dans la base (u1,...,u,). Soit ||.||, une autre norme sur F.

Pour tout v € F,

n
lull <D lzlllugll < nmax{flu]l | =1, n}fullo
i=1

La norme ||.|| est donc une application continue car lipschitzienne de £ dans R pour la topologie
définie par la norme ||.||co-

(E,]].]|oc) est homéomorphe a (R",||.||«c) par lisométrie qui & tout vecteur de E associe ses
coordonnées dans la base (ui,...,u,). Donc la boule unité de E, Bg(0,1) est homéomorphe & la
boule unité de R™ pour le norme ||.||s qui est compacte car c’est le produit de n compacts [—1, +1].
La norme ||.|| atteint donc son minimum sur 'ensemble S = {x € E | ||z||oc = 1} qui est un fermé
d’un compact, donc un compact. Soit «, ce minimum. o > 0 car 0 n’appartient pas a S. On vérifie
aisément que pour tout u € E, o||ul|s < |Jul|. Donc les normes |||« et ||.|| sont équivalentes. Par la
transitivité de la relation d’équivalence, on en déduit que toutes les normes sont équivalentes sur E.
O
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On déduit de la démonstration précédente que tout espace vectoriel normé, F, de dimension finie
n est homéomorphe a R™ et que toutes les boules fermés de E sont compactes. E est aussi complet
a cause de I’équivalence des normes ce qui implique qu’une suite de Cauchy pour une norme, ’est
pour toutes les autres.

THEOREME 3.1.1  (Riesz)  Soit E, un espace vectoriel normé. E est localement compact si et
seulement si E est de dimension finie.

Avant de donner la démonstration de ce résultat, nous allons montrer le lemme suivant.

LEMME 3.1.1  Soit E, un espace vectoriel normé et soit F', un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E. Alors, F est fermé.

PREUVE Soit (u,) une suite de F' convergeant vers u. Soit ||.||r, la restriction de la norme de E
a F. C’est, de toute évidence, une norme sur F. De plus (u,) est une suite de Cauchy pour cette
norme et comme F' est complet car de dimension finie, la suite (u,) converge pour cette norme vers
une limite v € F. Il est clair que v est aussi une limite de (u,) dans E car |u, — v||r = ||u, — v|.
Donc, vu I'unicité de la limite, © = v et donc u appartient a F', ce qui montre que F est fermé. O

PREUVE DU THEOREME 3.1.1 Soit E, un espace vectoriel localement compact. Il existe donc r > 0
1

tel que B(0,7) est compact. Comme 'application 2 — 7 est un homéomorphisme de F dans F, on

en déduit que B(0,1) est compact. Vu que B(0,1) C Uzenon B(w, %), on en déduit qu'il existe n

éléments w1, ..., z, de B(0,1) tels que B(0,1) C UX, B(x;, %) Soit F', le sous-espace vectoriel de E
engendré par xq, ..., T,.

Montrons que F' = E ce qui finira notre démonstration. Pour tout # € B(0,1), il existe i €
{1,...,n} tel que x € B(x;, %) Dong, il existe u € B(0,1) tel que z = x; + %u En recommencant
le méme raisonnement pour u, on montre qu'il existe j € {1,...,n} et v € B(0,1) tel que x =
T+ %xj + Zl[v. Par récurrence , on en déduit que pour tout n > 1, il existe y,, € F et u,, € B(0,1) tel

que x =y, + lnun Donc x est la limite de la suite (y,) de F' et donc = appartient a F' car, d’apres
le lemme précédent, F' est fermé dans F. O

3.2 Applications linéaires continues

Soit E et F', deux espaces vectoriels normés et soit f, une application linéaire de E dans F'.

PROPOSITION 3.2.1  Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue;
(12) f est continue en O ;
(12) il existe k > 0 tel que pour tout x € E, || f(z)||r < k||z||g-
PREUVE il est clair que (222) implique (2) qui implique (22). Montrons que (22) implique (222). Comme

f(0g) = 0p et f continue en O, f~(Br(0,1)) est un ouvert de F contenant 0. Donc il existe 7 > 0,

tel que Bg(0,7) C f~1(Br(0,1)). On montre facilement que k = % vérifie (112). m

On note L(FE, F'), 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F'. Sur L(E, F'),
on définit une application a valeurs dans R, de la facon suivante :

vieL(E,F), ||Ifll=inf{k>0] VzeE, |f)|r < kllls}.
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PROPOSITION 3.2.2  L’application ||.|| est une norme. Pour tout f € L(E, F),

[hal sup{||f(2)llr | = € Be(0,1)}

sup{||f(2)|lr | [[z]lz = 1}
sup{||f(2)|[r | = € Bg(0,1)}

_ sup{% Iz e E\{O}}

[E3IPS

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice.

PROPOSITION 3.2.3
— Pour tout f € L(E,F), pour tout x € E, || f(z)||r < ||fllllz] -
— Soit G, un troisieme espace vectoriel normé et soit (f,g) € L(E, F)x L(F,G). Alors, ||go f|| <

gl f1I-

PROPOSITION 3.2.4
- Si E est de dimension finie, toute application linéaire est continue.
— Si F' est complet, L(E, F) est complet.

Les démonstrations des deux propositions précédentes sont laissées en exercice. Dans la suite,
nous noterons £’ = L(FE,R(ou C)), le dual topologique de FE, c¢’est-a-dire ’ensemble des applications
linéaires continues de E dans R (ou C). Cet espace est complet car R (ou C) est complet.

Nous donnons pour finir un exemple d’application linéaire non continue quand I’espace de départ
n’est pas de dimension finie. Soit £ = C([0, 1],R), 'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R

muni de la norme ||z||; = fol |z(t)|dt. L’application linéaire de £ dans R définie par x — x(0), n’est
pas continue. En effet, considérons la suite (z,) de E définie par :

: 1
w=f 1o e
0 site[5,1]

La suite (z,,) tend vers Og car ||z,|; = %n mais x,(0) ne tend pas vers 0.

3.3 Le théoreme de Hahn-Banach

Le théoreme de Hahn-Banach est un des plus importants parmi les théoremes de base de
I’analyse fonctionnel ou I’'étude des espaces vectoriels topologiques de dimension infinie.

THEOREME 3.3.1  (Hahn-Banach) Soit E, un espace vectoriel réel et soit p, une application de
E dans R qui vérifie les propriétés suivantes :

pour tout (z,y) € Ex E, p(x +y) < p(x) +p(y) ;
pour tout (t,x) € Ry x E, p(tz) = tp(x).

Soit F', un sous-espace vectoriel de E et f, une application linéaire de F dans R qui vérifie
f(z) < p(x) pour tout ¥ € F. Alors il existe une application linéaire, f, de E dans R telle que la
restriction de f a F est égale a f et f(z) < p(z) pour tout v € E.

Pour démontrer ce théoreme, nous allons découper la démonstration en deux parties. Tout
d’abord, nous allons énoncer un lemme qui montre que 1’on peut étendre f a un sous-espace vectoriel
plus grand que F' et ensuite, en utilisant le lemme de Zorn sur les ensembles ordonnés inductifs, nous
en déduirons le résultat recherché.
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LEMME 3.3.1  Soit E, un espace vectoriel réel et soit p, une application de E dans R qui vérifie
les propriétés suivantes :

pour tout (z,y) € E x E, p(x +y) < p(z) +ply) ;
pour tout (t,x) € Ry x E, p(tx) = tp(z).

Soit F', un sous-espace vectoriel de E différent de E et f, une application linéaire de F' dans R
qui vérifie f(x) < p(x) pour tout x € F. Alors il existe un espace vectoriel G tel que F' est strictement
inclus dans G et une application linéaire, f, de G dans R telle que la restriction de f a F' est égale
a f et f(z) < plz) pour tout z € G.

PREUVE Comme F n’est pas égal a E, il existe 2o € E tel que x¢ ¢ F. Soit G = F & Rxy. Nous
remarquons maintenant les inégalités suivantes : pour tout (x,y) € F' X F,

fx)+ fly) = flx+y) <plz+y)=pla—z0+ 20 +y) <plr—20) + P20 + ¥)-

Nous en déduisons : f(z) — p(x — x¢) < p(zo +y) — f(y). Soit :

o = sup{f(z) - plz — o) | x € F)

D’apres les inégalités précédentes, « est fini. Pour tout (z,y) € F x F,
f(z) = p(x — 29) <, done f(r) —a < p(z — x0) (1)
et
a < p(y + ) — f(y), donc f(y) + o < p(y + zo). (2)

Nous définissons maintenant f sur G de la facon suivante. Pour tout 2 € G, il existe un unique couple
(z,t) € F x R tel que z = & + txy. Nous posons : f(z) = f(x) + ta. 1l est évident que f est linéaire
et que c¢’est un prolongement de f.

Nous finissons la démonstration du lemme en montrant que pour tout z € G, f(2) < p(z). Si
t=0, f(z) = f(x) < p(x) = p(z) car f vérifie I'inégalité sur F. Si ¢t > 0,

x x
f(z)=fx)+ta=t <f (;) + oz) <tp (; + x()) = p(x + txg) = p(z)
L’inégalité est une conséquence de (2). En utilisant (1), si ¢t <0,

T

F(2) = f(z) +ta = —t (f (—) - a) <t (_it - ) — p(o+ taw) = p(2)

—t
Donc le lemme est démontré. m|

PREUVE DU THEOREME 3.3.1 Considérons 'ensemble £ des couples (G, g) oit G est un sous-espace
vectoriel de E qui contient F' et g est une extension de f qui vérifie g(x) < p(x) pour tout = € G.
Cet ensemble est ordonné de la fagon suivante :

(G', ") < (G, g) si et seulement si G' C G et g(z) = ¢'(x) pourtout = € G’

L’ensemble £ muni de cet relation d’ordre est inductif, c’est-a-dire que toute famille totalement
ordonnée admet un majorant. En effet, soit (G, g;)icr, une famille totalement ordonnée pour cette
relation d’ordre. Alors, on montre aisément que G = U;c;G; est un sous-espace vectoriel de E. On
définit g sur G en posant pour tout x € G, g(z) = g;(z) pour i tel que x € G;. On montre facilement
que cette définition a un sens et que g est linéaire et vérifie I'inégalité voulue avec p sur G. Il est clair
que (G, g) est un majorant dans £ de la famille (G, g;)ier-
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Le lemme de Zorn nous indique que tout ensemble ordonné inductif a un élément maximal, ¢’est-
a~dire un élément tel qu’aucun autre élément ne lui est supérieur. Soit (G, ¢) un élément maximal de
E. 51 G # E, en utilisant le lemme 3.2, on montre qu’il existe un couple (G, ') différent de (G, g)
qui est supérieur a (G, g). Ceci contredit la maximalité de (G,g). Donc G = E et ceci termine la
démonstration du théoreme. O

COROLLAIRE 3.3.1  Soit E, un espace vectoriel réel et p, une semi-norme sur E, c’est-a-dire une
application de E dans Ry vérifiant pour tout (z,y) € E X E, p(x +vy) < p(x) + p(y) et pour tout
(t,x) € R x E, p(tx) = |t|p(x). Soit F', un sous-espace vectoriel de E et f, une application linéaire
de F' dans R vérifiant | f(x)| < p(x) pour tout x € F. Alors, il existe une application linéaire fdeE
dans R telle que la restriction de f  F est égale a f et |f(x)] < p(x) pour tout x € E.

PREUVE La condition | f(z)| < p(x) implique f(x) < p(x). Donc le théoréeme nous donne I'existence
d’un prolongement f de f a E vérifiant f(z) < p(z) pour tout z € E. Donc f(—z) = —f(z) <
p(—z) = p(x). D’ou, |f(x)] < p(x) ce qui termine la démonstration du corollaire. m

COROLLAIRE 3.3.2  Soit E, un espace vectoriel réel normé et F', un sous-espace vectoriel de E.
Soit f, une application linéaire de F dans R, continue pour la norme induite sur F' par celle de E.
Alors, il existe une application linéaire continue f de E dans R dont la restriction o F est égale & f
et dont la norme dans E' est égale a la norme de f dans F’.

PREUVE Posons, pour tout x € E, p(x) = || f||#|z||. Nous remarquons que pour tout x € F,
|f(z)] < p(x). Done, le corollaire précédent nous donne 'existence d’une application linéaire de E
dans R qui vérifie |f(z)| < p(z) pour tout & € E et qui est un prolongement de f & E. f est donc
lipschitzienne ce qui implique qu’elle est continue et, vu la forme de p, on en déduit que || flle < Iflle-
De plus comme f est un prolongement de f, HfHF’ < ||fller- Donc || fllz = IIfll&- m

COROLLAIRE 3.3.3  Soit E, un espace vectoriel réel normé et xo, un élément de E non nul. Alors,
il existe une application linéaire continue f de E dans R vérifiant :

f(xo) = |lzoll et | fller=1.

PREUVE Soit F', le sous-espace vectoriel de F engendré par xy. Soit f, I'application linéaire de F'
dans R définie par : pour tout z € F, f(x) = t[[ag||, ou ¢ est I'unique réel tel que x = txy. Le corollaire
précédent nous donne l'existence d’un élément f de E’ qui prolonge f et tel que ||f||z = ||f|#. 11
est donc clair que f(xg) = ||zol| et || f]ler = 1. m

Nous allons montrer, a partir des résultats précédents, des propriétés du bidual d’un espace normé,
c¢’est-a-dire du dual topologique du dual topologique. Soit E, un espace vectoriel normé, E’, son dual
et £, le dual topologique de E’, donc le bidual de E. On définit une application i de E' dans E” de
la facon suivante :

Ve e ENfeE, i(x)(f) = f(x).

PROPOSITION 3.3.1  L’application linéaire i définie ci-dessus est une isométrie injective de E dans
E".

|z||z. Nous montrons maintenant que ¢ est une isométrie. Si x = O, il est clair que ||i(x)| g
|0g~|| =0 =||z||g. Si x # Og, le corollaire précédent implique qu’il existe f € E’ tel que ||f||p =
et f(z) = ||z||g. Donc ||i(x)||gr > |f(x)| = ||z||g. Nous pouvons donc conclure que ||i(x)| g = ||z| &
Comme i est une isométrie, ¢ est injective. |

PREUVE Il est facile de voir que cette application est linéaire et continue avec, en plus, ||i(z)||gr <
1
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On voit déja qu’en général, il n’y a aucune raison pour que I'application ¢ soit bijective car méme
si £/ n’est pas complet, le bidual E” est toujours complet. Il ne s’agit en fait pas seulement d’une
question de complétude comme on pourra le voir a la fin du chapitre suivant.

DEFINITION 3.3.1  Si i est bijective, on dit que E est réflexif.
Nous déduisons des remarques précédentes le résultat suivant.

THE’:OREME 3.3.2  Soit E, un espace vectoriel normé. Il existe un espace vectoriel normé complet,
E, et une isométrie linéaire i de E dans E telle que adh(i(E)) = E.

De plus, l’espace E est unique @ une isométrie linéaire bijective pres.
PREUVE Pour la partie de I'existence, on prend Iisométrie de E dans E” et on pose E = adh(i(E))

qui est complet car c’est un fermé d’un complet et qui est un espace vectoriel car c¢’est 'adhérence
d’un espace vectoriel.

Pour 'unicité, on reprend la méme démonstration que celle de la proposition 2.7.5. |
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3.4 Exercices

EXERCICE 3.1  Soit RY, I’espace vectoriel des suites réelles. Pour tout réel p > 1 et pour toute

suite u de RY, on pose :
o
Jully = (D )

n=0

[ulloe = sup {Jun| [ n € N} € [0, 00]

=

€ [0, <]

On note Cy, Co, m}_;0Y}, les sous-espaces de RN des suites convergentes, des suites qui convergent
vers 0 et des suites nulles a partir d'un certain rang. On note ¢, le sous-ensemble des suites u telles
que |Jull, < oco.

]l?—i-?%:l- Sjp:l(resp.pzoo),onpose

p' = oo (resp. p’ = 1). Montrer que pour tout réel p € [1,00], pour toute suite u € P et pour toute
suite v € ¥, on a :

1 - Soit p > 1 et soit p’ le réel positif défini par

lu-vlls = 32520 lunvn] < Jlullpllvlly-
2 - Montrer que ||.||, définit une norme sur (7.

3 - Montrer que pour tout p, ¢ tels que 1 < p < ¢, on a les inclusions suivantes :
w0, clt c P cltcCcC Ry

Montrer que 77_,0Y; est dense dans ¢* pour p € [1, 00[. En déduire que ces espaces sont séparables
et montrer que /> ne l'est pas.

4 - Si E est un espace vectoriel normé, on note E’ son dual topologique, c¢’est-a-dire, I'espace des
applications linéaires continues de E dans R.

Montrer que les espaces (£1)’ et £°° sont isométriques.

Indication : Montrer qu’on peut définir une application ¢ de (¢!) dans ¢ en posant ¢(f) =
(f(€™))nen) ol " est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le neme qui est égal a 1.

5 - On munit Cy de la norme ||.||o.. Montrer que les espaces ¢ et C} sont isométriques.
1

6 - Pour p €]1, co[, montrer que les espaces (£7) et /7 sont isométriques (]% + 5 =1).

7 - Déduire des questions précédentes que les espaces (P sont complets pour p € [1, 00].

EXERCICE 3.2  Montrer que ¢! est d’intérieur vide dans £2.

EXERCICE 3.3  On considere £*° I'espace des suites réelles bornées, muni de sa norme usuelle. Soit

<oo}.

1 - Soit e = (e,) avec e, = 1, pour tout n. Calculer d(e, F') = inf{|le — z||,x € F'}. En déduire
qu’il existe une forme linéaire continue sur £*°, notée LIM, _ . et vérifiant :

n

F:{xeﬁoo\sup

Tk
neN 0

k=

LIMp =0, LIM, .oo(¢) =1 et |[LIM, || = 1.

2 - Montrer que toute suite (z,) convergeant vers 0 est dans adh F et en déduire que

lim z, = LIM, .o (x,).

n—oo
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3 - Soit x = (z,,) € > tel que x, > 0 pour tout n. Montrer que LIM, ...(x) > 0. (Indication :
el

on pourra considérer x — e

4 - Montrer que VY = (x,,) € (> :

liminfx, < LIM, .o (x,) < limsup x,.

n—oo n—oo

EXERCICE 3.4  On considere ’application 7 de £*° dans lui méme par :
pour tout u € £>°, pour tout n € N, 7(u), = Upy1-

Montrer qu’il existe une forme linéaire continue f sur £ telle que : pour tout u € £, f(7(u)) =
f(u) et liminf, u, < f(u) < limsup,, . Uy.

On pourra considérer le sous-espace vectoriel de £*° des suites (u,,) telle que la suite

1 n
()

est convergente et étendre a ¢°° l'application qui a une suite associe la limite de la suite définie
ci-dessus.

EXERCICE 3.5  Montrer que lapplication linéaire ¢ de ¢! dans (¢>) définie par :

o(u)(v) = Zunvn, Yu € ', Vv € (>
n=0
est continue et que |lull; = [|@(u)]| @y

Montrer qu’il existe une forme linéaire non nulle et continue f sur £ telle que fi¢, = 0. En
déduire que ¢ n’est pas surjective.

EXERCICE 3.6  Soient F un espace vectoriel normé et K un convexe compact de F. Soit f : K — K
telle que

v,y € K, |[f(z) = f(y)l <z =yl

Prouver alors que f admet au moins un point fixe. Indication : considérer = +— % fla)+ (1 —%)f(x).
EXERCICE 3.7  Soit E un espace vectoriel normé. Soit a,b € E. On pose
1
By =3z e Bz —al =z —b] = glla—0b

et pour n > 1,
1
B, = {x €B,1|Vye€B,1, |z —y| < EdiamBn_l}

ou diamB = sup{||x — y||, z,y € B}.

1 - Montrer que pour tout n > 1,

a_'_bEBn;

[t € B,|=[a+b—1z€ B,

2 - Montrer que
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3 - Soient F' un espace vectoriel normé et f une isométrie bijective de E sur F telle que f(0) = 0.
Montrer que pour tout z,y € F,

() - de i)

En déduire que f est linéaire.
EXERCICE 3.8  Trouver une suite dans la boule unité de £*° qui n’admette pas de valeur d’adhé-
rence.

Soit ) le sous-ensemble de ¢? défini par :
9 1
Q= qu€l||u,| <— pourtoutn;.
n

Montrer que () n’est contenu dans aucun sous-espace de dimension finie de ¢2 et que ) est compact.

Soit v € £*°. On pose :
Q(v) = {u € £ | [uy| < |vn| pour tout n}.
Montrer que Q(v) est compact si et seulement si v est un élément de £2.

EXERCICE 3.9  Soit E un espace vectoriel normé séparable et soit (x,),en une suite dense de E.
Soit B la boule unité de E' (B = {f € E' | |f(x)] < ||z||, V& € E}). On définit application

d: B x B — R par
+00

A(f,9) =3 gy min{17() — ()], 1)

p=0
1 - Montrer que d est une distance sur B.

2 - Si (f,) est une suite de B et f € B, montrer que

d(fo, f) — 0 <= Ve € E, f.(x) — f(x).

3 - Montrer que (B, d) est compact.

EXERCICE 3.10  Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que S = {x € E | ||z|| = 1} est
compact. Montrer que E est de dimension finie.

EXERCICE 3.11  Soit E, un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit (x,) une suite de E
vérifiant la propriété : pour tout x € F, la suite (||x — z,,||) est convergente dans R.
1 - Montrer que la suite (z,,) est convergente.

2 - Trouver un exemple de suite dans ¢! qui vérifie la propriété ci-dessus et qui ne converge pas.

EXERCICE 3.12  Soit E un espace vectoriel normé. Soit S = {f € E' | ||f|lgr = 1} ou ||f|le =
sup{[f ()], [l=]| < 1}.

1 - On suppose que E’ est strictement convexe, c’est a dire :

f9€S fAg= J(f+a)¢5

Soient F' un sous espace vectoriel de E, f une forme linéaire sur F' de norme 1. Montrer qu’il existe
une unique forme linéaire de S qui prolonge f.
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2 - On suppose que E’ n’est pas strictement convexe. Il existe alors h,g € S, h # g et h—y es.
Soit F' = Ker(h — g). Montrer que les restrictions de h et g a F' coincident et sont de norme 1.

3 - E = R?, muni de la norme usuelle. £’ est il strictement convexe ? Que peut on dire ?

EXERCICE 3.13  Soit (F,d) un espace métrique. Soit F l’ensemble des parties finies et non vides
de E. On note B(F) I'espace des fonctions bornées de F sur R muni de la norme de la convergence
uniforme ||| -

Montrer que E est isométrique a un fermé de (B(F),||.||c). Indication : fixer a € E et pour
tout x € FE, faire correspondre I'application f, : F — R, définie par f,(U) = d(x,U) — d(a,U) ou
d(z,U) = inf{d(z, y),y € U}.
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Exercices complémentaires

EXERCICE 3.14  Soit E, l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la norme ||z||» =
sup{|z(t)| | t € [0,1]}. Soit ¢ une application intégrable de [0, 1] dans R et soit F' 'application de E

dans R définie par :
1
_ / o(t)a(t)dt
0

1 - Montrer que F' est continue et linéaire et que || F|| < fol lp()]dt.
2 - Montrer que si ¢ est continue alors 'inégalité ci-dessus devient une égalité.

Indication : pour tout € > 0, on pourra considérer les ensembles Fy = ¢~1(0), F; = ¢~ !([e, +o0[)
et [y = ¢ (] — o0, ¢).

3 - Soit ¢y, . .., ¢, n nombres réels et tq, ..., ¢, n éléments de [0, 1]. Soit G, Papplication de E dans

R définie par :
x) = Z cr(ty).
k=1

Montrer que G est linéaire et continue et que |G| = > ,_; |kl

En déduire que les applications suivantes de £/ dans R sont linéaires et continues :

- (-(57) ()
x —x(—]-
n n
0
EXERCICE 3.15  Soit E un espace vectoriel normé. On note B la boule unité fermé de E et D la

boule unité fermée de E’. On suppose dans tout l'exercice qu’il existe une suite (z,),en de B telle
que adh{z, | ¢ € N} = B.

1-Soit f € E'\ {0}. Montrer qu’il existe ¢ € N tel que f(z,) # 0.
Montrer également que si f € D et g € D, alors Vx € E, |f(x) — g(z)| < 2||z].

1

Gi(z) = x(ty), Ga(z) = x(ty) — x(ts), Gs(x) = %

e
Il

On définit 'application d de D x D dans R, par :
=1
Y(7.9) € D x D, d(f,g) = 3 o5 |Fw) — o)
q=0

2 - Montrer que d est bien définit sur D x D et que cette application définie une distance sur D.

3 - Soit (f"), une suite de D convergeant vers f au sens de la distance d. Montrer que pour tout
q €N, (f*(z,)) converge vers f(x,). En déduire que pour tout = € B, (f™(x)) converge vers f(z).

4 - Soit (f") une suite de D et f un élément de D. On suppose que pour tout # € B, (f"(x))
converge vers f(x). Montrer que (f™) converge vers f au sens de la distance d.

5 - Le but de cette question est de montrer que (D, d) est un espace métrique complet. Soit (f™)
une suite de Cauchy de (D, d).

a - Montrer que pour tout ¢ € N, (f"(z9)) est une suite de Cauchy et qu’elle est convergente. On
notera f(z?) sa limite.

b - Montrer que pour tout ¢ € N, ¢ € N, |f(29) — f(z7)| < [|22 — 27||. En déduire qu’il existe
une application f de B dans R, continue, telle que pour tout g € N, f (x7) = f(x?). Montrer, de plus,
que pour tout (z,y) € B x B, |f(x) — f(y)| < |l= — |
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¢ - Soit f, I'application de E dans R définie par :

- 0 siz =0
flx) = { || f (ﬁ) sinon

Montrer que f est une forme linéaire continue sur £ et que f € D. Montrer que la suite (™) converge
vers f au sens de la distance d et en conclure que (D, d) est un espace métrique complet.

6 - Le but de cette question est de montrer que pour tout r > 0, il existe une famille finie (f;);cs
d’éléments de D tel que :
D c | JBalfir)
iel
ou By(fi,r)={f € D|d(fi,f) <r}.

a - Soit r > 0. Montrer qu'il existe @ € N'\ {0}, tel que » <, % £

b - Soit L, le sous-espace vectoriel de E engendré par (xg, 21, . .., Zg—1) muni de la norme induite
par celle de E. Soit L, I'espace dual de Lg. On note Dg la boule unité de Lg,. Montrer qu’il existe
une famille finie (f;);e; d’éléments de Dy telle que

IA

Do <\ J{renalllf - iy, < 7}

iel
¢ - Montrer que pour tout ¢ € I, il existe un élément fz de D tel que la restriction de fz a Lg est

égale a f;. Montrer également que pour tout f € D, la restriction de f & Ly est un élément de D,.

d - Montrer que pour tout f € D, il existe i € I tel que pour tout ¢ =0,...,Q—1, |f(:cq)—fi(xq)\ <

£f. En déduire que d(f, f;) < r et conclure.

7 - Montrer en utilisant les questions précédentes que (D, d) est un espace métrique compact.

EXERCICE 3.16  Soit E un espace vectoriel normé. On suppose que cet espace est ordonné : il
existe un cone convexe fermé E, tel que

V(z,y) € E X E, [z = y| signifie [z —y € E,].

1 - Montrer que pour tout (z,2',y,y') € E* six = y et 2’ = ¢/ alors x + 2’ = y + 3. Montrer
que pour tout (z,y) € E?, si x = y alors tz = ty pour tout ¢ > 0.

2 - Soit E’, le sous-ensemble de £’ défini par :
B ={fe€E'| f(x) 20, Yz € B}
Montrer que E’_ est un cone convexe fermé de E'. Montrer que

Ei={zeE|f(zx)>0,VfeE,}

On suppose a partir de maintenant que int £ # ().

3 - Montrer que pour tout x € E, il existe un élément (u,v) € Ey x Ey tel que z = u — v.
(Indication montrer qu'il existe t > 0 et y € E, tel que y + tx appartient a F, .)

4 - Soit f € E’, \ {0}. Montrer que f(x) > 0 pour tout = € int £,

5 - Soit F un sous-espace vectoriel de E. On suppose que F'Nint £, # (). On pose F, = FNE,.
Montrer que l'intérieur de F'y pour la topologie induite sur F' par la norme de E est égal a F'Nint E.
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Soit g une forme linéaire continue sur F' positive (c¢’est-a-dire que g(z) > 0 pour tout = € F) et
non nulle. Le but des questions suivantes est de montrer qu’il existe un élément f € E’, qui prolonge

g.
6 - Soit Ker g le noyau de g. Montrer que Ker g Nint £, = (). En utilisant un théoréme de
séparation, montrer qu'il existe un élément non nul ¢ de E', tel que Ker g C Ker ¢.

7 - En déduire que g et la restriction a F' de ¢ sont positivement proportionnelles et conclure.



Chapitre 4

Espaces de Banach

Dans ce chapitre, nous allons étudier les espaces vectoriels normés complets qui sont appelés
espaces de Banach. On montre tout d’abord, que les espaces de Banach, sont les espaces vectoriels
normés dans lesquels, les séries normalement convergentes sont convergentes. Nous donnons ensuite
deux conséquences du théoreme de Baire, le théoreme de Banach-Steinhaus dont I'une des conséquen-
ces est que la limite simple d'une suite d’applications linéaires continues d’un espace de Banach dans
un espace vectoriel normé, est continue. Le théoreme de I’application ouverte permet de montrer que
I'inverse d’une application linéaire continue bijective d’un espace de Banach dans un autre espace
de Banach, est continue. A la fin de ce chapitre nous allons étudier la dualité dans les espaces de
Banach et nous introduisons la notion de convergence faible-*.

4.1 Convergence des séries dans les espaces de Banach

PROPOSITION 4.1.1  Soit E un espace de Banach et (x,) une suite d’éléments de E. Si la série
a termes positifs (||z,||) est convergente, alors la suite des sommes partielles Sy = Ziv:o T, est
convergente et de plus, ||[imy_4o0 SN[ < X ey |2all-

PREUVE Pour tout (p,q) € N?

p+q

D @
n=p+1
p+q

> Nl

n=p+1

HSp+q - Sp” =

IN

Comme la série de termes (||x,||) est convergente, on a, ¥e > 0, Ing € N telle que

p+q

Vp>no, Y lwal <e

n=p+1

Ainsi la suite (Sy) est une suite de Cauchy et donc converge. Par ailleurs, on a pour tout N,
1Sl < S0 ||| et en passant & la limite, on obtient le résultat de la proposition. O

REMARQUE Dans un espace vectoriel normé, on dit qu'une série est convergente si la suite des
sommes partielles converge. Dans ce cas, on appelle somme de la série, et I'on note ) %n, la
limite de cette suite des sommes partielles. Le théoreme précédent, nous dit, que dans un espace de
Banach, si la série des normes est convergente dans R, alors la série elle-méme est convergente. On
dit que la série est normalement convergente.
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THEOREME 4.1.1  Si E est un espace vectoriel normé telle que toute série normalement conver-
gente est convergente, alors E est un espace de Banach.

REMARQUE Il en résulte que dans un espace vectoriel normé qui n’est pas complet, il existe toujours
une série qui est normalement convergente mais qui n’est pas convergente.

PREUVE On va considérer une suite de Cauchy (z,,) d’éléments de E. On va en extraire une suite
convergente, ce qui assurera le résultat recherché. Soit ¢ : N — N définie par ¢(0) = 0 et

1
n—+1)=min<p>pmn)+1|sup||z, —x g—}.
ol 1) =min {p > () 1 [ sl = 2l <

Comme (z,,) est de Cauchy, ¢ est bien définie et on a pour tout n € N,

1
[Zpm+1) = Tpm) || < CEE

On en déduit que la série de terme ||z,|| = ||{L‘<p(n+1) — xw(n)” est convergente et d’apres 'hypothese

du théoreme, la suite Sy = 320 2, = TNy — T converge et donc la suite extraite (x,(,)) converge.
O

4.2 Stabilité de ’ensemble des isomorphismes

DEFINITION 4.2.1  Soient F et I deux espaces normés, et soit f : £ — I une application linéaire.
On dit que f est un monomorphisme si f est injective et si f est continue ainsi que f~': f(E) — E.
Sien outre f(F) = F, on dit que f est un isomorphisme.

THEOREME 4.2.1 Une application linéaire f : E — F est un monomorphisme si et seulement il
existe ki, ko > 0 telles que :

Vee E, k] < |[f(@)] < kafl]-

PREUVE Si f est un monomorphisme, la continuité de f implique 'existence de ks et la continuité
de f~! celle de ky. Inversement, si ki||z| < ||f(z)|, f est injective et f~! est continue. Si de plus
IIf(2)|| < ko|lx||, f est continue. i

THEOREME 4.2.2  Le sous ensemble des monomorphismes de L(E, F) est ouvert.

PREUVE Si f est un monomorphisme, choisissons k; comme dans le théoreme précédent et g €
L(E, F) telle que ||g|| < k1.On alors :

Ve e B, (k= llglDllzll < [I(f + 9)(@)[| < (b + ko) |||
Comme ki — ||g|| > 0, f + g est un monomorphisme. i

On généralise dans la suite ce résultat a ’ensemble des isomorphismes. Pour cela on devra supposer
que E et F sont des espaces de Banach. Afin d’arriver a ce résultat (Théoreme (4.2.6)), plusieurs
résultats intermédiaires seront nécessaires.

THEOREME 4.2.3  Soit U un ouvert d’un espace de Banach F et soit ¢ : U — F une application
lipschitzienne de rapport k < 1. Alors (id+¢)(U) est un ouvert de F'.
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PREUVE Afin d’établir ce résultat, il suffit de montrer que I'image de toute boule fermé B(y,r) C U
par id +¢, contient la boule fermé B((id +¢)(y), (1 — k)r). On peut supposer sans perte de généralité
que y = y + ¢(y) = 0. Il faudrait alors montrer que : Vz € F tel que ||z| < (1 — k)r, 'équation
z+¢(x) = z admet une solution z € F telle que ||z|| < r. Or cette équation s’écrit x = ¥ (z) = z—¢p(x)
et I'application = + z — ¢(x) est lipschitzienne de rapport k et ¥ (B(0,7r)) C B(0,7). En effet, si
lz|| <7, ona

[P@)) = Iz = o(@)]| < [I2]] + [[o(x) = (O} < (1 = k)r + ki = 7.

Comme B(0,7) est un espace métrique complet, le théoreme de point fixe de Banach permet de
déduire l'existence de x € B(0,r) telle que z = x + ¢(x). m

THEOREME 4.2.4  Soient A un espace métrique et ' un espace de Banach et f : A — F une
injection. On suppose que :

— 3K > 0 telle que ¥(z,y) € A2, || f(x) — f(y)|| > Kd(x,vy);

— f(A) est un ouvert de F.
Soit g : A — F une application lipschitzienne de rapport k < K. Alors (f + g)(A) est un ouvert de
F.

PREUVE Posons U = f(A) et ¢ : U — F définie par ¢ = go f~1. L’application ¢ est lipschitzienne
de rapport % < 1. On est alors dans les conditions du théoreme (4.2.3), (id +¢)(U) est un ouvert de
F'. De plus

(id+¢)(U) = (f + 9)(f 7 (U)) = (f + 9)(A).

O

THEOREME 4.2.5  Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F un zsomorphisme Sotent
A un ouvert de E et g: A — F une application lipschitzienne de rapport k < —1— Alors :

— [+ g est injective ;
~ f4+get(f+g)" sont lipschitziennes ;
- (f+9)(A) est un ouvert de F.

PREUVE Comme f est un isomorphisme, f~! est continue et donc f(A) est un ouvert dans F. De
Hf TR D’apres le Théoreme (4.2.4), (f +g)(A) est

un ouvert de F'. f + g est clairement lipschitzienne. Pour tout (x,y) € A% on a :

1(f+9)(@) = (f+ )W = [I(f(z) = f(y) + (g(z) — g()|| > (K = k)|lz -y

Cette relation montre que f + g multiplie les distances au moins par K — k > 0. Ceci a deux

conséquences, d’'une part f + g est injective et d’autre part (f + ¢g)~' est lipschitzienne de rapport
K ]; k . D

plus, f multiplie les distances au moins par K =

THEOREME 4.2.6 Si E et F sont deux espaces de Banach, 'ensemble des isomorphismes de E
sur F' est un ouvert (éventuellement vide) de L(E, F').

PREUVE La démonstration est une conséquence des résultats précédents. O

4.3 Le théoréeme de Banach-Steinhaus

THEOREME 4.3.1  Soit E et F', deux espaces vectoriels normés. Soit (f;)icr, une famille d’éléments
de L(E, F), lespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F. Alors, si sup{||fi|| |
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i € I} = +o0, il existe un sous-ensemble G de E qui est l'intersection d’une famille dénombrable
d’ouverts denses, tel que pour tout x € G, sup{||fi(z)|| | i € I} = +oc.

Un ensemble qui est l'intersection d’une famille dénombrable d’ouverts est appelé un Gg. Le
théoreme de Baire nous dit qu’'un Gy est dense dans les espaces complets si tous les ouverts de la
famille sont denses. Donc, nous déduisons du théoreme précédent, le corollaire suivant qui est le
théoreme de Banach-Steinhaus.

COROLLAIRE 4.3.1  Soit E, un espace de Banach, et F', un espace vectoriel normé. Soit (f;)ier,
une famille d’éléments de L(E, F), 'espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans
F. Alors, si sup{||fil]| | i € I} = +o0, il existe un G, Gs dense, de E tel que pour tout x € G,
sup{||fi(z)|| | i € I} = +o0.

En fait, on utilise souvent dans ce résultat non pas la densité de G mais seulement le fait qu’il
est non vide car dense. On peut aussi utiliser ce résultat en utilisant la contraposée de I'implication
démontrée. En particulier, si 'ensemble des x € F, tel que sup{||f;(x)|| | i € I} = +o0 est vide alors
sup{||fil| | ¢ € I} est fini.

PREUVE DU THEOREME (4.3.1) Soit n, un entier non nul et soit €, le sous-ensemble de E défini
par :

Q,={zeE|Jiel |fix)|>n}
Comme les f; sont continues, I’ensemble €2,, est ouvert. Nous allons montrer maintenant que tous
les ensembles 2,, sont denses. Raisonnons par l’absurde. S’il existe ng tel que €2, est non dense, il

existe xg € E et r > 0 tels que B(zg,7) N Qy,, = 0. Donc, pour tout = € B(xg,r), pour tout i € I,
| fi(2)|| < no. Pour tout u € B(0,1), || fi(xo + ru)|| < ng. Donc,

IfiGraw)ll = | fi(zo + ru) = fi(zo)|
< filwo +ru) | + [ fiwo)

< 2ng

Dong, ||fi(u)]| < % pour tout u € B(0,1) et pour tout ¢ € I ce qui implique que || f;|| < % pour
tout ¢ € I. Ceci contredit I'hypothese sup{||f;|| | # € I} = +oo. Donc, tous les ensembles €2, sont
denses et il est clair que pour tout x € G = (), cn+ i, sup{||fi(x)|| | # € I} = +o00. La preuve du

théoréme est donc terminé. m|

COROLLAIRE 4.3.2  Soit E, un espace de Banach et soit F', un espace vectoriel normé et soit (f,)
une suite d’éléments de L(E, F) tel que pour tout x € E, la suite (f,(x)) converge vers une limite
notée f(x). Alors lapplication f appartient a L(E, F).

PREUVE Il est facile de montrer que f est linéaire. Nous remarquons maintenant que pour tout
x € E, sup{||fn(x)]| | » € N} est fini. Donc, en utilisant la contraposée du théoréme de Banach-
Steinhaus, k = sup{||f,.|| | » € N} est fini. Pour tout = € E, pour tout n € N, ||f.(z)| < k||z|. En
passant a la limite, on obtient, ||f(z)|| < k||z||. Ceci montre que f est lipschitzienne donc continue.
O

4.4 Le théoreme de I’application ouverte

THEOREME 4.4.1  Soit E et F, deux espaces de Banach et f, une application linéaire continue de
E dans F. f est surjective si et seulement si ['image par f de tout ouvert de E est un ouvert de F'.



P. Bich Espaces de Banach 55

Une application qui transforme un ouvert en un ouvert est appelée une application ouverte d’ou
le nom donné a ce résultat.

PREUVE 1l est évident que la linéarité de f associée au fait que f est ouverte implique que f est
surjective.

Montrons maintenant la réciproque. Supposons que f est surjective. Vu la linéarité de f, il suffit
de montrer qu'il existe § > 0 tel que dBr(0,1) C f(Bg(0,1)) pour montrer que f est ouverte.

Pour tout n € N*, soit F,, = adh f(Bg(0,n)). Comme f est surjective, F' = U,en+Fy,. Done, le
théoreme de Baire implique qu’il existe ny € N* tel que int F;,, est non vide. Donc, il existe yy € F'
et > 0 tel que B(yo,r) C Fy-

Soit y € Br(0,7). D’apres ce qui précede, il existe deux suites, (2,) et (2!) de Bg(0, ng) telles que
(f(z,)) converge vers yo et (f(x!)) converge vers yy + y. Donc la suite (z,, = x], — z!') de Bg(0,2ny)
converge vers y. De ceci, nous déduisons que pour tout y € F, pour tout € > 0, il existe x € E tel

2
que [lz]| < =2 ly[| et [ly — f(2)]| <e.

Soit § = %0. Nous allons maintenant montrer que %6BF(O, 1) C f(Bg(0,1)) ce qui terminera
la démonstration. Soit y € %(5BF(O, 1). D’apres ce qui précede, il existe x; € Bg(0, %) tel que

lly — flx)| < %5. En utilisant la méme raisonnement avec y — f(x1), il existe x5 € Bg(0, %) tel
que |ly — f(z1) — fxa)]| < 2—13(5. On construit ainsi par récurrence une suite (z,) de E telle que pour

tout n, ||z,| < 2% et [ly — >0, flz)] < #5. Comme E est complet, la suite (s, = > ., ;),

qui est de Cauchy, converge vers s et on vérifie que ||s|| < 1. De plus, comme f est continue,
f(s) =limys f(s,) = y. Ceci nous montre que y appartient a f(Bg(0,1)). O

Nous allons maintenant donner deux corollaires du théoreme précédent. Le premier concerne
I'inverse d'une application linéaire continue bijective et le deuxieme donne une caractérisation de la
continuité des applications linéaires a travers la fermeture du graphe.

THEOREME 4.4.2  (Banach) Soit E et F, deuz espaces de Banach et soit f, une application

linéaire continue bijective de E dans F. Alors f=1 est continue et ||f*1|| > m

PREUVE D’apres le résultat précédent, 'image de tout ouvert de E par f est un ouvert de F', donc
I'image réciproque de tout ouvert de F par f~! est un ouvert de ' donc f~! est continue. L’inégalité
sur la norme provient du fait que pour tout = € E, ||f~*(f(x))|| = |l=l| < I/ Izl

COROLLAIRE 4.4.1  Soit E et F, deux espaces de Banach et soit f, une application linéaire de E
dans F. Alors f est continue si et seulement si le graphe de f est un fermé de E x F.

PREUVE Si f est continue, il est clair que son graphe est fermé. Montrons maintenant la réciproque.
Comme f est linéaire, GG, le graphe de f est un sous-espace vectoriel de E' x F'. Si G est fermé, c¢’est un
espace de Banach car c’est un fermé de ’espace de Banach E x F'. La restriction a G de la projection
de E x F' sur FE, est une application linéaire continue qui est bijective car tout élément z de E a
pour unique antécédent I’élément (x, f(x)) de G. Donc, d’apres le corollaire précédent, I’application
linéaire réciproque de F dans G qui a z associe (z, f(x)) est continue. Ceci implique clairement que
f est continue. O
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4.5 Dualité dans les espaces de Banach

4.5.1 Généralités

Le dual d'un espace vectoriel normé est toujours un espace de Banach. Il est souvent utile de
chercher a identifier un espace de Banach donné comme le dual d’un autre espace vectoriel normé.
Cette démarche est tres importante en analyse et notamment pour la théorie des distributions.

PROPOSITION 4.5.1  Soit E un espace vectoriel normé. Alors, Uapplication {.,.) : E' X E — R (ou
C) définie par (u,x) = u(x) est une forme bilinéaire continue appelé crochet de dualité.

Dans la suite, nous reprenons les notations de la proposition (3.3.1).

PROPOSITION 4.5.2  Sotent E et F' deuzr espaces de Banach et B une forme bilinéaire continue
sur F'x E. L'application 0p qui a y € I associe ’élément E' définie par 6p(y)(x) = B(y,x), est une
application linéaire continue de F dans E'.

PREUVE La linéarité ne pose pas de probleme. Comme B est continue, il existe ¢ € R telle que

108(y)(x)] = |B(y, z)| < cllyll]]

et donc, dp(y) € E'. m

DEFINITION 4.5.1  Soient E et F deux espaces de Banach et B une forme bilinéaire continue sur
F x E. On dit que B identifie £’ a F' si application 05 définie ci-dessus est un isomorphisme de F
sur E'. D’apres le théoreme (4.4.2), il suffit de vérifier que dp est bijective.

Le théoreme suivant est une illustration de cette idée. Sa preuve est laissé en exercice.

THEOREME 4.5.1  Soient p € [1,+oo[, E = (P et F = (7" avec p' = p%f sip>1etp =+o0
sip = 1. On considére la forme bilinéaire B : ' x E — R (ou C) définie par B(y,x) =Y, cny TnYn-
Alors B identifie isométriquement (¢7) a 7.

REMARQUES

— 11 résulte que les espaces /P pour p €]1, 400 sont réflexif.

— Le dual de ¢! est un espace isométrique & £> et donc (¢!) et £*° ont les mémes propriétés
topologiques. Ceci implique que ¢! et son dual ne sont pas isomorphes, puisque, on sait par
exemple, que ¢! est séparable et que £ ne 'est pas. Contrairement au cas de la dimension
finie, en général, on ne peut pas identifier un espace vectoriel normé et son dual.

4.5.2 Une définition affaiblie de la convergence dans £’

DEFINITION 4.5.2  Soit £ un espace vectoriel normé et (p,,) une suite d’éléments de E' et p € E'.
On dit que la suite (p,) converge faiblement - étoile vers p et l'on note p, — p si Vo € E,
<pn7x> - <p7 IE>
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REMARQUE La notion de convergence dans E’ introduite ci-dessus correspond & une topologie, la
topologie faible-*, qui n’est pas métrisable en dimension infinie. Cette notion dépasse largement le
cadre de ce cours.

Le théoréeme de Banach-Steinhaus (4.3.1) s’écrit sous la forme suivante dans le cadre des formes
linéaires.

THEOREME 4.5.2  Soient E un espace de Banach et (p,) une suite de E'. On suppose que Vx € E,
la suite ({pn,z)) est convergente vers (p,xz). Alors la suite (p,) est une suite bornée de E', ce qui
implique que p est un élément de E'. De plus, on a ||p|| < liminf, o ||pnl|-

PROPOSITION 4.5.3  Soient E un espace de Banach et (x,) et (p,) deux suites de E et E'. Si
o — p et ||z, — || — 0, alors (pn, z,) — (p, z).

PREUVE On a (p,, Z,) = (Pn, Tn — ) + (pn, x). Par la convergence faible-*, on a pour tout x € F,
(pn,x) — (p,x) et d’apres le théoreme ci-dessus, on déduit que la suite (p,) est bornée par un réel
noté M. On obtient que |(p,, x, —x)| < M|z, —z||. Ainsi, de I’égalité ci-dessus, on déduit le résultat
de la proposition. O

THEOREME 4.5.3  Soit E un espace séparable et (p,) une suite bornée d’éléments de E'. Alors il
existe une suite extraite de (p,) qui converge faiblement-* dans E'.

REMARQUE En fait, il est toujours vrai que la boule unité fermée du dual d'un espace de Banach
E est compacte pour la topologie faible-*, sans hypothese de séparabilité sur E. Si on ne fait pas
I’hypothese de séparabilité, on ne peut pas affirmer que toute suite bornée du dual de E admet une
sous suite qui converge faiblement-*.

PREUVE Soit (z;);eny une suite dense dans E. Nous allons utiliser le procédé diagonal. La suite
({Pn, ®0)) est une suite bornée de R (ou C), on peut donc extraire une suite (py, ) telle que (pey (), o)
converge vers un certain ag. Supposons construites, ¢;, 7 = 0,...m, des fonctions strictement crois-
santes de N dans N et des éléments de R (ou C) ay, . .., a,, telle que pour j =0,...,m, on a :

lim <pgpoo...ogoj(n)7 'rj> = Q5.

n—oo

La suite (<p%o,_wm (n)> xm+1>)n oy st une suite bornée. Il existe une fonction ¢,, 1 strictement crois-
sante de N dans N et un élément «,,1; telle que

Vi<m+1, lim <p9000~-~090m+1(n)7 xj> = aj.

n—-+o00

On pose comme cela est habituel dans le procédé d’extraction diagonale, pour tout n € N, 1(n) =
©0©...¢n(n). On vérifie que 1 est strictement croissante. On pose p(x;) = a; pour tout i € N. On a

p(i) — pla;)| < Mlla; — 4],

ou M est une borne de la suite (||pn]|)nen-

p est donc une application M-lipschitzienne définie sur 1’ensemble {z;,i € N}. D’apres la pro-
position (2.7.4), on peut trouver un prolongement (M -lipschitzien) p : £ — R (ou C) de p. On a
alors :

() = Py (z) = p(x) — p(2:) + P(2i) — Py, Ti) + Pyn), Ti — ).
D’ou,

1p(2) = oy (@) < i = Py, i) | +2M ||z — 4]
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Soit € > 0. Il existe i € N telle que ||z — ;|| < ﬁ i étant choisi, comme (py(n), ;) — o, AN € N
telle que Vn > N, |a; — (Pym), T4)| < % Alinsi,

Vn =N, [pym (@) —p(a)] <e.

Par conséquent, Vo € E, (pyn), ) — p(x), ce qui prouve le résultat du théoreme. |

4.5.3 Application linéaire transposée
Cette notion est basée sur la proposition suivante.

PROPOSITION 4.5.4  Sotent E et F' deux espaces vectoriels normés et f une application linéaire
continue de E dans F'. Alors Uapplication ' f de F' dans E' définie par

Vue F', VreE, 'f(u)()=u(f(x))
est une application linéaire continue appelé application linéaire transposée.

PROPOSITION 4.5.5  Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés, f € L(E,F) et g €
L(F.G). Ona'(gof) =" fotg.

Les preuves des deux propositions sont laissées en exercice.
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4.6 Exercices

EXERCICE 4.1  Soit E l'espace des fonctions de classe C! sur [0,1] telles que f(0) = 0. On pose
N(f) = supepq 1£(t) + f'(1)]-
1 - Montrer que N est une norme et que (£, N) est complet.

2 - Montrer que N est équivalente a N’ définie par

N'(f) = sup [f()] + sup |f'(£)].

t€[0,1] t€[0,1]

EXERCICE 4.2  Soit E, un espace de Banach et soit C' un sous-ensemble non vide de E’, le dual
topologique de E. On suppose que pour tout € F, I'ensemble {f(x) | f € C'} est borné. Montrer
qu’alors C' est borné.

EXERCICE 4.3  Soit F et F, deux espaces de Banach et soit f une application linéaire continue et
bijective de E dans F. Soit g une application linéaire de F dans F telle que ||g|| < ||f~'||~'. Montrer
que f+ g est une application linéaire continue et bijective. En déduire que ’ensemble des applications
linéaires continue et bijective est un sous-ensemble ouvert de L(E, F'), 'ensemble des applications
linéaires continues de F dans F'.

EXERCICE 4.4  Soient X un espace métrique compact et £ = C(X,R) l'espace des fonctions
continues sur X muni de la norme de la convergence uniforme. Soient (z,,) une suite d’éléments de X
et > 7, a, une série absolument convergente de nombres réels. On considere application v : E — R,
f >0 anf(x,). Montrer que v est une forme linéaire continue sur E de norme >~ |a,|.

EXERCICE 4.5  Soit F et F', deux espaces de Banach, et soit L(E, F'), ’ensemble des applications
linéaires continues de E dans F. Le but de I'exercice est de montrer que l’ensemble Lg(E, F') des
applications linéaires continues surjectives de E dans F' est un sous-ensemble ouvert de L(E, F).

1 - Soit f € Ls(E, F). Montrer qu'il existe un élément p > 0 tel que pour tout y € F, il existe
z € E tel que [|z][g < plly|F et f(z) =y.

2 - Soit r €]0,p![. Soit h € L(E, F) tel que ||f — h|lr,r) < r. Soit § € F tel que ||g]|r < 1.
Montrer qu’il existe une suite (z,)n,en de E et une suite (y,)nen de F telles que :

a-yo=1yet f(zo) =wo;

b - pour tout n € N, y,11 = (f — h)(z,) et f(Tpni1) = Yna1;

1

¢ - pour tout 7 € N, [[ynr1l[r < (rp)"*' et [z, 5 < 7 (rp)" .

3 - Montrer que la série de terme général x,, converge et en déduire qu’il existe un élément = de
E tel que h(z) = 3.

4 - Déduire des questions précédentes que Lg(E, F') est un sous-ensemble ouvert de L(E, F').

EXERCICE 4.6  Soient F, un espace de Banach, F et (G, deux sous-espaces vectoriels fermés de F
tels que F' + G est fermé.

1 - Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout z € F' + G, il existe x € F et
y € G vérifiant z = x +y, ||z|| < ¢||z|| et |ly]| < ¢||z]|. (Indication : on pourra considérer 'application
de F' x G dans F + G, définie par (z,y) — = + y.)
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2 - Montrer alors qu'il existe une constante « > 0 telle que d(z, F N G) < a(d(az, F) +d(x, G))
pour tout x € E.

EXERCICE 4.7  Soit F et F', deux espaces de Banach et soit f une application linéaire continue de
E dans F. On définit 'adjoint f* de f comme étant I'application de F’ dans E’ qui a tout g € F”’
associe f*(g) définie par :

Ve e E, f'(9)(x) = g(f(x))-

1 - Montrer que f* est une application linéaire continue et que ||f*|| = || f]|-

2 - Soit N(f) (resp. N(f*)) le noyau de f (resp. f*) et soit I(f) (resp. I(f*)) 'image de f (resp.
f*). Montrer que :

N(f)={z e E|g(x) =0,Vg € I(f*)};
N(f*)={g€F'|gly) =0,Vy € I(f)};
I(f*)c{ge £ |g(x) =0,Vz € N(f)};

I(f) ={y e Flgly) =0,Vge N(f)}

Indication : on pourra montrer, pour la derniere égalité, que si M est un sous-espace vectoriel
fermé et x un vecteur qui n’appartient pas a M alors il existe une forme linéaire continue ¢ dont le
noyau contient M et telle que p(z) = 1.

3 - Montrer que si f est surjectif alors f* est injectif et que si f* est surjectif alors f est injectif.
Montrer que les implications réciproques sont vraies si £ ou F' est de dimension finie.

4 - Soit £ = F = (2. Soit f I'application de E dans E définie par :

pour tout (u,) € E, f((u,)) = (%un)

Montrer que f* = f et que f est injective mais non surjective. Montrer que I'image de f est dense
et non fermée dans FE.

EXERCICE 4.8  Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, ( f,,)nen une suite bornée de L(E, F)
et f € L(F,F). Montrer que si pour tout x € F, lim,_,« fn(x) = f(z) alors la limite est uniforme
sur tout compact de E. (sup,cx |fn(z) — f(x)] — 0 pour tout compact K de E.)

EXERCICE 4.9  Soient E un espace vectoriel normé, F' un espace de Banach et (f,) une suite
bornée de L(E, F). Montrer que

Ey={z € E| (fu(x))nen est convergente }

est un sous espace vectoriel fermé de F.

EXERCICE 4.10  Soit E et F' deux espaces métriques compacts et soit H I’ensemble des applications
continues et F x F' dans R. On note A le sous-espace vectoriel de H engendré par les applications du
type (z,y) — f(x)g(y) ou f (resp. g) est une application continue de F (resp. F') dans R. Montrer
que A est dense dans H.

EXERCICE 4.11  Soient (Y,d) un espace métrique et X une partie non vide et compacte de Y.
Soit £ = Cy(Y') 'ensemble des fonctions continues et bornées de Y dans R muni de la norme de la
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convergence uniforme. Soit Ey = C'(X) muni également de la norme de la convergence uniforme. On
considere I'application linéaire ® : E — FEy, ®(f) = f|x la restriction de f a X.

1 - Montrer que si f € E, alors, il existe un élément ¢(f) € E tel que ®(f) = ®(Y(f)) et
[PHI = T2

2 - Montrer que Im ® est dense dans FEj.

3 - Soit g € Ey, limite uniforme d’une suite (®(f,))n.

a - Montrer que 'on peut supposer que pour tout n € N, || ®(f,.1) — ®(fn)]| < 27™

b - Montrer que la série ¢(fo) + > 0" ¥ (fas1 — fn) converge dans E. On notera f sa somme.
¢ - Montrer que ®(f) = g.

4 - Déduire de ce qui précede que toute fonction de g € Ey admet un prolongement en une
fonction f € E telle que || f|| = ||g]l-

5 - Soient A une partie non vide de Y et une fonction f : A — R, lipschitzienne de rapport k.
Soit :
Yy eY, g(y) = inf{f(z) + kd(z,y),x € A} .

Montrer que g est un prolongement lipschitzien de rapport k£ de f sur Y.

EXERCICE 4.12  Soit E et F' deux espaces vectoriels normés et soit L(F, F') 'espaces des appli-
cations linéaires continues de E dans F'. Une application linéaire f de E dans F est compacte si
I'image de la boule unité fermée de E par f est relativement compacte dans F. On note Lo(F, F),
I’ensemble des applications linéaires compactes.

1 - Montrer que dans la définition précédente, on peut remplacer la boule fermée par la boule
ouverte.

2 - Montrer qu’une application linéaire compacte est continue.

3 - Montrer qu’une application linéaire continue est compacte si F est de dimension finie ou si
I'image de E par cette application est de dimension finie (dans ce dernier cas, on dit que I'application
est de rang finie).

4 - Montrer que Lo(E, F') est un espace vectoriel.

5 - Soit E; et Fy deux espaces vectoriels normés. Soient g € L(E1, E), h € L(F,Fy) et f €
Lo(E, F). Montrer que ho f o g est compacte.

6 - Soit f une application linéaire compacte de F dans E. On dit que A € R est une valeur propre
de f si il existe un vecteur x € E, x # 0, tel que f(x) = Az. Le sous-espace propre associé a A,
E)\, est le noyau de f — Ald. Montrer que si A est une valeur propre non-nulle de f, alors E) est de
dimension finie. Indication : montrer que la boule unité de E est compacte.

7 - Montrer que si E et F' sont des espaces de Banach, alors Lo(E, F') est fermé dans L(E, F).

EXERCICE 4.13  Soit pour tout n € N, f,(z) = 2", € [0, 1]. En quels points de [0, 1], la famille
{fn,n € N} est elle équicontinue.

EXERCICE 4.14  Soit X un espace métrique compact et F' une famille équicontinue de C'(X).
1 - Montrer que le sous ensemble A = {x € X | {f(z), f € F'} est borné} est ouvert et fermé.

2 - On suppose que X est connexe. Montrer que si A n’est pas vide, alors F' est une partie
relativement compact de C'(X).
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EXERCICE 4.15  Soit E = C([0,1],R) muni de la norme de la convergence uniforme. SoitF' un
sous espace vectoriel fermé de E tel que toute fonction de F soit de classe C*.

1 - Montrer que 'application D : F' — E| f — f’ (dérivée de f) est continue.
2 - En déduire que la boule unité de F' est équicontinue.

3 - Montrer que F' est de dimension finie.

EXERCICE 4.16  Soient X un espace métrique et (f,,) une suite de C'(X).

1 - Montrer que si {f,,n € N} est équicontinue en un point x € X, alors, pour toute suite (z,)
de X qui converge vers x, la suite (f,(z) — fu(2n))nen converge vers 0.

2-X =R f,(x)
(Considérer z,, = x +

= sinnz. Montrer que {f,,n € N} n’est équicontinue en aucun point = € R.
)
-
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Exercices complémentaires

EXERCICE 4.17  Soit (X, d), un espace métrique compact. Soit C, I'ensemble des applications conti-
nues de X dans R et soit £, I’ensemble des applications lipschitziennes de X dans R. L’espace C est
muni de la norme ||f||o = sup{|f(z)| | x € X}.

1 - Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de C. Montrer que L est stable pour la multiplication
des applications. Montrer que le supremum et 'infimum de deux fonctions de £ sont des éléments

de L.

2 - En utilisant un théoreme du cours, déduire de la question précédente que L est dense dans C
pour la norme du supremum.

3 - On considere I'application ¢ de £ dans R, définie par :

p(f) =inf{k e Ry |V(z,y) € X x X, [f(z) — f(y)| < kd(z,y)}

Montrer que pour tout ¢ > 0, pour tout (f,g) € L x L, p(tf) = te(f) et o(f +g) < o(f) + ©(9).
Montrer que pour tout (z,y) € X x X, |f(z) — f(y)| < o(f)d(z,y). Montrer, sur un exemple, que ¢
n’est pas une norme sur L.

4 - Soit xy un élément de X. On définit 'application .||z de £ dans R, par :

1flle = (f) + 1 (o)

Montrer que cette application est une norme sur L.

5 - Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout f € L, || f|lco < || f|lz. Construire dans le cas ou
X = [0, 1], une suite de fonctions ¢g" de L telle que (||g"||o) est bornée et ||g™||; tend vers +oo. En
conclure qu’en général les deux normes ne sont pas équivalentes.

6 - Soit B, = {f € L | ||fllz < r} ou r est un nombre réel positif. Montrer que B, est un
sous-ensemble fermé de C pour la norme du supremum. Déduire d’un théoreme du cours que B, est
un sous-ensemble compact de C.

7 - Soit (f™) une suite de Cauchy de £ pour la norme ||.|z. Montrer qu'il existe r > 0, tel que
pour tout n, f™ € B,. Montrer que la suite (f") est une suite de Cauchy de C pour la norme du
supremum. Déduire de la question précédente que (f™) converge, pour la norme du supremum, vers
une limite notée f qui appartient a B,.. Montrer que (f") converge vers f pour la norme ||.|z. En
déduire que £ muni de la norme ||.||z est un espace de Banach.

EXERCICE 4.18  Soit f une application continue de [0, 1] dans R. On pose pour tout x € [0, 1],

Pu(z) = ; Ckf (%) 2*(1 — ) *,

Montrer que la suite de polynomes (P,) converge uniformément vers f. Indication : on pourra montrer
les identités suivantes :

a-1= ZZ:O C’fi’xk(l — :L‘)”_k
b-a= 3 CkEak(1 — oynt

)~y cbh - apat(1 oy,

C_
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EXERCICE 4.19  Soit £ = C([0, 1], R) muni de la norme de la convergence uniforme. Soit n > 1

un entier naturel. On pose a,; = % pour 0 <1< net

L x—ay;
qnz(gj): H —Ja YRS [071]a

j=0sji i T

et, pour f € E, on définit le polynome :

n

Po(f)(@) =Y f(ans)ui(x).

1=0

1 - Montrer que P,(f) est le seul polynome de degré < n tel que P,(f)(an) = f(an;) pour
0<1<n.

2 - Montrer que l'ensemble des f € E tels que la suite (P,(f)), converge vers f dans E est
partout dense.

3 - Montrer que les application linéaires P, : f +— P,(f) sont continues et que

| P, |l = sup {Z \qni(2)|, 2 € [0, 1]} )

4 - Montrer que

1 1
qm(%ﬂzzpourlgign—l.

5 - En déduire que 'ensemble des f € E tels que la suite (P,(f)), converge uniformément est
maigre (c’est a dire : contenue dans une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides.)

EXERCICE 4.20 (FE,d) est un espace métrique complet. f : £ — R une fonction semi continue
inférieurement et minorée. On se donne € > 0 et @ € E. On définit une suite (z,) de £ comme suit :
ro = a, EFy = E et pour tout n € N,

Ena ={z€ E| f(2) < f(zn) —ed(2n,2)},

et on choisit z,41 € E,41 tel que
. 1 :
Fnen) = it {£(2), 2 € Bun} < 5 (f(wn) = H{f(2), € Bur}).

1 - Montrer qu'une telle construction est possible.

2 - Montrer que la suite (f(x,)) est décroissante et que la suite (z,,) est de Cauchy. On note z sa
limite.

3 - Montrer que : (), .y En = {2}

4 - Montrer que Vz € E, f(z) > f(z) — ed(z, 2).

5 - Soit une application « : E — E vérifiant : Vz € E, d(z,a(z)) < f(z) — f(a(z)). montrer que
a admet un point fixe.

6 - On suppose que E est un convexe fermé d’un espace de Banach. Soit o : £ — FE continue
vérifiant :

k €]0,1[, VA €]0,1], ||a(z) — a(zy)]] < k||l — x|,

ouzy = (1—A)z+ Aa(z). Montrer que o admet un point fixe. Indication : considérer z — ||z —a(z)||
et utiliser le résultat de la question 4.
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EXERCICE 4.21  Soit E 'espace vectoriel des applications continues de [0, 1] dans R muni de la
norme |||l = sup{|z(t)| | t € [0,1]}. On se donne une application continue K de [0, 1] x [0, 1] dans
R (appelée noyau) et on définit une application f de E dans F par :

F@)(#) = /0 K(s,t)z(s)ds, ¥t € [0,1].

1 - Vérifier que f(z) est continue et que f est linéaire et continue. Donner un majorant de la
norme de f.

2 - Montrer que 'ensemble {f(z) | z € Bg(0,1)} est uniformément équicontinu dans E.
3 - Montrer que 'application f est compacte.
4 - Montrer que si K est un polynome, alors f est de rang fini.

5 - On rappelle que le sous-espace vectoriel des applications linéaires compactes est fermé dans
I’espace des applications linéaires continues lorsque E est un espace de Banach. Trouver une nouvelle
preuve du fait que f est une application linéaire compacte en utilisant la question 4 et le théoreme
de Stone-Weierstrass.
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Chapitre 5

Analyse convexe

5.1 Généralités sur les ensembles convexes

Dans tout ce chapitre, F est un espace vectoriel réel. Pour tout couple d’éléments (x,y) de E,
nous notons [z, yl, le sous-ensemble de E défini par

[z, y] = {te + (1 =)y [ t € [0, 1]}

DEFINITION 5.1.1  Un sous-ensemble C' de E est convexe si pour tout (z,y) € C x C, [z,y] est
inclus dans C'.

EXEMPLES :  Pour tout couple d’éléments (z,y) de E, [z,y] est un sous-ensemble convexe de FE.
Tout sous-espace vectoriel ou affine de E est convexe. Si E est normé, toutes les boules ouvertes ou
fermées sont convexes. Tout ensemble de solutions d’un systeme d’égalités et d’inégalités linéaires
est convexes. Si ' = R, les sous-ensembles convexes sont les intervalles.

PROPOSITION 5.1.1

— Soit (Cy)ier,une famille de sous-ensembles convexes de E. Alors NicrC; est conveze ;

— Soit (C;)ier,une famille de sous-ensembles convezes de E telle que pour tout (i,j) € I x I, il
existe k € I tel que C; U C; C Cy. Alors Uic;C; est convexe ;

— Soit (Cy)ier, une famille finie de sous-ensembles convexes de E. Alors
Yoict Ci={> icrci| (¢) € I1e; Ci} est convexe;

— Soit C, un sous-ensemble conveze de E et soit A € R. Alors \C' = {\c| c € C'} est conveze;

— Soit F', un espace vectoriel réel, soit f, une application affine de E dans F', et soit C', un
sous-ensemble convexe de E. Alors f(C) est un sous-ensemble conveze de F';

— Soit F', un espace vectoriel réel, soit f, une application affine de E dans F', et soit C', un
sous-ensemble conveze de F. Alors f~1(C) est un sous-ensemble conveze de E ;

— Soit (E;)icr, une famille finie d’espaces vectoriels réels et soit (Cy)icr, une famille de sous-
ensembles convexes. Alors [[,.; C;i est un sous-ensemble convere de [[,.; E;.

Dans la suite, nous utiliserons souvent comme convexe de référence dans R”, le simplexe noté S™
qui est défini par :
n
S":{)\G]R’HZ)\Z-:l}
i=1

DEFINITION 5.1.2  Soit (z1,...,%,), n points de E. Une combinaison convexe de (x1,...,x,) est
un élément x de E tel qu'il existe A € S” vérifiant = = > | A\,
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Si (z,y) est un couple d’éléments de E, I’ensemble des combinaisons convexes de z et y est le
segment [z, y].

PROPOSITION 5.1.2  Soit C, un sous-ensemble de E. C' est convexe si et seulement si C' contient
toutes les combinaisons convezxes des familles finies d’éléments de C.

PREUVE 1l est évident que si C' contient toutes les combinaisons convexes des familles finies
d’éléments de C' alors C' est un sous-ensemble convexe de C.

Réciproquement, nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments de la famille.
Si la famille a un ou deux éléments, la définition d’un sous-ensemble convexe montre que toute
combinaison convexe de cette famille est dans C'. Supposons que ceci soit vraie pour toutes les
familles ayant au plus n éléments. Soit (z1, ..., T, Tyi1), une famille d’éléments de C. Soit A € S,,41
et soit & = ZT.L_H Aiz;. Comme Z?:ll A; = 1, il existe au moins un \; non nul. Posons sans perte de

=1
T = (Z >\i> Z T + A 1Tt

généralité A\; # 0. Alors
i=1 i=1 Z \;
i=1

R . A /12 .
Par notre hypothese de récurrence, @’ = > | —~—u; est un élément de C car c¢’est une combinaison
E Ai
i=1

convexe d'une famille de n éléments de C'. De plus, comme (> | A;)+An41 = 1, = est la combinaison
convexe de z’ et x,,1. Donc x € C ce qui termine la preuve. O

DEFINITION 5.1.3 Soit A, un sous-ensemble de E. L’enveloppe convexe de A, notée co(A), est
I'intersection de tous les convexes de F contenant A.

Comme FE est convexe si A est non vide, co(A) est aussi non vide. Comme les sous-ensembles
convexes sont stables par intersection, co(A) est le plus petit ensemble convexe contenant A pour
I'intersection.

PROPOSITION 5.1.3  Soit A, un sous-ensemble de E. co(A) est l’ensemble de toutes les combinai-
sons convexes des familles finies d’éléments de A.

PREUVE On note B, I'ensemble de toutes les combinaisons convexes des familles finies d’éléments
de A. B C co(A) car co(A) est un sous-ensemble convexe de E contenant A qui, d’apres la proposition
précédente, contient toutes les combinaisons convexes des familles finies d’éléments de co(A).

Montrons que co(A) C B. 1l est clair que A C B. Donc, pour démontrer cette inclusion, il suffit
de montrer que B est convexe d’apres la définition de co(A). Soit x et y, deux éléments de B et
t € [0,1]. Il existe donc deux familles (zy...,x,) et (y1,...,y,) d’éléments de A, A € S™ et p € SP

tels que x = > \izi et y = > % pyy;. Donc

n p
tr+(1—t)y = Zt)\il"i + Z(l — 1) 5y

i=1 j=1

Donc tx + (1 — t)y est une combinaison convexe de la famille (xy,...,2p,y1...,y,) car

n p
ST+ (A=t =t+(1—t)=1
i=1 j=1
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et donc, (tA1,...,tA,, (L —t)pq ..., (1 —t)p,) appartient a S™*P. O

On appelle polytope, 'enveloppe convexe d'un nombre fini de points. Par exemple, le simplexe
de R™ est le polytope engendré par les éléments de la base canonique.

THEOREME 5.1.1  (Carathéodory) Soit A, une partie non vide d’un espace vectoriel de dimension
n. Alors co(A) est l'ensemble des enveloppes convezes des familles de A contenant au plus n + 1
éléments.

PREUVE Pour démontrer ce résultat, il suffit de montrer qu’une combinaison convexe d’une famille
contenant p > n + 1 éléments est aussi combinaison convexe d'une famille d’au plus p — 1 éléments.
Soit p > n + 1, soit (x1,...,x,) € AP, soit A € SP et soit © = Y 7, ;. Comme p > n + 1,
les vecteurs (g — 21, ...,x, — x1) sont liés dans E. Il existe un vecteur non nul (uo, ..., u,) tel que
> pi(z;—x1) = 0. Posons 11 = — Y~ _, ji;. Le vecteur p est un vecteur non nul de R” dont la somme
des composantes est égales & 0 et de plus, > 7_, p;z; = 0. L'ensemble I, = {i € {1,...,p} | u; > 0}

est donc non vide. Soit
. Ai |
t=minq — |i €I,
23

et soit 7o tel que t = % Posons maintenant 3; = \; — tu; pour tout 7. Il est clair que la définition
20

de ¢ implique que le vecteur § a toutes ses composantes positives et 3;, = 0. Comme Y 7, p; = 0,
Y izio 3 = 1. De plus, comme > 7| ji;z; = 0,

p
xr = Zﬁz‘%’ = Zﬁi%
i=1 i#ig

Donc z est la combinaison convexe d’une famille contenant p — 1 éléments. Ceci termine notre
démonstration. O

DEFINITION 5.1.4  Un sous-ensemble K de E est un cone (pointé de sommet 0) si pour tout z € K
et pour tout t > 0, tr appartient a K.

PROPOSITION 5.1.4  Un cone K est convexe si et seulement si il est stable par addition.

PREUVE Soit K, un cone convexe. Soit = et y deux éléments de K. Alors %(m +y) appartient a K

car celui-ci est convexe et x +y = 2%@ + y) appartient a K car c¢’est un cone. Donc K est stable
par addition.

Soit K, un cone stable par addition et soit x et y deux éléments de K. Pour tout ¢ € [0, 1], tx et
(1 —t)y sont des éléments de K car c’est un cone. Comme K est stable par addition, tz + (1 — t)y
appartient a K et donc K est convexe. O

EXEMPLES : tout sous-espace vectoriel de E est un cone convexe. Tout ensemble de solutions d’'un
systeme d’équations et d’inéquations linéaires homogenes est un cone convexe. Tout image ou image
réciproque d’un cone convexe par une application linéaire est un cone convexe.

DEFINITION 5.1.5  Soit A, un sous-ensemble de E. L’enveloppe conique de A, notée cone(A) est
le plus petit cone convexe contenant A.

Il est facile de voir que toute intersection de cones convexes est aussi un cone convexe. Par
conséquent, cone(A) est I'intersection de tous les cones convexes contenant A. Il est aussi facile de
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montrer que cone(A) est ’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients positifs ou nuls d’éléments

de A.

Nous énongons maintenant un résultat qui est l’équivalent du théoreme de Carathéodory pour les
enveloppes coniques. Nous laissons la démonstration au lecteur car elle est presque identique a celle
donnée pour I'enveloppe convexe et méme plus simple.

THEOREME 5.1.2  Soit A, une partie non vide d’'un espace vectoriel de dimension n. Alors pour
tout y € cone(A)\ {0}, il existe une famille libre (ay, ..., a,) d’éléments de A et un élément A € RE.
tels que y = > 7 Na;.

DEFINITION 5.1.6  Un sous-ensemble A de E est un sous-espace affine si pour tout (z,y) € A x A
et pour tout t € R, tx + (1 — t)y appartient a A.

Tout sous-espace affine de F est convexe. Tout sous-espace vectoriel de E est un sous-espace
affine.

PROPOSITION 5.1.5  Un sous-ensemble A de E est un sous-espace affine de E si et seulement si
pour toute famille finie (x;);cr d’éléments de A et pour tout (t;);cr € RY tel que Y, t; =1, 3, c; tixi
est un €lément de A.

La preuve est laissée au lecteur.

PROPOSITION 5.1.6  Soit A, un sous-espace affine de E. Alors, il existe un unique sous-espace
vectoriel F' de E, appelé direction de A, tel que pour tout a € A, A ={a} + F.

DEFINITION 5.1.7  Soit B, un sous-ensemble de E. Le sous-espace affine engendré par B, noté
Aff(B), est le plus petit sous-espace affine contenant B.

On montre facilement que A f f(B) est I'intersection de tous les sous-espaces affines contenant B.
On a aussi :

Aff(B) = {Z)\ixiﬁﬁni, > Xi=1, z€B, Viel}
i€l i€l

La direction de Aff(B) est le sous-espace vectoriel engendré par B — {b} pour tout b € B.

5.2 Propriétés topologiques des convexes

THEOREME 5.2.1  Soit E, un espace vectoriel normé. Soit C, un sous-ensemble conveze de E.
Pour tout x € int C' et pour tout y € adh C, l'ensemble [z,y| est inclus dans U'intérieur de C.

PREUVE Soit z € intC, y € adh C et t €]0,1[. 1l existe r > 0 tel que B(x,r) C C. Il existe z € C

tel que ||z —y|| < 1tf 7. Soit D = B(tx + (1 — t)z,¢r). Pour montrer que tx + (1 —t)y appartient a

int C', nous allons prouver que D C C et tx + (1 — t)y appartient a D.

Soit u € E tel que ||u — tz — (1 —t)z|| < tr. Donc, H%u -1 T b, — z|| < r. Ceci est équivalent a
v = %u 1 T t, appartient a B(z,r). Donc v appartient a C'. Comme u = tv+ (1 —t)z, u appartient

a C' comme combinaison convexe de v et z. Ceci montre que D est inclus dans C'.
Finalement, |tz + (1—t)y—(tz+(1—1t)z)|| = (1—t)|ly—=z|| < (1 —t)—l% = tr. Donc tz+ (1 —t)y
appartient a D. O
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PROPOSITION 5.2.1  Soit C, un sous-ensemble convexe de E. Alors, int C' et adh C' sont convezes.
De plus, si int C' # (), alors int(adh C') = int C' et adh(int C') = adh C.

PREUVE Soit z et y, deux éléments de int C'. Comme y € int C' C adh C, le théoreme précédent
implique que [z, y[C int C. De plus y € int C' donc [z,y| C int C. Donc int C' est convexe.

Soit z et y, deux éléments de adh C. 1l existe donc deux suites (x,,) et (y,) de C' qui convergent
respectivement vers x et y. Pour tout ¢ € [0,1], tz, + (1 — )y, appartient a C' car C' est convexe et
la suite (tz,, + (1 — t)y,) converge vers tx + (1 — t)y. Donc tz + (1 — t)y appartient a adh C' ce qui
montre que adh C est convexe.

Supposons maintenant que int C' est non vide. Il est clair que int C C adh C. Donc, int C' C
int(adh C'). Soit y € int(adh C). 1l existe donc r > 0 tel que B(y,r) C adh C. Comme int C' est non
vide, nous pouvons choisir x € int C'. Il existe A\ > 0 assez petit, z = y+ A(x —y) appartient a B(y, 7).

Le théoreme précédent implique donc que [z, z[ est inclus dans int C'. Or y = i i‘ Y+ }_ 1% € [z, z[.
Donc, y appartient a int C' ce qui montre que int C' = int(adh C').

Comme int C' C C, adh(int C') C adh C. Soit y € adh C. Comme int C' est non vide, nous pouvons
choisir z € intC. D’apres le théoreme précédent, [x,y| est inclus dans int C. De fagon évidente,
y € adhlz,y[C adh(int C'). Ceci montre que adh(int C) = adh C. m

REMARQUE : Si l'intérieur de C' est vide, les propriétés énoncées ne sont plus vrai. Par exemple, si
C est un singleton, son intérieur est vide et donc aussi ’adhérence de son intérieur mais I’adhérence
de C est égale a C et est non vide. Si F = {1, I'espace vectoriel des séries absolument convergente.
Prenons C' égal au sous-espace vectoriel engendré par les séries dont tous les termes sont nuls sauf
un qui est égal a 1. Il est clair que l'intérieur de C est vide car C' est différent de ¢; et ’adhérence
de C' est £1. Donc l'intérieur de I'adhérence de C' est ¢; qui n’est pas égal a 'intérieur de C.

Nous allons maintenant affiner les résultats ci-dessus lorsque 'espace E est de dimension finie.
Nous supposons dans les résultats suivants que E est de dimension finie.

DEFINITION 5.2.1  Soit C, un sous-ensemble convexe de E. L’intérieur relatif de C, noté ir(C),
est son intérieur pour la topologie induite sur A f f(C).

THEOREME 5.2.2  Soit C, un sous-ensemble conveze non vide de E, alors ir(C) est non vide.

PREUVE Par une translation, on peut supposer que 0 € C. Alors Aff(C) est un sous-espace
vectoriel de C'. Soit (uq,...,u,), une base de Af f(C) formée d’éléments de C. Une telle base existe
car Aff(C) est engendré par les éléments de C.

On considere I'application linéaire ® de R? dans Aff(C) qui a tout élément A de RP? fait cor-
respondre ®(A) = P | Aju;. @ est un isomorphisme linéaire donc bicontinue de R? dans Aff(C).

Soit )
Q:{)\GRpl\V/’l,)\l>0,etZ/\l<1}
=1

Q2 est un ouvert de R? et donc ®(2) est un ouvert de Af f(C). Or ®(2) est inclus dans C. En effet,

soit w = > 7 Au,; avec A € Q. On remarque que u = > 7 Nu; + (1 — > A;)0 et donc u est une
combinaison convexe d’éléments de C' donc appartient a C. Ceci termine la démonstration car ®(€2)
est non vide et inclus dans l'intérieur relatif de C. O

En adaptant la démonstration du théoreme (5.2.1), on démontre le résultat suivant.

THEOREME 5.2.3  Soit C, un sous-ensemble convere de E. Pour tout x € ir(C) et pour tout
y € adh C, l'ensemble [x,y[ est inclus dans l'intérieur relatif de C.
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COROLLAIRE 5.2.1  Soit C, un sous-ensemble convexe non vide de E, alors ir(adh(C)) = ir(C)
et adh(ir(C)) = adh(C).

PREUVE La démonstration est identique a celle de la proposition 5.2.1 apres avoir remarqué que
Aff(C) = Aff(adh(C)). En effet, Aff(C) est fermé car E est de dimension finie. Comme C C
Aff(C), adh(C) C Aff(C). Donc Af f(adh(C)) C Aff(C). L’autre inclusion est une conséquence
directe du fait que C' C adh(C). m

THEOREME 5.2.4  Soit C, un sous-ensemble convere de E, espace vectoriel de dimension finie.
Alors, x € int(C) si et seulement si pour tout u € E, il existe r, > 0 tel que x + ryu appartient a C'.

PREUVE Si 2 € int(C), il est évident que la propriété est satisfaite. Montrons maintenant I'impli-
cation inverse.

Soit (uq, ..., u,), une base de E. Posons, pour tout ¢ = 1,...,n, v; = —u;. Par hypothese, pour
tout i, il existe r; > 0 et 7} > 0 tels que x +ru; € C et x +1riv; € C. Soit r égal au minimum des r,,
et des r,,. Soit ®, I'isomorphisme linéaire de R" dans F défini par

=1

Soit @ ={A e R™ | 3" | |N\i| < r}. Qest un ouvert de R” et donc ®(£2) est un ouvert de E. Nous allons
maintenant montrer que {x}+®(£2) est inclus dans C. Soit A € Q. Soit I, = {i € {1,...,n} | \; > 0}
et I_={ie{l,....,n} |\ <0}
T+ (I)(/\) =T+ Zieu |)‘Z|uz + Ziel, |)‘i|vi
= = S Dz + Sy, Nl 4 ) + Sicy Ml + o)

Donc, x + ®(A) est une combinaison convexe d’éléments de C, donc il appartient & C. Comme
x € {z}+ ®(Q) C int(C), ceci montre que x appartient a I'intérieur de C. O

REMARQUE : La propriété précédente n’est pas vraie en dimension quelconque. Soit E = C(]0, 1], R)

muni de la norme ||z[j; = fol |z(t)|dt. Soit
C={zxe E|supf{z(t) |t e]0,1]} <1}

Il est facile de voir que C' est convexe et que 0 vérifie la propriété du théoreme. Cependant, 0 n’est
pas dans l'intérieur de C. En effet, les fonctions x,, définies par

- 1

1—nt site]0,:]

n(l) = . n
(1) {0 sinon

convergent, vers la fonction nulle et n’appartiennent pas C'.

Nous allons donner maintenant une derniere propriété spécifique de la dimension finie concernant
I’enveloppe convexe.

PROPOSITION 5.2.2  Soit K, un sous-ensemble compact de E. Alors, co(K) est compacte.

PREUVE Le théoreme de Carathéodory implique que

n+1
co(K) = {Z Nz | (A) € 8" (21, .., m041) € K”H}
i=1
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Donc co(K) est 'image du compact S"™! x K™+ par I'application continue qui & (\, 1, ..., Tpy1)
associe Y11 N\a;. Donc co(K) est compact. i

Nous revenons maintenant au cas général, c’est-a-dire que nous ne supposons plus que E est de
dimension finie. Nous allons nous intéresser a quelques propriétés de 1’enveloppe convexe.

PROPOSITION 5.2.3  Soit A, un sous-ensemble de E. Alors adh(co(A)) est le plus petit convexe
fermé contenant A. adh(cone(A)) est le plus petit cone conveze fermé contenant A.

PREUVE Il est clair que adh(co(A)) est un convexe fermé contenant A. Soit C', un convexe fermé
contenant A. Alors, co(A) C C et comme C est fermé, adh(co(A)) C C. Donc adh(co(A)) est le plus
petit convexe fermé contenant A. La preuve est la méme pour adh(cone(A)). m

On peut aussi remarquer que adh(co(A)) est I'intersection de tous les sous-ensembles convexes
fermés contenant A.

PROPOSITION 5.2.4  Tout polytope est compact.

PREUVE Soit (21, ...,x,), n points de E. co(z1, ..., x,) est 'image du compact S™ par I'application
linéaire continue (car d’espace de départ de dimension finie) qui & A € R associe > \;z;. Donc
co(xy,...,x,) est compact. |

PROPOSITION 5.2.5  Si E est un espace de Banach et si K est compact alors adh(co(K)) est
compact.

PREUVE 1l est clair que adh(co(K)) est un fermé d’un espace de Banach, donc il est complet. Pour
montrer que c¢’est un compact, d’apres la proposition (2.7.3), il suffit de montrer qu’il est pré-compact.
Soit r > 0. Comme K est compact, il existe (z1,...,z,) appartenant & K" tels que K C U, B(z;, g)
D’apres la proposition précédente, co(zy, ..., x,) est compact, donc il existe (y1, ..., ym) appartenant
a co(r, ...,y tels que co(zy, ..., x,) C UL, B(y;, %)

Nous allons montrer que adh(co(K)) C UL, B(y;,r). Pour cela, il suffit de montrer que co(K)

est inclus dans UTL, B(yj, Zgr) Soit x € co(K). Il existe (21,...,2,) appartenant a K? et A\ € SP
tels que x = > _ Ayz,. Comme z, appartient & K, il existe i, € {1,...,n} et u, € E tels que
llual < % et zo = Ti, + Us. Done, x = 3P Aoxi, + D 0 Aalle. Comme > P _ A z;, appartient
a co(xy,...,xy,), il existe j € {1,...,m} et v € E tels que |v|| < % et > P Aawi, = y; + v. Donc
T =y;+v+ D0 Alla. Comme Y P Ayu, est une combinaison convexe de vecteurs de norme

strictement inférieure a g, c’est un vecteur de norme strictement inférieure & % Donc ||z — y;]|| est

strictement inférieure 2 23—T ce qui termine notre démonstration. O

REMARQUE : L’exemple suivant montre que dans un espace de Banach, I’enveloppe convexe d'un
compact peut ne pas étre fermée. Soit £ = ¢'. Soit (u,) € ¢' & termes strictement positifs. L’ensemble
K = {0, (unen)nen} est un compact de E. (e, est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le n-eme

qui est égal a 1). Pour tout n € N\ {0}, v" = (0, %ul, ce %un,(), ...) est un élément de co(K).
Mais cette suite tend dans ¢! vers la suite w = (0, %ul, e %un, ...) qui n’est pas dans co(K). Donc
co(K) n’est pas fermé.

Dans tous les cas, si A est ouvert alors co(A) est ouvert. Méme en dimension finie, A fermé

n’implique pas que co(A) soit fermé (voir figure 5.1) comme pour le sous ensemble A de R? défini
par

1 1
A:{(x,y)ERQ|x>0ety2—}U{(m,y)eR2|x<Oety2——}.
T

T
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A Ao co (A)

| >
A=A UA,

F1G. 5.1 — A est fermé tandis que co A est ouvert

Nous finissons cette partie par un résultat sur les cones finiment générés.

DEFINITION 5.2.2  Soit F, un espace vectoriel réel et soit C, un cone de E. C est finiment généré
sl existe une famille finie (ay,...,a,) d’éléments de E telle que

p
i=1

En fait, un cone finiment généré est ’enveloppe conique d’une famille finie d’éléments de F.

PROPOSITION 5.2.6  Soit E, un espace vectoriel normé réel et soit C, un cone finiment généré de
E, alors C est fermé.

PREUVE Soit (ay,...,a,) une famille d’éléments de E telle que

p
C = {ZAM AeRﬁ}
i=1

Soit P, 'ensemble des parties non vides I de {1,...,p} telles que la famille (a;);er est libre. D’apres

le théoreme (5.1.2),
c=J {Zmi | AeRi}

IeP \ €l

Comme P est fini, il suffit de montrer que pour tout I € P, C; = {3°,.; Mia; | A € RL} est fermé.
Soit ¢, 'application de R! dans I’espace vectoriel £((a;)ic;) engendré par la famille (a;)ie; définie
par ©(A) = > ,c; Aia;. Comme la famille (a;)ier est libre, ¢ est une bijection linéaire donc bicontinue
de R’ dans £((a;)ier). Cr est I'image par ¢ du fermé R, donc C; est un fermé de £((a;)ier). Comme
cette espace est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, il est fermé et donc C; est un fermé
de FE. O
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5.3 Fonctions convexes

Dans cette partie, E est un espace vectoriel réel et f est une application de FE dans | —
00, +00] lorsque nous considérerons des applications convexes ou dans [—oo, +0o[ pour les appli-
cations concaves. Nous adoptons les regles de calcul suivantes :

0 X 400 =0
tx+oo =400 sit>0
0x —o0 =0
tx —o0o =—00 sit>0

DEFINITION 5.3.1  L’application est convexe (resp. concave) si pour tout (x,y) € E X E et pour
tout t € [0,1], f(tz + (1 —t)y) < (vesp. >) tf(x) + (1 —1)f(y).

Une fonction f est convexe si et seulement si —f est concave. Donc, les résultats obtenus pour
les fonctions convexes se transposent aisément aux fonctions concaves.

DEFINITION 5.3.2  Le domaine de f, noté dom(f), est 'ensemble des éléments de E qui ont une
image finie par f, c’est-a-dire dom(f) = {z € E | f(z) € R}.

PROPOSITION 5.3.1  Si f est convexe ou concave, dom(f) est un sous-ensemble convexe de E.

DEFINITION 5.3.3  Une fonction convexe ou concave est dite propre si son domaine n’est pas vide.

Cette terminologie est tres mauvaise car l'adjectif propre est employé dans différents sens et le
contexte n’indique pas clairement lequel il faut comprendre.

DEFINITION 5.3.4  L’épigraphe (resp. hypographe) d’une fonction est 'ensemble noté epi(f) (resp.
hypo(f)) et défini par

epi (resp. hypo)(f) ={(z,t) € E xR [t > (resp. <)f(x)}.

THEOREME 5.3.1  Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est conveze (resp. concave);
() Pour tout n > 2, (x;) € E™ et A€ S™, f(O 0 Nixi) < (rvesp. >)> 0 Nif(xi);
(12) L’épigraphe (resp. Uhypographe ) de f est un sous-ensemble convexe de E x R.

PREUVE Nous ferons la démonstration uniquement dans le cas convexe. Il est évident que (u2)
implique (). Montrons maintenant que (z) implique (u2). Soit (z,A) et (y,u) deux éléments de
epi(f) et soit t € [0,1]. Donc f(z) < Aet f(y) < p. Comme f est convexe, f(tx + (1 —t)y) <
tf(x)+(1—=1t)f(y). Donc, f(tx+(1—1t)y) < tA+(1—t)pu. Ceci est équivalent a t(x, \)+ (1 —1t)(y, u) =
(tz + (1 —t)y,tA + (1 — t)u) appartient a 1’épigraphe de f. Donc cet ensemble est convexe.

Nous finissons la démonstration en montrant que (u2:) implique (). Soit n > 2, (x;) € E™ et
A € S™ Sipour un élément i € {1,...,n}, f(x;) = +oo et A\; > 0, le résultat est évident car le
membre de droite de 'inégalité est +o0o. Si pour certains i, A\; = 0, ils peuvent étre enlevés car,
vu les conventions adoptées, ils n’interviennent dans aucun des deux membres de 'inégalité. Donc
nous considérons seulement le cas ou pour tout i, f(z;) est fini. Alors, (z;, f(z;)) est un élément de
I’épigraphe de f et comme celui-ci est convexe, > - (24, f(z:)) = Qo7 Niwi, Yy Mif (@) est un
élément de epi(f). Donc par définition de I'épigraphe, f(> i Nix;) < D0y A f (). O
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EXEMPLES : Toute fonction affine est a la fois convexe et concave. On montre aisément que toute
fonction convexe et concave est affine. Une norme est une fonction convexe. Soit C'; un sous-espace
de E, et soit 1¢, l'application de F dans | — 0o, +00], qui a x associe 1 si x appartient a C' et 400
sinon. Cette fonction est convexe si et seulement si C' est un sous-ensemble convexe de F.

Nous allons maintenant présenter une fonction convexe associée a un ensemble convexe qui est

appelée la jauge.

DEFINITION 5.3.5  Soit C', un sous-ensemble de E contenant l’origine. La jauge de C notée jc est
définie par :

jo(x) =inf{\ > 0|z € \C}

PROPOSITION 5.3.2  La fonction jo vérifie :

(y) s
() ;
)

(112) pour tout x € E, six € (resp. ¢)C, alors jo(x) < (resp. >)1;

(1) pour tout (z,y) € E X E, je(z +y) < jo(z) + jo
(1) pour tout x € E et pour tout t > 0, jo(tz) = tjo

(w) Si 0 € int C, alors jo(z) est finie pour tout x € E.

En particulier, jo est une application convexe.

PREUVE (2) est évidemment vrai si jo(z) ou jo(y) est égal & +00. Nous considérons donc le cas ou
jo(z) et jo(y) sont finis. Soit A > 0 et u > 0 tels que x € AC et y € uC. 1l existe 2’ et ¢/, éléments
de E, tels que z = A2’ et y = uy’. Nous avons

A 1
r+y= '+ py =( +,u)<)\+ﬂx+)\+,uy>

A
+ 1

'+ X Ay ) est un élément de C' comme combinaison

donc z +y appartient a (A4 p)C' car ()\ iy

convexe de deux éléments de C.

Nous déduisons de cela que pour tout A € {N > 0|z € NC} et pour tout p € {y/ >0 |z € (/C},
jo(xr +y) < XA+ p. Donc, en considérant les infima, jo(x 4+ y) < jo(x) + jo(y).

Montrons maintenant la propriété (u2). Soit z € Eett > 0. 51t =0, jo(tz) = jo(0) =0car0 € C

et donc pour tout A > 0, 0 € A\C. En conséquence, 'inégalité est satisfaite vu les regles de calcul. Si

t>0,s0it A e {N>0]|treNC} Alors, x € %C’ et donc % > jo(x). En passant a Uinfimum sur

A et en multipliant par ¢, on obtient jo(tz) > tjc(x). Finalement, jo(z) = jc(%tx) > %jo(tx), donc

Jjo(tx) < tjo(z) ce qui implique 'égalité.

(112) D’apres la définition de jc, il est clair que si z € C, alors jo(x) < 1. Si z ¢ C, raisonnons
par l'absurde et supposons que jo(z) < 1. Alors, il existe A < 1 et ¢ € C tel que z = Ac. Donc

= (1—=X)0+ Ac. Comme 0 € C, ceci implique que x € C' ce qui est contradictoire.
(w) Il suffit de remarquer que si 0 € int C| il existe r > 0 tel que B(0,r) C C et donc jo(z) < @
m|

PROPOSITION 5.3.3

(1) Une somme finie de fonctions convexes (resp. concaves) est conveze (resp. concave) ;
(1) Si f est convexe (resp. concave) et X > 0, \f est conveze (resp. concave) ;

(112) Le supremum (resp. infimum) d’une famille quelconque de fonctions convezxes (resp. concaves)
est convexe (resp. concave) ;
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(w) si f est une fonction convere (resp. concave) de E dans R et si ¢ est une fonction convexe
(resp. concave) croissante de R dans R alors ¢ o f est convere (resp. concave).

La preuve de cette proposition est laissée en exercice au lecteur. Avant de passer aux propriétés de
continuité des fonctions convexes, nous allons introduire rapidement la définition de la quasi-convexité
(resp. quasi-concavité).

DEFINITION 5.3.6  Une fonction f de E dans | —o0, +-00] (resp. [—00, +00[) est quasi-convexe (resp.
quasi-concave) si pour tout (z,y) € E x E et pour tout ¢ € [0,1], f(tz+ (1—1t)y) < max{f(x), f(y)}

(resp. > min{f(z), f(y)}).

Une fonction convexe (resp. concave ) est quasi-convexe (resp. quasi-concave). Une fonction mo-
notone de R dans R est quasi-convexe et quasi-concave. On remarque que si f est quasi-convexe
alors —f est quasi-concave. Ceci nous permet de déduire des résultats énoncés pour les fonctions
quasi-convexes les résultats pour les fonctions quasi-concaves.

PROPOSITION 5.3.4  Soit f, une fonction de E dans | — 0o, +o0]. Alors, les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes.

(1) f est quasi-convexe
(1) pour tout € R, {x € E | f(x) < a} est conveze;
(1) pour tout « € R, {x € E| f(x) < a} est conveze.

PROPOSITION 5.3.5  Soit f, une fonction quasi-convere de E dans | — 0o, +00]. Pour tout t > 0,
tf est quasi-convexe. Si g est une fonction croissante de R dans R, alors g o f est quasi-convexe.

Il faut aussi remarquer que la somme de deux fonctions quasi-convexes n’est pas toujours quasi-
convexe. La démonstration des deux propositions précédentes est laissées aux lecteurs.

Nous revenons maintenant aux fonctions convexes et nous donnons un résultat qui permet de
caractériser la continuité pour ces fonctions de fagon tres simple.

THEOREME 5.3.2  Soit E, un espace vectoriel normé et f une fonction convere de E dans | —
00, +00]. Soit xy € dom(f). f est continue en xo si et seulement si il existe r > 0 et a € R tels que
pour tout x € B(xg,r), f(x) < a. Si cette condition est vérifiée en un point du domaine de f, alors
f est localement lipschitzienne sur lintérieur de son domaine.

PREUVE Il est évident que si f est continue en un point de son domaine, alors elle est majorée sur un
voisinage de ce point. Montrons mamtenant la réciproque. Smt rebB (xo, 2) Pour tout y € B(z, 2)

2||y 2||y
sont des éléments de B(xq,r). Donc, f(z*) <aet f(z7) <a.

2|y — 2|y —
pale (- 2zl
r T

_ 2]y — = r
r+2ly — ] r+2[ly — |

tel que y # x, soit zt =z + et 27 =1 — . Il est clair que 2™ et 2z~
1 ” t ” Il est cl +

Nous remarquons que

et

Dongc, en utilisant la convexité de f, on en déduit que

fy) < =2l o (1 - M) f@)

T T
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et
2|y — = - r
f(z) < mf(z )+mf(y)

Donc, on en déduit que

£ — £ < Wmlip ) — play) < Ao - fia)) 1)

et

_ 2|y — = ) 20y ==l . _
f(x) f(y) < 7’—|—2||y—IH(f< ) f(y)) < T+2||y—I||( f<y>) (2>

En réécrivant I'inégalité (2), on obtient
2ly — x| +r 2|ly —x
fly) > ly - 1 flz) — ||?/r Ha

ce qui est équivalent a

a— ) < - A=t s gy rr 2y =l 2=ty ) g
En reportant I'inégalité (3) dans la (2), on obtient

$@) = 1(y) < gt A= - pay) = 2o ) @
Des inégalités (1) et (4), on déduit que

50 - sa)l < 2o - pa) o)

Considérons maintenant un élément x € B(zo, %) En reprenant I'inégalité (3) appliquée a z et
Zg, on obtient

a— f(o) < A2l fia0)) < B(a - fa0)) (6)

Pour tout y € B(x, 2), y est un élément de B(«x, 5) En combinant les inégalités (5) et (6), on
obtient alors

w

[f(y) = )] < =(a = f(xo)lly — «|

,
donc la fonction f est localement lipschitzienne de rapport %(a — f(xg)) sur la boule B(xq, £f) ce qui
implique en particulier que f est continue en x;.

Pour finir la démonstration du théoreme, il suffit de montrer que si f est majorée au voisinage
d’un point alors f est majorée au voisinage de tous les points de l'intérieur de son domaine. Soit xg
un point autour duquel f est majoré. Il existe donc r > 0 et a € R tel que pour tout z € B(xg, ),
f(z) < a. Soit y, y # x, un élément de l'intérieur du domaine de f. Il existe donc p > 0 tel que

B(y,2p) est incluse dans le domaine de f. Soit z = y + HT%”(y — o). z appartient au domaine
— Zo
de f. On remarque que

p _— |y — o]

Y= 0
p+ |y — 0| p+ly — o

Soit u € F tel que ||u| < ——£2——. Alors,
e el < 55y =l

ly = ol

S £ — i
p+1y—=zo 7" p+1y— o

ytu =

(%+ww%wm0+ v — ol

_p p
o+ lly — o] p+ly — ol
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On remarque que w\]u” < r et donc, zo + wu appartient a la boule B(zg, 7).

. P P
e ly —oll,) iy =zl
1y — %o Y — To
tu) < —L—0f(a +p—u) + 0 f(y
fosn < G (o Z o+ Ty—aol ! )
P a+ Y= o ~
oy —aal o Ty — ol /)
Donc f est majorée dans un voisinage de y ce qui termine notre démonstration. O

Dans le cas ou 'espace E est de dimension finie, on peut encore améliorer ce résultat.

COROLLAIRE 5.3.1  Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie et si f est une fonction
conveze de E dans | — 0o, +0o0|, alors f est localement lipschitzienne sur l'intérieur de son domaine.

PREUVE D’apres le théoreme précédent, il suffit de montrer que f est majorée au voisinage d’'un
point de son domaine. Soit g, un élément de l'intérieur du domaine de f et soit (uy,...,u,), une
base de E. Il existe donc r > 0 tel que pour tout i = 1,...,p, xg + ru; € dom(f). Soit A = {\ €
RP | A >0, Vi=1,...,p, P A\ <1} et soit ¢, isomorphisme affine de R? dans E qui & A € R?
associe () = zo+ 7Y b \u;. Il est clair que A est un ouvert de R? et donc ¢(A) est un ouvert de
E. Nous allons maintenant montrer que ¢(A) est inclus dans le domaine de f et que f est majorée
sur cet ensemble ce qui finira la démonstration.

Soit € p(A). llexiste A € A tel que w = zo+r Y b Nu; = (1 =Y"0_ N)wo+ > 0y Ni(wo +ruy).
Donc x appartient au domaine de f car il s’écrit comme une combinaison convexe d’éléments du
domaine. De plus, comme f est convexe,

flz) < (1 - Z )\i> Fl@o) + > Aif (wo + rus) < max{f(wo), f(wo + rua),..., flzo + ruy)}

i=1

Donc f est majorée sur ¢(A). o

Nous allons maintenant utiliser ce résultat pour donne une propriété topologique des sous-
ensembles convexes compacts d'un espace de dimension finie.

THEOREME 5.3.3  Soit C, un sous-ensemble convexe compact non vide et non réduit a un point
d’un espace vectoriel de dimension fini. Soit p, la dimension de la direction de Af f(C). Alors C est
homéomorphe a la boule unité fermée de RP.

PREUVE Par translation C' est homéomorphe a D, sous-ensemble convexe compact de F', la direction
de Aff(C) et, en plus, 0 appartient a 'intérieur relatif de D. Soit jp, la jauge de D. jp est finie sur
F' et convexe, donc elle est continue. De plus, comme D est fermé, D = {x € F' | jp(x) < 1}.

Soit (uy,...,u,), une base de F'. Nous considérons la norme sur F' définie par :
p
_ 2
lzllr = | Y&
J=1
ou (&, ...,&,) sont les coordonnées de x dans la base (uq, ..., u,). Nous notons par ¢, I'isomorphisme
linéaire entre F' et RP qui a tout z fait correspondre ses coordonnées dans la base (u1, ..., u,).

Nous définissons maintenant 'application ¢ de F' dans R? de la fagon suivante. Si x # 0,

o) — Jp(x) .
P = Gy
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et si z = 0, p(z) = 0. Il est évident que ¢ est continue sauf en 0. Or, il existe r > 0 tel que

B(0,7) C D. Done, jp(z) < L|z|lr = Llv(2)]. Done, |o(x)|| < L[¢(2)]| = L||lr. Done, ¢ est
continue en 0.

Montrons maintenant que ¢ est injective. Si x # 0, alors ¢(z) # 0. Considérons maintenant le
cas ol xl et xo sont non nuls et p(z1) = p(x2). Alors, ¥(x1) = Mp(zg) avec A > 0. Donc, x1 = Axg

’W( >‘|@/J(x1) = ||¢( )Hw(xg) De ceci, on déduit que jp(x1) = jp(x2). Or, jp(x1) = jp(Axs) =
Ajp(x2). Donc, A =1 et 7 = xo.

Montrons pour finir que ¢ est surjective. Soit u € B(0,1). Si u = 0, alors u = ©(0). Si u # 0, il
existe t > 0 tel que £ = t¢p~!(u) appartient a la frontiere de D. Donc, jp(£) = 1. Soit = ||u||¢. Alors

plo) = (). Or, v@) = v(lultw () = lultw et jola) = in(ull) = lullin(€) = ul.
Ll
flul?

Comme D est compact et ¢ est continue et bijective, ¢’est un homéomorphisme. |

Donc, ¢(z) = ||ul|tu = u.

5.4 Théoremes de séparation

Le théoreme suivant nous donne un des outils essentiels de I’analyse convexe qui est utilisé dans
tous les développements de la théorie.

THEOREME 5.4.1  Soit E, un espace vectoriel normé et soit A et B des sous-ensembles convexes
non vides et disjoints de E. Si l'intérieur de A est non vide alors il existe une forme linéaire continue
non nulle f telle que :

sup{f(a) [ a € A} <inf{f(b) | b € B}

PREUVE Fixons ag € int A et by € B. Soit xg = by — ag. £ est non nul car A et B sont disjoints.
Soit C'= A — B+ {x0}. C est convexe car A, B et {z(} le sont et I'intérieur de C' est non vide car
int(A) — B+ {x} est un ouvert inclus dans C. Finalement, 0 appartient a int A car 0 = ag — by + .

Soit jc, la jauge de C. D’apres la proposition (5.3.2), jo est a valeurs dans R et vérifie, pour tout
(x,y) € EXE, jo(x+vy) < jo(r)+ jc(y) et, pour tout € E et pour tout t > 0, jc(tx) = tjo(x).
De plus, g n’appartient pas a C' car A et B sont disjoints. Donc, jo(zg) > 1.

Considérons le sous-espace vectoriel Rxy de E et la forme linéaire de Rzy dans R définie par
g(txy) = t. On remarque que g(txg) < jo(txg) pour tout t € R. C’est évident si t < 0 car jo(tzg) > 0.
Sit>0,g(tre) =t < tjc(xo) = jo(txo).

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe un prolongement de ¢ a E, que nous noterons f,
et qui vérifie pour tout x € E, f(x) < jo(x). Nous remarquons tout d’abord que f est continue car

pour tout x € C, f(z) < jo(x) < 1. Donc f est majorée sur un ouvert car l'intérieur de C' est non
vide, donc f est continue.

Pour tout (a,b) € A x B, a— b+ x¢ € C. Dong,

fla=b+xo) = fla) = f(b) + f(xo) = fa) = f(0) + 1 < jo(a —b+x0) <1
Nous en déduisons que f(a) < f(b) ce qui implique sup{f(a) | a € A} <inf{f(b) | b € B}. m

L’interprétation géométrique qui justifie le nom donné a ce théoreme est que si deux ensembles
convexes non vides sont disjoints et si I'intérieur de I'un est non vide, on peut les séparer par un
hyperplan, c’est-a-dire qu’il existe un hyperplan fermé tel que I'un des convexes est dans I'un des
demi-espaces fermés délimités par cet hyperplan et I'autre convexe est dans l'autre demi-espace.
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COROLLAIRE 5.4.1  Soit E, un espace vectoriel normé et soit A et B des sous-ensembles convexes
non vides et disjoints de E. Si A est compact et B est fermé alors il existe une forme linéaire continue

non nulle f telle que :
sup{f(a) | a € A} <inf{f(b) | b € B}

PREUVE Soit dg la fonction distance a B définie par :
dp(x) = inf{|lx — 0| | b € B}

Cette fonction est continue car lipschitzienne de rapport 1 et si ¢ B, dg(x) > 0 car B est fermé.

Soit @, un minimum de dg sur 4 a existe car A est compact et dp est continue. Comme A et B
sont disjoints, r = dg(a) > 0. Soit A = U,ecaB(a, %) A est un ouvert convexe et, vu la définition de
r, A et B sont disjoints. En appliquant le théoréme précédent, il existe un forme linéaire continue

non nulle telle que B
sup{f(a) [ a € A} <inf{f(b) | b € B}

Remarquons maintenant que sup{f(a) | a € A} < sup{f(a) | a € A}. En effet, comme A est
compact, il existe ag € A tel que sup{f(a)|a € A} = f(ap). Comme f est non nulle, il existe u € F
tel que ||lu|| =1 et f(u) > 0. Donc, ag+ gu appartient a A et f(ag + gu) > f(ap). Ceci implique que
sup{f(a) | a € A} < sup{f(a) | a € A}. Donc, f vérifie

sup{f(a) | a € A} <inf{f(b) | b € B}

COROLLAIRE 5.4.2  Soit E, un espace vectoriel normé et soit x et y deux éléments différents de
E. Alors, il existe f € E' tel que f(x) # f(y).

PREUVE I suffit d’appliquer le corollaire précédent aux deux convexes compacts {z} et {y}. O

COROLLAIRE 5.4.3  Soit E, un espace vectoriel normé, soit M, un sous-espace vectoriel de E et
soit x un élément E. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) x € adh M ;
(12) pour tout f € E', si f s’annule sur M alors f(x) = 0.

PREUVE (2) implique (22) est une conséquence directe de la continuité des éléments de E'.

Montrons maintenant la réciproque en raisonnant par I’absurde. Si z ¢ adh M, alors le corollaire
5.13 appliqué au convexe compact {} et au convexe fermé adh M, implique qu’il existe une forme
linéaire continue f telle que f(z) < inf{f(y) | vy € adh M}. Montrons que f s’annule sur le sous-
espace vectoriel adh M. En effet, si ceci est faux, il existe yo € adh M tel que f(yy) # 0. Donc,
limy .+« f(tyo) ou limy_._ o f(tyo) est égale & —oo ce qui contredit le fait que f est minorée par f(z)
sur adh M. Ceci implique aussi que f(z) # 0.

Dong, si x ¢ adh M, il existe une forme linéaire qui s’annule sur adh M et tel que f(x) # 0. Ceci
est la contraposée de (x2) implique (z). m

Le résultat suivant montre que les conclusions peuvent étre plus précises si I'espace vectoriel est
de dimension finie.

COROLLAIRE 5.4.4  Soit E, un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit x € E et A, un
sous-ensemble convexe non vide de E tels que x ¢ ir A. Alors, il existe une forme linéaire non nulle
f sur E telle que pour tout a € A, f(x) < f(a).



82 Analyse fonctionnelle et convexe ENSAE

PREUVE Six ¢ Aff A, il suffit de séparer le compact {x} et le sous-espace affine Aff A qui est
fermé car E est de dimension finie.

Six € Aff A, une translation par 'opposé d’un élément de A ramene le probleme dans le sous-
espace vectoriel qui est la direction de A f f A. Dans ce sous-espace vectoriel, 'intérieur du translaté
de A est non vide et on peut appliquer le résultat de séparation entre le translaté de x et cet intérieur.
Ensuite, il suffit de prolonger a E' de n’importe quelle maniere la forme linéaire trouvée pour obtenir
le résultat. O

De ce résultat, on déduit facilement le théoreme de séparation suivant.

COROLLAIRE 5.4.5  Soit E, un espace vectoriel normé de dimension finie et soit A et B, deux
sous-ensembles convexes non vides de E tels que ir AN ir B = (). Alors, il existe une forme linéaire
non nulle f sur E telle que

sup{f(a) | a € A} <inf{f(b) | b€ B}

5.5 Polarité et orthogonalité

DEFINITION 5.5.1  Soit F, un espace vectoriel normé, soit E’, son dual, soit A, un sous-ensemble
de FE et soit B, un sous-ensemble de E.

— Le cone polaire négatif de A, noté A° est défini par A° = {f € E' |Va € A, f(a) < 0};

— L’orthogonal de A, noté AL est défini par A+ = {f € E' |Va € A, f(a) = 0};

— Le cone polaire négatif de B, noté B° est défini par B° = {x € F |Vf € B, f(z) < 0};

— L’orthogonal de B, noté B+ est défini par B+ = {x € E |Vf € B, f(z) = 0}.

I1 faut bien noter que les définitions ne sont pas symétriques pour E et E’ car FE n’est pas le dual
de E’. En utilisant le plongement isométrique de E dans E”, on note que l'orthogonal ou le polaire
négatif d’un sous-ensemble de E’ au sens de son dual E” est en général plus grand que celui définit
ci-dessus.

PROPOSITION 5.5.1  Soit E, un espace vectoriel normé, soit E', son dual, soit A, un sous-ensemble
de E et soit B, un sous-ensemble de E'.

— A° et B° sont des cones convezes fermés de sommet O ;

— At et Bt sont des sous-espaces vectoriels fermés ;

~ At C A° et BX C B°;

— Si Ay C Ay, alors A5 C AS et Ay C Al

— Si By C By, alors By C B} et By C By ;

~ Si A est un sous-espace vectoriel, alors A° = At ; si B est un sous-espace vectoriel, alors

B° = B*;
— A° = (adh A)° et A+ = (adh A)*.

La preuve simple de cette proposition est laissée au lecteur. Nous allons maintenant donner un
théoreme important qui s’obtient en utilisant les théorémes de séparation.

THEOREME 5.5.1  (Théoréme des bipolaires) — Soit A, un sous-ensemble non vide de E, espace
vectoriel normé. Alors, (A°)° = adh(cone A) et (A1)t = adh(L(A)), ot L(A) est l’espace vectoriel
engendré par A.

PREUVE (A°)° est un cone convexe fermé qui contient A. Donc, adh(cone A) C (A°)°. Montrons
maintenant 'inclusion inverse en raisonnant par I'absurde. Soit z¢ € (A°)° et z¢ ¢ adh(cone A). Alors,
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on peut utiliser le deuxieéme théoréme de séparation entre le convexe compact {zo} et le convexe fermé
adh(cone A). 1l existe donc f € E' telle que sup{f(y) | y € adh(cone A)} < f(zo). Comme f est
majorée sur le cone adh(cone A), on en déduit que sup{ f(y) | y € adh(cone A)} =0 < f(x(). Comme
A C adh(cone A)}, on en déduit que f € A°. Alors, f(xg) > 0 contredit zy € (A°)° ce qui termine la
démonstration. O

COROLLAIRE 5.5.1  Soit E, un espace vectoriel normé, et soit A, un sous-ensemble de E. A est un

cone conveze fermé si et seulement si A = (A°)°. A est un sous-espace vectoriel fermé si et seulement
si A= (AL

COROLLAIRE 5.5.2  Soit E, un espace vectoriel normé, et soit M, un sous-espace vectoriel de E.
adh M = E si et seulement si M+ = {0}.

PREUVE Siadh M = E, alors M+ = (adh M)+ = E+ = {0}.
Si M+ = {0}, alors adh M = (M*)*+ = {0}* = F. O

THEOREME 5.5.2 (Lemme de Farkas) Soit E, un espace vectoriel normé, et soit E', son dual. Soit
(a;)ier et (b))jes, deuz familles finies d’éléments de E. Soit

A= {Z)\Zaz—f—z,u]b] | )\ER{H MERJ}

icl jeJ
et
B={fekl'| f(a) <0,Viel, f(bj)=0,VjeJ}
Alors, A° = B et B° = A.

PREUVE 1l est clair que A° = B et que A C B°. De plus, la premiere égalité et le théoreme
des bipolaires nous donnent que B° = adh(cone A). Pour avoir la deuxieme égalité, il suffit donc
de montrer que A est un cone convexe fermé. Or A est un cone finiment généré par la famille
((as)ier, (bj)jeq, (—=bj) es). Done, d’apres la proposition (5.2.6), A est fermé. |

COROLLAIRE 5.5.3  Soit E, un espace vectoriel normé, et soit E', son dual. Soit (a;);cr, une
famille finie d’éléments de E. Soit

A= {ZW@' | AGRL}

il
et
B={feF | f(a) <0,Viel}.
Alors, A° =B et B° = A.
COROLLAIRE 5.5.4  Soit E, un espace vectoriel normé, et soit E', son dual. Soit (a;)ier, une
famille finie d’éléments de E. Soit b € E vérifiant la propriété suivante :
pour tout f € E' vérifiant f(a;) <0, pour tout i € I, alors f(b) <O0.

Alors, il existe X € RL tel que b= 3", ; Nia;.
PREUVE Soit A ={>", ., Na; | N € R} et B={f € E'| f(a;) <0,Vi € I}. Alors, la condition :
Vf € E' vérifiant f(a;) < 0, pour tout ¢ € I, alors f(b) < 0, est équivalente a b € B°. D’apres le
corollaire précédent, ceci implique b € A. |
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COROLLAIRE 5.5.5  Soit E, un espace vectoriel normé, et soit E', son dual. Soit (a;);cr, une
famalle finie d’éléments de E. Soit

A= {Z)\Z(IZ | )\GRI}

el

et
B={fe€eFE| f(a;) =0, Viel}.

Alors, At = B et B+ = A.

La démonstration de ce corollaire repose simplement sur le fait que le polaire est égal a I’orthogonal
lorsqu’il s’agit de sous-espaces vectoriels.
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5.6 Exercices

EXERCICE 5.1  Dans R3, on consideére I’ensemble
C={(z,y,2) eR*|0<2; 0<y; 22 <ay}

et la droite D d’équations x = 0, z = 1. Montrer que C' est un convexe fermé et que tout hyperplan
affine passant par D rencontre C.

EXERCICE 5.2  Soient A et B deux parties convexes de R™ vérifiant : AN B =0, AUB =R" et
A est fermé. Montrer que A est un demi-espace.

EXERCICE 5.3  Soit E un espace de Banach et soit K un sous-ensemble compact de E. le but de
I’exercice est de montrer que ’enveloppe convexe fermée de K, coK est compact.

1 - Montrer qu’il suffit de vérifier que

p
Ve > 0,3(z1,...,2,) € (COK)P tel que COK C U B(zj,¢).
i=1
2 - En utilisant la compacité de K, montrer que cette condition est satisfaite.

3 - Donner un exemple de compact dans un espace de Banach dont I’enveloppe convexe est non
fermée.

EXERCICE 5.4  Déterminer les polaires négatifs des ensembles :

A:{xER”|xk20‘v’k:1,...,net Zxkgl};
k=1

B:{xER”|Z|xk|};
k=1

C={zeR?|(z;—1)"+a; <1};

D:{x€R2|x1§1—\/1+x§}.

EXERCICE 5.5  Soit K, un sous-ensemble convexe compact de R™. On suppose que 'intérieur de
K est non vide. Le but de I'exercice est de montrer que cet ensemble est homéomorphe a la boule
unité fermée.

1 - Soit a € int K. Montrer que pour tout u € R™\ {0}, la demi-droite affine {a + tu | t > 0}
rencontre la frontiere de K en exactement un point.

2 - Soit S = {x € R" | ||z|| = 1}. On définit I'application g : FrK — S par

Tr—a

90 = ]

Montrer que g est injective et continue.

3 - Montrer que g est surjective a l'aide de la premiere question, et en déduire que g est un
homéomorphisme de FrK sur S.
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4 - Soit B ={x € R" | ||z|| < 1}. On définit la fonction f de B dans K par :

f(0)=a
P ==+ Iols™ (i) siv#0
Montrer que f est continue.
5-Soit z € K\{a}. Onposey = g~ ! (ﬁ). Montrer que x € [a, y] et que f (ﬁ) = 7.
En déduire que f est surjective.
6 - Montrer que f(y) = a implique y = 0.

Soient y1, y2 € R” tels que y; # yo et 0 < ||y1|| < |ly2l| < 1. Montrer que f(y1) = f(y2) implique

Y I = Hlyl_2H En déduire que f est injective et conclure.
2

ly

1
1
EXERCICE 5.6  Soit C' un sous-ensemble convexe de R™ et x un élément de C'. On pose :

L(Cyz)={yeR" |3t >0telque x +ty € C et x —ty € C'}

F(C,x)={z}+ L(C,x))NnC

F(C,z) est appelé la facette de C' en z.

1 - Montrer que F(C,z) est convexe et que x € F(C,z) C C.

2 - Montrer que F(C,z) = C si et seulement si « € ir(C) ou ir(C) désigne I'intérieur relatif de

C.

3 - Montrer que z € irF'(C, z). Montrer également que si y est un élément de C, F/(C,z) = F(C,y)
si et seulement si y € irF(C, ).

4 - On dit que x est un point extrémal de C' si 'ensemble C'\ {z} est convexe. Montrer que z est
un point extrémal si et seulement si F(C,x) = {x}.
EXERCICE 5.7  Soit A et B deux sous-ensembles d’un espace vectoriel E. Montrer que :
co(A) + co(B) = co(A + B),
ou co(A) désigne I'enveloppe convexe de A.

EXERCICE 5.8  Soit A un sous-ensemble fermé non vide d’un espace vectoriel normé E. Montrer
que A est convexe si et seulement si la fonction x — da(z) = inf{||z —a|| | @ € A} est convexe.

Montrer sur un exemple que le résultat précédent n’est pas vrai si on ne suppose pas que A est
fermé.

EXERCICE 5.9  Soit C' un sous-ensemble convexe non vide de R™ et f une application linéaire de
R™ dans RP. Montrer que ir(f(C)) = f(ir(C)).

EXERCICE 5.10  Soit E un espace vectoriel normé et soit C' un sous-ensemble convexe fermé de F
et ¢ un élément de C'. Un vecteur u de E est appelé direction asymptotique de C' en c si la demi-droite
{c+tu|t >0} est incluse dans C.

1 - Montrer que I’ensemble des directions asymptotiques de C' en ¢ est un cone convexe fermé.

2 - Soit ¢ un autre élément de C'. Montrer que ’ensemble des directions asymptotiques de C' en
¢’ est égal a ’ensemble des directions asymptotiques de C en c.

Cet ensemble est appelé le cone asymptotique de C et il est noté Ng°.
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3 - Montrer que si C' est borné, N&° = {0}. Montrer que si E est de dimension fini, alors N&° = {0}
si seulement si C' est compact.

4 - Donner un exemple de sous-ensemble convexe fermé non borné d’un espace vectoriel de di-
mension infinie tel que N&° = {0}.

5 - On suppose dans cette question que E est de dimension finie. Soit C'; et Cy deux sous-ensembles
convexes fermés de E. On suppose que N& N —Ng = {0}. Montrer qu’alors C} + Cs est fermé.

EXERCICE 5.11  Soit f une application convexe de R™ dans RU{+oc0}. On suppose que I’épigraphe
de f est fermé et qu’il existe a € R tel que 'ensemble {z € R™ | f(z) < a} est non vide et borné.
Montrer que pour tout a € R, 'ensemble {x € R™ | f(x) < a} est borné.

Indication : on pourra raisonner par I'absurde et montrer que si U'ensemble C, = {x € R" |
f(z) < a} est non borné, il existe zp € C, et u € R™\ {0} tels que x¢ +tu € C, pour tout ¢t > 0. On
déduira de ce résultat préliminaire que C, est non borné.

EXERCICE 5.12  Soit (f™) une suite de fonctions convexes de |0, 1] dans R. On suppose que pour
tout x €]0, 1], la suite (f"(x)) est convergente. Soit f :]0,1[— R la fonction définie par :

f(z) = lim f*(z), Vz €]0,1].

n—oo

1 - Montrer que f est convexe.
2 - Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur tout compact inclus
dans |0, 1.

EXERCICE 5.13  Soient F un espace de Banach et C' un sous-ensemble convexe et fermé de E

vérifiant :
E=|]JtC
>0
1 - Montrer que 0 appartient a C'.
2 - Montrer que l'intérieur de C' est non vide. On pourra considérer les ensembles nC pour n € N.
3 - Montrer que 0 est dans I'intérieur de C.

EXERCICE 5.14  Soit ', un sous-ensemble convexe, fermé et non vide d'un espace vectoriel normé
E. Montrer que C' est I'intersection de tous les demi-espaces ouverts qui le contiennent.

EXERCICE 5.15  Soient E un espace vectoriel réel et C' un sous-ensemble de E. Un point ¢ de C'
est dans U'intérieur algébrique de C, si Vu € E,Ja > 0, tel que {c + tu,t €] — a, +a[} C C.

Soient C] et Cy deux sous-ensembles non vides de E, convexes et disjoints. On suppose que C
a un intérieur algébrique non vide. Montrer qu’il existe une forme linéaire non nulle sur E, f, telle
que :

Sup{f(cl), c1 € Cl} < inf{f(CQ), Co € CQ}
EXERCICE 5.16  Soient E un espace vectoriel normé, (x,) une suite de F et (a,) une suite de R.
Soit v > 0. Montrer I’équivalence entre :
(1) Il existe une forme linéaire continue f sur E telle que : pour tout n, f(z,) = a, et ||f|| < v;

(12) Pour tout entier k > 1 et toute famille de réels 3y, s, ..., Ok, on a

k k
Z ﬁiai Z ﬁzxz
i=1 i=1

<7
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EXERCICE 5.17  Soit C' un cone convexe fermé de R” non réduit a {0}. Pour tout =,y dans R",
on note x - y le produit scalaire canonique de z et y. On dit que C' est saillant si C N —C = {0}.

1 - Montrer que C est saillant si et seulement si le cone polaire négatif de C'; C° = {z € R™ |
x-c<0Vee C} est d'intérieur non vide.

2 - On suppose que C' est saillant. Soit u un élément de l'intérieur de C°. Montrer que pour tout
a <0, 'ensemble C, = {c € C' | u- ¢ = a} est compact. Montrer que si a <0, C' = J,5¢ACa.

EXERCICE 5.18  Soit A et B deux sous-ensembles de R™ tels que 0 appartient a l'intérieur de
A — B. Montrer que I'ensemble A° 4 B° est fermé, on A° (resp. B°) est le polaire négatif de A (resp.
B).
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Exercices complémentaires

EXERCICE 5.19  Soient E un espace vectoriel normé et f : E— RU {400} une fonction convexe.
On suppose qu'il existe x € E, tel que f(x) est fini et que 'épigraphe de f est fermé. Une fonction
h: E — R est affine §'il existe une forme linéaire g sur F et o € R tels que : Vo € E| h(x) = g(z) + .
On note dans la suite A(f), 'ensemble des fonctions affines continues qui minorent f sur E.

1 - Soit zg un élément du domaine de f et ag < f(zo). Montrer qu'il existe un élément h de A(f)
telle que h(xg) = ayp.

On choisit un élément hy dans A(f) et on pose dans la suite p = f — hy.

2 - Soit xg, un élément de E qui n’est pas dans 'adhérence du domaine de f et soit ag € R.
Montrer qu'il existe une fonction affine continue h de £ dans R qui minore ¢ et telle que h(xg) = ap.

3 - Soit xg, un élément de l'adhérence du domaine de f qui n’est pas dans le domaine de f.
Montrer que pour tout o € R, il existe » > 0, tel que :

épi(f) ﬂ (B(xg,7)X] — 00, a]) = 0.
En déduire qu’il existe une fonction affine continue h de E dans R qui minore f et telle que
h(zg) = .
4 - Déduire des questions précédentes que :

f(z) = sup {h(x), h € A(f)}, ¥z € E.
5 - Montrer que le résultat précédent est faux si ’épigraphe de f n’est pas fermé.

EXERCICE 5.20  Soient E un espace vectoriel normé, (f;);c; une famille d’éléments de E’, le dual
topologique de E et (o;);e; une famille de réels. On suppose que l'ensemble C' = {x € E | f;(x) >
a;, Vi € I} est non vide. Si A est un sous-ensemble de £, on note cone(A), le plus petit cone convexe
fermé de sommet 0 contenant A.

1 - Soit g € E’, B € R. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
() pour tout x € C, g(x) > 3;
() (g, 8) € cone{(fi,7) | v < i, Vi € I}.

2 - En déduire dans le cas ou I est fini que (2) est vérifiée si et seulement si il existe \; > 0, pour

tout ¢ € I, tel que :

el el

EXERCICE 5.21  Soit E, un espace vectoriel normé et soit E’, son dual topologique. Soit f, une
application convexe de E dans RU {400}. Soit xg, un élément du domaine de f. Le sous-différentiel
de f en xg, est 'ensemble des éléments p de E’ tel que :

f(z) — f(xo) > plx — ), Vx € E.

1 - Montrer que si f est continue en g, un élément du domaine de f, alors le sous-différentiel de
f en xy est non vide. On pourra séparer le point (xg, f(z¢)) de l'intérieur de 1’épigraphe de f.

La fonction f est dite propre (au sens de Mas-Colell) en zp, un élément de son domaine, s’il existe
un cone convexe ouvert de sommet 0, U, tel que :

{zo} +U)N{z € E| f(z) < f(z0)} = 0.

2 - Montrer que si le sous-différentiel de f en x( est non-vide, alors f est propre en x.



90 Analyse fonctionnelle et convexe ENSAE

EXERCICE 5.22  Soient F un espace vectoriel normé et £’ son dual topologique. Soit f, une appli-
cation convexe de F dans RU{+o0}. On rappelle que la conjuguée de f, notée f*, est une application
convexe de ' dans RU {400} définie par :

f*(p) =sup{p(x) — f(x),z € E} ,Vpe FE.
1) Montrer que la conjuguée d’une forme linéaire continue ¢ est la fonction définie par :

{O sip=gq

1 (p): 400 sinon

2 - Montrer que la conjuguée de la norme est 'application ¢ définie par :

0 1 B (0.1
so(p)z{ sip € Be(0,1)
+00 sinon

3 - Montrer que si p est une forme linéaire continue, la conjuguée de f + p est définie par :
(f +p)(q) = f(a—p)
4 - Montrer que si z et p sont des éléments respectivement dans le domaine de f et de f* tels que

f(z) + f*(p) = p(z), alors p est dans le sous-différentiel de f en x et x est dans le sous-différentiel
de f* en p. Montrer que si p est dans le sous-différentiel de f en x, alors p est dans le domaine de f*

et f(z)+ f*(p) = p(x).

EXERCICE 5.23 Dans R", on note x - y le produit scalaire canonique des vecteurs x et y. Une
application affine h de R™ dans R est une application telle qu’il existe a € R™ et b € R tels que pour
tout z € R", h(z) =a-x+ 0.

Soit f, une fonction convexe de R™ dans R U {+oc}. On suppose que I'épigraphe de f est fermé
et non vide. Une minorante affine de f est une application affine g de R™ dans R telle que pour tout
x € R" g(x) < f(x). Soit M, une matrice n X n symétrique définie positive. On rappelle qu’il existe
a > 0 tel que pour tout x € R", x - Mz > al|z||*>. On note ¢ la fonction de R™ dans R définie par :

1
o(x) = 3% Mz

A tout z € R", on associe la fonction g, définie par :

9:(y) = f(y) + oy — )

et le probleme suivant :
| minimiser g, (y)
Pl {0

On note v(x) la valeur du probléme P(x), ¢’est-a-dire v(x) = inf{g,(y) | y € R"}.
1 - Montrer que, pour tout (u,u’) € (R")?, u # «/, pour tout ¢ €]0, 1],

o(tu+ (1 —t)u') < tp(u) + (1 —t)p(u').

2 - Montrer que pour tout ¢ € R, I'ensemble {y € R™ | f(y) < t} est fermé. Montrer qu'il existe
une minorante affine de f.

3 - Soit h(y) = a -y + b, une minorante affine de f. Montrer que pour tout x € R",

1 1
9:(y) = ellyll” = (llall + allzl) lyll + b+ el
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En déduire que pour tout ¢t € R, ’ensemble {y € R™ | ¢,(y) < t} est compact.

4 - Montrer que pour tout x € R™, le probleme P(z) a une unique solution. En déduire que v est
fini pour tout x € R™.

5 - Soit h(x) = a - x 4+ b, une minorante affine de f. Soit

onle) = inf{h<y> b ly-a) My -2y Rn}.

Montrer que vy, est une application affine et que pour tout = € R™, v,(x) < v(z).

6 - Montrer que v est convexe. On pourra montrer que I’épigraphe de v est la somme de ’épigraphe
de f et de I'épigraphe de ¢.
EXERCICE 5.24  Soient F un espace de Banach et A une partie non vide de E.

1 - Montrer 1’équivalence entre :

(1) A est compacte;

(12) A est fermée, bornée, et, si ¢ > 0, il existe un sous espace vectoriel F. de E de dimension
finie tel que pour tout x € A, inf{||z — z||,z € E.} <e.

2 - Montrer qu'une partie A de ¢! est compacte si et seulement si A est fermée, bornée, et
équisommable, c’est a dire : Ve > 0, IN >0, Ve € A, > v |z,] <e.

3 - Si A est une partie compacte de E, montrer que co A est précompacte.

4 - E = (? muni de sa base canonique (e,)nen:. Soient u, = ne_ﬁ 7 et K = {0} U{u,,n € N}
Montrer que K est compact mais que co K n’est pas fermé.
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Chapitre 6

Espaces de Hilbert

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire, c¢’est-a-dire d’une
forme bilinéaire symétrique définie positive et qui est complet pour la norme issue de ce produit
scalaire. Dans ce chapitre, £ est un espace de Hilbert et nous notons (x,y) le produit scalaire de x
et de y. La norme de z est définie par , ||z|| = /(z, z). L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous dit que
pour tout (x,y) € E x E, [{x,y)| < ||z|||ly]]. Il y a égalité si et seulement si z et y sont colinéaires.
L’égalité du parallélogramme est

lz +yl1* + llz = yl* = 2(ll2]* + [ly]1*)

x et y sont orthogonaux si (x,y) = 0. Ceci est équivalent par le théoréeme de Pythagore a ||z +y||* =
lzll* + NlylI”.
EXEMPLES : R” muni du produit scalaire (z,y) = > " | z;y; est un espace de Hilbert.

(%, Despace vectoriel des suites réelles (z,,) telles que Y o2 22 < 0o, est un espace de Hilbert pour

n=0"n
le produit scalaire (z,y) = > " T Yp.
Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est un espace de Hilbert car la restriction

du produit scalaire est un produit scalaire sur le sous-espace vectoriel et il est complet car un fermé
d’un complet est un complet.

6.1 Projection sur un ensemble convexe fermé

Le résultat que nous allons maintenant énoncer et démontrer est un résultat essentiel pour les
espaces de Hilbert ce qui en fait une catégorie particuliere parmi les espaces de Banach pour lesquels
des résultats spécifiques sont obtenus en utilisant ce théoreme de projection.

THEOREME 6.1.1  Soit C, un sous-ensemble conveze fermé non vide d’un espace de Hilbert E.
Pour tout x € E, il existe un unique élément appelé la projection de x sur C et noté projo(x)
vérifiant :

= proj(a)| = min{llx ~ ] | ¢ € C}

PREUVE Montrons d’abord 'unicité de proj(x). Supposons qu'il existe deux points ¢; et ¢ de C
tels que ¢1 # co et || — 1| = ||z — ¢2|| = min{|lz — ¢|| | ¢ € C}. Posons ¢ = %(cl + ¢3). Comme
C' est convexe, ¢ appartient a C. Nous allons montrer que ||z — ¢|| < ||z — ¢1]| ce qui contredit
|z — c1|| = min{||z —¢|| | ¢ € C}.
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Nous remarquons que  — ¢ = %(m —)+ %(x — ¢y). I’égalité du parallélogramme implique alors

2 2

1 1 ? 1
|z —c|* =2 (HE(l‘—Cl) +H§(x—62) ) — H§(02_Cl)
Vu que ||z — ¢1|| = ||z — ¢2||, on obtient
1 2
o= =l =l = |32 )

done, ||z —c|| < ||z — 1| car ¢ # co.
Nous montrons maintenant 'existence de projo(x). Soit a = inf{||z — ¢|| | ¢ € C}. Pour tout

n € N, n # 0, il existe ¢, € C tel que ||z —c,|| < a+ % Nous montrons maintenant que la suite (c;,)
est de Cauchy.

L’égalité du parallélogramme implique que pour tout (n,m),
[ = e+ 2 = cnl* + llem = call* = 2([|2 = cal® + [l — cmll)

Donc, en remarquant que @ — ¢, + & — ¢, = 2 <x — %(cn - cm)), on obtient

2

1
lem — call* = 2 (H$ — e+ Jlz — Cm”Q) — 4|z - §(Cn + Cm)

Vu les choix de ¢, et ¢, plus le fait que %(cn + ¢n) appartient a C, on en déduit

1\° 1\° 4o 4 1 1
||cm—cnu2§2<(a+—) +<a+—)>—4a2:—0‘+—0‘+2<—2+—2)
n m n m n m

Si n et m sont plus grands que ng, on en déduit que

8 4
lew = emll < 4 — + =
Un) 0

Il est clair que le deuxieme membre de 'inégalité tend vers 0 lorsque ng tend vers U'infini. Donc, pour
tout € > 0, il existe ny € N tel que si n et m sont plus grands que ng, alors ||¢c, — ¢,|] < €. Donc la
suite (c,) est de Cauchy.

Comme C' est fermé, la suite (¢,,) converge vers un élément ¢ de C' et ||z — ¢|| = a. Donc ¢ est la
projection de x sur C. |

Dans le résultat suivant, nous caractérisons la projection sur un convexe fermé.

PROPOSITION 6.1.1  Soit C', un sous-ensemble convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert E
et soit © € E. Alors ¢ € C est égal a la projection de x sur C si et seulement si (x —c¢,d —¢) <0
pour tout d € C.

PREUVE Si ¢ = projq(z) alors, pour tout d € C, ||z — ¢||* < |z — d||*. En utilisant le fait que
r—d=x—c+ c—d, on obtient

lo —cl” < [l —cll* + lle — d|I* + 2{z — ¢,c — d)
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Donc, 2(x — ¢,d — ¢) < |lc — d||*. Comme C' est convexe, pour tout ¢ €]0,1], d = (1 — t)c + td
appartient a C. Donc, en appliquant I'inégalité obtenue ci-dessus a d’,

2r —c,d —c) =2t{x —c,d —c) < ||c — d||* = t*||c — d||?

En divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que (x — ¢,d — ¢) < 0.

Montrons maintenant 'implication inverse. Soit ¢ € C' tel que (xz — ¢, d — ¢) < 0 pour tout d € C.
Alors, pour tout d € C,

lo = dl* = llo — c+c—d|* =l — c|* + lle = d||* + 2{z — ¢,c — d)

Or |lc — d|* + 2{x — ¢,c — d) est positif donc ||z — d||? > ||z — ¢||* pour tout d € C, donc c est la
projection de x sur C. O

Nous donnons maintenant deux propriétés utiles de la projection en utilisant la caractérisation
obtenue dans le précédent résultat.

PROPOSITION 6.1.2  Soit C, un sous-ensemble convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert E.
Alors

(2) projgoprojc = proje ;

(w2) pour tout (z,y) € E, [|projo(x) — projo(y)ll < [l —yl|.

PREUVE (2) est évident car la projection d’un élément de C' sur C' est lui-méme.

Montrons maintenant (). D’apres la proposition précédente, comme proj-(z) et proj-(y) sont
des éléments de C', nous avons

(x —projo(x), projo(y) — projo(z)) <0
et

{y —projo(y),projo(x) — proje(y)) <0
En sommant ces inégalités, on obtient

(y —proje(y) — =+ proje(x),projo(z) — proje(y)) <0
d’ott on déduit en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz que
Iprojo(z) —proje(y)||* < (x — y,proja(z) — proje(y)) < |l — ylll projo(z) — proje(y)||

Donc, || projo(z) — proje(y)ll < llz —yl| D

Nous allons maintenant donner deux résultats qui précisent la caractérisation de la projection
dans le cas ol le convexe est un cone ou un sous-espace vectoriel.

PROPOSITION 6.1.3  Soit C, un cone convexe fermé de sommet 0 et soit v € E. ¢ € C est la
projection de x sur C' si et seulement si (x — c,c) =0 et pour tout d € C, (x — ¢, d) < 0.

PREUVE Si ¢ est la projection de x sur C, alors d’apres la proposition (6.1.1), pour tout d € C,
(x —¢,d—c¢) <0. En prenant d = 0, on obtient (z — ¢, —c) < 0. En prenant d = 2¢ qui appartient a
C' car C' est un cone, on obtient (x — ¢,¢) < 0. Donc (x — ¢,c¢) = 0. On conclut alors de la premiere
inégalité que (x — ¢, d) < 0.

Maintenant, si ¢ € C' vérifie les inégalités, alors en faisant la somme des deux, on déduit que
(x —¢,d — ¢) <0 pour tout d € C. D’apres la proposition (6.1.1), ¢ est la projection de z sur C. O
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PROPOSITION 6.1.4  Soit M, un sous-espace vectoriel fermé de E et soit x € E. ¢ € M est la
projection de x sur M si et seulement si (x — c,d) = 0 pour tout d € M. De plus l'opérateur proj,,
est linéaire et vérifie || projy || =1 si M # {0}. proj,, est appelé la projection orthogonal sur M.

PREUVE Il est clair que si ¢ € M vérifie (x — ¢, d) = 0 pour tout d € M, alors (z — ¢, c) = 0 et donc,
d’apres la proposition précédente, comme un sous-espace vectoriel est un cas particulier de cone, ¢
est la projection de x sur M.

Réciproquement, si ¢ est la projection de x sur M, alors d’apres la proposition précédente, pour
tout d € M, (z — ¢,d) < 0. Mais alors, —d appartient aussi & M et donc, (x — ¢, —d) < 0. On en
conclut donc que (z —¢,d) = 0.

Montrons maintenant que proj,, est linéaire. Soit x; et x5, deux éléments de £. Comme M est
un espace vectoriel, proj,,(z1) + proj,(z2) appartient & M. De plus, pour tout d € M,

(x1 4+ 29 — (proj(z1) + proj(xs)),d) = (xy — proj(xy),d) + (xs — proj(zz),d) =0
M M M M

d’apres la proposition précédente. De nouveau d’apres cette proposition, ceci implique que proj,,(z;)
+proj(z2) = proj (v + x2).

La preuve est identique pour montrer que proj,,(Ax) = Aproj,,(x) pour tout A € R. Donc proj,,
est une application linéaire.

Si M # {0}, il existe x € M, x # 0. proj,,(z) = z, donc || proj,, || > 1. D’apres la proposition
(6.1.2), || projy(z) — projyu (0)]| = ||projy(z)|| < ||z||. Donc || proj,, || < 1. Finalement, on en
déduit que || proj,, || = 1. i

6.2 Dualité dans les espaces de Hilbert

Du résultat sur la projection, nous allons déduire un résultat fondamental sur le dual d’un
espace de Hilbert. Pour cela, nous définissons I'application J de E dans E’ de la facon suivante :
pour tout x € E, J(z) est la forme linéaire qui a tout y € F, associe J(z)(y) = (x,y).

THEOREME 6.2.1  J est une isométrie linéaire bijective de E dans E'.

PREUVE Pour tout z € E, il est clair que J(x) est linéaire. Il est aussi évident que la bilinéarité du
produit scalaire entraine que J est linéaire.

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, pour tout y € E, |J(z)(y)| = [(z,y)| < ||z|/|ly|l. Donc
J(z) est continue et ||J(z)|| < ||z

Sixz #0, J(z) (ﬁx) = <:1:', H71”:r;> = ||z||. Donc, ||J(z)|| > ||z||. On en conclut donc que
I|J(z)|| = ||=||, ¢’est-a-dire que J est une isométrie.

Montrons pour finir que J est surjectif. Si f € E’ est I'application nulle alors f est 'image par J
de 0. Si f est différent de 0, soit M, le noyau de f. Comme f est non nulle, il existe u € E tel que
f(u) = 1. Soit v = u — proj,,;(u). D’apres la proposition (6.1.4), pour tout w € M, (v,w) = 0. Pour
tout z € E, f(z — f(z)v) = f(z) — f(x)f(v) = f(2)(1 = fu) + f(projy(u))) = f(z)(1-1+0) = 0.
Donc, = — f(z)v appartient & M. On a donc, (v, z — f(z)v) = 0. On en déduit que (v, z) = f(z)|/v]*.

Donc, <Wv,x> = f(z). Ceci signifie que f = J (Wv), donc J est surjective. |

COROLLAIRE 6.2.1  Le dual d’un espace de Hilbert est un espace de Hilbert.
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PREUVE On définit Iapplication (.,.)p de E' x E' dans R de la fagon suivante : pour tout (f, g) €
E' x E,
(f.9) = (J7(f), T (9))

Comme (.,.) est un produit scalaire et que J est linéaire, il est facile de montrer que (.,.)p est un
produit scalaire sur E'. De plus, pour tout f € E', (f, f)e = (J7Hf),JHf)) = | (HI* = || fII*
La derniere égalité provient du fait que J est une isométrie. Donc, la norme de E’ est bien issue du
produit scalaire (.,.)z. Donc, E’ est un espace de Hilbert car il est complet comme dual d’un espace
vectoriel normé. O

Le corollaire suivant montre que, si F est un espace de Hilbert, il est isomorphe & son bidual E” par
'isométrie canonique i qui & x associe 1'élément de E” défini par : pour tout f € E' i(x)(f) = f(x).
En général, cette application n’est pas surjective.

COROLLAIRE 6.2.2  Si E est un espace de Hilbert, l'isométrie canonique de E sur E" est bijective.

PREUVE D’apres le corollaire précédent, nous savons que E’ est un espace de Hilbert. Nous noterons
J', I'isométrie bijective de £’ dans E” associée au produit scalaire sur E’. Pour montrer que i est
surjective, nous allons montrer que i = J' o J.

Pour tout z € E et pour tout f € E', (J' o J)(z)(f) = (J(z), f)r par définition de J'. Par
définition de (., ), (J(2), f) e = (x, J(f)) = (J71(f),z) = f(x). La derniere égalité provient de
la définition de J. Donc, pour tout x € E et pour tout f € E', (J o J)(x)(f) = f(z) = i(z)(f) ce
qui montre ¢ = J o J. |

En utilisant I'opérateur J entre E et E’, on peut définir la polarité et 1'orthogonalité dans un
espace de Hilbert sans passer par E’. Soit A, un sous-ensemble non vide de E. Alors, on peut définir
le polaire et 'orthogonal de A de la fagon suivante :

A° ={y e E|(y,a) <0, pourtout a € A}

et
={y € E| (y,a) =0, pour tout a € A}

Les résultats énoncés dans le cadre général se transposent aisément. Donc A° est un cone convexe
fermé de sommet 0, At est un sous-espace vectoriel fermé, (A°)° = adh(cone A) et (A+)*
I’adhérence de 'espace vectoriel engendré par A.

6.3 Adjoint d’un opérateur linéaire continue

THEOREME 6.3.1  Soit E et F, deux espaces de Hilbert et soit f € L(E,F). Alors, il existe un
unique élément f* de L(F, E) vérifiant pour tout (z,y) € E x F, (f(x),y)r = (z, f*(y)). De plus,
W = 1If*Nl- f* est appelé Uopérateur adjoint de f.

PREUVE Pour tout y € F, on considere la forme linéaire ¢, sur E qui a x associe (f(z),y)r. Cette
forme linéaire est continue car f est continue et méme ||, ||z < ||f||||lyllF. Donc, il existe un unique
élément de E que nous noterons f*(y) tel que ¢,(x) = (z, f*(y))g. 1l est facile de montrer que
'application qui & y associe f*(y) est linéaire. Montrons maintenant qu’elle est continue.

Pour tout (z,y) € E x F,

[z, £ W) el = [{F (@), y)el < [ F Iyl
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En prenant x = f*(y) dans I'inégalité ci-dessus, on obtient,
L @I < 1AL ()l
Done, f* est continue et || f*|| < || f]|. Comme l'adjoint de f* est f, on en déduit que || f*|| = || f]. O

PROPOSITION 6.3.1  Soit E, F et G, trois espaces de Hilbert, soit (f,q) € (L(E,F))?*, h € L(F,G)
et A € R.

(1) Si f est Uapplication nulle, f* est l'application nulle ;
(@) (f+9)"=f+g";

(wa) ()" = Af";

(w) (ho f)r = froh;

(

v) Si E=F et si f est une isométrie bijective continue, alors (f*)~* = (f~1)*.

La preuve de cette proposition est laissée au lecteur.

PROPOSITION 6.3.2  Soit E et F, deux espaces de Hilbert et soit f € L(E, F). Alors, le noyau de
f* est égal a l'orthogonal de itmage de f et le noyau de f est égal a l’orthogonal de l'image de f*.

PREUVE Soit y, un élément du noyau de f* et soit z appartenant a I'image de f. Il existe x € F
tel que z = f(z). Donc, (y,2)r = (y, f(2))r = (f*(y),2)g = (0,2)g = 0. Donc, y appartient a
I'orthogonal de I'image de f.

Réciproquement si y appartient a I'orthogonal de I'image de f, pour tout z € E, 0 = (y, f(x))r =
(f*(y),x)g. Donc f*(y) appartient a 'orthogonal de E, donc f*(y) est nul ce qui montre que y est
dans le noyau de f*.

Comme I’adjoint de ’adjoint d’une application est ’application elle-méme, la deuxieme partie de
la proposition est identique a la premiere. O

COROLLAIRE 6.3.1  Soit F et F, deux espaces de Hilbert et soit f € L(E, F). Alors, f est injectif
si et seulement si l'image de f* est dense dans EE. De méme, f* est injectif si et seulement si l'image
de f est dense dans F. En particulier, si f est surjectif, alors f* est injectif.
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6.4 Exercices

EXERCICE 6.1  Soit F un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire, c’est-a-dire d’une forme
bilinéaire symétrique définie positive. Nous notons (z,y) le produit scalaire de x et y et ||z|| la norme
associée a ce produit scalaire. Soit E' et E”, respectivement 'espace dual et 1'espace bidual de E.
On note ¢ I'injection canonique de E dans E” définie par :

pour tout f € E’, pour tout z € E, i(z)(f) = f(z).
Soit E, 'adhérence de I'image de F par i dans E”.
1 - Montrer que ¢ est linéaire et qu’elle conserve la norme.

2 - Montrer qu'’il existe un produit scalaire (.,.)z sur E tel que pour tout (z,y) € E?,
(i(x),i(y)) g = (z,y).

3 - Montrer que pour tout h € E, ||h| g = +/(h, h) 5.

4 - Déduire des questions précédentes que E muni du produit scalaire (.,.) est un espace de
Hilbert.

EXERCICE 6.2  Soit H, un espace de Hilbert. On note (z,y) le produit scalaire des vecteurs z et y.
Une suite (e,) de H est orthonormale si pour tout n, |le,|| = 1 et pour tout n,n’, n # n’, (e,, e,) = 0.

1 - Montrer qu’une suite orthonormale est un systeme libre de H.

2 - Soit (e,,) une suite orthonormale de H. Pour tout x € H, on note 2" = (z, e,,). Montrer que
pour tout ng € N, la projection de z sur l'espace vectoriel engendré par (e, )n—o,. n, €t ZZOZO z"e,.
En déduire que Y (2")? < ||z|? et que la suite (z") € ¢2

3 - On suppose maintenant que l’espace vectoriel engendré par les vecteurs (e,)nen est dense
dans H. Montrer que la suite (Y ,_, z*ex) converge vers z quand n tend vers +oc. En déduire que
lz]|? = 307 o (2™)%. Montrer que pour tout @, y, (x,y) =Y ooy z"y"

4 - On suppose que 'espace H est de dimension infinie et qu’il est séparable, c’est-a-dire qu’il
existe une suite (a,) de H qui est dense dans H. Construire une suite orthonormale (e,,) de H telle
que l'espace vectoriel engendré par les (e,,)nen est dense dans H. Une telle suite est appelée une base
hilbertienne de H. Montrer qu’il existe une isométrie entre H et ¢.

5 - Montrer que H est séparable s’il admet une base hilbertienne dénombrable.

EXERCICE 6.3  Soit H un espace de Hilbert et soit p une application linéaire continue de H dans
H. Montrer que p est un projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel fermé de H si et seulement

sipop=pet|p| <1

EXERCICE 6.4  Soient F un espace de Hilbert et a € E'\ {0}.

1 - Montrer que

d (m, {a}L) =

2 - Soit F le sous espace vectoriel de E = L*([0,1]) défini par

F:{fGE‘/Olf(x)dx:O}.

Trouver F+. Soit f définie par f(z) = e*. Calculer d(f, F).
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EXERCICE 6.5  Soit H un espace de Hilbert. On note (z,y) le produit scalaire des vecteurs z et
y. Soit A C H. On définit I'orthogonal A+ de A comme étant le sous-ensemble de H défini par :

At ={x € H|(x,a) =0, Va € A}.

1 - Montrer que A’ est un sous-espace vectoriel fermé de H. Monter que A est un sous-espace
vectoriel fermé de H si et seulement si A = (A+)+.

2 - Montrer que si A est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors A+ est un sous-espace vectoriel
supplémentaire de A dans H.

3 - On suppose que A est un sous-espace vectoriel fermé de H. Soit ag € H. Montrer que :
min {[la — ao | @ € A} = max {|(ao,y)| | y € A, [yl =1}.
EXERCICE 6.6  Soit H un espace de Hilbert. On note (z,y) le produit scalaire des vecteurs z et

y. Soit L(H) I'ensemble des applications linéaires continues de H dans H. Soit f € L(H).

1 - Montrer qu'il existe un unique élément f* de L(H) telle que pour tout x,y de H, (f(z),y) =
(x, f*(y)). L’application f* est appelée I'adjoint de f.

2 - Montrer que || f*|| = || f||- Montrer que I'application qui & f associe f* est une isométrie linéaire
surjective de L(H). Montrer que (f o g)* = g* o f* et que (f~!)* = (f*)~! si f est inversible.
3 - Soit p € L(H). Montrer que p est un projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel fermé

de H si et seulement si pop =p et p* =p.

EXERCICE 6.7  Soit H un espace de Hilbert. On note (x,y) le produit scalaire des vecteurs x et y.
Soit f : H — RU{+00} une fonction convexe propre. La transformée de Fenchel de f est I'application
f*+H — RU{+o00} définie par :

fr(x) =sup{(z,y) — f(y) |y € H}, Yz € H.

1 - Montrer que f* est convexe et que I'épigraphe de f* est fermé.
2 - Soit f l'application définie par :
Lo
x) = =||x]|*.
f(a) = gl
Montrer que f*(z) = f(x).
EXERCICE 6.8  Soit H un espace de Hilbert. Soit g, une application linéaire continue de H dans
H. On dit que g est auto-adjointe si g* = g ou g* est définie a 'exercice (4.7). On dit que g est
positive si pour tout x € H, (g(x),x) est positif ou nul.

1 - Montrer que si g est auto-adjointe et positive, alors :

Vo, y € H, [{g(z),y)] </ {g(x), )/ {9(y).v).

2 - Montrer que si g est auto-adjointe et positive, la fonction ¢ : H — R définie par :

est convexe et continue. Montrer que, si g est de plus inversible, alors ¢*, la transformée de Fenchel

de ¢, est définie par :
1

P() = 5l (@), o),
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EXERCICE 6.9 Dans cet exercice, si x et y sont deux vecteurs de R", x - y est le produit scalaire
canonique de z et de y. Soit C, un sous-ensemble convexe fermé non vide et contenu dans R} = {z €
R" | z; >0, Vi =1,...,n}. On suppose de plus que pour tout (c,u) € C' x R, ¢ + u appartient a
C. On note R, 'ensemble {x € R" | 2; >0, Vi =1,...,n}.

1 - Montrer que pour tout (u,w) € R, x R, 'ensemble {x € R" | u-x < w} est compact. En
déduire que I'ensemble C(u) = {c € C |Vy € C, u-c < wu-~} est non vide.

Dans la suite, on note o(u) = inf{u-c | c € C}.

2 - Montrer que o est concave, positive, positivement homogene de degré 1 et continue sur R” .
3 - Montrer que si ¢ € C, alors inf{u-c—o(u) |u e R}, } >0.

4 - Soit d € R", d ¢ R’t. Montrer qu’il existe u € R, tel que d-u < 0 < o(u).

5 - Soit d € R, d ¢ C. Montrer qu'il existe u € R} \ {O} tel que d- v < inf{c-u | c € C}.
Montrer qu’il existe t > 0 tel que d - (u+te) < o(u+te) one=(1,...,1).

6 - En déduire que

C={ceR"|inf{u-c—o(u) |ueR}, }>0}

7 - Montrer que pour tout (u,u') € (R, )?, pour tout ¢ € C(u), o(v') —o(u) < c- (v —u).

8 - Soit u € R}, et soit ¢ € R™ tel que pour tout v’ € R}, o(v') — o(u) < ¢- (v’ — u). Montrer
que ¢-u—o(u) > 0. En déduire que ¢ appartient a C' et finalement montrer que ¢ appartient a C'(u).

EXERCICE 6.10  Soit H un espace de Hilbert. Soit ¢ : H x H — R une forme bilinéaire.

1 - Montrer que ¢ est continue si et seulement si il existe p > 0 tel que pour tout (z,y) € H x H,
lo(z,y)| < pllzlllyll

2 - Montrer qu’on peut associer a tout vecteur z de H un unique élément, noté f(z), de H, tel
que pour tout y € H,

o(z,y) = (f(x),y)

3 - Montrer que 'application f définie dans la question précédente est linéaire. Montrer que
@ est continue si et seulement si f est continue. On pourra montrer que si f est continue, alors
lo(z, v)| < |[fllllz]/||y|l et que si ¢ est continue alors ||f(x)|| < p||z| ou p est donné par la premiere
question.

4 - On suppose dans cette question que ¢ est une forme bilinéaire de H x H dans R et que C est
un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. On suppose qu’il existe a > 0 et p > 0 tel que pour
tout (z,y) € H x H,

oz, )l < pllzllllyll et o(z,2) = oz
Le but de cette question est de montrer que pour tout x € H, il existe un unique y € H tel que
o(y,z—y) > (x,z—y) pour tout z € C (1)
Dans la suite, on choisit un élément fixé x de H.

a - Soit t > 0 et soit proj. la projection sur C'. Montrer que y vérifie I'’équation (1) si et seulement
si
y=proj(tz = f{y)) +v)

ou f est I'application linéaire associée a ¢ comme dans la question 2.
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b - Soit t = %. On considere 'application g de H dans C' définie par :
9(2) = proj(i{z — f(2)) + 2)
Montrer que g est contractante, c¢’est-a-dire qu'’il existe k € [0, 1] tel que pour tout (z,2') € H x H,

l9(z) = g(N) < kllz = 2|

¢ - Déduire de la question précédente qu’il existe un unique élément y* de C' tel que y* = g(y*)
et conclure.

5 - On suppose dans cette question que ¢ vérifie les hypotheses de la question précédente et on
note f l'application linéaire associée a ¢ comme dans la question 2. Montrer, en utilisant la question
précédente avec C' = H, que pour tout z € H, il existe un unique y € H tel que f(y) = z. En
déduire que f est une application linéaire continue et bijective et de réciproque continue de H dans
lui-méme.

EXERCICE 6.11  F désigne un espace vectoriel réel normé. On dit que £ est uniformément convexe
si: Ve > 0,30 >0 tel que :

r+y
Va,y € B llel, lyll < 1, flz—yll > e — HTH <1-4

1 - Montrer que tout espace de Hilbert est uniformément convexe.

2 - Soit n > 2. Montrer que R” muni de 'une des normes ||z]j; = Y"1, |z, [|2|l0 = max{|z;|,i =
1,...,n} n’est pas uniformément convexe.

Dans la suite F est un Banach uniformément convexe.

3 - Soit C' un sous ensemble convexe, fermé et non vide de E. Montrer que pour tout x de F, il
existe un vecteur unique y € C' tel que :

lz =yl = nf{[lz — 2],z € C}.

(Etudier d’abord le cas z = 0.)

4 - Soient f € E' tel que ||f|| =1 et (x,) une suite de E tel que Vn € N, ||z,,|| = 1. Montrer que
si la suite (f(z,)) converge vers 1, alors, la suite (z,,) est convergente.

5 - Soit g € E'. Montrer que Iapplication « — |g(x)| atteint son maximum sur B = {z € F |
]| < 1}.

6 - Soit ¢! 'ensemble des suites u = (u,) de R tel que 7% |u,| < +oo muni de la norme
lull = 3255 fua. Soit

+oo
1
C:{uéél|un20pourtoutn21et Zun(l——)21}
n

n=1

a - Montrer que C est un convexe, fermé et non vide de £*.
b - Trouver la distance de 0 a C' : d(0,C) = inf{||z||,z € C}.

Montrer qu’elle n’est pas atteinte. Que peut on dire alors de ¢! ?
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EXERCICE 6.12  (Théoreme de Krein-Milman) FE, ||.| désigne un espace vectoriel réel normé.
Soit C' un sous ensemble de E. Une partie A de C est extrémale si elle est non vide et si :

Ve,y e C )Vt €]0, 1], tx + (1 —t)y € A= z,y € A.
Un vecteur a de C est extrémal si {a} est extrémale. On note Ez(C) 'ensemble des vecteurs

extrémaux de C.

Soit C' une partie non vide et compacte de E. Le but de cette partie est de montrer que C' C
adh(co(Ex(C))).

1 - Montrer que tout vecteur extrémal de C' est un élément de la frontiere de C'.

2 - Soit f : C' — R une fonction continue et convexe. Montrer que {z € C'| f(z) = sup,cc f(y)}
est une partie extrémale de C, non vide et compacte.

3 - On suppose dans cette question que E est uniformément convexe. Soit B = {z € E tel que
|lz|| < 1}. Montrer que Ex(B) = {x € E tel que ||z| = 1}.

4 - Soit £ I’ensemble des suites © = (x,) de R bornées. On rappelle que ||z| = sup{|z,|,n €
N}. Soit By la boule unité fermée de ¢>°. Montrer que Ex(Bs) = {(a,) € £* tel que |a,| =
1 pour tout n € N}. Que peut on dire de 7

5 - Soit F l’ensemble des parties extrémales fermées de C' ordonnée par 'opposée de I'inclusion

(A,B € F, A > B signifie A C B).
a - Montrer que F est non vide et inductif.

b - Soient A € F et f € E'. Montrer que

{z € Atel que f(z) > f(y) Vy € A} € F.

¢ - En déduire que tout élément maximal de F est réduit & un élément et que Ex(C) # .
6 - Montrer que C' C adh(co(Ex(C))). Que dire du cas de 1'égalité ?
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Exercices complémentaires

EXERCICE 6.13  Soit H un espace de Hilbert et soit f une application linéaire continue de H dans
H. f est inversible a gauche si il existe une application linéaire continue g de H dans H telle que
go f=id.

1 - Montrer que si f est inversible a gauche alors il existe k > 0 tel que : Vo € H, || f(x)| > k|=||.
En déduire que f est injective.

Soit f une application continue telle qu’il existe & > 0 tel que : Vo € H, || f(x)| > k||z||. Le but
des questions suivantes est de montrer que f est inversible a gauche.

2 - Soit Im f I'image de f. Soit (y?) une suite de Cauchy de Im f. Soit une suite (%) de H telle
que pour tout g, f(z9) = y9. Montrer que la suite (27) est de Cauchy et en déduire que la suite (y9)
est convergente. En déduire que le sous-espace Im f est fermé.

3 - Montrer que f est une bijection de H dans Im f et en déduire qu’il existe une application
linéaire continue ~ de Im f dans H telle que yo f = id.

4 - Pour tout x € H, il existe un unique couple (y,2) € Im f x (Im f)* tel que z = y + 2. On
définit 'application g : H — H par g(z) = y(y). Montrer que g est un inverse a gauche de f.

5 - Soit ¢* I'espace de Hilbert des suites réelles telles que Y - ju2 < co muni du produit scalaire
((un), (vn)) = D02 upvy. Soit (w,) une suite réelle convergeant vers 0 telle que w, > 0 pour tout
n € N. Soit f 'application linéaire de ¢* dans I'ensemble des suites réelles définie par f((u,)) =
(wnuy,). Montrer que f est une application continue injective de £? dans lui-méme. Montrer que f

n’est pas inversible a gauche.

EXERCICE 6.14  Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et L(E, F') I'ensemble des applica-
tions linéaires continues de E dans F'. On dit qu'une application linéaire de £ dans F' est compacte si
I'image de la boule unité fermée de E est relativement compacte dans F'. On note Ly(FE, F') ’ensemble
des applications linéaires compactes de E dans F.

1 - Montrer que la définition est équivalente si on remplace boule unité fermée par boule unité
ouverte. Montrer que Lo(F, F') est un sous espace vectoriel de L(E, F).

2 - Soit f € L(E, F). Montrer que si E ou bien f(FE) est de dimension finie (on dit alors que f
est de rang fini), alors f est compacte.

3 - Le but de cette question est de montrer que si F' est un Hilbert, alors tout f € L(E, F) est
limite d’opérateurs linéaires continus de rang fini.

a - Soit B la boule unité de E. Montrer que :
Ve, 3(Y5 )izt n. tel que : f(B) C U B(y;,¢).
i=1

Montrer que
inf ||f(x) gl << Vo€ B.

=1,...,ne

b - Soient F. le sous espace vectoriel engendré par (y5);—1. . et P- le projecteur orthogonal sur

F.. Montrer que ||f — P.o f|| <e. ’
¢ - Conclure.

4 - Soit f une application linéaire compacte de E dans E. Montrer que si A est une valeur propre
non nulle de f, alors, le sous espace propre associé a A est de dimension finie.

5-Si E et F sont des espaces de Banach, montrer que Lo(E, F') est fermé dans L(E, F). En
déduire une réciproque de la question 3.
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EXERCICE 6.15  Soit H un espace de Hilbert. A tout élément f de L(H ), on associe son ensemble
résolvant, noté e(f), qui est ’ensemble des réels A tels que f — Aid est inversible. L’application qui
a X € e(f) associe (f — Aid)™! est appelée résolvante de f et notée R()). On appelle spectre de f,
noté o(f), le complémentaire de e(f) dans R. On note f* I’adjoint de f.

1 - Montrer que o(f) contient les valeurs propres de f, c’est-a-dire I’ensemble des réels A tel que
le noyau de f — Aid est non réduit au vecteur nul. L’ensemble des valeurs propres est noté o,(f) et
est appelé spectre ponctuel de f.

2 - Montrer qu’en dimension finie o,(f) = o(f).

3 - Dans cette question : H = £2. Soit (v,), une suite de £>°. On définit ’application f par

f((un)nen) = (Untin)nen.
Montrer que || f]| = ||(vn)]|s €t déterminer o,(f) et o(f).
4 - Montrer que pour tout f € L(H), o(f) est compact et : a(f) C [ f, | f]l]-
5 - Montrer que la résolvante Ry est une application C* de e(f) dans L(H) et vérifie I'identité :

Rp(A1) — Rr(X2) = (A1 — M) Ry(M1) o Ry(Na).

6 - Montrer que pour tout f € L(H), on a o(f*) = o(f). Montrer que o,(f*) peut étre distinct
de o,(f).
7 - Montrer que pour tout f € L(H) et tout polynéme P, on a :

o(P(f)P(a(f)) C a(P(f)) et Plop(f)) C op(P(f))-

8 - Montrer que si f est auto-adjointe et positive, alors o(f) est inclus dans R, . Montrer que les
sous-espaces propres associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

9 - Montrer que si f est auto-adjoint et si H est séparable, alors o,(f) est au plus dénombrable.
10 - Montrer que si f o f* =id, alors o(f) C {—1,1}.

EXERCICE 6.16  Soit H un espace de Hilbert. Si x et y sont deux vecteurs de H, leur produit
scalaire est noté (x,y). Soit g une application linéaire continue et autoadjointe de H dans H. On
suppose qu'il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € H, (g(x),x) > c(x,x).

1 - Soit M la norme de g et soit A = -%;. Montrer que id —\g est une application de norme
strictement plus petite que 1. En déduire que pour tout y € H, I’application affine de H dans H qui
a x associe z + A(y — g(z)) a un unique point fixe.

2 - Déduire de la question précédente que g est bijective.

3 - Soit y € H et soit T vérifiant g(z) = y. Montrer que pour tout z € H,

L@, — ,2) > —2g(@), 3.

2 2
4 - Soit C' un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Soit proj la projection sur C'. Montrer
que pour tout y € H, l'application de H dans C' qui & z associe projo(z + Ay — g(z))) a un unique
point fixe noté z¢(y) qui appartient a C.

5 - Montrer que pour tout y € H et pour tout x € C,

1

~(g(x),2) — (y, ) >

5 (9(zc(y), zc(y) — (v, v (y)) -

N | —
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Chapitre 7

Applications : Théoremes de Points fixes

Ce chapitre contient deux parties. La premiere concerne les théoremes de point fixe pour les ap-
plications. Nous montrons cette série de théoremes a partir du lemme de Sperner. Dans la deuxieme
partie, on généralise les théoremes de point fixe au cadre des correspondances ou applications mul-
tivoques.

Nous considérons, sauf mention explicite, des applications définies sur un ensemble X (de R") et
a valeurs dans R™.

7.1 Une premiere série d’équivalences

Soit B, la boule unité dans R" (B = {z € R™ | ||z|| < 1}). Le théoréme suivant est da a
Brouwer (1912). La démonstration d’origine fait appel a des outils mathématiques sophistiqués. La

démonstration donnée dans ce chapitre repose sur le lemme KKM (1929) qui est une conséquence
du lemme de Sperner (1928).

THEOREME 7.1.1  (Brouwer) Soit f: B — B, une application continue. Alors, il existe un point
fixre T de f, c’est-a-dire, tel que f(T) =T.

REMARQUES :

— L’unicité n’est en général pas satisfaite sous les hypotheses du théoreme ci-dessus. Elle sera
vérifiée si f est contractante, c’est-a-dire, s’il existe k € [0, 1] tel que, pour tout x,y € B, nous
avons ||f(x) — f(y)|| < kllz — y||. En effet, considérons deux points fixes de f, 2’ et z”. Nous
aurions ||z" — 2”|| = ||f(2') — f(a")| < k||’ — 2"]| et des lors (1 — k)||2" — 2"|| < 0, ce qui
implique que 2’ = z”. |

— Dans le cas de la dimension 1, ce théoreme est une conséquence immédiate du théoreme des
valeurs intermédiaires. Il suffit de considérer g(z) = f(z) — . Nous avons g(—1) > 0,¢(1) <0
et g continue. Des lors, il existe T € [—1, 1] tel que g(7) = f(T) — 7 = 0.
Le résultat suivant montre que le théoreme de point fixe reste vrai pour un sous-ensemble compact
convexe non vide de R™. Plus généralement, si C' est homéomorphe a B, alors on peut en déduire un
résultat de point-fixe pour C.

THEOREME 7.1.2  Soit un ensemble C C R", compact convexe et non vide et une application
f:C — C une application continue. Alors, il existe T tel que f(T) =T.

PREUVE : D’apres le théoreme 5.3.3, C' est homéomorphe a la boule unité de dimension égale a la
dimension de A f f(C), c’est-a-dire, il existe une application bijective et continue h : C' — B telle que
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h~! soit également continue. Considérons ’application f := h™'o foh de B & valeurs dans B. Cette
application est continue comme composée d’applications continues. D’apres le théoreme de Brouwer,
f possede un point fixe Z. Des lors, ¢(Z) = f(¢(T)) et f possede un point fixe ¢(z) € C. ]

DEFINITION 7.1.1  Soit C' un sous-ensemble compact convexe non vide de R™ et x € C. Nous
définissons le cone tangent a C' en x comme étant l’ensemble

To(z) :==adh{\y—x) |y C,\ >0}
et le cone normal a C' en x par

Ne(z) ={peR" | (p,x) > (p,y) Yy € C}.

THEOREME 7.1.3  (Euxistence de point critique) Soit C' un sous-ensemble compact convexe non
vide de R™ et g : C' — R"™ une application continue vérifiant la condition tangentielle :

(CT) Vzel, g(x)e€ To(x).
Alors, g admet un point critique : il existe T € C' tel que g(T) = 0.

REMARQUE : Il est & noter que la condition tangentielle (CT) n’apporte aucune contrainte lorsque
x € int C puisque, dans ce cas, To(z) = R™. On peut donc réécrire de maniere équivalente cette
condition comme suit :

(CT) YxeFrC, g(z) € Te(z).

PREUVE : Considérons l'application f : C'— C définie par f(z) = projo(z+g(z)). Par continuité
de g et de la projection sur C, 'application f est continue. Elle possede donc, d’apres le théoreme
de Brouwer, un point fixe T € C tel que T = proj(T + ¢g(¥)). Or, par définition de la projection
sur C, nous avons, Vy € C et Vo € R", (y — projao(z),z —projo(z)) < 0. Dés lors, pour tout
yeC, (y—7,T+g(T) —7) <0, c'est-a-dire, pour tout y € C, (y — 7, g(T)) < 0. Mais nous avons
g9(T) € Te(T) et des lors g(T) = limy, oo A\n(yn — x) avec A\, >0, y, € C. Nous en déduisons que
A (yn — T, g(T)) < 0 et, par passage a la limite, —||g(Z)||? < 0 et enfin g(Z) = 0. m

Ce théoreme d’existence d’'un point critique admet pour corollaire un théoreme de point fixe “plus
fort” que le théoreme de Brouwer énoncé précédemment.

COROLLAIRE 7.1.1  (Point fixe des applications rentrantes) Soit C' un sous-ensemble compact
conveze non vide de R" et f : C' — R™ une application continue vérifiant la condition :

(CTR) VxeFrC, f(x) € {z}+ Te(x).
Alors, f admet un point fize.

PREUVE : Nous allons déduire le théoreme de point fixe des applications rentrantes du théoreme
d’existence d'un point critique. Considérons I'application g : C' — R™ définie par g(x) = f(z) — =.
Cette application est continue et vérifie manifestement la condition tangentielle (CT). L’application
g admet donc un point critique T qui est un point fixe de f. O

COROLLAIRE 7.1.2  (Point fize des applications sortantes) Soit C' un sous-ensemble compact
conveze non vide de R™ et g : C'— R™ une application continue vérifiant la condition :

(CTS) VYxeFrC, g(z) € x—Te(x).

Alors, g admet un point fize.
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PREUVE : Soit ¢g une application continue vérifiant la condition tangentielle (CTS). Définissons
Iapplication f par f(z) := 2z — g(x). Cette application f est continue et vérifie la condition tangen-
tielle (CTR). Des lors, d’apres le théoreme de point fixe des applications rentrantes, f possede un
point fixe T qui est manifestement un point fixe de g. ]

THEOREME 7.1.4  (Inéquation variationnelle) Soit C' un sous-ensemble compact convexe non
vide de R™ et f : C' — R"™ une application continue. Alors, il existe T € C' tel que

(IV) 0 € f(7) = No(T).

LEMME 7.1.1  Le cone normal a C en x est le cone polaire négatif du cone tangent a C en x,
c’est-a-dire :

Ne(z) =Teo(x)” ={p e R" | (p,v) <0, Vv € Te(2)}.

PREUVE DU LEMME : En effet, nous avons To(x)° C Neo(z) car y — 2z € Te(z) si y € C. Nous
montrons maintenant que No(z) C Te(2)°. Soient p € N¢(z) et v € Te(z). Nous devons prouver que
(p,v) < 0. Nous avons, par définition, v = lim,, o A\, (y, — ) avec A, > 0, y, € C et (p,x — y,) > 0.
Par conséquent, en multipliant cette inégalité par A, et en passant a la limite, nous obtenons le
résultat souhaité. |

PREUVE : (Inéquation variationnelle) Nous allons déduire ce théoreme du théoréeme de point fixe
de Brouwer. Soit f : C' — R™ une application continue. Considérons 'application g : C' — C
définie par g(z) = projo(x + f(z)). Par continuité de f et de la projection sur un sous-ensemble
compact convexe, ’application ¢ est continue et possede, d’apres le théoreme de Brouwer, un point
fixe 7. Or, par définition de la projection sur C, nous avons, pour tout y € C' et pour tout x € R",
(y —projo(x),x — projo(z)) < 0. Des lors, pour tout y € C, (y — T, T + f(T) — T) < 0, c’est-a-dire,
pour tout y € C, (y — 7, f(T)) < 0 et donc f(T) € Ne¢(T). Nous avons donc montré qu’il existe 7 € C
tel que 0 € f(T) — Ne(T). i

PROPOSITION 7.1.1  Le théoreme d’existence pour les inéquations variationnelles implique le théo-
reme d’existence d’un point critique.

PREUVE : (Existence de point critique) Soit ¢ : C' — R™ une application continue vérifiant la
condition tangentielle (CT). Il existe, d’apres le théoreme d’existence pour les inéquations variation-
nelles, T € C tel que ¢(T) € No(T) N Te(T). Nous avons, des lors, (¢(T), g(T)) < 0 et donc ¢g(T) = 0.
|

DEFINITION 7.1.2  On appelle rétraction de B sur C toute application r : B — C continue telle
que r(z) = z pour tout z € C'.

La démonstration d’origine de Brouwer reposait sur le “lemme de non rétraction”, le théoreme qui
suit précise que les deux résultats sont équivalents.

THEOREME 7.1.5  Le théoréme de point fize de Brouwer est équivalent au lemme de non rétrac-
tion : Il n’existe pas de rétraction de B sur Fr B.

PREUVE : Montrons, dans un premier temps, que le lemme de non-rétraction implique le théoreme
de Brouwer. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe une application continue f de B a
valeurs dans B telle que, pour tout x € B, f(x) # x. Définissons g(x) = = + t(z)(z — f(z)) avec
t(z) > 0 tel que ||g(z)|| = 1 (voir figure 7.1). L’application g(x) est continue par continuité de f (par
hypothese) et de t (racine d'un polynome du second degré dont les coefficients sont des fonctions



110 Analyse fonctionnelle et convexe ENSAE

g9()

F1G. 7.1 — application g dans le lemme de non rétraction

continues de z). De plus, pour tout z € Fr B, g(x) = x. Nous avons donc construit une rétraction
de B dans B, ce qui contredit le théoreme de non-rétraction.

Montrons maintenant la réciproque. Supposons qu’il existe une rétraction r de B dans B. Considé-

rons f(z) = —r(x). L’application f de B dans B est continue et admet donc, d’apres le théoreme
de Brouwer, un point fixe T vérifiant T = —r(Z). Des lors, —% = r(Z) € Fr B. De plus, puisque
T € Fr B, nous avons : 7(Z) = T et donc T = 0, ce qui contredit 7 € Fr B. O

7.2 Le lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz

Nous montrer que les théoremes de points fixes précédents sont équivalents aux différentes
versions du lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz (1929) que nous allons d’abord commencer
par énoncer.

Nous nous plagons, d’abord dans un sous-cas du cadre de n points aq,...,a, affinement indé-
pendants de RP, c’est-a-dire, tels que les vecteurs as — aq, ..., a, — a; soient indépendants. Dans un
second temps, nous considérerons le cas de n points quelconques de RP. Enfin, nous étendrons le
principe KKM fermé au cas d’un d’un espace de dimension quelconque.

DEFINITION 7.2.1  Soient aq,...,a,, n points de R?. Nous définissons alors les ensembles suivants :
Sp=cofa; |iel}, VIC{l,...,n};
S_;=cofa; | j#i}, Vie{l,...,n};
S=co{a;|i=1,...,n}.

DEFINITION 7.2.2  Soit F = (Fy,...,F,) une collection de n parties de R?. On dit que F' est
un KKM-recouvrement de co{a; | i = 1,...,n} (ou KKM-recouvrement s’il n’y a pas de risque
d’ambiguités) si

pour tout I C {1,...,n}, Sy C UE

el

Cette notion due a Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz particularise la notion de recouvrement de
cof{a; |1 =1,...,n}.
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7.2.1 Le cas du simplexe unité

DEFINITION 7.2.3  Dans le cas particulier ot a; = ¢; (i*™° vecteur de base), 'ensemble S est appelé
simplexe unité de R", il peut s’écrire

S:{xeRﬁ|in:1}.
1=0

Les ensembles S; sont alors S; = {x € S | Vi ¢ I,z; = 0}. et les ensembles S_; sont {x €
S | z; = 0}. Notons que S est convexe compact et que les n points sont affinement indépendants.
Nous utiliserons pour tout € S la notation J(x) = {i € {1,...,n} | z; > 0}. Pour le point z, les
composantes a 'extérieur de J(z) sont nulles.

THEOREME 7.2.1  Les trois énoncés suivants sont équivalents :
— (1) Principe KKM fermé : Soit F' = (Fi,..., F,) une famille de fermés qui constitue un KKM-
recouvrement de S. Alors, (i, Fi) NS # 0.
— () Si f est une application continue de S dans S telle que pour tout I C {1,...,n}, f(S;) C Sy,
alors f est surjective.
— (w) Principe KKM ouvert : Soit G = (Gy,...,Gy,) une famille d’ouverts qui constitue un
KKM-recouvrement de S. Alors, ((i—, Gi) NS # 0.

PREUVE :

Premiere étape : (1) = ().
Soit f vérifiant les hypotheses de (12), et soit y € S. Nous allons montrer que y possede un antécédent.
On pose F; = {z € S| fi(x) > y;}, par définition les F; sont fermés et 'intersection des F; est
I’ensemble des antécédents de y. 11 suffit de montrer que les F; constituent un KKM-recouvrement.

En effet, soit I C {1,...,n}, et x € S;. Puisque f(z) € S;,onal=7> ., fi(xr) > > ..,y donc
il existe ¢ € I tel que f;(x) > y;, c’est-a-dire x € F;. Donc Sy C Uiel F;. O

Seconde étape : (n) = ().
Soit G un KKM-recouvrement ouvert. Considérons G, = G; N (S_;)¢ = {z € G; | ; > 0}. Nous
allons montrer que Les G} constituent un recouvrement ouvert de S (c’est méme en fait un KKM-
recouvrement). Soit z € S, par définition de J(z), pour tout j € J(z), x € (S_;)°. De plus, puisque
r € Sy, par propriété du KKM-recouvrement (G;), il existe k € J(z) tel que v € Gy, donc x
appartient également a G.. Puisque les GG constituent un recouvrement ouvert de S, on peut définir
la fonction continue f de S dans S par pour tout i € {1,...,n} :

d(z, (G})°)
2 i A, (G5)°)

Cette fonction vérifie les hypotheses de (u2), car pour tout I C {1,...,n}, et tout = de Sy, on a pour
tout i ¢ I, x; = 0 donc x ¢ G, donc fi(z) = 0. C’est-a-dire f(z) € S;.

En utilisant (22), on en déduit que f est surjective donc en particulier, il existe T € S tel que
f(z) = (1/n,...,1/n). Par construction, ce point appartient a l'intersection de la famille G, donc a
fortiori, les GG; possedent une intersection non nulle (qui rencontre ). Ceci termine la démonstration
de cette seconde étape. O

fi(x) =

Troisiéme étape : (1) = (2).
Soit F' un KKM-recouvrement fermé. Définissons la suite de KKM-recouvrement ouvert G* par
G¥ = B(F;,1/k). Donc, en utilisant (i), il existe 8 € ((N;_, G¥) N S. On peut supposer , sans perte
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de généralité, que cette suite converge vers T. Mais puisque d(Ty, F;) < 1/k pour tout i € {1,...,n},
en passant a la limite on en déduit que 7 € (), ;) NS par un argument de fermeture. Ceci termine
la démonstration de cette troisieme étape. O

PROPOSITION 7.2.1  Le théoréme de Brouwer implique le lemme K.K.M.

PREUVE Supposons que la conclusion du lemme KKM soit fausse, ¢’est-a-dire que NY_, F; = (). Pour
i =1,...,p, on définit I'application ¢; de S dans R par ¢(x) = d(x, F;). Les applications ; sont
positives et continues et g(z) := Y7 | ¢;(x) > 0 car NY_, F; = (). Soit f, Papplication du simplexe S
dans lui-méme définie par :

1
1) = (05 ) (oala)eeens il
g(x) !

D’apres le théoreme de Brouwer, f a un point fixe, c’est-a-dire qu'il existe T € K, tel que f(T) = 7.
Donc, pour tout i, g(T)T; = ¢;(T). Nous allons montrer que ceci est impossible. Par définition de
J(Z), T € Sy(), donc puisque les F; constituent un KKM-recouvrement, il existe j € J(7) tel que
T € F;. Ceci implique que ¢;(Z) = 0 et par conséquent Z; = 0. Ce qui est contradictoire avec le fait
que j € J(T).

Pour montrer directement la réciproque, on peut remarquer que si f est continue de S dans S,
les ensembles F; := {i € {1,...,n} | fi(x) < z;} constituent un KKM-recouvrement fermé et qu'un
point dans l'intersection de ces ensembles est un point-fixe de f. O

7.2.2 Le cas de n points quelconques

Soient ay, . .., a,, n points quelconques de E espace vectoriel normé (éventuellement de dimension
infinie). On peut généraliser les notions introduites au paragraphe précédent :

THEOREME 7.2.2  Les deux énoncés de KKM du théoréme précédent restent équivalents dans le
cadre de n points quelconques de E.

PREUVE : Montrons que les énoncés de KKM reste vrai pour n points quelconques aq,...,a, de
E. Soit {e;}; la base canonique de R". Définissons ¢: R" — E par ¢(z) = ¢(z1,...,2,) = Y1y Ti;.
L’application ¢ est linéaire, I'espace de départ est de dimension finie donc ¢ continue. En posant
F! = ¢7Y(F;) = {z € R"| ¢(z) € F;}, les relations suivantes sont trivialement satisfaites :

(1) F; fermé (respectivement ouvert) implique F] fermé (respectivement ouvert) (par continuité
de ¢);

(2) (F;) KKM-recouvrement de co{a; | i = 1,...,n} implique (F)) KKM-recouvrement de co{e; |
i=1,...,n}. En effet, si x € co{e; | i € I}, alors ¢(x) € co{a; | i € I} C |J_, F;. Il existe donc
k € I tel que ¢(z) € Fy, c'est-a-dire, tel que z € F].

Nous pouvons donc déduire du théoreme KKM sur le simplexe unité qu’il existe T € ([, F/)NS.
Dés lors, ¢() € (N, Fi) Nco(ay,...,a,) et le théoréme KKM “sur les a;” est démontré. m

7.2.3 Le cas d’un sous-ensemble compact de R?

On peut généraliser le théoreme de KKM en dimension infinie.

THEOREME 7.2.3  (Ky Fan) Soit X un sous-ensemble non-vide d’un espace vectoriel normé E.
On associe un fermé F(x) de E a tout x de X. S’il existe un x € X tel que F(x) est compact et si,
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pour tout n et pour tout ensemble de n points {x1,...,x,} de X, nous avons
n
CO{J?l, s 7xn} - U F(ml)a
i=1

alors (N,ex F(x) # 0.

REMARQUE 7.2.1 Il est a noter que ce théoréme n’est plus vérifié si [’on ne travaille pas avec des
fermés. Un contre-exemple est le suivant :

X =[0,1]; G(0) =[0,1], G(1) =R et G(z) =0, z] pour x €]0, 1].

PROPOSITION 7.2.2  Le lemme K.K.M. implique le théoréeme de Ky Fan.

PREUVE Supposons que NzexF(2) = 0. En remarquant que Nyex F(2) = Neex(F(z) N F(xg)) et
en utilisant I'hypothese que F(zg) est compact, on en déduit qu’il existe une famille finie (z;);cr
d’éléments de X telle que () = Nyer(F(x;) N F(xg)) = F(xo) N (NierF(2;)). Vu que Phypothese du
théoreme de Ky Fan implique que I’hypothese du lemme K.K.M. est satisfaite pour (zo, (z;)icr) et
(F'(z0), (F(x;)icr), ceci contredit le lemme K.K.M. m

THEOREME 7.2.4 (Inégalité de Fan) Soit E, un espace vectoriel normé et soit X, un sous-ensemble
convezre compact non vide de E. Soit f, une application de X x X dans R vérifiant :

a) Pour tout x € X, Uapplication y — f(x,y) est semi-continue inférieurement sur X ;

b) Pour tout y € X, Uapplication x — f(x,y) est quasi-concave sur X .

Alors, mingex{sup{f(z,y) | v € X}} <sup{f(z,z) | z € X}.

Dans le résultat précédent, on peut mettre un minimum dans l'inégalité car la fonction y —
sup{f(x,y) | x € X} est s.c.i. (comme supremum de fonctions s.c.i.) et X est compact donc, I'infimum

est atteint.

PROPOSITION 7.2.3  Le théoréeme de Ky Fan implique ["inégalité de Fan.

PREUVE Soit o = sup{f(z,z) | z € X}. Si o = +00, 'inégalité est évidemment satisfaite. Si a est
fini, nous considérons pour tout x € X, I'ensemble F(z) suivant :

F(r)={ye X | f(z,y) < a}

F(x) est fermé car 'application y — f(x,y) est s.c.i. et donc compact car X est compact. Soit (x;):er,
une famille finie d’éléments de X. Montrons que co{x; | i € I} C U;erF(x;).

Soit y = > _..; Aiz; avec A\; > 0 pour tout i et ) ., \; = 1. Puisque

i€l
Y Aif(ny) <Y fNiwy) = flyy) < a
iel icl

il existe i € I tel que f(z;,y) < a, donc y € F(x;).

Donc, X et la famille (F(z)),ex vérifient les hypotheses du théoréeme de Ky Fan. Par conséquent,
il existe 7 € Nex F(z). Ceci est équivalent a f(z,7) < « pour tout z € X. Donc, sup{f(z,7) | x €
X} < a ce qui implique I'inégalité de Fan. i

PROPOSITION 7.2.4  L’inégalité de Fan implique le théoréme de Brouwer.
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PREUVE Soit ¢, une application continue de la boule unité fermée dans elle-méme. Soit f de
B(0,1) x B(0,1) dans R, définie par :

flx,y) =y =) (y—x)

f est continue et donc s.c.i. par rapport a y et affine en x donc quasi-concave par rapport a x. D’apres
I'inégalité de Fan, il existe g € B(0, 1) tel que

sup{(7 — (7)) - (7 — =) | = € B(0, 1)} < sup{(z — ¢()) - (v —2) [z € B(0,1)} =0

Donc, (§ — ¢(#)) - (§ — z) <
17 = »@)]]* < 0. Donc ¢(7) =

0 pour tout z € B(0,1). En prenant, = ¢(¥), on en déduit que
7 et ¢ a un point fixe. |
On remarque aisément que dans la démonstration ci-dessus, on a utilisé que la continuité du
produit scalaire et la compacité de B (boule unité fermée). Donc, on déduit de I'inégalité de Fan
(donc du théoréme de Brouwer), le résultat suivant en utilisant la méme preuve que ci-dessus.

THEOREME 7.2.5  Soit E, un espace de Hilbert, soit C, un sous-ensemble convexe compact non-
vide de E, et soit f, une application continue de C' dans lui-méme. Alors f a un point fixe.

COROLLAIRE 7.2.1  Soit E, un espace de Hilbert, soit C, un sous-ensemble convexe compact non-
vide de E, et soit f, une application continue de C' dans E vérifiant la propriété suivante (voir
figure 7.2) :

Vee C,3c, € C,IN, >0, tels que  f(x) —x = N(cp — x);

Alors f a un point fize.

Fi1c. 7.2 — le cas du corollaire 7.2.1

PREUVE On considere 'application projsof qui est continue de C' dans lui-méme. D’apres le
résultat précédent, cette application a un point fixe g € C. Donc, o = proja(f(xg)). D’apres la
proposition (6.1.1), on en déduit que pour tout ¢ € C, {f(xg) — zg,c — x¢) < 0.

Par hypothese, il existe ¢, € C et A\, > 0 tel que f(xg) — xg = Ay (Czy — To)- Si f(x0) # o,
Cay 7 To €6 Ay > 0. Done, (f(z0) — o, Coy — To) = Ay {Cxo — To, ¢ —To) > 0 ce qui contredit I'inégalité
inverse. Conclusion, f(zg) = g et f a un point fixe. |

On remarque que si f est valeurs dans C', 'hypothése du corollaire est vérifiée avec A = 1 et
¢ = f(x). Le corollaire 7.2.1 est donc une extension du théoreme 7.2.5.
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7.3 Démonstration du lemme de KKM

Nous avons montré que le lemme de KKM impliquait le Théoreme de Brouwer. Nous allons
démontrer le lemme KKM en nous inspirant d’un lemme classique (lemme de Sperner). Nous aurons
alors une démonstration de I’ensemble des théoremes de points fixes mentionnés.

On rappelle que si les (n + 1) points a°, a', ..., a™ sont affinement indépendants (c’est & dire que

les vecteurs a' — a®,...a" — a° sont indépendants), alors tout point v de co{a®,a',...a"} possede
une unique décomposition (décomposition barycentrique) v = A\%°® + - - + A"a™ ou A%, ... A" sont
des réels positifs tels que \° + -+ + \* = 1.

DEFINITION 7.3.1 Soit F un espace de dimension £. On appelle simplexe de dimension n, (n-simplexe
ou également simplexe n-dimensionnel) I'enveloppe convexe de n+ 1 points affinement indépendants.
De plus, si {jo,...,jr} est un sous-ensemble de {0,...,n} de cardinal k, alors co{a®,...a’*} est
appelé face k-dimensionnelle du simplexe co(a’,a', ... a").

En particulier, une face de dimension 0 est appelé sommet du simplexe, une face de dimension 1
est une aréte. Pour simplifier la terminologie, on utilisera le terme de face d’un n-simplexe pour une
face (n — 1)-dimensionnelle. Notons qu'un n-simplexe est entierement déterminé par la donnée d’un
sommet et de I'unique face ne contenant pas ce sommet. Notons qu’il n’existe pas de n-simplexe si
la dimension de F est inférieure strictement a n.

subdivision barycentrique

Nous allons présenter par récurrence sur la dimension du simplexe, la notion de subdivision
barycentrique d’un k-simplexe en (k + 1)! simplexes k-dimensionnels.

— On commence par définir la notion de subdivision barycentrique d’un 1-simplexe. On subdivise
co{°,b'}, en co{b®, G} et co{b', G} ou G est Iisobarycentre de {b°,b'}.

— Supposons décrit la procédure de subdivision pour tout les p-simplexes pour p < k, avec k > 2,
on veut subdiviser un k-simplexe co{t?, ..., b*} dont I'isobarycentre sera noté G*. On considere
les (k+ 1) faces du simplexe indicées par i € {0,...,k} (b’ étant le seul sommet n’appartenant

pas a cette face). D’aprés “I’hypothese de récurrence”, chaque face se subdivise en k! simplexes

(k — 1)-dimensionnels (TZU;*D) . On pose alors TZ(? = co {Ti(”;*l), Gk}. On obtient ainsi une
J

subdivision en (k + 1)! simplexes k-dimensionnels.

On pourrait alternativement décrire la subdivision barycentrique qui est composée de (k + 1)!

éléments de la forme
570 prO) bv(l)) prO) 4oL b'y(k))
co , 5 s )

ou 7y est une permutation de {0,...,k}.

Si I'on part d’un n-simplexe, on peut réitérer la subdivision barycentrique sur chacun des n-
simplexes (voir figure 7.3). Les m-simplexes ainsi obtenus a 1’étape v seront notés génériquement
T,,(n), et on notera Jo Iensemble de ces n-simplexes. On notera V' la réunion de ces Jim quand v
décrit N. On démontrera a l'aide du lemme ci-dessous que le diametre de ces n-simplexes tend vers
0 lorsque le nombre d’étapes tend vers 'infini.

LEMME 7.3.1 Soit S un n-simplexe et T' un des n-simplexes obtenus par subdivision barycentrique,
alors

diam(T) < n . diam(S)

n +



(=]

A

AU
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PREUVE Si S = co{a’,...,a"}, sans perte de généralités, on peut supposer que T est de la forme

©) 1 4 © ...y g™
Cocpx&_iﬁ_L”wa +oo+at)
2 n+1

}:zco{Bsz,”.,B”}

Si0<i<j<n,

B_p — B

i+ 1 j+1
_ (+1) . (4)
1 . a -+ “+a
_ _J = @@+ 4 a®) — _
((+1(G+1) j+1

(j_l) (a(0)+.+a(7’) a(l+1)+.+a(3)))

En passant aux normes,

. ) J—1 . n .
B'— B < | &—— | diam(5) < ——— diam(9).
15~ ] < (457 ) diam(s) < i diam(s)
Puisque le diametre d’un simplexe est atteint entre deux sommets, on déduit le résultat. O

REMARQUE 7.3.1 Soit une face d’un 7™

)

, on a lalternative suivante :

— 1l existe un unique " ayant cette face et cette face est contenue dans une face du simplexe
initial ;
— cette face appartient a exactement deux simplexes du type T, ),

label d’un recouvrement

DEFINITION 7.3.2 Si (Fy,. .., F,) est un recouvrement d’un n-simplexe, on appelle label une appli-
cation o de l'ensemble V' des sommets des simplexes obtenus par subdivision barycentrique, dans
'ensemble {0,...,n}, tel que pour tout v € V, \°®) > 0 et v € Fo ).

Par définition, F' est un KKM-recouvrement d’un n-simplexe, un tel label existe.

DEFINITION 7.3.3 Si o est un label du n-simplexe S associé au recouvrement (Fy, ..., F,), et T un
n-simplexe obtenu par subdivision barycentrique, on dit que T est entierement labellé si 'image par
o des sommets de T est égal a {0,... n}.

LEMME 7.3.2 (SPERNER) Soit o un label du n-simplexe S associé au recouvrement (Fy, ..., F,),
alors pour tout v > 0, il existe dans I un n-simplexe enticrement labellé.

PREUVE : Nous allons montrer par récurrence sur n que le cardinal de I’ensemble des simplexes
entierement labellés de JS™ est impair et donc non nul.

e Pour n =0 ou n =1, cela est trivialement vrai.

e Supposons la propriété vérifiée pour (n — 1) et montrons qu’elle est héréditaire. Nous dirons

)

ici qu'une face (de dimension n — 1) d’un TS est pré-labellée si 'image de ses sommets par o est

{0,...,n—1}. Notons p la somme des nombres de faces pré-labellées de T, ) lorsque T, ) déerit JO

et ¢ le nombre de n-simplexes entierement labellées dans ),
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— Etape 1 : p est impair.
D’apres la remarque 7.3.1, deux cas peuvent se présenter pour une face F' pré-labellée.
- Soit F' est contenue dans une face du simplexe initial. Mais dans ce cas, il résulte de la définition
d’un label que cette face est co{a’,...,a""'}. La face F' (en tant que (n—1)-simplexe) est donc
entierement labellée. Par hypothese de récurrence, ce cas se produit un nombre impair de fois.
- Soit F' est une face appartenant a exactement deux simplexes de Jﬁ”), elle est donc comptée
deux fois dans p.

- Etape 2:
Essayons de dénombrer d’une autre facon p. D’une part, un simplexe de Ji" entisrement labellé
possede exactement une face pré-labellée. D’autre part, un simplexe de J,Sn) non entierement
labellé tel que I'image par o de ses sommets soit égale & {0,...,n — 1} a exactement deux faces
pré-labellée (il suffit d’intervertir les deux sommets dont I'image par ¢ est la méme). Pour finir,
un simplexe de JI™ non entierement labellé tel que 'image par o de ses sommets soit différent
de {0,...,n — 1} ne possede pas de face pré-labellée.

Il résulte des étapes 1 et 2 que p est impair et de la forme p = g 4+ 2r + Os. O

THEOREME 7.3.1 Le lemme de Sperner implique le principe KKM fermé.

PREUVE : Sous les hypothéses du principe KKM fermé, il existe au moins un label. En utilisant le
lemme de Sperner, pour tout v € N, il existe un n-simplexe noté co{BY, ..., B"} entierement labellé,
et on peut supposer sans perte de généralité que que o(B!) = 4, ce qui implique en particulier que
B! € F;. Par compacité de co{a’;...,a"}, on peut extraire de (BY), une sous-suite convergeant vers
un point B. Le lemme 7.3.1 nous indique que pour chaque ¢ € {0, ...,n} la méme sous-suite de (B?),
converge vers B. Puisque les ensembles F; sont fermés, ce point appartient a chacun des F;; ce qui
prouve le résultat du théoreme. O

7.4 Points fixes pour les correspondances

7.4.1 Notions sur les correspondances

DEFINITION 7.4.1  Soient X et Y deux ensembles. On appelle correspondance de X dans Y toute
application ¢ de X dans 'ensemble des parties de Y noté 2¥. On dit que la correspondance est &
valeurs non vides si, pour tout € X, I'ensemble ¢(z) est non vide. Le domaine de ¢ est 1’ensemble
des éléments de X dont 'image par ¢ est non vide. On note G(¢), le graphe de ¢, c’est-a-dire,

G(0) = A{(z,y) |y € o(x)}.

EXEMPLE : Une application de X dans Y peut étre vue comme une correspondance qui a x € X,
associe le singleton { f(z)}.

Soit f, une application de R"™ dans R, soit A, une matrice m X n et b, un vecteur de R™.
L’application qui a (A, b) associe I’ensemble des solutions du probleme

maximiser f(x)
Az <b

est une correspondance. Un cas important est celui de la fonction f constante.

Nous supposerons, dans la suite de ce chapitre, le cadre de la dimension finie, c’est-a-dire, X est
un sous-ensemble de R™ et Y = RP.

DEFINITION 7.4.2  Soit F une correspondance de X dans Y & valeurs non vides et o € X.
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— F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) en o si pour tout ouvert U de Y contenant
F(xg), il existe un voisinage V de zq tel que, pour tout x € V, F(z) C U;

— F est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) en z( si pour tout ouvert U de Y tel que
F(xzo) NU # 0, il existe un voisinage V' de zq tel que, pour tout x € V, F(z) NU # 0;

— Une correspondance s.c.s. (resp. s.c.i., ) en tout xy € X est dite s.c.s. (resp. s.c.i.).

REMARQUES :
— Pour une application f, la continuité de f est équivalente au fait que la correspondance xr —
{f(z)} est s.c.s. (elle est également s.c.i.).
— On remarque que si T est s.c.s. alors le domaine de T' est fermé dans X.
— On remarque que si T est s.c.i. alors le domaine de T est ouvert dans X.

PROPOSITION 7.4.1  Soit X un espace métrique, soit Y, un espace vectoriel normé, soit Ty et Ts,
deux correspondances s.c.s. a valeurs compactes de X dans 'Y et soit A € R. Alors, la correspondance
Ty + Ty définie par (Th + Ty)(x) = Ty (z) + Ta(x) est s.c.s. ainsi que la correspondance NT7.

PREUVE La somme de deux compacts étant compact, pour tout x € X, (T + T3)(z) est compact.
Soit U, un ouvert de Y et soit x € X tel que (T} + T»)(x) C U. Nous allons montrer que cette
inclusion est vraie dans un voisinage de z. Si T1(z) ou Ty(x) est vide, alors, d’apres la définition de
la s.c.s., ceci est vrai dans un voisinage de z. Donc, (77 4+ T3)(&) est vide dans un voisinage de = donc
inclus dans U.

Nous supposons maintenant que 7} (x) et T5(x) sont non vides. Comme (77+75)(z) est compact, la
distance 6 de (11 +75)(z) au complémentaire de U est strictement positive. Soit U; = T (z) + B(0, g)

et Uy = Th(x) + B(0, g) Vu la définition de d, pour tout (yi,y2) € Uy X Us, y1 + y2 € U. De plus
comme T} et Ty sont s.c.s., les ensembles V) = {€ € X | T1(§) C Uy} et Vo ={£ € X | To(§) C Uy}
sont des ouverts de X contenant z. Pour tout £ € Vi N Vs, (17 + 13)(§) € Uy + U, C U. Donc,
VinVeoc{¢e X | (T1+T3)(&) C U}. Donc 'ensemble {¢ € X | (T} +T5)(§) C U} est un ouvert car
il est voisinage de tous ses points. Ceci montre que 17 + 15 est s.c.s.

La démonstration pour A\T7 est laissée au lecteur. O

Nous donnons dans la proposition suivante, un critéere commode pour vérifier qu'une correspon-
dance est s.c.s.

PROPOSITION 7.4.2  Soit X et Y, deux espaces métriques et soit T', une correspondance de X
dans Y. Sv T est s.c.s. a valeurs compactes alors son graphe est fermé. Si il existe un compact K de
Y tel que pour tout x € X, T'(x) C K et si le graphe de T est fermé, alors T' est s.c.s.

PREUVE Supposons que T est s.c.s. a valeurs compactes. Soit (z",y") une suite du graphe de T’
convergeant vers (Z,7). Nous voulons montrer que § € T'(T).

Pour tout r > 0, comme T est s.c.s., il existe p > 0 tel que pour tout = € B(7,p), T(x) C
T(Z) + B(0,r). Donc, pour n assez grand, la distance de y"™ a T'(T) est inférieur a r. On en déduit
que la distance de 7 a T'(T) est inférieur a r et comme ceci est vrai pour tout r > 0, § appartient a
T(T) car T(T) est fermé.

Supposons maintenant qu’il existe un compact K de Y tel que pour tout x € X, T'(z) C K et
que le graphe de T est fermé.
Si la correspondance T’ n’est pas s.c.s., il existe un ouvert U de Y et un élément x € E tels que
T(x) C U et x nest pas dans l'intérieur de l'ensemble V' = {£ € X | T'(§) C U}. 1l existe donc
une suite (™) d’éléments de X n’appartenant pas a V qui converge vers x. Vu la définition de V|
T'(x™) est non vide pour tout n. Soit (y"), une suite de Y telle que y™ € T'(z") et y™ n’appartient
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pas a U pour tout n. Vu nos hypotheses, la suite (y") reste dans le compact K et donc elle admet
une sous-suite convergente dont nous noterons la limite y. Comme 7' est de graphe fermé, (z,y)
appartient au graphe de T', c’est-a-dire y € T'(x). Vu la définition de la suite (y") et le fait que U est
ouvert, y n’appartient pas a U ce qui contredit T'(z) C U. Donc, T est s.c.s. O

PROPOSITION 7.4.3  Soit X, un espace métrique compact, soit Y, un espace métrique, et soit T,
une correspondance s.c.s. a valeurs compactes de X dans Y . Alors, T(X) = J,cx T'(x) est compact.

PREUVE Soit (U;)ies, un recouvrement ouvert de 7'(X). Pour tout z € X, T(x) C U;eU;. Comme
T(z) est compact, il existe un sous-ensemble fini I(z) de I tel que T'(x) C Ujcs(z)U;. Comme T est
s.c.s., il existe un ouvert V, de X tel que pour tout & € V,, T'(§) C UjesU;. Comme X est compact
et que (V)pex est un recouvrement ouvert de X, il existe un sous-ensemble fini X de X tel que
X C U, Vs Vu la construction ci-dessus, T'(X) C U, g Uicr(z) U;. Donc, d’un recouvrement ouvert
de T'(X), on a pu extraire un sous-recouvrement fini, donc 7'(X) est compact. i

7.4.2 Le théoréeme de Browder-Fan

THEOREME 7.4.1 (BROWDER-FAN)  Soit X un sous-ensemble compact convexe non vide de R".
On se donne une correspondance ¢ de X dans X, a valeurs convexes mon vides et qui vérifie la
condition suivante :

(SIO) VYye X, ¢ ' (y)={r € X |yc o) est ouvert. (Sections Inférieures Ouvertes)
Alors ¢ admet un point five : il existe T € X tel que T € ¢(T).

REMARQUE : On remarque que si une correspondance vérifie la condition (SIO) ci-dessus, alors elle
est aussi s.c.i.

PREUVE : Supposons par 'absurde que, pour tout x € X, x & ¢(z). Définissons, pour tout y € X,
le sous-ensemble compact F(y) = ¢ !(y)* de X. Pour tout n et pour tout ensemble de n points

{y1,-- - yn} de X,
Co{yh ce ayn} C UF(yZ)
i=1

En effet, dans le cas contraire, il existerait z € co{y,...,yn} tel que, pour tout i € {1,...,n},
z € ¢~ (y;). Nous aurions des lors pour tout ¢ € {1,...,n}, y; € #(z). Cet ensemble ¢(z) étant
convexe, z € ¢(z), ce qui est absurde. Les hypotheéses du théoreme de Ky Fan sont donc vérifiées. 11
existe par conséquent un point x € X appartenant a chaque F(y). Il suffit alors de remarquer que,
pour tout y € X, y € ¢(z) C X, ce qui termine la démonstration. ]

7.4.3 Sélection d’une correspondance

DEFINITION 7.4.3  Soit ¢ une correspondance de X dans Y. On appelle sélection de ¢, toute
application f de X dans Y telle que f(z) € ¢(x) pour tout z € X. Une sélection continue de ¢ est
une sélection de ¢ qui est continue.

Les sélections continues jouent un role important dans la recherche d’un point fixex de ¢ : B — B,
c’est-a-dire, tel que T € ¢(T). En effet, s’il existe une sélection continue f de ¢, le théoreme de Brouwer
nous permet de conclure qu’il existe un point fixe T de f c’est-a-dire tel que T = f(Z) € ¢(T) et T
est donc également un point fixe de ¢. On énoncera sans démonstration le théoreme de sélection de
Michael qui généralise le résultat suivant.
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THEOREME 7.4.2  Soit ® une correspondance de X dansY a valeurs convezes non vides, vérifiant
la condition (SIO). Alors il existe une sélection continue de ®.

PREUVE : En effet, remarquons que {® ! (y) } ey est un recouvrement de X, puisque ® est & valeurs
non vides, il est constitué d’ouverts car ® vérifie la condition (SIO). Comme X est compact, il existe
un nombre fini d’éléments de Y, y1,...,y, tel que : X C @1 (y)U,...,UDP (y,). Soit (®i)iz1, .n
une partition de 'unité faiblement subordonnée a ce recouvrement fini d’ouverts lemme 2.5.1. On
définit 'application continue f : X — Y par :

n

Vee X, f(z)=) ai(x)y.

i=1

On remarque que d’apres la définition de f que pour tout = € X, f(x) est une combinaison convexe
des y; telle que a;(z) est strictement positif. Par ailleurs, si a;(z) > 0, alors x € &1 | (y;) et donc
y; € (). Comme P(z) est convexe on a que f(x) € O(z). m

THEOREME 7.4.3 (MICHAEL)  Soit F' une correspondance de X compact C R™ dans R?, s.c.i., a
valeurs convexes non vides. Alors, il existe une sélection continue de F.

COROLLAIRE 7.4.1  (Point fize des correspondances s.c.i.) Soit X un sous-ensemble compact
convexe non-vide de R™ et ¢ une correspondance de X dans X, s.c.i. a valeurs convexes non-vides.
Alors ¢ admet un point fize, c’est-a-dire, il existe T € X tel que T € ¢(T).

PREUVE : Par le théoreme de Michael, il existe une sélection continue de ¢. Cette sélection continue
f est définie sur X et a valeurs dans X. Des lors, d’apres le théoreme de Brouwer, f admet un point
fixe T qui est manifestement un point fixe de ¢. O

7.4.4 Le théoreme de Kakutani

THEOREME 7.4.4 (KAKUTANI (1941))  Soient C un sous-ensemble convexe compact non vide de
R"™ et une correspondance F s.c.s. de C' dans C a valeurs convexes compactes non vides. Alors, il
existe T € C' tel que T € F(T).

PREUVE : Nous allons construire une “sélection approchée” continue de la correspondance F' grace
a la notion de partition de I'unité. Par (pré-)compacité de C il existe, pour tout entier n, une famille
finie de points {z7, ... ,93;”(”)} de C telle que :

p(n)
C=|JB@}1/m)nc.

i=1

Il existe une partition de 'unité o faiblement subordonnée a ces boules ouvertes (voir lemme 2.5.1.
Nous choisissons des éléments arbitraires y}* dans F'(z!') et posons, pour = € C,

Puisque C' est convexe, nous avons ainsi défini une application f,, de C' a valeurs dans C. De plus, f,
est continue comme somme d’applications continues. Le théoreme de Brouwer nous assure 'existence
d’'un point fixe x,, de f,. L’ensemble C' étant compact, nous pouvons, sans perte de généralité,
supposer que la suite (z,) converge vers T.
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Pour conclure la démonstration, il faut montrer que  est un point fixe de F'. Ceci résulte du fait
que la suite (f,), approche la correspondance F' dans le sens suivant. Si (¢,), et (2,), sont deux
suites convergentes vers t et Z telles que z, = f(t,), alors Z € F(¢).

En effet, pour tout e > 0, on définit U,, = {y € R" | d(y, F(t)) < €}. Cet ensemble est manifes-
tement un ouvert convexe contenant F'(Z). La semi-continuité supérieure de F' implique qu’il existe
n > 0 tel que, pour tout x € B(t,n) N C, on ait F(x) C U. Soit n suffisamment grand afin que
d(t,,t) < n/2 et 1/n < n/2. En notant J(n) = {i € {1,...,p(n)} | a(t,) > 0}, sii € J(n), on a
tn € B(x?,1/n), ce qui entraine d’apres l'inégalité triangulaire

d(zl,t) < d(z},t,) +d(t,, t) <1/n+n/2<n

que y' € U.. En utilisant la définition d’'une partition de l'unité, et la convexité de U, il vient
d(zn, F(t)) < e. En passant a la limite lorsque n — +o0c puis lorsque e — 0, nous obtenons donc que
ze€adh F(t) = F(t). i

COROLLAIRE 7.4.2 (VON NEUMANN (1937)) Sotent X etY deuz sous-ensembles convexes com-
pacts non vides de R™ et RP. Soient M et N deux sous-ensembles fermés de X x Y. On note

M,={yeY|(z,y) € M};

Ny={r e X |(z,y) € N}.

On suppose que M, et N, sont des convexes non vides, respectivement, pour tout x € X et tout

yeY. Alors, MNN # (. (voir figure 7.4)

F1G. 7.4 — le théoreme de von Neumann

PREUVE : Définissons la correspondance F' de X x Y dans X x Y par F(x,y) = N, x M,. Le
graphe de F' est manifestement fermé puisque

GF)= |J Wz} x N, xM,).

zeX,yeY

Des lors, d’apres la proposition 7.4.2, la correspondance F' est s.c.s. De plus, la correspondance F
est a valeurs convexes compactes non vides. D’apres le théoreme de Kakutani, la correspondance F
admet donc un point fixe (Z,7) qui appartient a M N N. |

REMARQUE : 1l est a noter que le théoreme de Kakutani est une conséquence immédiate de ce
corollaire. En effet, considérons une correspondance F' de X sous-ensemble compact convexe non
vide de R™ dans X, qui soit s.c.s. et a valeurs compactes convexes non vides. Posons M = G(F)
et N = {(x,z) | x € X}. Les ensembles M et N sont fermés grace a la proposition 7.4.2 et a la
compacité de X. De plus, pour tout z € X, M, = F(z) est convexe non-vide. En outre, pour tout
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y € X, N, = {y} est convexe non vide. Finalement, comme N N M # 0, il existe T tel que T € F(T).
i

REMARQUE : Le résultat de Von Neumann nous permet d’obtenir un résultat de point fixe pour
une correspondance méme si elle n’est pas a valeurs convexes.

COROLLAIRE 7.4.3  Soit X etY deuxr sous-ensembles convexes compacts non vides de R™ et RP
respectivement. Soit F' une correspondance de X dans Y s.c.s. a valeurs convexes compactes non
vides et G une correspondance de Y dans X s.c.s. a valeurs convexres compactes non vides, alors
G o F' admet un point fixe.

PREUVE : Définissons les ensembles M et N par

M:={(z,y) e X xY |y e F(x)};
N:={(r,y) e X xY |z e Gy}

La semi-continuité supérieure de F' et G implique que ces ensembles M et N sont des sous-ensembles
fermés de X x Y. De plus, pour tout z € X, M, = F(x) est convexe et non vide. Enfin, pour
tout y € Y, N, = G(y) est convexe et non vide. Des lors, d’apres le corollaire de von Neumann,
M NN # 0, c’est-a-dire, il existe un couple (Z,7) € X XY tel que y € F(T) et T € G(¥). Le point T
est donc un point fixe de G o F. |

THEOREME 7.4.5  Soit C, un sous-ensemble convexe compact non vide d’un espace vectoriel normé
E et soit T, une correspondance de C' dans C, s.c.s. a valeurs convexes compactes non vides. Alors,
il existe ¢ € C tel que ¢ € T(c).

PREUVE : Montrons d’abord a l'aide du théoreme de Kakutani que T possede des points-fixes
“approchés”. Formellement, pour tout r > 0, 'ensemble F, = {c € C' | ¢ € T'(¢) + B(0,7)} est non
vide.

Comme C' est (pré-)compact, il existe une famille finie C'(r) de C' telle que C' C Ucec(r) B(e,r).
Soit K (r), le polytope engendré par C(r), qui est donc un sous-ensemble convexe compact non vide
d’un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie. Nous définissons la correspondance 7" de K(r)
dans K(r) de la fagon suivante :

T (z) = K(r) N (T(x) + B(0,r))

Nous allons montrer que 1" est s.c.s. a valeurs convexes compactes et non vides. Pour la convexité
et la compacité des valeurs, c’est immédiat. Montrons que pour tout = de K(r), T"(c) est non vide.
Soit y dans T'(z), donc dans K, il existe ¢ € C(r) tel que y € B(c,r). Ce qui permet de décomposer
x en y + u pour un certain v € B(0,7). Des lors, on a ¢ € K(r) N (T(z) + B(0,7)). Donc T"(x) est
non vide.

Montrons finalement que 1" est s.c.s. Comme les valeurs de 7" sont incluses dans un compact
fixe K(r), il suffit de montrer que le graphe de T" est fermé. Soit (x,, ¢,) une suite du graphe de 7™
convergeant vers (x,c). Par définition de T", pour tout n, il existe z" et u" tels que ¢, = 2" + u",
2" € T(x,) et u® € B(0,r). Comme la suite (2") est a valeurs dans C' qui est compact, une sous-suite
converge vers z qui sera dans T'(¢) car T" est s.c.s. Donc la sous-suite correspondante de (u") converge
vers ¢ — z et comme B(0,7) est fermé, y — z appartient a B(0,r). Finalement, ¢ appartient a K (r)
car K (r) est compact. Donc, ¢ € K(r) N (T(c) + B(0,7)) = T"(c) ce qui montre que le graphe de T"
est fermé.

Nous pouvons maintenant appliqué le théoreme de Kakutani a K (r) et 7" car K est inclus dans

un espace de dimension finie. Donc, il existe un point fixe de 7. Il est évident que ce point fixe est
un élément de I et donc F" est non vide.
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En considérant une suite (z,,), d’éléments de F''/", par compacité de C, il existe une sous suite
convergente vers un point . Puisque z,, = z, + u, avec z, € T(z,) et u, € B(0,1/n), la méme
sous-suite z, tend vers c. Par fermeture du graphe de T', on a donc ¢ € T'(¢). Donc, T a un point
fixe. O

Nous finissons ce chapitre, par un résultat tres utilisé dans la théorie économique pour montrer
I'existence d’un prix d’équilibre sur les marchés. Nous en donnons une preuve a partir de 1'inégalité
de Fan.

THEOREME 7.4.6 (LEMME DE DEBREU-GALE-NIKAIDO)  Soit T, une correspondance semi-con-
tinue supérieurement a valeurs convexes, compactes, non vides de S, le simplexe unité de R", dans
R™. On suppose que pour tout x € S,

inf{z-¢|eT(x)} <O0.
Alors, il existe x* € S tel que T'(x*) N =R} # 0.
PREUVE : On considere la fonction f de S x S dans R définie par :
Pour tout (x,y) € S xS, f(z,y) =inf{z- (| € T(y)}.

Montrons que pour tout x € S, I'application de S dans R définie par y — f(z,y) est semi-continue
inférieurement. Il faut montrer que pour tout a € R, 'ensemble S, = {y € S| f(z,y) > a} est
ouvert. Or y € S, est équivalent a T'(y) est inclus dans le demi-espace ouvert défini par {£ € R" |
x-& > a}. Donc, vu que T est semi continue supérieurement, I’ensemble S, est un ouvert de S.

Pour tout y € S, 'application de S dans R définie par x — f(x,y) est concave car c¢’est un
infimum de fonctions linéaires. Donc 'application f vérifie les hypotheses de 'inégalité de Fan. On
en déduit que :

minsup f(z,y) < sup £(z, )
yeS zes zeS

Or, d’apres I'hypothese faite sur 7', il ressort que sup,.g f(z,z) < 0. Donc il existe y* € S tel que
Supxes f(xa y*) S 0.
Montrons maintenant que T'(y*) N =R’ # (. Pour cela, nous allons raisonner par ’absurde.

Supposons que T'(y*) N —R% = . D’apres le théoreme de séparation stricte entre le convexe fermé
—R? et le convexe compact T'(y*), il existe x € R™\ {0} tel que :

sup{z-§ | € —Ri} <inf{z- ([ € T(y")}

On déduit de cette inégalité que sup{z-£ | £ € =R } est fini et donc, vu que R’} est un cone convexe,
sup{z - ¢ | £ € =R} =0 et z € R}, Soit 2’ = (1/>°1, x;)z. o’ appartient & S et d’aprés ce qui
précede inf{z"- ¢ | ¢ € T'(y*)} > 0 ce qui contredit f(z',y*) < sup,cq f(x,y*) < 0. Donc le théoreme
est démontré. O
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7.5 Exercices

EXERCICE 7.1  Soit X, un sous-ensemble compact convexe non vide de R™ et soit f, une application
continue de X dans R™. Montrer qu'il existe T € X tel que f(Z) — T appartient au cone normal a X
en .

EXERCICE 7.2  Soit X, un sous-ensemble convexe non vide de R™ et soit f, une application continue
de X dans R™. On suppose qu’il existe un compact K de R" tel que K C X et pour tout z € X,
f(z) € K. Montrer que f admet un point fixe.

EXERCICE 7.3  Soit X et Y, deux ensembles non vides et f une fonction de X x Y dans R.

1 - Montrer que sup,cx inf ey {f(z,y)} < inf ey sup,cx{f(z,y)}.

2 - On suppose que X et Y sont convexes et compacts, et que la fonction f possede les propriétés
suivantes :

(1) pour tout x € X la fonction y — f(z,y) est convexe et semi continue inférieurement.
(12) pour tout y € Y, la fonction x — f(z,y) est concave et semi continue supérieurement.
Montrer qu’il existe un élément (7,7) de X x Y tel que :

pour tout (z,y) € X XY, f(z,7) < f(Z,7) < f(T,y).

Indication : on pose A = X X Y et considérer la fonction ® de A x A dans R par :

(I)(($, y)? (xlvy,)) = f(za y/) - f($,v y)
Appliquer I'inégalité de Ky Fan.

3 - Montrer que sous les hypotheses de la question 2, on a :
sup inf { f(x, = inf su x,y)}.
sup inf{f(z,y)} = inf sup{f(z,y)}

EXERCICE 7.4  Soient F un espace métrique, H un espace de Hilbert et T" une correspondance de
E dans H. On suppose que pour tout x € E, T'(x) est un sous-ensemble convexe fermé non vide de
H et qu’il existe un sous-ensemble compact K de H tel que pour tout x € E, T'(x) C K. Pour tout
u € H, on définit 'application o, de E dans R par :

ou(z) = sup {{u,y),y € T(x)}.

Montrer que le graphe de T est fermé si et seulement si la fonction o, est semi continue supérieure-
ment pour tout u.

EXERCICE 7.5  Soit H, un espace de Hilbert et soit 7', une correspondance de H dans H semi-
continue supérieurement a valeurs convexes compactes et non vides. On suppose que :

(2) pour tout p >0, U,c50 T (z) est relativement compact.

(1) Vensemble £ = {z € H | IX € [0,1], z € AT'(z)} est borné.

1 - Soit p > 0. Montrer qu’il existe py > 0 tel que U, 5 ,1'(x) C B(0, po).

2 - Soit p > 0 tel que £ C B(0,p). Soit p1 > p. Définissons py tel que U, 5 ,,)T'(x) C B(0, p2).
Soit f la projection sur B(0, p;). Montrer & I'aide de la généralisation du théoréme de Kakutani dans

un hilbert que la correspondance S de B(0, py) dans B(0, py) définie par : S(z) = T(f(z)), admet un
point fixe.

3 - Montrer que tout point fixe de S est un point fixe de T" et en déduire que T admet un point
fixe.
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EXERCICE 7.6  Soit B, la boule unité fermée de R™. Soit T', une correspondance de B dans R"
semi continue supérieurement a valeurs convexes compactes non vides. Nous supposons que pour
tout « tel que ||z|| =1, 0.(z) =sup{z -y |y € T(x)} > 0. Le but de I'exercice est de montrer que 7'
admet un point critique, c’est-a-dire, qu'il existe T € B tel que 0 € T'(T).

1 - Montrer, a 1’aide de la proposition 7.4.3 et de 'exercice (7.4), qu'il existe un compact K de R”
tel que pour tout = € B, T'(z) C K et que la fonction x — o, () est semi continue supérieurement
pour tout u € R".

2 - Supposons que T n’admette pas de point critique. Pour tout z € B, nous définissons I’ensemble
P(x) ={p € R"| 0 > g,(x)}. Montrer que P(z) est non vide, convexe et stable par multiplication
par un réel strictement positif. Montrer que si p appartient a P(x), alors, il existe un voisinage V' de
x tel que pour tout &’ € V| p € P(2'). En déduire, a l'aide du théoreme de sélection de Michael, qu’il
existe une fonction continue f de B dans B telle que pour tout z € B, f(z) € P(x) et || f(z)|| = 1.

3 - Montrer que la fonction f admet un point fixe et en déduire une contradiction avec I'hypothese
faite sur 7.

EXERCICE 7.7  Soit T, une correspondance de R" dans R", semi continue supérieurement a valeurs
convexes compactes non vides, telle que :

lim Iall) (I)

>0
lzl|—+oo || z]]

ou o,(x) =sup{z -y |y € T(x)}. Montrer que T" admet un point critique.

EXERCICE 7.8  Soit B, la boule unité de R™ et T', une correspondance de B dans R" semi continue
supérieurement a valeurs convexes compactes non vides. On suppose que pour tout x € B tel que
l|z|| = 1, et pour tout u € T'(x),
2 2 2
[ull* = [Ju —=||" = [=]]".

Montrer que T' admet un point critique.



Chapitre 8

Applications économiques

8.1 Equilibres de Nash

8.1.1 Définitions

Un jeu non-coopératif a n personnes est une situation dans laquelle n joueurs doivent faire un
choix d’une action (stratégie) en vue d'un “résultat”, ce qui constitue le déroulement d’une “partie”.
On note N = {1,...,n} 'ensemble des joueurs, et X; 'ensemble des stratégies du joueur . On note
aussi X = [[I_, X; l'ensemble des vecteurs de stratégies, c’est-a-dire des listes de stratégies jouables
par chaque personne. Chaque vecteur de stratégies x € X conduit a un “résultat” pour chaque joueur.
Naturellement, les joueurs ont des préférences, en général conflictuelles, sur les résultats, donc sur
les vecteurs de stratégies : le joueur i peut préférer le vecteur y € X a x € X car il lui procure
un meilleur résultat. Cependant, dans un jeu non-coopératif le joueur 7 n’a pas de controle sur le
choix des autres joueurs : étant donné x = (z1,...,x,) € X, il peut seulement remplacer sa stratégie
x; € X; par y; € X si le vecteur résultant noté (x_;|y;) = (z1,...,%i 1, Yi, Tit1,- .-, Ty) est meilleur
pour lui. Ainsi, les préférences du joueur 7 sont décrites par une correspondance P; : X — X; telle
que :

Pi(x) ={y; € X; | (x_;|y;) strictement préféré a x}.

Pour résumer, un jeu non-coopératif a n joueurs est décrit par un n-uple (X;, P;);en ou pour tout
ie N={1,...,n}:

X, est I’ensemble de stratégies de i,
P X = H?:l X; — X, est la relation de préférence stricte de 1.

Que doit-on attendre d’un jeu joué par des joueurs “rationnels” 7 Certainement une situation
d’équilibre, c¢’est-a-dire une situation telle qu’aucun joueur n’a intéréet a dévier unilatéralement, c¢’est-
a-dire a changer de stratégie si les autres ne changent pas.

DEFINITION 8.1.1 On appelle équilibre de Cournot-Nash du jeu (X, N;)iey un vecteur 7 € X tel
que P;(Z) = 0 pour tout i € N.

Le concept a été introduit par Cournot des 1838 pour 1’étude de la concurrence des entreprises dans le
cas d’un oligopole, néanmoins il ne s’agit pas de I’étude systématique d’un jeu mais seulement d’un jeu
économique tres particulier. L’essor de la théorie des jeux date de la publication par von Neumann et
Morgenstern d’un traité “theory of games and economic behavior” (1944) mais le concept d’équilibre
n’apparait toujours pas de fagon claire. L’ouvrage étudie longuement le cas des jeux a 2 personnes
a somme nulle. Il a fallu attendre 1950 pour que Nash formalise le concept d’équilibre en donnant



128 Analyse fonctionnelle et convexe ENSAE

un résultat d’existence qui étend celui de von Neumann. Parmi les jeux, un cas particulierement
important est lorsque le résultat du jeu est un vecteur de paiement u, cela correspond soit a un
paiement au sens usuel du terme mais éventuellement au niveau d’utilité correspondant au résultat
obtenu. Dans ce cas, la définition de 1’équilibre devient :

DEFINITION 8.1.2 On appelle équilibre de Cournot-Nash du jeu ((X;)ien,u) un vecteur T € X tel
que pour tout 2 € N, pour tout x; € X;,

Ui(fl, . ,Ti,l,xi,@-ﬂ, . 7fn> < 'Ll,l'<fl, c. 7fiflafiyfi+17 c. ,fn).

La question se pose de savoir quels types de jeux admettent un tel équilibre.

8.1.2 Jeux a deux joueurs a somme nulle

Tous les jeux ne possedent pas d’équilibre, par exemple étudions le cas particulierement simple
d’un jeu a deux joueurs, ou X; = {0, 1}. Si le vecteur de stratégie est (x1,x2) le gain du joueur 1 est
(—=1)™+2 celui du joueur 2 est (—1)*7%2F1 TLa somme des gains distribués est égale a 0, on parle
alors de jeux a somme nulle. Supposons qu’il existe un équilibre (7, Z2) de Cournot-Nash pour ce jeu.
Celui des deux joueurs ¢y qui touche —1 a I’équilibre aura intérét a utiliser I’autre stratégie 1—7;, pour
obtenir un gain positif, ce qui contredit le concept d’équilibre. Soient Xavier et Yvon deux joueurs.
On note X et Y les ensembles de stratégies supposés compacts de ces joueurs, fx : X XY — R
la fonction d’utilité supposée continue de Xavier (mesure le gain de X correspondant au couple de
stratégies (z,y)), de méme fy : X xY — R pour Yvon. Jeu a somme nulle signifie que fy = —fx (le
gain de Y est égal a la perte de X, et vice-versa). On note alors f = fx. Jeu non-coopératif signifie
que les joueurs ne connaissent ni n’influencent le jeu de I'autre. Voyons alors la stratégie de Xavier.

Xavier sait que, s’il joue x € X et que Yvon I'apprend alors Yvon va chercher a maximiser son gain,
en jouant y € Y qui maximise y — fy(z,y) (avec x fixé), ceci revient & minimiser sa perte, c¢’est-a-dire
ajouer y € Y qui minimise y — f(z,y) (avec z fixé). Xavier anticipe la réponse de Yvon qu’il suppose
étre la meilleure, Xavier donc doit jouer x € X qui maximise z — min{f(z,y) | y € Y}. Ainsi,
maxy miny f mesure le niveau de sécurité maximale de Xavier. Xavier sait qu’il existe une stratégie
lui permettant (indépendamment de 1'action d’Yvon) d’obtenir ce montant (qui est éventuellement
négatif). De méme, miny maxy f mesure le niveau de sécurité marimale d’Yvon.

Lorsque maxx miny f = miny maxy f, cette quantité s’appelle la valeur du jeu. Un couple (xq, yo)
qui réalise la valeur du jeu constitue un couple de stratégies optimales. En effet, pour tout z € X,

f(@,y0) < min f(z,y)
yey
Cette relation étant vraie pour tout x, on peut passer au max en x, et obtenir

< 1 = .
max [z, y) < max min f(z,y) = f(xo0, yo)

Donc, (g, yo) vérifie :

f(x,y0) < f(wo,y0) pour tout z € X 1i.e. xy est “optimale” pour Xavier,
f(xo,y) < f(xo,y0) pour tout y € Y 1ie. yo est “optimale” pour Yvon.

Le couple (xg, 7o) est donc un point d’équilibre du jeu (ni Xavier, ni Yvon n’ont intérét a changer
leur stratégie si 'autre ne change pas). Le couple (xg,yo) est appelé point selle de la fonction f. On
remarque que réciproquement, s’il existe un point selle, alors le jeu possede une valeur. Notons que
dans le cas du jeu du début de ce paragraphe, le jeu ne possede pas de valeur puisque maxy miny f =
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—1 tandis que miny maxy f = 1. Le résultat d’existence historique est celui de von Neumann. C’est
un corollaire évident de 'exercice 7.3, mais qui peut étre interprété comme un résultat d’existence
d’équilibre. Il se démontre trivialement de fagon directe a 1’aide du corollaire 7.4.2.

THEOREME 8.1.1 (VON NEUMANN (1937))  Soient X C R"™ et Y C R™ deux ensembles convezxes
compacts non vides. Soit f: X xY — R une forme bilinéaire continue. Il existe (xg,70) € X X Y
tel que

min max f(z,y) = f(zo,90) = max min f(z,y).
PREUVE On pose M ={(z,y) e X xY | VY €Y, f(z,y) < f(z,y)} et N={(z,y) € X xY |
Vo' € X, f(x,y) > f(2',y)}. Il est immédiat de vérifier que les hypotheses du corollaire 7.4.2 sont
vérifiées, et un point dans l'intersection de M et de N est un point selle donc un équilibre. |

8.1.3 Le résultat de Nash et les stratégies mixtes

THEOREME 8.1.2 (NaAsH (1950)) Si pour tout i = 1,...,n, X; est un ensemble convexe compact
non vide d’un espace euclidien et u; : X = [[_, Xi — R est une fonction continue qui est linéaire
dans sa iéme variable, alors il existe un équilibre du jeu.

PREUVE 1l suffit d’appliquer le théoreme de Kakutani a la correspondance F' qui est le produit
cartésien des correspondances F; X — X; définies par

Fi(z) = {x; € X | wi(wily) = maxu;(zi[z)}.
AP

7 k3

Un point fixe de cette correspondance est un équilibre de Cournot-Nash du jeu. O

REMARQUE 8.1.1 On peut affaiblir les hypotheses du théoreme en supposant seulement que les fonc-
tions u; : X =[], Xi — R vérifient :

(a) pour tout x € X, y; — ui(x1, ..., Ti 1, Yi, Tix1,-- -, Tn) €St quasi-concave,

(b) x — w;(z) est continue.

Comme on I'a dit précédemment, les jeux méme tres simples ne possedent pas en général d’équi-
libres de Cournot-Nash. En effet, bien souvent I’ensemble des stratégies possibles d'un joueur est un
ensemble discret et ’hypothese de convexité de I’ensemble des stratégies d'un joueur fait défaut. On
va considérer ici le cas le plus simple de stratégies mixtes : le cas ou le jeu initial est fini.

On suppose chaque joueur, dans le jeu initial ((X;), u), possede un ensemble de stratégies finies de
cardinal /;, on note X; = {af,...,a; }. On va modéliser le comportement du joueur 7 en 'autorisant
a jouer au hasard, le joueur i va jouer la stratégie ai, avec la probabilité Ai. Le vecteur \* ainsi défini
est dans un simplexe unité X*. On dit que le joueur joue en stratégie mixte, par opposition & la notion
de stratégie pure si le joueur joue de fagon certaine. Si les joueurs jouent la stratégie (A!,... A\") le
paiement du joueur i sera la moyenne (I’espérance) de son gain. On définit une nouvelle fonction U*

par
12

en
UL A = >N A (. ag).

ki=1  kp=1
Le jeu ((X%),U) est appelé extension mixte du jeu initial. $’il existe un équilibre de Cournot-Nash

de (f( 9),U), on dit que le jeu initial posséde un équilibre en stratégies mixtes.

THEOREME 8.1.3 Sipour tout i =1,...,n, X; est un ensemble fini non vide et u; : X = [, X; —
R est une fonction de paiement , alors il existe un équilibre en stratégies miztes du jeu.
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PREUVE Il suffit de remarquer que 'extension mixte du jeu vérifie de facon évidente les hypotheses
du théoreme de Nash.



Chapitre 9

Distributions

9.1 Espace des distributions

9.1.1 Préliminaires

Dans ce qui suit, €2 est un ouvert non vide de R (tout ce qu’on va écrire peut étre généralisé a R").
Pour toute fonction f: Q@ — R, le support Supp(f) de f est défini par Supp(f) = {z € Q, f(z) # 0}.
On notera Cp°(€2) l'espace des fonctions infiniment dérivables de € dans R et a support compact.
On notera C'*(2) I'espace des fonctions infiniment dérivables de §2 dans R

9.1.2 Quelques résultats de densité

PROPOSITION 9.1.1 Soit 0 < p < 4o00. L’ensemble Cs°(2) est dense dans LP(2) = {f : @ — R
borélienne, [, | f [P< +oo}, au sens de la norme |.||p» définie par || f|lr = ([, | f \p)%.

Une méthode tres utile d’approximation explicite d’'une fonction f est de la convoler par une
approximation de 'unité : nous en rappelons ici le principe.

PROPOSITION 9.1.2 [l eziste une fonction p dans C;°(R) avec supp p C [—1,1] et [ p(x) = 1. Si
on pose py(x) = np(nx) (approzimation de l'unité), si f € LP(R) et si fo(x) = [ f(£)dn(t — x)dt
(produit de convolution de f et ¢), alors f, est infiniment dérivable et converge au sens de la norme
LP vers f.

9.1.3 Définition

Pour tout entier ¢ et tout compact K de 2, on peut définir v, i : Cp°(€2) — R par
¥ € G () vew(9) = sup | oP(x) .

0<k<(, zeK

C’est une semi-norme, mais non une norme : on peut avoir vy i (¢) = 0 alors que ¢ # 0.

DEFINITION 9.1.1 Une distribution 7" sur € est une application linéaire de Cg°(Q2) dans R telle que
pour tout compact K de 2 il existe un entier ¢ et un réel Cx > 0 tel que pour tout ¢ € Cp°(Q)
a support dans K, | T(¢) |< Ck.vpr(¢). L'ordre de la distribution 7' (qui peut étre infini) est le
minimum des entiers ¢ vérifiant la condition suivante : pour tout compact K il existe un réel Cx > 0
tel que pour tout ¢ € Cp°(Q2) a support dans K, | T(¢) |< Ck.vek(¢).
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On notera aussi 7'(¢) =< T,¢ >. Une derniere notation courante (attention : c’est un abus
d’écriture!) qui peut s’expliquer par I'exemple 1 qui suit, est la suivante : T(¢) = [, T(z)¢(x)dz.
Attention, parce que T'(x) n’a pas de sens, sauf quand 7" s’identifie avec une fonction intégrable (voir
exemple 1).

Remarque Voici une autre fagon équivalente de définir ’espace des distributions : on commence par définir la notion de convergence
suivante :

DEFINITION 9.1.2 Soit (fn) une suite de fonctions de Cp°(Q) et f € Cp°(2). On dira que (fn) converge vers f au sens des distributions
s’il existe un compact K tels que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Supp(fn — f) C K.

(2) Pour tout entier k, la suite de fonction fy(lk) converge uniformément sur K vers f()

On peut alors montrer qu’il existe une topologie sur Cp° (22) telle que pour toute application linéaire T de (O (©2) dans R, T est
continue si et seulement si T'(¢x) converge vers T'(¢) pour toute suite (¢) de Cp°(£2) convergeant vers ¢. On note alors D(§2) I’espace
Cp°(€Q) muni de la topologie précédente (c’est I’espace des fonctions tests). L’espace des distributions D’(£2) est alors le dual topologique
de ’espace des fonctions tests D(€2), c’est & dire I’ensemble des formes linéaires continues de D(£2). (Voir [?] p.151 pour une construction

de la topologie précédente.)

Exemple 1 Soit f € L] (), ce qui signifie que f est localement intégrable sur €. Alors on peut

loc
définir la distribution 7' ainsi :

< Ty 6 >= /Q F(o(t)dt

On montre que c’est bien une distribution d’ordre 0, et que par ailleurs ’application qui associe
Ty a f est une injection (Exercice 8.1). Souvent, la distribution T sera simplement notée f (abus
d’écriture pratique). Les distributions de la forme 7 sont aussi appelées distributions régulieres.

Exemple 2 Soit p une mesure positive sur €, telle que pour tout compact K de Q, pu(K) soit fini.
Alors on peut définir la distribution 7}, ainsi :

< T >= [ odu

On montre que c’est bien une distribution.

Exemple 3 Soit @ = R, a € R et T, définie par < T,,¢ >= ¢(a). Alors T, est une distribution,
notée plus souvent d, (c’est un cas particulier de 'exemple 2). Cette distribution n’est pas de la
forme Ty pour f € L},.(Q) (Exercice 8.3).

loc

DEFINITION 9.1.3 On note D'(Q2) 'ensemble des distributions sur €.

9.1.4 Convergence d’une suite de distribution

DEFINITION 9.1.4 On dira qu'une suite de distribution (7},) converge vers une distribution 7" €
D'(Q) si pour tout ¢ € Cp°(R2), la suite < T,,,¢ > converge vers < T, ¢ >. Si f,, est une suite de

fonction de L},.(Q2) telle que la distribution T}, converge vers la distribution 7', on dira simplement

que f, converge au sens des distributions vers f.

Exemple 4 La suite de fonction p,, converge au sens des distributions vers la distribution de dirac
-

9.1.5 Dérivée d’une distribution

DEFINITION 9.1.5 Soit 7' € D'(Q) une distribution. On définit la distribution dérivée T" par
Vo e CR(Q),< T ¢p>=—<T,¢ >.
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On laisse le lecteur montrer que 7" ainsi définie est bien une distribution (voir Exercice 8.4). On
peut définir ainsi pour tout entier k la dérivée k-ieme T*) de T

Si f e L,.(Q), on a vu quon pouvait lui associer une distribution T. Dans le cas ot il existe
une fonction g € L,.(Q) telle que T} = T, on dit que g est la dérivée faible (ou dérivée au sens des
distributions) de f. Sinon, on pourra dire que T]’c est la dérivée au sens des distributions de f (par

abus de langage, alors que c’est plus rigoureusement la dérivée de T).
9.1.6 Multiplication d’une distribution par une fonction
DEFINITION 9.1.6 Soit 7' € D'(Q) une distribution et f € C*°(Q). On définit une nouvelle distribu-
tion fT' par
Vo € C§O<Q)7< fT7¢ >=< T7f¢ >
On peut montrer que 'on définit bien ainsi une distribution (Exercice 8.5).

PROPOSITION 9.1.3 Soit (T,,) une suite de D'(S2) convergeant vers T' € D'(Q2). Alors on a :

a) Pour tout entier k, la dérivée k—iéme de T, converge vers la dérivée k—iéme de T
b) Pour tout f € C>(Q), fT, converge vers fT.

La preuve est laissée en exercice (Exercice 8.6).
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9.2 Exercices

EXERCICE 9.1  Soit f € L} (), ce qui signifie que f est localement intégrable sur €. Soit I'appli-

loc

cation Ty de C;°(€?) dans R ainsi définie :
Vo € CF(Q), < Ty, 6 >= / F(t)o(t)dt
Q

1. Montrer que 7T est bien définie.

2. Montrer que T est une distribution d’ordre 0.

1

3. On veut montrer que l'application qui a tout f € L,

suppose donc Ty = 0.

() associe T est une injection. On

a) Montrer qu’il suffit de montrer que pour tout compact K de €2, on a fijx = 0.
b) Soit donc K compact de €. En utilisant une approximation de I'unité adéquate, montrer que
fixk =0

EXERCICE 9.2  Soit p une mesure positive sur €2, telle que pour tout compact K de €2, u(K) soit
fini. Alors on peut définir la distribution 7}, ainsi :

<To>= [ od
Q
Montre que c’est bien une distribution, d’ordre 0.

EXERCICE 9.3  a) Dans cette question = R. Soit a € R et 7, définie de C;°(§2) dans R par
< Tu, ¢ >= ¢(a). Montrer que T, est une distribution, notée plus souvent 4.

b) Montrer que la distribution dy ne s’écrit jamais sous la forme T} pour f € L .(9).

EXERCICE 9.4  Montrer que la dérivée T” d’une distribution 7" est bien une distribution.

EXERCICE 9.5  Soit T' € D'(2) une distribution et f € C*(€2). Montrer que 1'on définit bien une
distribution f7T' par
Vo € CI;OO(Q)v<fT7¢>:< T, fo>.

EXERCICE 9.6  Soit (7},) une suite de D'(€)) convergeant vers T' € D’(€2). Montrer que l'on a :
a) Pour tout entier k, la dérivée k—ieme de T,, converge vers la dérivée k—ieme de T
b) Pour tout f € C*(Q), fT, converge vers fT.

EXERCICE 9.7  Soit f € L, (Q) et soit T = T} la distribution associée a f. Soit g € C>().

loc
a) Montrer que ¢.TF = T,y.
b) Montrer que si f est de classe C* alors (T})™ = Tju.

EXERCICE 9.8  a) Montrer que pour tout entier k, la dérivée k-iéme de la distribution ¢, est définie
par

Vo € C°(Q),689(9) = (—1)"¢™ (a).

b) Supposons 2 = R. Soit H la fonction de R dans R définie par H(z) =0sixz <0et H(z) =1
si x > 0. Montrer que la dérivée au sens des distributions de H est .

c¢) Supposons §2 = R. Soit g une fonction dans C*>°(Q2) et soit a € R. Montrer que gd, = g(a)d,,
ou J, est la distribution de dirac en a.
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EXERCICE 9.9  Soit f : {2 — R continue a gauche et a variation bornée. Soit ;1 la mesure associée
a f, c’est a dire pfa, b[= f(a) — f(b). Montrer que la dérivée au sens des distributions de f existe, et
est 7).

EXERCICE 9.10  Soit une fonction p intégrable sur R, avec fR p(x) = 1 Montrer que la suite de
fonction p,(x) = np(nz) converge au sens des distributions vers la distribution de dirac do.

EXERCICE 9.11  Pour toute distribution 7" et pour tout h € R, on définit la distribution translatée
7,1 par :

Vo € C°(Q), T (¢) =T(7h 0 @)
ol T_j o ¢ est définie par Vo € R, 7_j, 0 ¢(z) = ¢(x) — h.

Montrer que 7" est la limite (au sens des distributions) de la distribution w quand h
tend vers 0.
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