MAP 411 : Analyse numérique et optimisation
TD2/TP1 (16 novembre 2016)
Différences Finies en temps et en espace
Corrections
Exercice 1

Equation de diffusion-chaleur Soient 7T un réel strictement positif, v > 0 un coef-
ficient de diffusion (unité : m?/s) et u® € C°(R) une fonction donnée 1-périodique. On
s’intéresse a ’équation de la chaleur :

Chercher u : R x [0,7] — R 1-périodique telle que

ou 0?u
— — = 1
T (z,t) Ve (x,t) =0 V(x,t) € Rx]0, T, (1)

u(z,0) =u’(z) Vo eR.
6. Consistance. On suppose u(z,t) suffisamment réguliere pour effectuer les développe-

ments de Taylor.
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On effectue respectivement pour chacun des deux termes un développement de Taylor
a l'ordre 3 en temps en ¢t"*! respectivement ¢", il vient :

ner ,tn+1 —u ZL",tn ou n At 82U n
0 ( J )At ( J ) =0 [8t( Z; t +1> — 7@($]7t +1> +O(At2)
et
ey 7tn+1 —u(x;, t" ou " At 9% n
(1 - gyl )At ™) _(1-p) lat(%”t )5 e it )] +0(A8)

En effectuant le développement & l'ordre 4 en espace des 2 autres termes intervenant
dans 7 il vient :

Us 207t + U 0*u n+1
—v—2 ijz I — Qv 5 2(wj,t+)+O(A:1:)
et _ _ _
no, =200 + U Pu,
—(1 - gt v — L —(1-0)w 0 = (@, ") + O(Ax?)

En regroupant, on obtient :

ou n 9*u n ou n 0*u n
o= QL%@”tH)Lbﬂ@”ﬁHﬂ+ue)6“%i) o)
At 6%u " At 0%u n
> at2( AT 4+ (1 -0) 5 gz (@it ) + O(Az?) + O(At?)
At 0%y " At 0%u n
— = 8152( xj,t +1/2)+O(At) +(1—-0) W (zj,t +1/2)+O(At)]

+O(A2?) + O(A)

At 0%u

= (1-20)— 5 92

(2, "F1/2) + O(A2?) + O(AP)



otl on a noté t"t1/2 = (n + 1/2)At. Le schéma est donc consistant au moins & l’ordre 1
en temps et 2 en espace. Dans le cas ou § = 1/2 il est d’ordre 2 en temps, ce schéma
est appelé schéma de Crank-Nicolson. L’ordre maximal est obtenu si u est de classe C*
en espace et de classe C2 en temps pour 6 # 1/2 et de classe C? en temps pour 6 = 1/2.

7. Stabilité L? du #-schéma par analyse de Fourier. Rappellons le principe de I’étude
de la stabilité L? par analyse de Fourier

(a) Pour tout 0 <n < N — 1, on introduit la fonction @"(z), 1-périodique, constante par
morceaux telle que pour tout 1 < 5 < J:

u"(x) =U} Va E]l‘j_%,l'j+%[

(b) On décompose la fonction @™ (z) en série de Fourier, Vz € [0, 1]
an(x) _ Z QZ €2i7rkac
kEZ
avec Vk € Z

1 .
ayy :/ a"(z) e~ 2k dy
0

(c) On utilise la formule de Plancherel qui relie le produit scalaire dans L?(]0, 1[) au produit
scalaire dans CZ des coefficients de la série de Fourier

1 —
/0 u(x)v(x)dr = Z Uk

kez

pour obtenir les relations entre norme ||.||z dans R’ et norme L? dans C% (on a le

méme résultat pour les produits scalaires associés).
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,% k€
ou on a utilisé la 1-périodicité de @".
(d) On déduit du schéma aux différences finies une relation de la forme ﬂZ“ = Apap
pour tout k € Z. Pour cela on utilise le fait que la transformation en série de Fourier

transforme un opérateur de translation en multiplication par un complexe : soit v une
fonction 1-périodique et § un réel, on note v(. + ¢) la fonction translatée de 9, on a

— 1 . 1+6 X
o +0), = /0 o(@ + 5) e 2T g — /5 o(y) e=2m=) gy

. 146 . . 1 .
— €+2mk5 v(y) e—227rk:ydy _ €+2wrk:6/ v(y) e—Qszydy

. 1) 0
e+2z7rk6,ﬁk

On établit alors la condition pour laquelle |Ax| < 1 pour tout mode k € Z dite condition
de stabilité de Von Neumann.



(e) Sous cette condition, on déduit que pour tout 0 < n < N,

1/2 1/2
1U"]2 = (Zlﬂkl2> < (Z a3 2) = U2

k€ kez

qui assure la stabilité L? du schéma.

Le 6-schéma se réécrit sous la forme, pour tout = € [0,1] :

U™t = B{ BRU" = A°U™,

soit
a"t(x) — a"(z) _ 0 a" (x4 Ax) — 26" (2) + @ (x — Ax)
Al Y Ax?
B (1_0)Vu (x + Az) — 24 (:U)—l—u(x—Ax):O‘

Ax?
En observant que
HTRAT _ 9 4 o7 2TRAT — 9(cos(2mkAz) — 1) = —4sin®(rkAz)
il vient par transformation en série de Fourier pour tout k € Z :
(14 460Co4sin®(rkAzx))aytt = (1 — 4(1 — 0)Cogsin®(rkAx))ay.

D’oil comme 14+460Cog sin?(mkAz) > 1 (ce qui remontre que la matrice BY est inversible)

)

4Cog4sin®(TkAx) 1

Al =1-
k 1+ 40Cogsin?(rkAz) —

La condition de stabilité de Von Neumann s’écrit donc pour tout k € Z, Ai > —1, soit

4Coq4sin?(TkAx) 9
1+ 40Co4sin?(rkAx) —

ou encore

2C04(1 — 20)sin®(tkAz) <1 Vk e Z
Sous la condition 2C0o4(1 — 20) < 1, le critére est vérifié pour tout k. Si 1 — 26 <0, la

stabilité est inconditionnelle. Si 1 — 26 > 0, on a stabilité sous la condition

1
P —
Coi < 5095

soit en utilisant les pas de temps et d’espace

vAt < 1
Az2 = 2(1 - 20)

1
i<
si 5

Quand Az — 0, on a sin?(rkAz) ~ 72k?Az? = m2k*vAt/Coy, et donc Af — AZ’O avec

Am2k2u At

A0 =g
k 1+ 4072k2v At

3



En réécrivant QZH = AZ’OQQ, on obtient le schéma :

Yo U 4 g9r2k20am !+ 4(1 — 0)r2 kAl = 0

qui n’est autre que la discrétisation par un #-schéma en temps de ’équation différentielle
vérifiée par les fonctions 4y (t) coefficients de Fourier de la solution exacte. La condition
de stabilité sur AZ’O est comme Az’o < 1 est toujours vérifiée,

42k AL(1 — 20) < 2

En notant aj, = 472k?v, on étend les résultats obtenus au TD précédent pour les schémas
Euler implicite et explicite a tous les 6-schémas d’Euler : Si 1 — 20 < 0, il y a stabilité
inconditionnnelle (en particulier pour § = 1 Euler implicite) , si 1—26 > 0, on a stabilité
sous la condition :

2
At < ————
- ak(l — 29)
2
(en particulier on retrouve At < m pour 6§ = 0 Euler explicite).

. Convergence en norme L?. On regroupe les résultats de consistance et de stabilité.
On a par récurrence immédiate, e étant nul, d’apres

(BY) et = Bl — At 2)
pour tout 0 <n < N —1,
ntl 0 201" oy k
et= ALY [BI BE} (B1)n
k=0
Donc pour tout 1 <n < N,
n—1
0 n—1—k pb k
le™l2 < At A5~ FIBYll2)n" 2
k=0

Nous avons montré & la question précédente que ||A%||ls < 1 (sous condition CFL si
0 < 1/2). De plus |[B?||2 < 1, en effet si Y = BYX, il vient (I +0Co04B)Y = X et donc
par positivité de B

[Y[2=<Y,Y ><<Y,Y >+ < 0C04BY,Y >=< X,Y >< || X|]2]|Y |2

soit |||z = ||B?X||2 < || X||2. On peut aussi démontrer ce résultat par transformée de
Fourier : 'opérateur B? devient le facteur multiplicatif pour chaque mode k € Z :
1
By = <
(Br)x 1 +40Co4sin?(rkAz) —

Enfin on utilise le résultat de consistance : pour tout 0 < k <n—1

1
2

J
[n¥ll2 = [ D Aznf* | < Cu(At™ + Az?)
j=1
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avec = 1 si 0 # 1/2, a = 2 sinon. On obtient le résultat de convergence, pour tout
1<n<N,
lle™ll2 < TCu(AtY 4+ Aa;Z)

sous la condition 2(1 — 20)vAt < Ax? si § < 1/2 et pour tout At si § > 1/2.
Considérons maintenant la fonction 1-périodique @™. On a pour tout 0 <n < N —1

1 J
~n+1 n+1
/()u*(m)dng Aanj+

j=1

Pour tout vecteur X = (X;)i<j<s € R7 prolongé par périodicité Xog = X et X1 =
Xi,ona

J
Z Xjt1—2X;+Xj1) =< BX,1 >3=< X,B1 >3=0

ol 1 est le vecteur de composantes constantes égales a 1. On en déduit que la solution

du 0-schéma vérifie :
U“+1 ur

j o

On en déduit la conservation de la masse discrete : pour tout 0 < n < N,

/01 " (z) de = /01 @°(z) do = zJ:AxuO(xj)

Jj=1

1
C’est ’équivalent discret du résultat de la question 1, ou on a approché / uO(:U) dx par
0

une somme de Riemann aux noeuds de la grille.
Par ailleurs, pour tout 0 <n < N —1

1
|l @R e = U3
0

et donc par stabilité en norme L? du schéma, pour tout 0 < n < N,

[ e < 00 = 3 Ak

7=1

1
C’est I’équivalent discret du résultat de la question 2, ou on a approché / |u®(z)|? dz

par une somme de Riemann aux noeuds de la grille. De plus comme il existe des nombres
d’onde pour lesquels |A9| < 1 cette décroissance est stricte.



