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Formulation générale

min F(Q).
QcA
@ A - espace formes admissibles, contraintes. Exemples :

classe ouverts réguliers, contrainte de volume/périmétre,
partitions d'un ouvert, etc.

@ F - fonction qui dépend de €. Exemples : Per, volume,
valeurs propres, énergie élastique, etc.
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Exemples

@ Probleme isopérimétrique : minimiser le périmétre a
volume donne — la boule ;

@ La structure hexagonale du nid d'abeille minimise le colit
de construction ;

@ Maximiser le périmeétre a volume donné ?
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Questions?

@ Existence : dépendance de la topologie

@ Unicité : en général non

@ Trouver les formes optimales : trés difficile en général (si
la boule n’est pas optimale...)
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Pourquoi les calculs numériques?

@ on connait pas la forme optimale
@ tester des conjectures;
@ proposer des conjectures;

@ proposer/prouver des nouveaux résultats théoriques;
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Comment représenter une forme?

@ paramétrisation
@ fonction densité

@ ligne de niveau
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Valeurs propres - Laplacien Dirichlet

—Au =)u
u € H3(Q)
Q2 Rayleigh :

Vo|*d
M(2) = min maxM
S«CH(Q) oS¢ [ p2dx

Consequence : \(tQ2) = %)\k(ﬂ).
Monotonie : Q1 C Qp = A(Q1) > A(£22)
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Optimisation spectrale

@ Contrainte de périmétre (Velichkov, de Philippis,
existence + régularité C1*)

e A($)

équivalente (a une homothétie pres) a

min A\, (2) + Per(Q).
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Quelles sont les formes optimales?

@ )\; avec contrainte de volume : la boule (Faber-Krahn)
@ )\, avec contrainte de volume : deux boules identiques

@ \; avec contrainte de périmétre : la boule (Faber-Krahn
+ I'inégalité isopérimétrique).
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@ )\, avec contrainte de périmetre : Q* est un ensemble C*
et sa frontiere ne contient des segments ou des arcs des
cercles (Bucur, Buttazzo, Henrot)

—> motivation étude numérique
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@ Conjecture : 2D, k = 3, contrainte volume : la boule
— Conjecture : 2D, k = 3, contrainte périmetre : la boule
Etudes numériques antérieures :
@ Oudet, contrainte volume 2004;
@ Antunes, Freitas, contrainte volume 2012;
@ Antunes, Freitas, contrainte périmétre 2D et 3D, 2014.
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Premiére méthode

@ en 2D la forme optimale est convexe

Q — p:[0,21) = R;.
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Développement en série de Fourier

p(0) = a0+ > (ax cos(kO) + by sin(kf)).

k=1

@ a,, b, petits tres vite

[M] =

p(0) = pn(0) = a0 + Y (akcos(kf) + by sin(kf))

k=1

Si Qp correspond a py alors

M(@0) = M@ < 20e(B) 3 (el + Il

k>N-+1

(B« est la boule maximale contenu en Q,Qp)
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Calcul du gradient

)\k(Q) ~ )\k(ao, ai, ..., dp, bl, ceey b,,)

Si —Au, = M(Qun, u, € HF ()

o\, 27 ou, 2
- / 6) cos(kb) | 52 (p(6).6) | o6
o\, 2m , ou, 2
T | oG | SGet0).0)| oo
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Optimisation

— algorithme d’optimisation basé sur le gradient (LBFGS)

@ point de départ aléatoire pour éviter les minima locaux;

@ calcul des valeurs/vecteurs propres avec MpsPack
(méthode solutions particuliers);
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Résultats numériques
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Deuxiéme méthode

@ remplacer € par une densité

@ approximer la valeur propre A\(€2) en utilisant une
formulation relaxée avec pénalisation :

—Au+ C(1—p)u= M(p)u
uec H]_(D)

@ approximer le périmétre ...
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"Relaxation” du périmetre

Si u~ yq dans L! alors

1
Per(Q) ~ F.(u) = 5/ Vul® + —/ u?(1 — u)?
D €Jp
dans le sens suivant :

lim min F.(u) — min Per(Q).
6—>0fDu:c ( ) |Q|=c ( )

notion plus précise : ['-convergence.
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Tests numériques - inégalité isopérimétrique

in Per(£).
\QT:T/? er()
Valeur analytique : /7 = 1.3398;
1.3216 1.3276 1.3311 1.3398

e=1/150 £=1/200 e=1/250 &=1/300
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Combiner les deux

M(Q) + Per(Q)
!

1 1
Y (—2(1—90)> + 6/ IVsOIdeJr—/soz(l—sO)ZdX
€ D €Jp
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Calculs numériques

e D =0, 1]? avec une grille uniforme N x N.
@ quadrature + différences finies pour approx périmetre;

@ M\i(p) — [A+ L(1— )] u= Auou A est la matrice
du Laplacien discret;

@ algorithme du gradient;

@ choix initial avec une concentration au centre.;

@ méthode moins précise : double approximation -
périmetre, valeur propre ;

@ on obtient les mémes résultats que avec la premiere
méthode.
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Comparaison Methodes

k | mult. | T-conv | Fourier k | mult. | I-conv | Fourier
1 1 11.55 11.55 11 2 24.62 24.60
2 1 15.28 15.28 12 3 24.76 24.74
3 2 15.75 15.75 13 1 25.98 25.98
4 2 18.35 18.35 14 2 26.46 26.43
5 2 19.11 19.11 15 1 26.91 26.91
6 1 20.09 20.09 16 3 27.27 27.25
7 2 21.50 21.50 17 3 27.37 27.36
8 2 22.07 22.02 18 2 28.66 28.63
9 1 23.21 23.21 19 2 29.09 29.08
10 2 23.58 23.55 20 3 29.54 29.51
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Extension directe en 3 dimensions

®P O
-4 X -
@0 D
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Conclusions

méthode paramétrisation

@ méthode tres précise

@ en forme radiale - applicabilité limité a des formes étoilés
OU CONVEXES ;

méthode densité

@ méthode assez précise ;

@ pas de contrainte topologique ;

@ permet de traiter des problemes de partitions optimales ;

@ la fonction colit nécessite une formulation relaxée.
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