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Plan

@ Objectif : analyse numérique des certains problemes
d’optimisation spectrale (Steklov, Wentzel)

@ Challenge : précis vs rapide !
Problémes :

@ le spectre de |'opérateur Steklov

@ le spectre de I'opérateur Laplace-Beltrami : partitions
optimales sur des surfaces
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Optimisation de formes

a7

@ existence
o régularité
@ trouver explicitement la forme optimale

@ calculs numériques
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Pour Q C R2, assez régulier, simplement connexe on considére

% =ou sur 012,
n

{—Au =0 dans €,

Valeurs propres Steklov :
0=0p < Ul(Q) < UZ(Q) < 0'3(Q) <..— 40

Caractérisation variationnelle :

Vul?d
on(2) =inf  sup M

, n=12 ..
So ues\(0) Joq UPdo

Sn C HH(Q) N { fyq u = 0};
ou(tQ) = %ak(Q).
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Probleme

mij(al,...,ak)

@ F continue et croissante en chaque variable;
e A - contraintes volume/périmétre
G
Exemple : max 0(€2), min
P Q=1 k( )7 Per(2)=1 Z O'/(Q)

I=1

Résultats d’'existence

e Contrainte volume + convexité (B.)

@ Contrainte volume, relaxation (Bucur, Giacomini)
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Formes optimales connues (2D)

e max ox(Q)
Per(Q)=1

k
. 1
(] min =
Per(Q)=1 ; O'/(Q)

° Perr‘?é))x:1 01(2)02(2)

... toujours des disques
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Calculer numériquement - vp Steklov -

FreeFem++ - méthode maillage. Pour avoir une precision
importante il faut une discrétisation fine.

Peut-on étre plus précis, utiliser moins de points dans le
discrétisation et avoir une vitesse de calcul beaucoup plus
importante ?

- —ae
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Méthode des solutions fondamentales

@ Résoudre I'EDP analytiquement a l'intérieur du domaine

@ erreur condition au bord assez petite

Est-ce que avoir une erreur au bord petite implique une erreur
globale petite ?
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Méthode des solutions fondamentales

o ()M, - une famille des points a I'extérieur du domain Q;

@ ¢; - fonctions harmoniques radiales centrées en y; ;

= toute combinaison
u= a1+ ... + andn

est harmonique dans €.
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Condition au bord

= "arranger” («;) tels que
ou
—— ~ ou sur 0fd.

n

o (x;,)N, - une discrétisation du 0Q;

@ on impose les conditions

O B
alW(Xi) 4+ ...+ QNW(XI') =

olorpi(x) + ... + anon(x;)), i =1..N

N
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o ¢j(x) = log |x — y;j| (formule analytique);
o A= (0n0;(x))}, B = (¢(x)],u=(az,....on)";
@ le probleme devient Add = 0Bd/;

@ probléme valeurs propres généralisées : eigs (Matlab)

Le choix des points (x;), (y;) détermine analytiquement les
matrices A et B.
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Choix centres - important

@ Les (x;) on les choisit uniformément sur 9Q (angles ou
longueur d’arc) ;

@ Les (y;) on les choisit sur les normales en (x;) a 022 a
distance 0.1 des (x;).

... limitations de la méthode
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Comparaison FreeFem++

FreeFem++

k MFES 2096 A 33788A | 134898A | 2112904
1 || 0.712751 || 0.714888 | 0.712886 | 0.712785 | 0.712773
2 | 0.940247 || 0.942837 | 0.940411 | 0.940288 | 0.940274
3 || 1.381278 || 1.38874 | 1.38175 1.3814 1.38135
4 || 1.443204 || 1.45137 | 1.44372 | 1.44333 | 1.44329
5 || 3.146037 || 3.15592 | 3.14665 | 3.14619 | 3.14614
6 | 3.443637 || 3.45562 | 3.44438 | 3.44382 | 3.44376
7 || 3.757833 || 3.78642 | 3.75962 | 3.75828 | 3.75812
8 || 3.922822 || 3.95461 | 3.92478 | 3.92331 | 3.92313
9 || 4.274362 || 4.32906 | 4.27774 | 4.27521 4.2749

10 || 4.693207 || 4.75819 | 4.69723 | 4.69422 | 4.69385
t 0.02s 0.81s 6.57s 24.76s 41.61s
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Estimation d’erreur

@ l'erreur numérique semble étre petite ; quantification ?

@ méthode similaire Moler-Payne, vp Laplace-Dirichlet :

Soit Q borné, régulier, qui satisfait

—Au. =0 in
ou,

o =o.u.+f on Q.

avec |lu:||i2@90) = 1 et |||l 2(90) = 0 petit. Alors il existe
k € N* tel que

O — 0O
19 =9 < e ey,
Ok
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12

x 10

e disque : prédiction théorique erreur : 10712, Précision
numérique : 10712

@ en général, on voit que
||anunum - Unumunum||L°°

= 0(1079)
= precision d'ordre 107°,

Beniamin Bogosel
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Cas des formes étoilées

la restriction a ce cas n'est pas trop pénalisante...
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Dérivée de forme - cas radial

p(0) ~ ag + Z a; cos(if) + Z b sin(i0).
i=1 i=1

Dambrine, Kateb, Lamboley, An extremal eigenvalue problem for the Wentzell-Laplace
operator, Section E

G, 2m .
%k / (IV k2 = (202 + 03 ) |k ) (0) cos(i0)do
I 0

0 2 o
3? = / (IVukl?> = (20% + ok H)|uk|*)p(0) sin(i6)do.
i Jo
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Tests numériques - cas étoilé

@ Weinstock, Hersch-Payne

1
@ min ——— réalisé par le disque
; Ui(Q)’Q’%

1
@ min ; P N (o] réalisé par le disque

o max Q|2 [[1_, 0i(RQ) réalisé par le disque

1
@ min ——— réalisé par le disque, ou A a la
; 0;()[Q|2
propriété : 1 € A2k e A=2k—1¢€ A
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Steklov - contrainte aire

—y

o, = 2.91 o3 =4.14 o4 = 5.28

o

.

03 =10.00 o09=1119 o0y9=12.35

o5 = 6.49 o = 71.64

FIGURE : Les maximiseurs pour la k®™¢ vp Steklov sous contrainte
d'aire, k =2,3,...,10.
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Steklov - contrainte volume

- Remplir les trous baisse la valeur propre : si ' est Lipschitz
alors les espaces test S, sont les mémes pour Q et Q\

Joor |Vul?dx Jo [V ul?dx
T 2do = P T do
ves(0} Joauogy U2d0 T ues(o) Jog Udo
@ donc 0,(Q2\ Q) < 0,(Q);
o finalement ¢,(Q\ Q)|Q\ Q*/? < 7,(Q)|Q|/2.
- En conclusion - pas restrictif de chercher les minimiseurs
parmi les simplement connexes (contrainte volume)

- Contrainte périmétre - on sait que le minimum n'est pas
atteint parmi les simplement connexes
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Steklov - contrainte aire + convexité

OO O O

o1 =1 0, =287 03=386 o0,=456 o05=5.61

OO ORORE

J0g — 6.24 o7 = 7.43 og — 7.99 09 — 9.15 Jg10 — 9.75

FIGURE : Formes convexes d'aire 1 qui maximisent la k™ vp

Beniamin Bogosel Optimisation spectrale et solutions fondamentales 21



Probleme Wentzell

—Au=0 dans €,
—BA;u+ Ou, = ou  sur OS).

@ A, est le Laplacien Beltrami;

@ adaptation méthode solutions fondamentaIeS'

@ on utilise la formule : Au = A,u+ 7—[8” an2

@ les mémes solutions fondamentales, avec la condition au
bord

> l(BH +1)0u¢s + 802051 = 0 Y ;.
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Resultats

numeriques - Wentzell

A1 A2 A3 g As
I \ \/ \,,/

S =0 ~— : | J
B=0.1 oo LS
g=05| " | = N |

N \ “\‘
B — 100 \ \. /
101 101 402 402 903
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Laplacien Beltrami

Objectif : étudier les partitions (;)7_, de S? :

min(ALE(Q1) + ... + ALE(,)).

@ vérification des conjectures théoriques l
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Approche solutions fondamentales

—A;u =ou sur$?
—Au =0 dansB;’

On utilise la décomposition

ou  0%u
Au= A, U+/H% TR

82
ou 8_nz = (D?u.n).n.
@ Solutions fondamentales : ¢;(x) = 1/|x — y;|.

@ Condition au bord

S gy + G =0 Nty
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Exemple points source/évaluation

i**

*;g*
Kok

*
%jk

¥
*k
*

& F #y
% ¥
* sk % K
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Précision ?

- dépendance de r (distances entre points source et la sphere)

10 X
. 10
absolute error - 162 points — absolute error - 642 points
-2
10 10
4
3, 10 3, 10°
5
10 10
10° 10"
1 15 2 25 3
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Autres exemples

- coupe verticale d'angle 27 /3 ou triangle triple rectangle

— MFS - 817 points
exact value

3.82

3.8

3.76

3.74

3.72

1.3 14 15 16 1.7 18 19 2 2.1

LB
4

&,

— MFS - 817 points

12.08
exact value

12.07
12.06
12.05
12.04
12.03
12.02
12.01

12

11.99
11 1.2 13 1.4 15 1.6

Quoi faire pour des sous-ensembles généraux de la sphere ?

J
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Formulation avec pénalisation

~A;u+ C(1 - p)u=ou sur S?

@ Méthode utilisée par Bourdin, Bucur, Oudet pour étudier
les partitions spectrales dans le plan :

e B., Velichkov, cas multiphase

o)
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Discrétisation

maillage de la sphere : les points d’'évaluation (x;);

probleme discrete :
(K + Cdiag(1 — ¢)M)u = o Mu,

@ K : matrice contenant les termes Beltrami

dp; | P
S+ S0

(H

@ M : matrice contenant les valeurs des fonctions
fondamentales ¢;(x;).

e p €[0,1]V : la phase.
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Condition + projection

e Condition partition
o1+ ...+, =1

@ Projection sur la contrainte

ol )
N, = | =—— | -
(P)iz (Ej:1’90j| i1
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Calculs

Beniamin Bogosel

Elliott, Ranner (2014) :
B. (2015) : n € {3,4,5, ..., 24,32},

pour n < 16 solutions fondamentales;;

ne{3,4,5,6,7,8,16,32}.

pour n > 16 éléments finis;
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Approche - fonctions densité

4
8 1 .
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Arcs geodesiques

@ Les ensembles qui forment la partitions sont proches des
polygones géodésiques
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Optimisation - polygones géodésiques

o008
UL L
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Quelques remarques

@ en général on a les mémes résultats que Elliott et Ranner;

@ pour n = 16 on a 4 hexagones congruentes et 12
pentagones congruentes (plausible, structure symétrique) ;
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La question des géodésiques

@ Oui pour n € {3,4,6,12}
@ Non pour n =11 et n > 13 (Gauss-Bonnet)
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Autres formes

S
3

Beniamin Bogosel

&
S
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Variations

min Z()\fB(Q,-) + aAire(2;)).

Y

- on peut étudier des partitions sur des autres formes
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Questions ouvertes

@ quels sont les partitions optimales pour n = 3,4,6,127
Conjecture : partition réguliere

@ peut-on lier le probleme de "circle packing” sur la sphere
au probleme spectral, via le probleme multiphase ?

SoAL
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Merci |

Beniamin Bogosel
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