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Valeurs propres - Laplacien Dirichlet

—Au = )u
u € H3 ()

Rayleigh :

2d
M(2) = min maxM
ScCH(Q) oS¢ [ ¢ dx

Consequence : A\((tQ) = 5M(Q).
Monotonie : Q1 C Qp = A(Q1) > Me(22)
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Optimisation spectrale

Contraintes :
@ Contrainte de volume dans une boite |D| avec |D| < oo
(Buttazzo, Dal Maso, 1993)

min  A\(Q)
Q=1,2cD

@ Contrainte de volume (Bucur 2011)
in A\ (Q
ain A8
@ Contrainte de périmetre (Velichkov, de Philippis 2012,
existence + régularité C1*)

Pe:'?fll?:l )\k(Q)

équivalente (a une homothétie pres) a
min A\ (2) + Per(Q).
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Quelles sont les formes optimales ?

@ )\; avec contrainte de volume : la boule (Faber-Krahn

1921)
/ VaP > / Va2
Q Q*

@ )\, avec contrainte de volume : deux boules identiques
(Krahn, Szego)

@ )\; avec contrainte de périmetre : la boule (Faber-Krahn
+ I'inégalité isopérimétrique).

@ )\, avec contrainte de convexité n'est pas I'enveloppe
convexe de deux disques (Oudet, Henrot). La frontiere
contient deux segments paralléles.
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@ )\, avec contrainte de périmeétre : Q* est un ensemble C*
et sa frontiere ne contient des segments ou des arcs des
cercles (Bucur, Buttazzo, Henrot)

Donc I'enveloppe convexe du forme optimale pour le volume
n'est pas optimale pour le périmétre.
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Numériquement, 2D, k =3 — la boule est optimale pour la
contrainte de volume et donc pour le périmétre aussi. On n'a
pas encore une preuve théorique.

Etudes antérieures :

@ Oudet, contrainte volume 2004
@ Antunes, Freitas, contrainte volume 2012
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Premiére méthode

@ en 2D la forme optimale est convexe

@ en général la forme optimale est connexe

Q — p:[0,21) = R4
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Développement en série de Fourier

p(0) = a0+ > (ax cos(kO) + by sin(kp)).

k=1

@ a,, b, — 0 tres vite, donc on peut approximer
N
p(0) = pn(0) = ap + Z(ak cos(kf) + by sin(k))
k=1

En pratique, N = 20 suffit pour cette probleme et si
Qn — py alors

M(@) = M@ < 20e(B) 3 (el + bl

(B« est la boule maximale contenu en Q, Q)
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Calcul du gradient

)\k(Q) ~ )\k(ao, ai, ..., dp, bl, ceey b,,)

Si —Au, = M(Qun, u, € HF ()

o\, 27 ou, 2
- / 6) cos(kb) | 52 (p(6).6) | o6
o\, 2m , ou, 2
T | oG | SGet0).0)| oo
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Optimisation

— algorithme du gradient

@ point de départ aléatoire pour éviter les minima locaux;

@ calcul des valeurs/vecteurs propres avec MpsPack ;
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Résultats numériques
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Différences - contrainte volume

@ contrainte volume — A\, (Q2*) (k > 2) est multiple et la
multiplicité est croissante

@ contrainte périmetre —> A\ (2*) est simple pour
k =2,6,9,13,(157)
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Conditions d'optimalité

® A\ simple: Q. =1£(Q), V= %FE’E:O

d)\k(Q) . (9uk 2

1 - 2
— a l'optimum on a (%) = cH (la courbure

on
moyenne)

@ )\, multiple : on trouve une famille (¢;)7; C Ei tel que
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Conséquences

@ pour A\i5(Q2*) on a A3 = Ay = 26.88 et
A15 = 26.91

‘ ’ @ on pourrait croire que \15(2*) est triple;
P 2
@ ona (ﬂ) =cH
on

@ donc A\;5(2*) semble &étre simple.
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Deuxiéme méthode

Q, 5 Qsi
Rq,(f) — Ro(f) in Hy(D), ¥f € HY(D).

Probléme : on peut construire un suite (£2,,) des ouvertes qui y
converge vers une mesure qui ne correspond pas a un
quasi-ouvert
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Cioranescu-Murat exemple
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Q C [0, 1]* ouvert
Cn = Uf,jzl B(ﬁ; J;a rn)

Ay=Q\GCy rn=e"" ¢c>0.

—Au, = f dans A,
u, € H3(A,)

Alors u, — u dans H}(Q) ou u
satisfait

—Au+ Zu=fdans Q
u e H} Q).
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On peut définir en général pour ;1 une mesure capacitaire
(cap(B) = 0 = p(B) = 0) la solution de

—Au+pu="f
u e H(D)N L3(D, p)

y-convergence

o 5 1 Ry (F) = Ru(F) in HY(D), ¥f € H™(D)

En pratique f = 1 suffit.

Ru(1) = Ru(1) in H3(D) = o "+ pu.
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On peut définir également Ax(u) :

—Au+ pu = M(p)u
u € Hi(D)N L3(D, p)

et on a
pn =+ = Aepn) = Me(p)-

Monotonicité :
p> v = M) = M(v).
Si Q C D on a \(2) = A¢(00qc) ou

0 si cap(ANQ°) >0

+00  sinon

Qe (A) = {
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Comparaison calcul valeurs propres

ORI

(1,0.1,0,0,0,0.4,0)

(1,0,0,0,0,0,0)

(1,0,0.2,0,0,0,0.1)

(1,0.2,0,—0.2,0,0,0.1)

error error error error
1 0.0033 1 0.0081 1 0.0143 1 0.0114
2 | 0.0088 2 10.0034 2 10.0072 2 10.0135
3 10.0088 3 10.0259 3 10.0048 3 10.0269
4 10.0336 4 10.0094 4 10.0518 4 10.0169
5 1 0.0008 5 10.0186 5 10.0029 5 10.0425
6 | 0.0203 6 | 0.0046 6 | 0.0453 6 | 0.0461
7 10.0287 7 10.0483 7 10.0518 7 10.0329
8 | 0.0287 8 | 0.0537 8 | 0.0088 8 | 0.0396
9 |1 0.0360 9 |0.0264 9 | 0.0569 9 |10.0643
10 | 0.0360 10| 0.0131 10 | 0.0874 10 | 0.0837
erreurs absolus : erreur relative : ~ 1073.
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Q<+ ¢:D—]0,1]
M(Q) — —Au+ C(1 — ¢)u = A\u avec C >> 1.

@ utilisée par Bourdin, Bucur, Oudet pour étudier les
partitions qui minimisent la somme des valeurs propres;

@ B., Velichkov, étude numérique des problemes
multiphases pour valeurs propres.
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Per(Q) — ¢ ([, [VolPdx + 2 [, (1 — ¢)?dx)
@ utilisée par Oudet pour étudier les partitions qui
minimisent la somme des périmetres en 2D et 3D.

LIE
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Combiner les deux

() +  Per(Q)
1

1
M(C(1—))dx + 8/ |V|?dx + g/ ©*(1 — )?dx
D D
Connexion entre C et €7
lim C, = +o0.
e—0

On peut prendre C. = 1/e.
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Pour ¢ fixé on peut trouver ¢. € H'(D) qui réalise :

. 1—yp 2 1/ 2 2
A d Veo|2dx + = 1—¢)%d
o k( . X)+€/D\ plodx + - Dw( ) dx

Quand ¢ — 0 on veut que

¢. — Xq dans L}(D),

ou 2 minimise
Ak () + Per(92).
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[ -convergence

Soit F., F : X — [0,00], ou € > 0 et X est un espace
métrique.

On dit que F. -converges vers F si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

(L1) Pour chaque u € X et chaque suite (u.) tel que u. — u
dans X on a
liminf F.(u.) > F(u)
e—0
(LS) Pour chaque u € X il existe une suite (u.) tel que u. — u
dans X et
limsup Fo(u:) < F(u)

e—0
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Propriétés

(i) La l-limite F est toujours semi continue-inférieurement
sur X ;

(ii) La l-convergence est stable pour des perturbations
continues;

(iii) Si F. I'-converges vers F et v. est un minimiseur pour F.
sur X alors chaque point limite de (v.) est un minimiseur
de F sur X.
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Théoreme de Modica-Mortola

D c RN borné, ouvert.

/D {€|VU|2 + §u2(1 — u)2] dx ue HY(D),(fyu=c)

+0o0 sinon

Fe(u) =
B %Per(Q, D) wue BV(D;{0,1}),Q = u_l(l),(fDu: c)
Flu) = +00 sinon

Théoreme Modica-Mortola
F. I-converge vers F dans la topologie L!(D).
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Résultat I'-convergence

J. - LY(D) — [0, +0]

A (1 “de) +
c ) si o € HY(D)
) = +€/ IledeJr—/soz(l—sO)de
D €Jp
+o0 sinon

J: YD) — [0, +o0]

+0o0 sinon

o) = {Ak(Q) +1Per(Q) sip=x(Q) e BV(D,{0,1})

Théoreme

J. —L5 J dans la topologie de L1(D).
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Difficultés

@ pour C > 0 fixé on a C(1 — ¢.)dx — C(1 — p)dx, mais
nousona C = C;

of. 3 FetG - GAF.+G - F+G;

@ (LI) marche;

@ (LS) non : on doit trouver le méme suite qui réalise la
limite dans (LS).
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Preuve (LI)

Si (p.) — ¢ dans L*(D) avec liminf. o J.(¢) < +oc alors :

@ Modica-Mortola = ¢ = yq avec Per(2) < +o0, i.e.
Xxa € BV(D,{0,1}).

1- €
o —Aw. + 14 w. =1, w. € HY(D).
€

+o00 Q°
> 00Qqe.
>0 Q

° uez—l_f’stLw:{
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Preuve (LS)

@ Réduction a des ensembles C* (niveaux de xq * p:);

@ On utilise le méme suite que dans la preuve de
Modica-Mortola avec

1 Q
0 =140 (Q+ B.)°
€ [0,1] sinon

@ donc coge > lim._g 1‘;"5 > 00(Q+B.)°

@ Ae(2) > M) > (2 + Be)
(*] Iim5_>0 )\k(Q + BE) = )\k(Q)
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Calculs numériques

D = [0,1]? avec une grille uniforme N x N.
@ quadrature + différences finies pour Modica-Mortola;
e (BE2dx) — [A+ (1= )] u= Au;
algorithme du gradient;
choix initial aléatoire = k boules;

résolue si on met une concentration plus forte au centre.

e 6 6 ¢ ¢

méthode moins précise : double approximation -
périmetre, valeur propre;

@ on obtient les mémes résultats que avec la premiere
méthode;
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Comparaison Methodes

k | mult. | Fourier | densité
1 1 11.55 11.55
2 1 15.28 15.28
3 2 15.75 15.75
4 2 18.35 18.36
5 2 19.11 19.11
6 1 20.09 20.09
7 2 21.50 21.50
8 2 22.02 22.07
9 1 23.20 23.21
10 2 23.55 23.58
11 2 24.60 24.64
12 3 24.74 24.76
13 1 25.98 26.02
14 2 26.44 26.50
15 1 26.91 26.93
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Extension directe en 3 dimensions

®PO
=4 X -
@0Dd
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Conclusions et perspectives

@ méthode numérique basée sur [-convergence — moins
précise, mais donne les mémes résultats;

on peut passer assez facilement en 3D ;
on ne maitrise pas |'erreur;

on n'a pas de garantie de convergence;

on doit augmenter la precision en 3D ;
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