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Ç�ÈlÉdÊ;ËjÌxÍ�Ê�Î�Ï�Ð(Ê;ÑJÒ`ÓÔËjÌoÕ8Ò�ÖY×FË;Ø%×xÓGÓÔÙpÊnÙJËnÒ�Ú¸ÌxÙJÐlÍjÑJÒ�ËnÉ�ÛpÒ}ÉdÜ¸ÝxÐ8ÉTÊnÙlÛpÜ¸Ò�É�ÞBß!à�á!â8ÌoÐlÛ�ãà�á�ä<Ç
ÌoËnÒ�ÉdÊ;ÙlÛpå6Ü¸ÐJÝ(æG×BÉ;É;Ü°ÈlÚ°Ò�Ü°Õ8æJËn×�çxÒ�Õ(Ò�ÐBÊnÉY×oÓ.Ên×B×FÚ¸É!ÌoÐGÛ"Õ8Ò�ÊnÑJ×pÛJÉYÓÔ×xËYÊ;ËjÌ�èTÒ�Í�Ê;×FË;å8×xæJÊ;Ü¸Õ(Ü¸é�Ìoê
Ê;Ü¸×xÐ.ë\ì>ËjÌ�èTÒ}ÍqÊn×xËnå"×xæpÊnÜ°Õ8Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ�×oÓ�ËnÒVÙlÉnÌoÈlÚ°Ò�Ú²ÌoÙlÐlÍjÑ�çxÒ�ÑJÜ¸ÍVÚ°Ò'í4ä�îFïð�Ü¸É�Ì�çxÒ�Ë;å�Í�×xÕ8æJÚ¸Ò�ñ
ÊnÌxÉ;ØOÍVÌoÚ¸Ú¸Ü°ÐJÝ"ÓÔ×xË<Ì�çFÒVËjÉ;ÌoÊ;Ü¸Ú°Ò_Ên×6×xÚ�ÞlÖ�ÑJÜ²ÍjÑDÉ;ÑJ×xÙJÚ²ÛOÈNÒ�ÌoÈlÚ°Ò%Ên×�ÌxÛlÛpË;Ò}É;É�êYÒVÜ°Ê;ÑlÒVË_ÉdÜ¸Õ ÙJÚ°ÊnÌoê
ÐJÒV×FÙlÉdÚ¸å�×xË`É;ÒVælÌxËnÌoÊ;ÒVÚ¸å(êvÌxÉnÍ�ÒVÐBÊ`ÌoÐlÛ�Ë;Ò�ÒVÐBÊ;Ënå8Ê;ËjÌ�èTÒ}ÍqÊ;×FË;å(æJÑlÌFÉdÒ}ÉVë6Ï�Õ8æJËn×�çxÒ�Õ(Ò�ÐBÊ!ÍVÌxÐ"ÈNÒ
Õ8ÌFÛpÒ_Ü°Ð�ÍV×xÕ8ælÌoËnÜ²Éd×FÐ"Ö�Ü¨ÊnÑOÒ�ñpÜ¸ÉdÊ;Ü¸ÐJÝ8Õ8Ò�ÊnÑJ×pÛJÉ�ÌoÐlÛ�Ê;×6×FÚ¸É`ËnÒVÝBÌoËjÛpÜ°ÐlÝ Ü²É;É;ÙJÒ�É�É;ÙlÍjÑOÌxÉYÊ;ÑlÒ
ÝxÚ¸×xÈlÌxÚ�æJË;×pÍVÒ�ÉnÉdÜ¸ÐJÝ�×oÓ�ÌxÉnÍ�Ò�ÐFÊ�ÌxÐlÛ©Ë;Ò�ÒVÐBÊ;Ënå{æJÑlÌFÉdÒ}ÉVÞ�×FË�ÉdæNÒ�ÍVÜ¨òNÍ�Í�×xÐGÉTÊnËnÌxÜ°ÐBÊnÉ_×xÓ!ËnÒVÒ�ÐBÊ;Ënå
æJÑlÌxÉ;Ò�É�ëVÏ�Ð�Ê;ÑJÜ²É0ÍV×xÐBÊ;ÒVñ6Ê�Þ@Ì`òlËjÉTÊ�ÍVÌoÐGÛpÜ¸ÛlÌ�Ê;ÒvÓÔ×xË0Ì<ÐJÒVÖÃ×FæpÊ;Ü¸Õ8Ü°é}Ì�ÊnÜ°×FÐ%Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ%Ü²É�Í�ÙJËnË;Ò�ÐBÊ;Ú¸å
ÈGÒ�Ü°ÐJÝ%ÉdÊ;ÙlÛJÜ°Ò}Û�ëxì`ÑJÜ²É�Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ(Ü²É�ÌoÐ8ÌxÛJÌxæpÊ;Ò}Û�Ü¸ÐFÊnÒVËnÜ°×FË�æG×FÜ°ÐBÊvÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕOÞ�ÌxÉnÉ;×6ÍVÜ¸ÌoÊ;Ò}Û%Ö�Ü¨ÊnÑ
Ìä�ÙJÐJÝxÒVê¡ó_ÙJÊdÊnÌ_ÛpÜ²ÉnÍ�ËnÒ�Ê;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ8É;ÍjÑlÒVÕ8Ò`×oÓlÊnÑJÒ�×xæJÊ;Ü¸Õ8ÌxÚJÍ�×FÐFÊnË;×FÚpæJËn×xÈJÚ¸ÒVÕOë�Ï�Ð�Ê;ÑJÜ²É�ælÌxæGÒ�Ë
ÖYÒ�Ö�Ü°Ú¸Ú�ÓÔ×6ÍVÙlÉ×xÐ�ÊnÑJÒ(æJË;Ò}ÉdÒ�ÐBÊnÌ�ÊnÜ°×FÐ{×oÓ�Ê;ÑJÒ8ä�óôÕ8Ò�ÊnÑJ×pÛ�Ê;×�ÙlÉ;ÒxÞGÊ;ÑJÒ(ÒVËnËn×xË<Ò}ÉTÊnÜ°Õ�ÌoÊ;Ü¸×xÐ
ÌoÐlÛ(ÊnÑJÒ<Õ8Ò�É;Ñ"ËnÒ�òlÐlÒVÕ8ÒVÐBÊ�æN×xÚ¸Ü¸ÍVå Ên×�ÙlÉ;Ò<Ü¸Ð�×xËjÛpÒVËvÊ;× ÑGÌ@çxÒ�ÌoÐ�×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚNÍ�×xÕ8æJÚ¸Ò�ñpÜ°ÊTå(ÌxÐlÛ
Ê;ÑJÒ�ÐOÌ�Ó4ÌFÉTÊ<ÌxÚ°ÝF×xËnÜ¨ÊnÑJÕOë ^vRj«N��Qq§¨£@�6W Í© ¬Bwxw Å bn�Jf�^
ó_ÒVå6ÖY×FËnÛlÉVÎJã�æpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ>ÍV×xÐBÊ;Ën×xÚ�Þpõ<Ü²ÉnÍ�ËnÒ�Ê;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ.ÞJì0ËjÌ�èTÒ�Í�Ê;×FË;Ü¸Ò�É�ÞpÇ`ÒVËn×FÉ;ælÌxÍVÒ�Ê;ËjÌ�èTÒ}ÍqÊn×xËnÜ°Ò}ÉVë
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ÐBÙlÕ(Ò�Ë;Ü²ÍVÌxÚoÕ8Ò�ÊnÑJ×pÛJÉ.ÓÔ×FË>×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚFÍV×xÐBÊ;Ën×xÚxæJË;×FÈJÚ¸ÒVÕ�ÉVù
ÖYÒ%ËnÒ�ÓÔÒ�Ë�Ê;×Dí2ú!Ò�ÊdÊjÉVÞ0û�üFüxýFð�ÓÔ×FË�Ì�É;ÙJË;çFÒVå"×xÓ�ÐBÙlÕ(Ò�Ëdê
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Ü¸Í�ÌoÚ�×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ.Í�×FÐBÊ;Ën×xÚ�ëJã�ÙlË!Õ8×xÊ;Ü¸ç@ÌoÊ;Ü¸×xÐ�Ü¸É!ÊnÑJÒ%ÐJÒ�Ò�Û
×oÓ�ÈNÒ�Ê;Ê;ÒVË�ÌxÚ°ÝF×xËnÜ¨ÊnÑJÕ�É_ÓÔ×xË(×xæpÊnÜ°Õ8Ü¸éVÜ¸ÐJÝ{ÊnËnÌoèTÒ�Í�Ê;×xËnÜ¸Ò�É
ÓÔ×xË8ËnÒVÙlÉnÌoÈJÚ¸Ò�Ú¸ÌxÙJÐlÍjÑ çFÒVÑJÜ²Í�Ú¸Ò�ÉOí2ä�îxï_ðqÞ�Ö�ÑJÒ�Ë;ÒOÉ;ÒVçBê
ÒVËjÌoÚ�ælÌoÊ;ÑlÉ�ÌoËnÒ�Ên×ÃÈGÒ�×FæpÊ;Ü¸Õ8Ü°é�Ò�Û ÉdÜ¸Õ ÙlÚ¨ÊjÌoÐJÒ�×xÙlÉ;Ú°åFë
Ï�ÐlÛpÒ�Ò�Û�Þ`ÓÔ×FË�ä�îFïvÉOÜ¸Õ(ælË;×�çFÒVÕ8ÒVÐBÊnÉ'ÌoËnÒDÐJÒ�Ò�ÛpÒ}Û Ü¸Ð
ç�ÌoËnÜ°×FÙlÉ�òlÒ�Ú¸ÛlÉ<×xÓ�×FæpÊ;Ü¸Õ8Ü°é}Ì�ÊnÜ°×FÐøÎGÜ¸Ð�ÊnÜ°Õ8Ò ×xÓ�ÍVÌxÚ¸ÍVÙpê



Ú¸ÌoÊ;Ü¸×xÐ.Þ�Ü¸Ð%ælÌoÊ;Ñ�Í�×FÐlÉdÊ;ËjÌoÜ¸ÐFÊ\ÊnË;Ò}Ì�Ê;Õ8Ò�ÐFÊ>ÌxÐlÛ_Ü¸Ð%ÝxÚ¸×xÈlÌxÚ
Ê;ËjÌ�èTÒ�Í�Ê;×FË;Ü¸Ò�É!Õ8Ü¸ÉnÉ;Ü°×FÐ'ËnÒ�É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ>ë
Ï�Ð{Ê;ÑlÜ¸ÉælÌxæGÒ�Ë�Ö!Ò�ÍV×xÐlÍVÒVÐBÊ;ËjÌ�ÊnÒ�×xÐ�ÊnÑJÒ8ÉTÊnËnÌoÊ;ÒVÝFåO×oÓ
Ë;ÒVòlÐJÒVÕ8Ò�ÐFÊ�×xÓ0ÊnÑJÒ�ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�Ì�ÊnÜ°×FÐ�Õ8Ò�É;Ñ.ë
� Ò`ÍjÑJ×6×FÉ;ÒYÌxÐ�Ü°ÐBÊnÒVËnÜ°×FË>æN×xÜ¸ÐFÊ�ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑlÕ)ÌFÉ;É;×pÍ�Ü²Ì�ÊnÒ�Û
Ö�Ü¨ÊnÑDÌ"ä�ó
ÛpÜ²ÉnÍ�ËnÒ�Ê;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ�ÉnÍjÑJÒVÕ8Ò�×xÓ�Ê;ÑJÒ�×xæpÊnÜ°Õ�ÌoÚ
Í�×xÐBÊnË;×FÚælË;×FÈJÚ°Ò�ÕOë�ì`ÑJÒøä�ó Õ8ÒVÊ;ÑJ×pÛÄÖ�Ü°Ú¸Ú�ÈNÒøÛpÒ�ê
ÊnÌoÜ¸Ú¸Ò�Û÷Ü¸Ð���ÌoË;ÊDûxë!ì`ÑJÒVÐ ÖYÒ©ÍjÑJ×6×FÉ;ÒOÊ;× Õ8Ü¸ÐJÜ¸Õ(Ü¸éVÒ
Ê;ÑJÒ{Ð6ÙJÕ�ÈGÒ�Ë�×xÓ_æN×xÜ¸ÐBÊnÉ�×xÓ_Ê;ÑJÜ²É�ÛpÜ²ÉnÍ�ËnÒ�Ê;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ´ÓÔ×xË
Ê;ÑJÒ<òlËnÉdÊ�Õ8×xÕ8Ò�ÐFÊY×oÓ�×xæpÊnÜ°Õ8Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ�æJËn×pÍ�Ò�ÛJÙJË;ÒFÞFÌxÐlÛ
Ö�ÑJÒVÐ)Ö!ÒÃÝxÒ�ÊDÍVÚ°×BÉdÒ�ËOÊ;× ÊnÑJÒ É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ.Þ<ÖYÒÃËnÒ�òlÐlÒ
Ê;ÑJÒ"Õ8Ò}ÉdÑÃÜ¸ÐÃ×xËjÛpÒVË_Ên×{ËnÒ�ÌxÍjÑ Ê;ÑlÒ�Éd×FÚ°ÙJÊ;Ü¸×xÐÃÌxÉ�Ó4ÌxÉdÊ
ÌxÉ�æG×BÉ;É;Ü°ÈlÚ°ÒFë�Ç<Ð ÒVËnËn×xË Ò}ÉTÊnÜ°Õ�ÌoÊ;Ò�Ü¸É Ê;ÑJÒ�Ð ËnÒ��BÙJÜ¸ËnÒ�Û
ÌoÐlÛ Ì"ËnÒ�òlÐJÒ�Õ8ÒVÐBÊælË;×pÍ�Ò}ÛpÙJËnÒ Ü²É<ÐlÒVÒ�ÛJÒ�Û�Ên×6×lë���ÌoË;Ê
� ×oÓ_Ê;ÑlÜ¸É�ælÌoæNÒVË'Ö�Ü°Ú¸Ú<æJËnÒ�É;ÒVÐBÊ"ÊnÑJÜ²É�ÌxÉ;æNÒ�ÍqÊ'×oÓ_Ê;ÑJÒ
Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ�ë���Ü¸ÐlÌoÚ¸Ú¸å÷ÖYÒ³Ö�Ü¸Ú°Ú%ÌoælæJÚ°å ×xÙJËOÕ8Ò�ÊnÑJ×pÛ Ên×
ÌoÐôÌxÉnÍ�ÒVÐBÊ©Ê;ËjÌ�èTÒ}ÍqÊ;×FË;å)×xÓ�ÌoÐôÌxÍ�ÌxÛpÒ�Õ8Ü¸Í æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕ
Ü°ÐlÉ;æJÜ¸Ë;Ò}Û�ÓÔËn×xÕôÊnÑJÒ_ï�ÒVÐBÊ;ÙJËnÒ%âBÊnÌxË`ÍV×xÐlÍVÒVæpÊ}ë � Ò_ÒVÐGÛ
Ö�Ü¨ÊnÑ�Ð6ÙJÕ8Ò�Ë;Ü²ÍVÌxÚ�Ò�ñpæGÒ�Ë;Ü¸Õ8ÒVÐBÊnÉ�ë
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ì>×�Í�×FÕ8æJÙpÊ;ÒÊnÑJÒ%Éd×FÚ°ÙpÊnÜ°×FÐ'×xÓ>ÊnÑJÒ�Í�×FÐFÊnÜ°Ð6ÙJ×FÙlÉ!×xæpÊnÜ¨ê
Õ8ÌxÚ°Ü°ÊTå8Í�×xÐGÛpÜ¨ÊnÜ°×FÐ"Ö!Ò<ÐJÒ�Ò�Û8Ên× ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸éVÒ�ÊnÑJÒVÕOë � Ò
ÑlÌ@çxÒ_ÍjÑJ×FÉ;ÒVÐ'Ê;ÑlÒ�ä�ÙJÐJÝFÒ�ê�ó_ÙpÊdÊjÌ�Õ8ÒVÊ;ÑJ×pÛ�ë

uxs±u)]0«NW�§±¦���¯0hjR�mGW2QnR�¯0�omN�8�q��¦<«N¯°UjhVW2§4h�§±mGW¡U¡£xQ;��W�§4R�m
Ï�Ð ×xËjÛpÒ�Ë>Ên×_ÍVÒVË;Ê;Ü°ÓÔå_Ê;ÑJÒ`×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ¸Ü¨ÊTå%Ö!ÒYÑGÌ@çxÒvÊn×ÍV×xÐpê
ÉdÜ²ÛpÒVË Ýx×6×pÛ ÍV×oê�ÉTÊjÌ�Ê;Ò8Ö�Ü°Ê;ÑøÌ�ÍV×xÐBÊ;Ën×xÚ¸Ú°Ò}ÛDÒ�Ë;Ën×xË}ë � Ò
Ö!ÌxÐFÊ Ê;×DÍjÑJ×6×BÉdÒ8ÊnÑJÒ'ä�ó ÍV×BÒ��"Í�Ü¸ÒVÐBÊnÉ(Éd×OÊnÑlÌ�Ê�Ê;ÑJÒ
Ü°ÐBÊ;Ò�ÝxËjÌ�ÊnÜ°×FÐ ÑlÌxÉOÌ æJËnÒ�ê�ÛpÒ�ÊnÒVËnÕ(Ü¸ÐJÒ}Û ×xËjÛpÒ�Ë�Þ`Ö�ÑJÜ²ÍjÑ
ÍjÑlÌoËjÌxÍ�Ê;ÒVËnÜ¸éVÒ�É�Ê;ÑJÒ�Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ�� ÉæJËnÒ�Í�Ü²É;Ü°×FÐ.ëGì`ÑJÒ(×xËjÛpÒ�Ë
×oÓ%Ê;ÑlÒ Õ8Ò�ÊnÑJ×pÛ Í�ÌoÐ ÈNÒ ÌFÉ;É;Ò�ÉnÉdÒ}Û´ÓÔË;×FÕ Ê;ÑJÒ³Í�×6Ò�Ó±ê
òGÍ�Ü¸ÒVÐBÊnÉ'ÊnÑJË;×FÙJÝxÑ Ò��BÙlÌoÊ;Ü¸×xÐlÉOÍVÌxÚ°Ú¸Ò�Û��T×FËnÛJÒVËOÍ�×xÐGÛpÜ¨ê
Ê;Ü¸×xÐlÉ��jë
Ï�Ð©ÑlÜ¸É_ælÌxæGÒ�Ë�í���ÌoÝFÒVË}Þ ������� ð��<ÌoÝFÒVË%ÝFÜ°çFÒ�ÉÒ�ñpæJÚ¸Ü¸ÍVÜ¨Ê
Í�×xÐGÛpÜ¨ÊnÜ°×FÐlÉ%íÔÙlæ'Ên×8×xËjÛpÒVË!ÓÔ×xÙlËjð�ÓÔ×xË�×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ¸Ü¨ÊTå"É;åpÉTê
Ê;ÒVÕ�É8ÛpÒ�Ë;Ü¸ç6Ü°ÐJÝ{ÓÔË;×FÕ ä�ÙJÐJÝFÒ�ê�ó_ÙpÊdÊjÌDÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ
×oÓ�Ê;ÑlÒ'ÉdÊnÌ�ÊnÒ"Ò��BÙlÌoÊ;Ü¸×xÐ.ë�ì`ÑJÒ�×FËnÛJÒVË ÍV×xÐlÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐGÉ%ÓÔ×xË
�<ÌoÝFÒVË�� É'ælÌxËdÊnÜ¨ÊnÜ°×FÐJÒ�Û ä<ó#Õ8Ò�Ê;Ñl×6ÛlÉ�Í�ÌoÐ ÈGÒ³Í�×FÕ�ê
æJÙpÊ;Ò}Û È6å ÐJ×oÊnÜ°ÐlÝøÊ;ÑGÌ�Ê�ÊnÑJÒ�É;ÒDÕ8ÒVÊ;ÑJ×pÛJÉOÌoËnÒDÉ;å6Õ�ê
æJÚ°Ò}ÍqÊnÜ¸Í�í��<ÌoÜ¸ËnÒVË�ÌoÐlÛ � ÌoÐJÐlÒVË}Þ�û�üxü��Fð�ë
ßY×xÐlÉ;Ü¸ÛJÒVËÃÊnÑJÒ÷ÓÔ×xÚ¸Ú¸×�Ö�Ü°ÐJÝ)ÙJÐGÍ�×xÐGÉTÊnËnÌxÜ°ÐJÒ}Ûª×xæpÊnÜ°Õ�ÌoÚ
Í�×xÐBÊnË;×FÚNælË;×FÈJÚ°Ò�Õ Î







Min Φ(y(T ));
ẏ(t) = f(u(t), y(t)), t ∈ [0, T ];
y(0) = y0.

(P )

Ï�ÐlÛpÒVÒ}Û�Þ.ÊnÑJÒ�Ü¸ÐFÊnÒVËnÜ°×FË%æG×FÜ°ÐBÊ Õ8ÒVÊ;ÑJ×pÛp×FÚ°×FÝxå{ËnÒ�ÛpÙGÍ�Ò�É
Í�×xÐGÉTÊnËnÌxÜ°ÐJÒ}Û³×xæpÊnÜ°Õ�ÌxÚ`ÍV×xÐBÊ;Ën×xÚYæJËn×xÈJÚ¸ÒVÕ Ê;×©ÙJÐlÍV×xÐpê
ÉTÊnËnÌxÜ°ÐJÒ}Û ×xÐlÒ�É�í2ÉdÒ�Ò � Ë;Ü¸ÝxÑBÊÄÜ°Ð í � Ë;Ü¸ÝxÑBÊ�Þ©û�üFü! pù
� ËnÜ°ÝFÑBÊ�Þ ����� ûxù � Ë;Ü¸ÝxÑBÊ�ÌxÐlÛ#"BÌoËnË;ÒFÞ�û�üxüFüJùlî0ÌoÙJËnÒVÐBÊ;ê
ïvÌoËnÜ°Ð U�W���¯¸s Þ �$����% ð;ðqë

��Ü°ËjÉTÊ`×xËjÛpÒ�Ë�ÐJÒ}Í�Ò�ÉnÉnÌoËnå�×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ¸Ü¨ÊTå"ÍV×xÐlÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐGÉYÌxË;Ò�Î














ẏ(t) = f(u(t), y(t)),

ṗ(t) = −fy(u(t), y(t))
T p(t),

p(T ) = Φ′(y(T )), y(0) = y0,

0 = fu(u(t), y(t))T p(t).

(OC)

� Ò�ÑlÌ@çxÒ�Ê;×�Ü¸ÐBÊ;ÒVÝFËnÌoÊ;Ò�Ì&��ÌoÕ8Ü¸Ú¨Ên×xÐJÜ²ÌoÐ"É;åpÉTÊnÒVÕªÊ;ÑlÌoÊ
ÍVÌxÐ(ÈNÒ�ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸éVÒ}Û È6å Ì_ælÌxËdÊnÜ¨ÊnÜ°×FÐJÒ�Û(ä�ÙJÐlÝxÒ�ê�ó_ÙpÊ;ÊnÌ
Õ8Ò�Ê;Ñl×6Û.Þ�ÈJÙpÊ�Ö!Ò©Í�ÌoÐ ÌxÚ¸É;× ÛpÜ¸ÉnÍ�ËnÒ�ÊnÜ°é�ÒDÊnÑJÒ³Ü°ÐlÜ¨ÊnÜ¸ÌxÚ
æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕ ÌxÐlÛ'Ê;ÑJÒ�ÐOÖY×FË;Ø�×FÐ�ÊnÑJÒ�ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ò_×xÐJÒFë







































Min Φ(yN);

yk+1 = yk + hk

s
∑

i=1

bif(uki, yki),

yki = yk + hk

s
∑

j=1

aijf(ukj , ykj),

y0 = y0.

(DP )

� Ò(×xÕ8Ü°Ê
k = 0, . . . , N − 1, i = 1, . . . , s

ë�Ç�Ó±Ê;Ò�Ë
Éd×FÕ8ÒÌxÚ°ÝFÒVÈJËjÌoÜ²Í<ÍV×xÕ8æJÙpÊjÌ�Ê;Ü¸×xÐ�ÌoÐlÛ"Ê;ÑJÒ_Ñ6å6æG×xÊ;ÑJÒ}ÉdÒ}É
×oÓ
bi 6= 0

í2ÉdÒ�Ò�í��<ÌoÝFÒVË}Þ ������� ðdð�ÖYÒ(Ò�ñJÌFÍqÊ;Ú¸åO×xÈpÊjÌoÜ¸Ð
ÌDÉ;æGÒ}Í�Ü°òGÍ"ÛpÜ²ÉnÍ�ËnÒ�Ê;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐÃ×xÓ�Ê;ÑJÒ�Í�×xÐBÊnÜ°Ð6ÙJ×FÙlÉ%×xæJÊ;Ü°ê
Õ�ÌoÚ¸Ü¨ÊTå�Í�×xÐGÛpÜ¨ÊnÜ°×FÐlÉ

(OC)
Î























































































yk+1 = yk + hk

s
∑

i=1

bif(uki, yki),

yki = yk + hk

s
∑

j=1

aijf(ukj , ykj),

pk+1 = pk + hk

s
∑

i=1

b̂ify(yki, uki)
T pki,

pki = pk + hk

s
∑

j=1

âijfy(ykj , ukj)
T pkj ,

0 = fu(yk, uk)T pk,

0 = fu(yki, uki)
T pki,

y0 = y0, pN = Φ′(yN ).
(DOC)

� ÑJÒVËnÒ�Î
b̂ = b

ÌoÐlÛ
âij =

bibj − bjaij

bi

ÓÔ×xË�ÌoÚ¸Ú
i, j
ë

ì`ÑJÜ²É0æGÌoË;Ê;Ü°Ê;Ü¸×xÐJÒ}Û%ä�ó÷Õ8Ò�ÊnÑJ×pÛ%ÑlÌoælæGÒ�ÐlÉ0Ê;×<ÈNÒYÉ;å6Õ(ê
æJÚ¸Ò�ÍqÊnÜ¸Í Î(í��<ÌxÜ°ËnÒVËDÌxÐlÛ � ÌoÐJÐJÒ�Ë�Þ�û�üFü��JÞ�ì`ÑJÒV×FË;Ò�Õ
' ë �Fð�ë�Ï�Ð÷ælÌxËdÊnÜ¸ÍVÙJÚ¸ÌxË�Ê;ÑlÒ�ÓÔ×xÚ¸Ú°×�Ö�Ü¸ÐJÝøÛpÜ²ÌoÝFËnÌxÕ ÍV×xÕ(ê
Õ ÙpÊnÒ�É�ÞJÖ�ÑJÒ�Ð�Ö!Ò_ÙlÉ;Ò�ÊnÑJÒ�ÌoÈN×�çxÒ_ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ.ë

(P )

ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ
−−−−−−−−−−→ (DP )×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ¸Ü¨ÊTå

Í�×FÐlÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐlÉ




y

×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ¸Ü¨ÊTå
ÍV×xÐlÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐGÉ





y

(OC)

ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ
−−−−−−−−−−→ (DOC)

(D)

â6ÒVÒ�Ê;ÑJÒ�æJË;Ò}ÉdÒ�ÐBÊnÌ�ÊnÜ°×FÐO×oÓvä�ÙJÐJÝFÒ�ê�ó_ÙpÊdÊjÌ�ÌoÐlÛ�É;å6Õ(ê
æJÚ¸Ò�ÍqÊnÜ¸Í!Õ8Ò�ÊnÑJ×pÛJÉ�Ü°Ð Ê;ÑJÒ`ÈN×6×xØpÉYí��<ÌxÜ°ËnÒVË U�W���¯°s Þ �����!� ù
�<ÌxÜ°ËnÒVË UVW!�o¯°s Þ>û}üxü % ðqë
ì`ÑJÒ�×FËnÛJÒVË

r′
×oÓ�ÊnÑJÒ'ÉnÍjÑJÒ�Õ(Ò

(DOC)
Ü¸É�Ò��BÙlÌxÚvÊn×

Ê;ÑJÒ<×xÐJÒ
r
×oÓ

(DP )
Ü°Ó
r ≤ 2

ÞoÈJÙJÊ�Õ�Ì@å ÈNÒ�ÉdÕ�ÌoÚ¸Ú¸ÒVË�Ü°Ó
r > 2

ë$��ÌoÝxÒ�Ë�ÝxÜ¸çxÒ}É>ÊnÑJÒ`ÓÔ×xÙlËvÌxÛJÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐGÌoÚlÍV×xÐlÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐGÉ
ÓÔ×xË�ÑlÌ@ç6Ü¸ÐJÝ

r = r′
Ö�ÑJÒ�Ð

r = 3
ÌoÐGÛ

4
ë

��Ü°ÐlÌxÚ°Ú¸å©ÖYÒ"×FÈpÊnÌxÜ°ÐÃÌ{É;Ò�Ê�×oÓ`ÐJ×xÐpê¡Ú¸Ü°ÐJÒ}ÌoË�Ò��BÙlÌ�ÊnÜ°×FÐlÉ
Ê;×øÉ;×xÚ¸çxÒFë�Ï�Ð ×FËnÛpÒ�Ë8Ê;×ÃÉ;×xÚ¸çxÒ�Ê;ÑJÒ}ÉdÒOÒ��FÙGÌ�Ê;Ü¸×xÐGÉVÞ�Ö!Ò



Ö�Ü°Ú¸Ú\ÙlÉdÒÌ�ÍVÚ¸ÌFÉ;É;Ü²ÍVÌoÚNõ<×FÝxÚ¸ÒVÝ�Õ8ÒVÊ;ÑJ×pÛDí2ÉdÒ�Ò(í¡ßY×xÐJÐ U�W
��¯°s Þ �$����� ð;ðqë

� ë`á�ä�ä�ãä)Ç<à�Ç<î!�_âpÏdâOÇ<à<õ �áYâ �
ä�á ��ÏTà�á �á�à<ì

� ÑJÒVËnÒ�ÌFÉ³×xæpÊnÜ°Õ�ÌoÚ�Í�×FÐFÊnË;×FÚ"Éd×xÓ±ÊTÖ!ÌxË;Ò}É³Í�×xÕ8Õ8×xÐlÚ°å
ÌxÍjÑJÜ¸ÒVçFÒ�ÒVËnËn×xË Ò}ÉTÊnÜ°Õ�ÌoÊ;Ü¸×xÐ ×FÐ æJËnÜ¸Õ8ÌxÚ³ç@ÌxË;Ü²ÌoÈlÚ°Ò}É
Ö�Ü¨ÊnÑJ×xÙpÊ÷ÍVÌxË;Ü¸ÐJÝ�ÌxÈG×FÙpÊ÷ÛpÙlÌoÚOÉdÊnÌ�ÊnÒªí2ÉdÒ�Ò+í2úYÒVÊdÊjÉVÞ
�$��� û}ð;ðqë � Ò³ÉdÑJ×�Ö ÑlÒVËnÒDÑJ×�Ö%Þ!Ö�Ü¨ÊnÑ Ì´Édå6Õ8æJÚ¸Ò�Í�Ê;Ü²Í
Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ�Þ.Ê;×OÒ�ÉdÊnÌxÈJÚ°Ü²É;Ñ©Ì�ËnÒ�òlÐJÒ�Õ8ÒVÐBÊ%æG×FÚ°Ü²Í�å{Ü¸Ð©Ê;ÑJÒ
Ë;Ò}Éd×FÚ°ÙpÊnÜ°×FÐ'ælË;×pÍ�Ò}É;É!Ö�Ü°Ê;Ñ{Ì(Ýx×6×pÛ'ÒVËnË;×FË!×FÐ�Í�×oê�ÉdÊnÌ�ÊnÒ
ÌoÐlÛ�Ê;ÑJÒ�Ð�ÌÍ�ÒVË;Ê;Ü°òGÍ�Ì�Ê;ÒY×oÓl×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ¸Ü¨ÊTåFë@Ï�ÐlÛpÒVÒ}Û�Þ@Ú¸ÌxË;ÝFÒ
ÒVËnË;×FËv×xÐ�Ü¸ÐBÊ;ÒVÝFËnÌoÊ;Ü¸×xÐ�×xÓ�Ê;ÑJÒÍ�×oê�ÉdÊnÌ�ÊnÒ�Í�×FÙJÚ¸Û"Ú°Ò}ÌxÛ8Ên×
Í�×xÐBÊnË;×FÚ�ÉdÊ;ËjÌ�ÊnÒVÝxå�ÊnÑlÌ�Ê_Ü¸ÉÓ4ÌxË<ÓÔËn×xÕ ÈNÒVÜ¸ÐJÝO×xæJÊ;Ü¸Õ8ÌxÚ2ë
ì`ÑJÜ¸É!ÌoÐGÌoÚ¸å6É;Ü²ÉvÜ²ÉVÞ6ÑJ×�Ö!ÒVçFÒVË}ÞoË;Ò}ÉTÊnË;Ü²ÍqÊnÒ�Û8ÓÔ×FË�ÊnÑJÒ�Ê;Ü¸Õ(Ò
ÈGÒ�Ü°ÐJÝ8Ên×8ÙJÐlÍ�×FÐlÉdÊ;ËjÌoÜ¸ÐJÒ�Û'æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕ�É�ë
ì`ÑJÒVÐ.ÞYÖYÒ�ÑGÌ@çxÒ�Ê;×øÉ;×xÚ¸çxÒ{ÌÃÉ;Ò�Ê"×xÓ_Ò��BÙlÌ�ÊnÜ°×FÐlÉ8×xÈpê
ÊnÌoÜ¸ÐJÒ}Û�È6å"ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ�×xÓ>ÊnÑJÒ_×xæpÊnÜ°Õ�ÌoÚ¸Ü°ÊTå"Í�×xÐGÛpÜ¨ê
Ê;Ü¸×xÐlÉ�ë.ú!ÙpÊ�Þ\ÊnÑJÒ"ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�Ì�ÊnÜ°×FÐ{æJËn×pÛpÙlÍ�Ò}É%ÌoÐ ÒVËnË;×FË
Í�×xÕ8ælÌxË;Ò}Û�Ö�Ü°Ê;Ñ"ÊnÑJÒÒ�ñJÌxÍ�Ê`É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ>ë!�×FË;Ò�×�çxÒ�Ë�Ê;ÑJÒ
ÐJ×xÐpê¡æNÒVË;ÓÔÒ�ÍqÊ�à�ÒVÖ`Ên×xÐ%ËnÒ�É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ_ÝFÒVÐJÒ�ËnÌoÊ;Ò�É�ÌxÐJ×oÊnÑJÒVË
ÒVËnË;×FË�Í�×xÕ8ælÌxË;Ò}Û©Ö�Ü¨ÊnÑ³Ê;ÑJÒ�É;×xÚ¸ÙpÊnÜ°×FÐ.ë>Ï�Ð³ÊnÑJÜ¸É ælÌoË;Ê�Þ
ÖYÒ�Ö!×xÙJÚ²ÛÚ°Ü¸ØxÒ�Ên×<ÌoÐGÌoÚ¸åBé�Ò�Ê;ÑJÒ�ÛJÜ¸ÉdÊnÌxÐlÍ�Ò�Ên×`Ê;ÑJÒ�Ò�ñJÌxÍ�Ê
Éd×FÚ°ÙpÊnÜ°×FÐ�Ü¸Ð�×xËjÛpÒ�Ë�Ê;×%Ø6ÐJ×�Ö Ö�ÑlÒVÐ8ÖYÒ�ÑGÌ@çxÒ!Ê;×%ËnÒ�òlÐlÒ
Ê;ÑJÒ Õ8Ò�É;Ñ+ÛpÙlË;Ü¸ÐJÝ Ê;ÑJÒ ËnÒ�É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ�ælË;×pÍ�Ò}É;É Ö�ÑJÜ¸Ú°Ò
Õ(Ü¸ÐJÜ¸Õ8Ü°é�Ü°ÐJÝ8ÊnÑJÒ�Í�×FÕ8æJÚ°ÒVñpÜ¨ÊTå"×xÓ>ÊnÑJÒ�ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕOë
� Ò_ÉdÑl×xÙJÚ²Û"ÐJ×xÊ;Ü²Í�Ò�Ê;ÑlÌoÊ`Ê;ÑJÒÐ6ÙJÕ ÈNÒVË`×oÓ0×xæNÒVËjÌ�Ê;Ü¸×xÐGÉ
Ì�Ê"Ò�ÌFÍjÑ Ü¨ÊnÒVËjÌ�Ê;Ü¸×xÐ´×oÓ�à<ÒVÖ`Ê;×FÐ Ü¸É�ælË;×FæG×FËdÊnÜ°×FÐlÌoÚ`Ên×
Ê;ÑJÒ%Ð6ÙJÕ�ÈGÒ�Ë�×oÓ�ÛpÜ¸ÉnÍ�ËnÒ�ÊnÜ°é}Ì�ÊnÜ°×FÐ�æN×xÜ¸ÐFÊjÉVë

¬Bs±uøc�U � W�R�m{¦�UVW±�lR��'��mN����§²�VhVQ;UVW2§��}��W�§4R�m
¬Bs±uxs±uFs%c U � W¡Rom ¦�UVW±�lR�� ßY×xÐlÉ;Ü¸ÛJÒVË�ÊnÑJÒ�ÓÔ×FÚ°Ú¸×�Ö�Ü¸ÐJÝ
ÐJ×xÐpê¡Ú¸Ü°ÐJÒ}ÌoË�Ò��FÙGÌ�Ê;Ü¸×xÐ'Ê;×�ÈNÒ É;×xÚ¸çxÒ}Û�Ö�Ü°Ê;Ñ{Ì8à�Ò�Ö`Ê;×FÐ
Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ Î

G(x) = 0
ë�ì`ÑJÒOÛpÜ¸ÉdÊnÌxÐlÍ�Ò'ÈGÒVÊTÖYÒ�ÒVÐÃÊnÑJÒ

Éd×FÚ°ÙpÊnÜ°×FÐ
x
ÝxÜ¸çxÒVÐÄÈ6å÷Ê;ÑlÒøà�ÒVÖ`Ên×xÐ)Õ8Ò�ÊnÑJ×pÛ�Þ�ÌxÐlÛ

Ê;ÑJÒ�ÒVñpÌFÍqÊ�É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ
x̄
Õ�Ì@åøÈNÒ�Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ8ÌoÊ;Ò}Û È6å Ê;ÑJÒ

à�ÒVÖ`Ên×xÐ�ÉdÊ;ÒVæ©Î

x− x̄=G′(x)−1G(x) + o(‖x− x̄‖2).
� Ò Í�ÌoÐÂÌFÉ;É;Ò�ÉnÉ©Ê;ÑJÒ ç@ÌxÚ°ÙlÒ ×oÓOÊ;ÑlÜ¸É Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ8ÌoÊ;Ò È6å
Ú°×6×xØ6Ü¸ÐJÝ"Ì�Ê�Ê;ÑJÒ�ËnÌoÊ;Ü¸×�×oÓvËnÒ�ÛpÙGÍqÊ;Ü¸×xÐ�×xÓ�Ê;ÑJÒ�ÐJ×xËnÕ�×oÓ
G
ÌoÓ±Ê;ÒVËvÊ;ÑJÒ�æJËnÒVç6Ü¸×xÙlÉ�à<ÒVÖ`Ên×xÐ�ÉTÊnÒVæ.ë6ã<Ó\ÍV×xÙJËjÉdÒYÊ;ÑlÜ¸É

Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ8ÌoÊ;ÒÜ¸É!Õ8Ò�ÌxÐJÜ¸ÐJÝxÚ¸Ò�ÉnÉvÜ°Ó
G′(x)

Ü²É!ÐJ×oÊ`Ü°Ð6çFÒVË;Ê;Ü¸ÈJÚ°Ò
×xË
x
Ü²É!Ó4ÌoË`ÓÔËn×xÕ

x̄
ë

¬Bs±uxs¸¬6s�¢��6�xhVW�Rj«NW�§±¦8�o¯t§±W��(hjR�m\��§±W�§4R�mJ� � Ò�ÑlÌ@çxÒ!Ên×
Éd×FÚ°çFÒ_ÌxÐOÙJÐlÍ�×FÐlÉdÊ;ËjÌoÜ¸ÐJÒ�Û'×xæpÊnÜ°Õ�ÌxÚ>Í�×FÐFÊnË;×FÚ�æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕ
ÓÔ×xË!Ö�ÑJÜ¸ÍjÑ'ÖYÒ�ÐJÒVÒ}Û�Ên×(É;×xÚ¸çxÒ�ÊnÑJÒ_×xæpÊnÜ°Õ�ÌxÚ°Ü°ÊTå�Í�×xÐGÛpÜ¨ê
Ê;Ü¸×xÐlÉ`×xÓ0ÊnÑJÒ_ÓÔ×xÚ¸Ú°×�Ö�Ü¸ÐJÝ�ÊTå6æGÒ�Î







ẏ = Hp(y, u, p), ṗ = −Hy(y, u, p),
0 = Hu(y, u, p),
0 = F (y(0), p(0), y(T ), p(T )).

íTû}ð

õ<Ò�ÐJ×oÊnÒ
x = (y, p)

ÌxÐlÛ�Ú¸Ò�Ê
φ(x0)

ÈGÒYÊ;ÑJÒ`ÒVñpÌFÍqÊ��l×�Ö
ÌxÉnÉd×pÍ�Ü²Ì�ÊnÒ�Û(Ên×�Ê;ÑlÒ�Ü¸ÐBÊ;ÒVÝFËnÌoÊ;Ü¸×xÐ�×xÓ.Ê;ÑJÒ �<ÌxÕ8Ü°Ú°Ê;×FÐJÜ¸ÌxÐ

ÉdåpÉdÊ;Ò�Õ�ÓÔËn×xÕ
0
Ê;×
T
Þ@ÊnÑJÒ�Í�×FÐFÊnË;×FÚ6ÈGÒ�Ü°ÐJÝ%Ò�Ú°Ü¸Õ8Ü°ÐGÌ�Ê;Ò}Û

È6å8Ê;ÑJÒÜ°Õ8æJÚ¸Ü²Í�Ü°ÊYÓÔÙJÐGÍqÊ;Ü¸×xÐGÉ�ÊnÑJÒV×FË;Ò�Õ
ÌoæJæJÚ¸Ü¸Ò�Û8Ên× ÊnÑJÒ
Í�×FÐlÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐ�Î

0 = Hu(y, u, p)
ëFì`Ñ6ÙlÉ�ÞoÊ;ÑlÒ�ÊTÖ!×%æG×FÜ°ÐBÊnÉ

ÈG×FÙJÐlÛJÌxË;å©ç�ÌoÚ¸ÙJÒ"æJËn×xÈlÚ°Ò�Õ Í�×FÙJÚ²Û³ÈGÒ"Ö�ËnÜ°ÊdÊ;Ò�ÐÃÖ�Ü¨ÊnÑ
F
ÌFÉ_Î

F (x(0), φ(x(0))) = 0.

¬Bs±uFs²~Fs%[ §²��hVQ;UVW2§��}�oW2§4Rom Ç�ÉOÉdÒ�ÒVÐ ÈNÒ�ÓÔ×FË;ÒFÞ�ÉdåpÉdÊ;ÒVÕ
íTû@ð�Ü²É`ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸éVÒ�Û�Ö�Ü¨ÊnÑ'Ì(Édå6Õ8æJÚ¸Ò�Í�Ê;Ü²Í�ä�ó�Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ�ë
ßY×xÐlÉ;Ü²ÛpÒVË0Ê;ÑJÒ!Ð6ÙJÕ8ÒVËnÜ¸Í�ÌoÚ��l×�Ö

φh

×oÓpÊnÑJÒ!ÛJÜ¸ÉnÍ�ËnÒ�ÊnÜ°é�Ò�Û
ÉdåpÉdÊ;Ò�Õ�ë � Ü°Ê;Ñ{ÐJ×xÊnÌoÊ;Ü¸×xÐlÉ<×oÓ

(DOC)
Þ
φh(y0, p0)

Ü²É
Ò��BÙlÌxÚ\Ê;×

(yN , pN)
ë

õ<Ò�ÐJ×oÊnÒ�È6å
h ∈ H

ÊnÑJÒ8ÛpÜ¸ÉnÍ�ËnÒ�ÊnÜ°é}Ì�ÊnÜ°×FÐ.ÞlÖ�ÑJÒ�Ë;Ò
H
Ü¸É

Ê;ÑJÒ�É;Ò�Ê�×xÓ�ÛpÜ²ÉnÍ�ËnÒ�Ê;Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ.ÞJÛJÒ�òlÐJÒ}ÛOÌxÉ!ÓÔ×xÚ¸Ú¸×�Ö�É�Î

[�U��vmG§±W2§4Rom©uFs
H
Ü²É�Ê;ÑlÒ³É;Ò�Ê�×xÓ�æN×FÉ;Ü¨ÊnÜ°çFÒVÚ¸å÷ç@ÌxÚ°ÙlÒ�Û

òlÐJÜ°Ê;Ò�É;Ò��BÙJÒ�ÐlÍ�Ò}É!É;ÙJÕ8Õ8Ü°ÐlÝ�Ên×
T
Þ6Ü2ë Òxù

h ∈ H
Ü°Ó�ÌxÐlÛ

×xÐJÚ¸å�Ü°Ó`Î

• ∃n0 ∈ N
Þ
∀n
Þ
n ≥ n0 ⇔ hn = 0;

•
∑n0

n=0
hn = T.

�J×FË!ä�ÙlÐJÝxÒVê¡ó_ÙpÊ;ÊnÌ�ÊTåBæNÒÕ(ÒVÊ;ÑJ×pÛJÉ�Þ6Ü¨Ê`Ü²ÉYæN×FÉnÉ;Ü°ÈJÚ¸Ò�Ên×
Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ�Ì�Ê;Ò!ÊnÑJÒ`æJË;Ü¸ÐlÍVÜ°ælÌxÚBÊ;ÒVËnÕgÒVËnËn×xË}Þ�Ü�ë ÒFë}Ê;×ÒVç�ÌoÚ¸ÙlÌ�ÊnÒ
Ì(ÓÔÙJÐlÍ�Ê;Ü¸×xÐ

ψh

ÉdÙlÍjÑ�ÊnÑlÌ�Ê%Î

φ(x) − φh(x) = ψh(x) + o(ψh(x)).
í � ð

¬Bs±uFs Å s��.Q;R�¦ �o§²��hVQ;UVW¡UQnUq�VR�¯¨kpW2§4Rom'W�R�WÔ�JU%Un�6�xhVWvhnRoml¤
W2§±mGklR�k6�%�VR�¯¨kpW2§4Rom â6Ü¸ÐlÍ�Ò%ÊnÑJÒ ÒVñJÌxÍqÊ	�l×�Ö

φ
Ü²É�ÐJ×xÊ

Ø6ÐJ×�Ö�Ð.Þ}ÖYÒ!Éd×FÚ°çFÒvÊ;ÑlÒ�ÓÔ×FÚ°Ú¸×�Ö�Ü°ÐlÝ<ÌoæJælË;×@ñpÜ¸Õ8ÌoÊ;ÒvælË;×FÈpê
Ú°Ò�Õ Î

F (xh(0), φh(xh(0))) = 0.
í % ð

õ<Ò�ÐJ×oÊnÒ
F(x) = F (x, φ(x))

Þ
Fh(x) = F (x, φh(x))

Þ
ÌoÐlÛ Ú°ÒVÊ

x̄
Þ
x̄h

ÈNÒYé�ÒVËn×BÒ}É>×xÓ
F
ÌoÐlÛ

Fh

Þ@ËnÒ�É;æGÒ}ÍqÊ;Ü¸çxÒ�Ú°åFë
� Ò%ÑGÌ@çxÒ8Î

Fh(x) −F(x) = ∆h(x) + o(ψh(x)),

Ö�ÑJÒVËnÒ
∆h(x) := −∂2F (x, φh(x))(ψh(x))

ë
à�×�Ö%ÞFÚ°ÒVÊ�ÙlÉvÒ}ÉTÊnÜ°Õ�ÌoÊ;Ò�ÊnÑJÒ<ÛpÜ²ÉTÊjÌoÐlÍVÒ�ÓÔËn×xÕ�ÊnÑJÒ<æN×xÜ¸ÐBÊ
x
Ö�ÑJÒVÐ

Fh(x)
Ü¸É_É;Õ8ÌxÚ°Ú�ÞNÊ;×'Ê;ÑJÒ8É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ

x̄
×xÓvÊ;ÑlÒ

Í�×FÐFÊnÜ°Ð6ÙJ×FÙlÉ`æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕOë

x− x̄=F ′
h

−1
(x)Fh(x) −F ′

h

−1
(x)∆h(x)

+o(‖x− x̄‖) + o(‖∆h(x)‖).

ì`ÑJÒ�æJË;Ü¸ÐlÍVÜ°ælÌxÚ�ÊnÒVËnÕ#ÍVÌoÐ ÈGÒ�ç6Ü°Ò�ÖYÒ}ÛøÌxÉ(ÌDÉ;ÙJÕ ×oÓ
ÊTÖY×�ÍV×xÕ8æG×FÐJÒVÐBÊjÉ_Î

• F ′
h
−1

(x)Fh(x)
Ö�ÑJÜ²ÍjÑ'Ò}ÉTÊnÜ°Õ�ÌoÊ;Ò�É

x− x̄h

ÌxÐlÛ
• −F ′

h
−1

(x)∆h(x)
Ö�ÑJÜ²ÍjÑ'Ò}ÉTÊnÜ°Õ�Ì�ÊnÒ�É

x̄h − x̄
ì`ÑJÒVÐ�Ö!Ò)Í�ÌoÐ Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ8ÌoÊ;Ò Ê;ÑJÒ)Ò�Ë;Ën×xË ÛpÙJÒÄÊ;×ªÊnÑJÒ
à�Ò�Ö`Ê;×xÐ ËnÒ�É;×xÚ¸ÙpÊnÜ°×FÐ ÌxÐlÛ ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�Ì�ÊnÜ°×FÐ.ë"Ï�Ð ÊnÑJÒ
ÐJÒ�ñ6Ê'É;Ò�Í�Ê;Ü¸×xÐ Ö!ÒDÍ�×FÐlÍ�Ò�ÐFÊnËnÌoÊ;ÒO×xÐ´ÊnÑJÒ{ËnÒ�òlÐJÒ�Õ8ÒVÐBÊ
×oÓ�ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸é�Ì�ÊnÜ°×FÐ



¬Bs¸¬ [ §²�Vh�Q;UVW�§����oW2§4RomDQ;U��vm\U�¦�UVmlW
� Ò ÌFÉ;É;ÙJÕ8Ò Ü¸ÐôÊ;ÑJÜ²ÉøæGÌoË;ÊøÊ;ÑlÌoÊøÊ;ÑlÒ Ü¸ÐFÊnÒVÝFËnÌoÊ;Ü¸×xÐ
Õ(ÒVÊ;ÑJ×pÛ ÙlÉ;Ò�Û{Ü²É%Ì

p
×FËnÛpÒ�Ë�Õ8ÒVÊ;ÑJ×pÛ�Þ.Ü�ë ÒxëNÊ;ÑJÒ8Ú¸×pÍVÌoÚ

ÒVËnË;×FË ×xÐ´ÌoÐøÜ¸ÐBÊ;Ò�Ë;ç�ÌoÚ
hk

Ü²É�×xÓ�Ê;ÑlÒ�ÓÔ×FË;Õ
Ckh

p+1

k

ë
��ÒVÐGÍ�ÒxÞ\Ü°Ó�Ö!Ò�É;æJÚ°Ü°Ê_Ê;ÑJÒ(Ü¸ÐFÊnÒVËnç�ÌoÚ

hk

Ü¸ÐBÊ;×
qk
ÉdÙJÈlÜ°Ðpê

Ê;ÒVËnç�ÌoÚ²É>×xÓNÉ;Ü°é�Ò
hk/qk

Þ}Ê;ÑJÒ�Ð ÊnÑJÒ!ÐJÒVÖøÒ}ÉTÊnÜ°Õ�ÌoÊ;Ò!ÒVËnË;×FË
Ü¸É
qkCk(hk/qk)p+1 = q−p

k Ckh
p+1

k

ë �×FË;Ò�×�çxÒ�Ë�Þ\Ö!Ò
ÖY×FÙJÚ¸Û{Ú°Ü¸ØxÒ Ê;×�Õ8Ü¸ÐJÜ¸Õ(Ü¸éVÒ�Ê;ÑlÒ�Ð6ÙJÕ�ÈGÒ�Ë�×xÓvæG×FÜ°ÐBÊnÉ�Ên×
ÌxÛJÛÃÜ¸Ðø×FËnÛpÒ�Ë�Ên×DÑlÌ@çFÒ�ÌoÐÃ×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ`Í�×xÕ8æJÚ¸Ò�ñpÜ°ÊTå³×oÓ
Ê;ÑJÒ ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕOë�Ï�ÐgÊ;ÑJÒ É;Ò��BÙJÒVÚ(Ö!Ò ÙlÉ;ÒøÊnÑJÒ É;ÙJÕ
×oÓ<Ò}ÉTÊnÜ°Õ�Ì�ÊnÒ�Û Ú°×pÍ�ÌoÚ`ÒVËnË;×FËnÉ�ÌxÉ8ÌoÐ Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ�Ì�Ê;ÒO×xÓ�Ê;ÑJÒ
ÝxÚ¸×xÈlÌxÚ(Ò�Ë;Ën×xË}Þ_Ü2ë Òxë

ψh(x)
ë�ì`ÑlÒVÐ.Þ�Ú¸Ò�ÊøÙGÉÃÉdÒVÊÃÊ;ÑJÒ

æJË;×FÈJÚ¸ÒVÕ�×xÓNËnÒ�ÛJÙlÍ�Ü¸ÐJÝ_Ê;ÑlÒ íÔÒ}ÉTÊnÜ°Õ�Ì�ÊnÒ�Ûlð�ÝxÚ¸×xÈlÌxÚpÒVËnË;×FË
Ê;×�Ì�ÝFÜ°çFÒVÐDÊ;ÑJËnÒ�É;ÑJ×xÚ²Û

E
Ö�Ü°Ê;Ñ³Ì�Õ(Ü¸ÐJÜ¸Õ�ÌoÚ�Ð6ÙJÕ ÈNÒVË

×oÓ0ÌFÛJÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐlÌxÚGÊnÜ°Õ8Ò�ÉdÊ;Ò�ælÉVëpì`ÑJÒ_æJËn×xÈlÚ°Ò�Õ
Ö�Ü°Ú¸Ú�ÈGÒÊn×
òlÐlÛ

q = (q1, q2, ..., qN )
Ü°Ð

N
N
×oÓ�Ê;ÑJÒOÓÔ×FÚ°Ú¸×�Ö�Ü¸ÐJÝ

æJË;×FÈJÚ¸ÒVÕ Î

Min
q∈NN

N
∑

k=1

qk;

N
∑

k=1

ek

qp
k

≤ E (INP )

Ö�ÑJÒVËnÒ
ek := Ckh

p+1

k

ë�à�×xÊ;Ò�ÊnÑlÌ�Ê>Ê;ÑJÜ²É.Õ8×pÛpÒVÚ¸Ü¸é�Ì�ÊnÜ°×FÐ
Ü¸É�×FÐJÚ¸å ÌxÉ;å6Õ8æpÊ;×xÊ;Ü²ÍVÌoÚ¸Ú¸å Í�×FË;ËnÒ�Í�Ê8Ü�ë Òxë¸ÞvÜ¨Ó

hk

Ü¸É8Ên×6×
Ú¸ÌxË;ÝFÒxÞBÊ;ÑJÒ%Ò�Ë;Ën×xË`Ü²É`ÐJ×oÊ�×xÓ>ÊnÑJÒ_ÓÔ×xËnÕ

ek/q
p
k

ë

¬Bs²~g]0«NW�§±¦���¯.Q;U��vm\U�¦�UVmlW
Ï�Ð_Ê;ÑJÜ²É.ælÌxËdÊ}Þ�Ú¸Ò�Ê>ÙlÉ0ÉdÚ¸Ü¸ÝxÑBÊ;Ú¸å<ÝFÒVÐJÒ�ËnÌxÚ°Ü¸éVÒ�Ê;ÑlÒvæJËn×xÈJÚ¸ÒVÕ
ÈBå�ÛJÒVÐJ×xÊ;Ü¸ÐJÝ

(IP )
Ê;ÑlÒYÓÔ×FÚ°Ú¸×�Ö�Ü¸ÐJÝ<Ü¸ÐBÊ;ÒVÝFÒVË�æJËn×xÝxËjÌoÕªÎ

Min
q∈NN

N
∑

k=1

qk;

N
∑

k=1

ekf(qk) ≤ E (IP )

Ö�Ü¨ÊnÑ
f : N → R+

Í�×xÐ6çFÒ�ñ�ÌoÐGÛ'ÛpÒ}Í�ËnÒ�ÌFÉdÜ¸ÐJÝlë
ì`ÑJÒ%×xæpÊnÜ°Õ�ÌxÚ�Ë;ÒVòlÐJÒVÕ8Ò�ÐFÊ�ælË;×FÈJÚ°Ò�Õ Í�×FË;ËnÒ�É;æN×xÐlÛJÉYÊn×
f(x) = 1/xp

ë<ã�È6ç6Ü°×FÙlÉdÚ¸åxÞ!Ü°Ó
lim∞ f = 0

ÞYÊnÑJÒVÐ
æJË;×FÈJÚ¸ÒVÕ

(IP )
Ü²É�ÓÔÒ�ÌxÉ;Ü¸ÈJÚ°ÒFë�î.Ò�ÊOÙlÉOÉ;ÑJ×�Ö ÑJ×�Ö Ê;×

Í�×xÕ8æJÙJÊ;Ò_Ê;ÑlÒ_É;×xÚ¸ÙpÊnÜ°×FÐ�×xÓ
(IP )

ë

[�U��vmG§±W2§4Rom{¬Bs î.ÒVÊ.ÙlÉ>ÛpÒVòlÐJÒ�ÊnÑJÒ ¦��V�F§±¦8�o¯F¦���Q�£o§±m\��¯
£F�o§±m g

ÌoÐlÛ Ê;ÑJÒ ¦��V�F§±¦8�o¯�£F�o§±mg§±mN�xUn� kg

Ö�ÑJÜ²ÍjÑ
Ò�ñpæJËnÒ�ÉnÉdÒ}É\Ê;ÑJÒYÕ�Ì�ñpÜ°Õ�ÙJÕ)ÒVËnË;×FË.ËnÒ�ÛpÙlÍ�Ê;Ü¸×xÐ%×FÈpÊnÌxÜ°ÐJÒ}Û
ÈBå'ÌxÛJÛpÜ¸ÐJÝ8×xÐlÚ°å"×FÐJÒ%æN×xÜ¸ÐFÊ}ë � Ò%ÑGÌ@çxÒ8Î

g(q) := max
k

ek (f(qk) − f(qk + 1))
í ' ð

f�¯ £FRoQq§±W±�p¦ uFs ��Ë;Ü¸Õ�ÌoÚ.Ç�Ú¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑlÕ
� E =

k = 1, . . . , N
Ûp×

qk
Î��

1
ë � 5 A�� E =

� K 14/23 ∑N

k=1
ekf(qk) > E

Ûp×
ßY×FÕ(ælÙpÊ;Ò

kg

ÞJÊ;ÑJÒ%Õ�Ì�ñpÜ¸Õ�ÌoÚ�ÝFÌxÜ°Ð�Ü¸ÐlÛpÒ�ñ�ë
qkg

Î��
qkg

+ 1
ë

� 5 A � K 14/23

� Ò"Í�ÌoÐ³ÐJ×�Ö�ælË;×�çFÒ ÊnÑlÌ�Ê%ÊnÑJÜ¸É�ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕ Ú¸Ò�ÌFÛJÉ_Ên×
Ê;ÑJÒ8×xæJÊ;Ü¸Õ8ÌxÚ�Éd×FÚ°ÙpÊnÜ°×FÐ{×oÓ

(IP )
Ö�Ü°Ê;Ñ Ê;ÑJÒ(ÓÔ×FÚ°Ú¸×�Ö�Ü°ÐlÝ

æJË;×FæG×BÉdÜ°Ê;Ü¸×xÐ Î

P!Q;Rj«JR��j§±W�§4R�mÃ~Bs Ç<ÉnÉ;ÙJÕ8Ò (IP )
ÓÔÒ�ÌFÉdÜ¸ÈJÚ¸ÒxÞ`ÊnÑJÒVÐÄÊ;ÑlÒ

ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕ òlÐGÛJÉ©Ê;ÑJÒ÷É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ�×oÓ'ælË;×FÈJÚ°Ò�Õ
(IP )Ö�Ü¨ÊnÑ

O((R + N) logN)
×FæGÒ�ËnÌoÊ;Ü¸×xÐlÉ�Þ0Ö�ÑlÒVËnÒ

R
Ü²É

Ê;ÑJÒ%Ð6ÙJÕ�ÈGÒ�Ë�×oÓ�ÐJÒVÖÄæN×xÜ¸ÐFÊjÉVë

ú!Ò�ÍVÌxÙlÉ;Òv×oÓJÌ �BÙJÒ}ÉTÊnÜ°×FÐ%×oÓJÉ;ælÌxÍVÒ�Ê;ÑJÒ!ÛpÒVÕ8×FÐlÉTÊnËnÌoÊ;Ü¸×xÐ
Ûp×6Ò�É�Ðl×oÊ�ÌoæJæNÒ�ÌxË�×xÐ'Ê;ÑJÜ²É�ælÌxæGÒ�Ë�ë

% ë�Ç � ��î.Ï;ß!Ç�ì`Ï;ãà�ì<ãgÇ�â6ÏTà��_î.á âpì�Ç��á
î>Ç�ö�àß���áYägì�ä�Ç "Fá!ß!ì<ãä �

� Ò ÊnÌxØxÒ Ê;ÑlÒ Ò�ñJÌoÕ8æJÚ¸Ò ×xÓOÌ�É;Ü¸ÐJÝxÚ¸Ò�ê�ÉTÊjÌoÝFÒ ä<îxï�Þ
Ú°Ü¸ØxÒ�Ê;ÑlÒ�ï�Ò�ÐFÊnÙJËnÒâBÊjÌoË�Í�×FÐlÍ�Ò�æpÊ�ë �J×FË!É;Ü°Õ8æJÚ¸Ü°òGÍVÌoÊ;Ü¸×xÐ
æJÙJËnæG×BÉdÒFÞ0Ö!ÒOÍjÑJ×6×FÉ;Ò�Ê;×©Í�×xÐGÉdÜ²ÛpÒVË�Ê;ÑlÒ'æJËn×xÈlÚ°Ò�Õ Ü¸Ð
ÊTÖY×%ÛpÜ¸Õ8ÒVÐlÉ;Ü¸×xÐlÉ�ÞoÖ�Ü°Ê;Ñ�Ì_æGÒ�ËdÓÔÒ}ÍqÊnÚ°å�Ë;×FÙJÐlÛ(ÌoÐlÛ�ÐJ×xÐJê
Ë;×xÊnÌoÊ;Ü¸ÐJÝ%Ò�ÌxËdÊnÑ.ÞoÐJ×xê

J2

ÝFËnÌ@ç6Ü°ÊTå ÌoÐGÛ(ÌxÐ�Ò�ñpæN×xÐJÒ�ÐFÊnÜ¸ÌxÚ
Ì�ÊnÕ(×BÉdælÑJÒVËnÒxëì`ÑJÒ çFÒVÑJÜ²Í�Ú¸Ò Ü²ÉDÒVñpæGÒ}ÍqÊ;Ò}Û)Ê;× Ë;Ò}ÌxÍjÑ
Ì©ÝxÜ¸çxÒVÐ´ÌoÚ°Ê;Ü°Ê;ÙlÛJÒ�Ö�Ü¨ÊnÑ Ì ÝxÜ¸çxÒ�Ð Ñl×xËnÜ°é�×xÐBÊnÌxÚYçFÒVÚ¸×6Í�ê
Ü¨ÊTåFÞ�Ö�ÑJÜ¸Ú¸Ò{Õ8Ü°ÐJÜ¸Õ8Ü°é�Ü°ÐlÝÃÊ;ÑJÒDæJË;×FæGÒ�Ú°Ú²ÌoÐBÊ"Í�×FÐlÉ;ÙJÕ8Ò�Û
ÛpÙJËnÜ°ÐlÝ ÊnÑJÒ Õ8Ü²É;É;Ü¸×xÐ íÔÊ;ÑJÒ Ê;ÑlË;ÙlÉdÊøÌoÐlÛgÊ;ÑJÒ Õ�ÌxÉnÉ
�l×�Ö`ê¡ËnÌoÊ;Ò�ÌxË;Ò�ÍV×xÐlÉdÊnÌxÐBÊjðqë�ì`ÑJÒOÍ�×FÐFÊnË;×FÚ�ç�ÌoËnÜ²ÌoÈJÚ¸Ò"Ü²É
Ê;ÑJÒDæJÜ¨ÊjÍjÑ

θ
Þ�ÌoÐGÛ Ö!Ò�ÌxÉnÉdÙlÕ(ÒOÊnÑlÌ�Ê�ÊnÑJÒOÊ;ÑlË;ÙlÉdÊ"Ü²É

Í�×FÚ°Ú¸Ü°ÐlÒ�ÌoË.Ê;×�ÊnÑJÒvçxÒ�ÑJÜ²Í�Ú¸Ò�� É>Ì�ñpÜ²Éví4É;×`Ê;ÑlÒ�æJÜ°ÊnÍjÑ�ÛpÒVòlÐJÒ}É
Ê;ÑJÒ�ÌxÐJÝxÚ¸ÒÈGÒVÊTÖYÒ�ÒVÐ'Ê;ÑJÒ_ÊnÑJË;ÙGÉTÊ�ÌoÐGÛ"ÊnÑJÒ%ÑJ×xËnÜ¸éV×xÐBÊjÌoÚ
Ì�ñpÜ²Énð�ëBõ�ÒVÐJ×xÊ;Ò

h
Ê;ÑlÒ�ÌoÚ°Ê;Ü°Ê;ÙGÛpÒxÞ

V
ÊnÑJÒ�çxÒ�Ú°×pÍVÜ¨ÊTåFÞ

T
Ü²É

Ê;ÑJÒÊnÑJË;ÙGÉTÊ}Þ
θ
ÊnÑJÒ_æJÜ¨ÊjÍjÑ.Þ

φ
ÊnÑJÒ�Ú²Ì�ÊnÜ¨ÊnÙlÛpÒ%ÌoÐGÛ

α
Ê;ÑlÒ

ÌoÐJÝFÚ°Ò_×xÓ�ÌoÊdÊnÌFÍjØ\ë

~Fs±u P`Q;R	�V¯°UV¦ hj�J�oQ;�xhVW�U�Qq§²�qW�§4hq�
ì�ÌoÈJÚ¸Ò8ûxëJú!×xÙlÐlÛJÌoËnå"Í�×FÐlÛpÜ°Ê;Ü¸×xÐlÉ
����� ��  -( #
����	�� ��$����� � �$�, -( # ����	�� ���$�����

h 0 
��� 250 
�����
φ 0 
�������� � '��
�
V 100 
�������� 7.75 
����������
γ 90 
�������� 0 
��������

ì`ÑJÒ�Ú²ÌoÙJÐGÍjÑJÒVË�Ú¸Ü°Ó±ÊnÉdê�×	�DçxÒ�ËdÊnÜ¸Í�ÌoÚ¸Ú°å�Ì�Ê<ÌoÚ°Ê;Ü°Ê;ÙGÛpÒ�éVÒ�Ë;×Gë
� Ò_É;Ò�Ê�ÌoÐ�Ü¸ÐJÜ°Ê;Ü²ÌoÚNçxÒ�ËdÊnÜ¸Í�ÌoÚ\ÉdæNÒVÒ}Û"×oÓvû �������! Ü°Ð'×xË;ê
ÛpÒVËYÊ;×(Ì@çx×FÜ¸Û8É;Ü°ÐJÝFÙJÚ²ÌoËnÜ¨ÊTå(Ü¸ÉnÉ;ÙJÒ�É�ëBÇ!ÊYÊ;ÑJÒ�ÒVÐlÛ�×oÓ�ÊnÑJÒ
Õ8Ü¸ÉnÉdÜ¸×xÐ>Þ\Ê;ÑJÒ8çxÒ�ÑJÜ²Í�Ú¸Ò(É;ÑJ×xÙlÚ¸ÛDË;Ò}ÌxÍjÑ ÌxÐ ÌxÚ¨ÊnÜ¨ÊnÙlÛpÒ8×oÓ
�	"�� Ø6ÕªÖ�Ü°Ê;Ñ'Ì%ÑJ×xËnÜ¸éV×xÐBÊjÌoÚJçFÒVÚ¸×6ÍVÜ¨ÊTå8Í�×FË;ËnÒ�É;æN×xÐlÛpÜ¸ÐJÝ
Ê;×ÃÊnÑJÒ{Ü¸Ð�èTÒ�Í�Ê;Ü¸×xÐ÷Ü¸ÐBÊ;× ÌÃÍVÜ°ËjÍ�ÙJÚ²ÌoË�×FË;ÈlÜ¨Ê"Ö�Ü°Ê;Ñ÷ÊnÑJÜ²É
ÌoÚ°Ê;Ü°Ê;ÙlÛJÒxë

~Fs±uFs±uxs{¥\�6Qqk6�qW�¾�RoQ;hjU � Ò�ÍjÑJ×6×FÉ;ÒOÌDÕ8×oÊn×xË(Ö�Ü¨ÊnÑ
Í�×FÐlÉTÊjÌoÐBÊ Õ8ÌFÉ;É �l×�Ö ËnÌoÊ;Ò)ÌoÐlÛ ÏTÉdæ>Þ8ÌxÐlÛ ÑJÒVÐlÍVÒ
Í�×FÐlÉTÊjÌoÐBÊ�ÊnÑJË;ÙGÉTÊ}ë0à�ÙlÕ(Ò�Ë;Ü²ÍVÌxÚvç�ÌoÚ¸ÙJÒ�É�Þ0É;ÙJÕ8Õ�ÌoËnÜ°é�Ò�Û
Ü°Ðgì�ÌoÈJÚ¸Ò � Þ�Ü¸ÐlÍ�Ú¸ÙlÛpÒ©Ê;ÑlÒ³Ê;×oÊjÌoÚ_Ü¸ÐJÜ¨ÊnÜ¸ÌxÚ%Õ�ÌxÉnÉ

m0

Þ
ì�ÌoÈJÚ¸Ò � ëJì`ÑJËnÙlÉdÊ<ÍjÑlÌoËjÌxÍ�Ê;Ò�Ë;Ü²ÉTÊnÜ¸Í�É

m0 # 106 
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(T/W )0 # 1.2
q # m0(T/W )0/ ���� 
����%�����

# 2857.1 
����%�����
T # qg0

���� 
�&��
# 1.18107 
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ÉdæNÒ�ÍVÜ¨òGÍ�Ü°Õ8æJÙJÚ²É;Ò�ÏTÉdæ>ÞGÕ�ÌxÉnÉ �l×�ÖÄËjÌ�Ê;Ò
q
ÞJÊ;ÑlË;ÙlÉdÊ

T
Þ

ÌoÐlÛ'Ü°ÐlÜ¨ÊnÜ¸ÌxÚ�Ê;ÑJËnÙlÉdÊdê�Ê;×xê�Ö!ÒVÜ¸ÝxÑBÊ`ËnÌoÊ;Ü¸×
(T/W )0

ë

~Fs±uxs¸¬6s�f<UVQ;R}����m\��¦(§4h>¾�RoQ;hjUq� õ�ÒVÐl×oÊ;Ò!ÊnÑJÒ!ÌxÒVËn×pÛpåBê
ÐlÌoÕ8Ü²Í(ÓÔ×xËjÍ�Ò�É

D
ÌxÐlÛ

L
ÓÔ×xË�ÛpËnÌxÝ�ÌoÐlÛ©Ú¸Ü¨Ó±Ê ËnÒ�É;æNÒ�Íqê

Ê;Ü¸çxÒVÚ¸åxë � Ò%ÑlÌ@çFÒ(Î

D = CDQSref ; L = CLQSref ,Ö�ÑJÒVËnÒ�Ê;ÑJÒ{ÌxÒVËn×6ÛJåBÐGÌoÕ8Ü¸Í�Í�×6Ò���ÍVÜ°Ò�ÐBÊ
CD

ÌoÐlÛ
CLÛpÒVæNÒVÐlÛ©×FÐ³ÌxÐJÝxÚ¸Ò8×oÓ�Ì�Ê;ÊnÌxÍjØ

α = θ − γ
Þ>Ûpå6ÐlÌxÕ8Ü¸Í

æJË;Ò}É;É;ÙJËnÒ
Q := 1

2
ρV 2

ÌoÐlÛ"Ë;ÒVÓÔÒVËnÒVÐlÍVÒ�É;ÙJËdÓ4ÌFÍ�Ò�×xÓ�Ê;ÑJÒ
Ú¸ÌxÙJÐlÍjÑJÒ�Ë

Sref

ë � Ò�ÍjÑJ×6×FÉ;Ò�Î

CL = C0
Lα ; CD = C0

D + kC2
L,Ö�Ü¨ÊnÑ�Ð6ÙJÕ8Ò�Ë;Ü²ÍVÌxÚ�ç@ÌxÚ°ÙlÒ�É!ÓÔËn×xÕ ì�ÌoÈJÚ¸Ò % ë

ì0ÌxÈJÚ¸Ò % ëJÇ`ÒVËn×pÛpå6ÐlÌoÕ8Ü²Í�ÍjÑGÌoËjÌxÍqÊnÒVËnÜ¸ÉdÊ;Ü²ÍVÉ

C0
L # 1.8 k # 0.3

C0
D # 0.13 Sref # 460 
�� 2 �

~Fs¸¬ [ ��mN�o¦�§4h�� RT¾Y«NQnR	�V¯°U�¦
ì`ÑJÒ�ÓÔËnÒVÒ�òlÐlÌxÚFÊnÜ°Õ8Ò

Tf

Ü²É�Ì�ælÌxËnÌxÕ8Ò�Ê;Ò�Ë>×xÓJÊ;ÑJÒ!æJËn×xÈpê
Ú°Ò�Õ�ë � Ò�ÍjÑJ×6×BÉdÒ�Ên× ÍV×xÐlÉ;Ü¸ÛJÒVË Ü°Ê�ÌxÉ ÌxÐ ÌxÛlÛpÜ¨ÊnÜ°×FÐlÌoÚÉTÊjÌ�Ê;Ò(ç�ÌoËnÜ¸ÌxÈJÚ¸Ò�í4Ö�Ü¨ÊnÑ³Ì'Ð6ÙJÚ¸ÚvÛpå6ÐlÌoÕ8Ü²Í�ðqë.ö�ÉdÜ¸ÐJÝ'Ê;ÑJÒ
ÐJ×xËnÕ�ÌoÚ¸Ü°é�Ò�Û Ê;Ü¸Õ8Ò

s = t/Tf

í4ÈGÒ�Ú°×FÐJÝxÜ¸ÐJÝOÊ;×
[0, 1]

ðqÞ
ÖYÒ�Í�ÌoÐ�ÙlÉ;Ò`Ê;ÑJÒ�ÓÔ×xÚ¸Ú°×�Ö�Ü¸ÐJÝ%Ò��BÙlÌoÊ;Ü¸×xÐlÉv×oÓ�Ûpå6ÐlÌoÕ8Ü²ÍVÉ�Î

�
h�
s

= Tf V sin γ,

�
φ�
s

= Tf

V

h + RT

cos γ

�
V�
s

= Tf

[

T

m
cos α −

D

m
− g sin γ

]

,

�
γ�
s

= Tf

[

T

mV
sin α +

L

mV
+

(

V

h + RT

−

g

V

)

cos γ

]

,

�
Tf�
s

= 0.

ì`ÑJÒ÷Í�×FÐFÊnË;×FÚ ç�ÌoËnÜ²ÌoÈJÚ¸Ò
θ
ÌoæJæNÒ�ÌxËnÉ Ü¸Õ(ælÚ°Ü²Í�Ü°Ê;Ú¸å�Ü¸Ð

α
ÌoÐlÛ Ê;ÑJÒ�Ð Ü¸Ð

L
ÌxÐlÛ

D
ë � ÒgÉdÑl×xÙJÚ²Û Ðl×oÊ;Ü²Í�Ò

Ê;ÑlÌoÊ�æJÑ6å6É;Ü²ÍVÌoÚ �BÙlÌxÐBÊ;Ü°Ê;Ü¸Ò�É�ÌxË;Ò�ÉnÍVÌoÚ¸Ò�Û Ü¸Ð©×FËnÛJÒVË%ÐJ×xÊ
Ê;×DÑGÌ@çxÒ�Ð6ÙJÕ8Ò�Ë;Ü²ÍVÌxÚ�æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕOë�âpÍVÌxÚ°Ò}ÛÃç�ÌoÚ¸ÙJÒ�É�Ö!ÒVËnÒ
ÍjÑJ×FÉ;ÒVÐ{É;ÙlÍjÑ{ÌxÉ<ç�ÌoËnÜ¸ÌxÈJÚ°Ò}É<ÉdÊnÌ@å�Ü°Ð
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íÔÒ�Ë;Ën×xË

Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ8ÌoÊ;Ü¸×xÐ�Ü¸É�Ê;ÑJÒ�ÐOÉnÍVÌxÚ°Ò}Û"Ên×6×Bðqë

~Fs²~g^vR@�qW\¾jkpmNhVW2§4Rom
â6Ü°ÐGÍ�ÒÊ;ÑJÒ_ÒdèTÒ�ÍqÊnÒ�Û'Õ�ÌxÉnÉTê �l×�Ö÷ËjÌ�Ê;ÒÜ²É!ÍV×xÐlÉdÊnÌxÐBÊ�ÞBÊ;ÑJÒ
×xÈpèTÒ}ÍqÊ;Ü¸çxÒY×oÓJÕ8Ü¸ÐJÜ°Õ8Ü¸éVÜ¸ÐJÝ�Ê;ÑJÒ!æJËn×xæNÒVÚ¸Ú¸ÌxÐFÊ�Í�×FÐlÉdÙlÕ(Ò}Û
Ü¸É�Ò��BÙJÜ°ç�ÌxÚ°Ò�ÐFÊ�Ên×%Õ(Ü¸ÐJÜ¸Õ8Ü°é�Ü°ÐJÝ_ÊnÑJÒ �lÜ¸ÝxÑBÊ�Ê;Ü¸Õ8ÒxÞBÉd×_Ö!Ò
ÊnÌoØFÒÊ;ÑJÒ%ælÌxËnÌxÕ8Ò�Ê;Ò�Ë

Tf

ÌFÉ!Ê;ÑJÒ�ÍV×FÉdÊ`ÓÔÙJÐlÍqÊnÜ°×FÐ.ë

~Fs Å c�kp¦8UVQq§4hj��¯0Un��«JUVQq§4U�m\hjU
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×xÐlÛ©×xÐlÒ8É;×xÚ¸çxÒ}É
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f�¯ £BR�Qq§±WÔ�6¦ ¬Bs �0Ü¸ËjÉTÊ<ÌxÚ°ÝF×xËnÜ¨ÊnÑJÕ
â6×xÚ¸çxÒ_ÐJ×FÐpê¡Ú°Ü¸ÐJÒ�ÌxË`Ò��BÙlÌ�ÊnÜ°×FÐlÉ
� K 12/43 Ò�Ë;Ën×xË!Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ�Ì�Ê;Ü¸×xÐ��

EÇ�ÛlÛ'ÐlÒVÖÄæG×FÜ°ÐBÊnÉ`Ü¸Ð�Ê;ÑJÒ%Õ8Ü²ÛJÛpÚ¸Ò%×oÓ
30%×oÓ�Ê;ÑlÒ%Ú¸ÌxË;ÝFÒ�ÉdÊ!Ò�Ë;Ën×xË`Ü¸ÐFÊnÒVËnç�ÌoÚ²É

ä�Ò�ê�Éd×FÚ°çFÒ�ÐJ×FÐpê¡Ú°Ü¸ÐJÒ�ÌxË�Ò��BÙlÌoÊ;Ü¸×xÐlÉ
� 5 A � K 12/43

f�¯ £BR�Qq§±WÔ�6¦ ~Fs â6Ò�ÍV×xÐlÛ�ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕ
â6×xÚ¸çxÒ_ÐJ×FÐpê¡Ú°Ü¸ÐJÒ�ÌxË`Ò��BÙlÌ�ÊnÜ°×FÐlÉ
� K 12/43 Ò�Ë;Ën×xË!Ò�ÉdÊ;Ü¸Õ�Ì�Ê;Ü¸×xÐ��

Eö�ÉdÒ%×FæpÊ;Ü¸Õ�ÌoÚ�æN×xÚ¸Ü¸ÍVå'ÛpÒ}É;ÍVË;Ü¸ÈNÒÜ¸Ð f�¯ £BR�Qq§±WÔ�6¦ û
ä�Ò�ê�Éd×FÚ°çFÒ�ÐJ×FÐpê¡Ú°Ü¸ÐJÒ�ÌxË�Ò��BÙlÌoÊ;Ü¸×xÐlÉ

� 5 A � K 12/43

ì`ÑJÒ �vÜ°ÊnÍjÑ
θ
Þ�ÌoÐJÝFÚ°Ò³×oÓ�Ì�Ê;ÊnÌFÍjØ

α
ÌoÐlÛÄælÌoÊ;ÑgÌoÐJê

ÝxÚ¸Ò
γ
ÒVçF×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐlÉ_×FÈpÊnÌxÜ°ÐlÒ�Û³Ì�Ó±ÊnÒVË�ÌoælæJÚ°å6Ü¸ÐJÝO×xÐJÒ�×FË

×oÊnÑJÒVË�ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑlÕ ÌxË;Ò'ÝxÜ¸çxÒ�ÐøÜ°Ð���Ü°ÝFÙJË;Ò � ë � Ò�Í�ÌoÐ
Í�Ú¸Ò�ÌxË;Ú¸å'É;ÒVÒ%ÊnÑlÌ�Ê

α
Ü²É�ÈJÜ¸ÝxÝFÒVË`Ê;ÑGÌoÐ�Ü¸Ð�ÙlÉdÙGÌoÚ0ÌFÉ;ÍVÒVÐBÊ

Ê;ËjÌ�èTÒ}ÍqÊ;×FË;åÃÈNÒ�Í�ÌoÙlÉ;ÒOÜ¨Ê�Ü²É8ÐJ×oÊ"ÍV×xÐlÉdÊ;ËjÌoÜ¸ÐJÒ�Û Ü°Ð ×FÙJË
æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕOë � Ò!ÍVÌxÐ ÉdÒ�ÒvÊnÑlÌ�Ê�Ç�Ú¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕ � Ò�ÐlÛJÉ0Ö�Ü¨ÊnÑ
ý ' � æN×xÜ¸ÐBÊnÉOÜ¸Ð � Ë;ÒVòlÐJÒ�Õ(Ò�ÐBÊ�ÉdÊ;Ò�ælÉOÍ�×FÕ(æGÌoËnÒ�Û÷Ên×
ÌoÚ¸Ýx×FË;Ü°Ê;ÑJÕ+ûvÖ�ÑJÜ²ÍjÑ%ÒVÐlÛlÉ.Ö�Ü°Ê;Ñ ülû�ü`Ü¸Ð�û " ËnÒ�òlÐJÒ�Õ8ÒVÐBÊ
ÉTÊnÒVælÉ�ë�ì`ÑlÒ�ÊnÌxË;ÝFÒ�Ê>×xÓBÊnÑJÒvËnÒ�É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ_Ü²É

0.001
í��vÑ6åpÉTê

Ü¸Í�ÌoÚ �BÙlÌxÐFÊnÜ¨ÊnÜ°Ò}É�ÌoËnÒÉnÍVÌxÚ°Ò}Û"Ü¸Ð'×FËnÛJÒVË!Ê;×8Õ�ÌoÐJÜ¸æJÙJÚ²Ì�ÊnÒ
Ë;Ò}ÛpÙlÍVÒ�Û�ç�ÌoËnÜ¸ÌxÈJÚ°Ò}É!ÒVçx×FÚ°ÙJÊ;Ü¸ÐJÝ�Ü¸Ð

[−10, 10]
ðqë

ß�ãà_ß!î>ö�âpÏ;ãà

ì`ÑJÜ²É�ælÌoæNÒVË�ælË;Ò}ÉdÒ�ÐFÊjÉ�Ì³æJËnÒVÚ¸Ü°Õ8Ü¸ÐlÌoËnåÃÖY×FË;Ø ×xÐ ÌoÐ
ÛpÜ²É;ÍVË;ÒVÊ;Ü¸éVÒ�Û ×xæpÊnÜ°Õ8Ü¸é�ÌoÊ;Ü¸×xÐ�Õ8Ò�ÊnÑJ×pÛ�ÓÔ×FË�É;×xÚ¸ç6Ü°ÐlÝ�ä�îFï
Ê;ËjÌ�èTÒ}ÍqÊ;×FË;å�×FæpÊ;Ü¸Õ8Ü°é}Ì�ÊnÜ°×FÐ�æJËn×xÈJÚ¸ÒVÕ�É�ë ��Ü°ËjÉTÊ�Ö!Ò�ÑGÌ@çxÒ
ÉTÊnÙlÛpÜ¸Ò�Û Ì�É;æGÒ}Í�Ü°òGÍ ä�óôÕ8ÒVÊ;ÑJ×pÛDÍ�ÌoÚ¸Ú°Ò}Û{É;åBÕ8æJÚ¸Ò�Í�Ê;Ü²Í
ÌoÐlÛ�Ü¨ÊjÉ>Ü¸ÐBÊ;ÒVËnÒ�ÉdÊ;Ü¸ÐJÝ�ælË;×FæGÒ�ËdÊnÜ°Ò}É�ÓÔ×xË�×xæJÊ;Ü¸Õ8ÌxÚFÍV×xÐBÊ;Ën×xÚ�ë
â6Ò�ÍV×xÐlÛJÚ°å�Ö!Ò´ÑlÌ@çxÒ Í�×FÕ ÈJÜ¸ÐJÒ�Û+ÌoÐªÒ�ÉdÊ;Ü¸Õ�Ì�Ê;Ü¸×xÐ+×oÓ
ÒVËnË;×FË÷ÛpÜ¸ÉnÍ�ËnÒ�ÊnÜ°é}Ì�ÊnÜ°×FÐ�ÌxÐlÛÂÊnÑJÒgËnÒ�É;×xÚ¸ÙpÊ;Ü¸×xÐ�×oÓ³ÌoÐ
Ü°ÐBÊnÒVÝxÒ�Ë�Ú¸Ü°ÐJÒ}ÌoË�ælË;×FÝxËjÌoÕ8Õ8Ü°ÐJÝ8æJËn×xÈlÚ°Ò�Õ Ü¸Ð{×xËjÛpÒVË`Ên×
×xÈpÊjÌoÜ¸Ð�ÊnÑJÒYÈNÒ�ÉdÊ�Ë;ÒVòlÐJÒVÕ8Ò�ÐFÊ�æN×xÚ¸Ü¸ÍVåÖ!Ò`ÍVÌoÐ>ë���Ü¸ÐlÌoÚ¸Ú°å
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