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Surdominance

Hypothéses : population diploide, N individus, pas de structure spatiale.
1 locus, 2 alléles possibles : Ay et As.
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Surdominance

Hypothéses : population diploide, N individus, pas de structure spatiale.
1 locus, 2 alléles possibles : Ay et As.

A1A1 AlAy AA
1-35 1 1-5

Exemples : drépanocytose, maladie de Tay-Sachs.

(©CC-BY 3.0 OpenStax College
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Fitness moyenne

q : proportion d'alléle A; dans la population.
Fitness moyenne dans la population :

W(q) =1- 519" — (1 - q)?

5152 2
=1- —(s1+s - A
P (s1+s2)(g— )
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Fardeau de dérive

Théoreme (Robertson, '70)

Dans une population panmictique, avec

N — oo, s1,5 — 0, (51+52)N—>OO,

le fardeau de dérive est indépendant de I'intensité de la sélection. De plus

ElA] =,
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Diffusion de Wright-Fisher
{ dg: = (s1 + 52)qe(1 — q¢) (A — qe)dt + 4/ %qt(l — qr)dW;

qo = A.
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Diffusion de Wright-Fisher
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Diffusion de Wright-Fisher
{ dqg: = (s1 + 52)q:(1 — q)(A — g¢)dt + 4/ %qt(l — qr)dW;

qo = A

Théoréme (F. M. Norman, '74-'75)

Sous les hypothéses
N — oo, s1,5 — 0, (51+52)N—>OO,

lorsque N et t tendent vers +oo,

qe — A, ((s1 4+ 2)N)Y2(g: — X) = N(0,1/4).
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Equation linéarisée
1
dqg: = (s1 + 52)qe(1 — qe)(A — q¢)dt + \/ W‘Jt(l — qt)dW;
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Equation linéarisée

1
dge = (s1 +52)qe(1 — Ge) (A — qe)dt + [ 7 qe(1 — qe)dWy

= (s + )AL~ N)(ge — Nt + 1/ 5M(1~ VWO (. 1))
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Equation linéarisée

1
dge = (s1 +52)qe(1 — Ge) (A — qe)dt + [ 7 qe(1 — qe)dWy

= (s + )AL~ N)(ge — Nt + 1/ 5 M(1~ NdWe 1O (.~ 1))

(g: — A) est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Sa loi stationnaire est
N(0,02?), avec

2 agAM1I=A)
a 2(51 + SQ))\(]. — )\)
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Equation linéarisée

1
dge = (s1 +52)qe(1 — Ge) (A — qe)dt + [ 7 qe(1 — qe)dWy

1
= —(st+ )AL= A)(qe = A)dt + 4/ S A(L = A)dW, +O ((q: — N)?)
(g: — A) est un processus d'Ornstein-Uhlenbeck. Sa loi stationnaire est

N(0,02?), avec

2 _ AL = A) _ 1
2(51 + SQ))\(]. — )\) 4N(51 + 52)

Le fardeau de dérive est donc
1
E[A] = (s1 + 22)E [(g: — N)?] = N

Aussois 2016

Fardeau de dérive
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Ne dépend pas de |'intensité de la sélection !

Théoréme (Robertson, '70)

Le fardeau de dérive est indépendant de l'intensité de la sélection.

E[A]:ﬁ.
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Ne dépend pas de |'intensité de la sélection !

Théoréme (Robertson, '70)

Le fardeau de dérive est indépendant de l'intensité de la sélection.
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Structure spatiale

N individus par site (2N copies du géne).
(qt(x),x € Zd) . proportion d’alléle A; pour chaque
site.
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Structure spatiale

N individus par site (2N copies du géne).
(qt(x),x € Zd) . proportion d’alléle A; pour chaque
site.

Chaque copie du géne au site x de la génération n + 1 choisi un parent
parmi les copies présentes a la génération n
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parmi les copies présentes a la génération n

@ avec proba m au sein des 2d sites voisins,

) Gn(x)—s1gn(x)?

@ avec proba (1 — W(q )

parmi les copies de type A; du site x,
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Structure spatiale

N individus par site (2N copies du géne).
(qt(x),x € Zd) . proportion d’alléle A; pour chaque
site.

Chaque copie du géne au site x de la génération n + 1 choisi un parent
parmi les copies présentes a la génération n

@ avec proba m au sein des 2d sites voisins,

@ avec proba (1 — m)%l&”)()x)z parmi les copies de type A; du site x,
@ avec proba (1 — m)(1_"”(’(%(_;2(()(1);""()())2 parmi les copies de type A, du

site x.
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Influence de la dimension

A = (s1+ 2)(qe(x) = AP

Théoréme (Penington, F. '15)

Le fardeau de dérive dépend de la dimension de I'espace dans lequel la
population évolue. Pour

N — oo, s1,5 — 0, (51 = 52)2N — 00,

osid=1E[A] x Vo=
@ sid=2, E[A] X ﬁ(sl I 52) ||Og(51 aF 52)

o sid >3, E[A] X 5(s1 + ).

’
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Modele en stepping stone

Notons

90) = 57 > a()

y~x
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Modele en stepping stone

Notons

90) = 57 > a()

y~x

Modéle en stepping stone de Kimura ('53) :
dqe(x) = (s1 + 52)q:(x)(1 = qe(x))(A — ge(x)) dt

OO a0
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Modele en stepping stone

Notons

90) = 57 > a()

y~x
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Modele en stepping stone

Notons

90) = 57 > a()

y~x

Modéle en stepping stone de Kimura ('53) :
dqe(x) = m(qe(x) — ge(x))dt + (s1 + 52)qe(x)(1 — Ge(x))(A — ge(x)) dt

£ 0O a0

Les mouvements Browniens W;(x), x € Z9 sont indépendants les uns des
autres.
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Résolution de |'équation linéarisée
_ 1
dg: = m(qr — q¢)dt — (s1 + 2)qe(1 — q¢)(qe — A)dt + 4 ﬁQt(l — qe)dW;
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Résolution de |'équation linéarisée
dg: = m(qr — q¢)dt — (s1 + 2)qe(1 — q¢)(qe — A)dt + 4 2th(1 — qe)dW;

1
= m(qr — q¢)dt — (s1 + s2)A (1 — N)(g: — A\)dt + ﬂ)‘(l — \)dW;
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Résolution de |'équation linéarisée
dg: = m(qr — q¢)dt — (s1 + 2)qe(1 — q¢)(qe — A)dt + 4 2th(1 — qe)dW;

1
= (W - qt)dt - (51 + 52) (Qt — )\)dt + o dW,

(Gt — qe)dt — (51 + 2)(qe — A)dt + 4/ 2Nth
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Résolution de |'équation linéarisée
dg: = m(qr — q¢)dt — (s1 + 2)qe(1 — q¢)(qe — A)dt + 4 2th(1 — qe)dW;

1

SN dW;

= m(qt — ge)dt — (s1 + 52) (gr — N)dt +

(Gt — qe)dt — (51 + 2)(qe — A)dt + 4/ 2Nth

Posons gi(x) =P (X = x| Xo =0), ot (X¢),>( est une marche aléatoire
simple sur Z9. Alors

A= /2N/ —(s1t+s2)(t— S)ths —XdW()

y€ezd

Forien, Penington (CMAP, Oxford) Fardeau de dérive Aussois 2016 11 / 15



Résolution de |'équation linéarisée
dg: = m(qr — q¢)dt — (s1 + 2)qe(1 — q¢)(qe — A)dt + 4 2th(1 — qe)dW;

1

SN dW;

= m(qt — ge)dt — (s1 + 52) (gr — N)dt +

(Gt — qe)dt — (51 + 2)(qe — A)dt + 4/ 2Nth

Posons gi(x) =P (X = x| Xo =0), ot (X¢),>( est une marche aléatoire
simple sur Z9. Alors

A= /2N/ —(s1t+s2)(t— S)ths —XdW()

y€ezd

Forien, Penington (CMAP, Oxford) Fardeau de dérive Aussois 2016 11 / 15



Résolution de |'équation linéarisée
dg: = m(qr — q¢)dt — (s1 + 2)qe(1 — q¢)(qe — A)dt + 4 2th(1 — qe)dW;

1

= m(Gr — q¢)dt — (51 + 52) (e = At + 1/ 5

dW;

= (Gt — qe)dt — (s1 + 52)(q: — \)dt + 4/ 2Nth

Posons gi(x) =P (X = x| Xo =0), ot (X¢),>( est une marche aléatoire
simple sur Z9. Alors

A= /2N/ —(s1t+s2)(t— S)ths —XdW()

y€ezd

Forien, Penington (CMAP, Oxford) Fardeau de dérive Aussois 2016 11 / 15



Résolution de |'équation linéarisée
dg: = m(qr — q¢)dt — (s1 + 2)qe(1 — q¢)(qe — A)dt + 4 2th(1 — qe)dW;

1

= m(Gr — q¢)dt — (51 + 52) (e = At + 1/ 5

= (Gt — qe)dt — (s1 + 52)(q: — N)dt + 4/ 2Nth

Posons gi(x) =P (X = x| Xo =0), ot (X¢),>( est une marche aléatoire
simple sur Z9. Alors

A= /2N/ —(s1t+s2)(t— S)ths —XdW()
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Loi stationnaire de g;

/ 1 t
qr — )\ = 2/\/A e7(51+52)(t75) Z gt_s(y — X)dWS(y)

y€zd
La loi stationnaire de g:(x) est donc une Gaussienne de variance

2 1 e72(51+52)t Z gt(y . X)2dt.

g = —
2N J,
y€zd
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Loi stationnaire de g;

1 t
Ge—A=1\/5n /0 e (1t2)(t79) N " gy (v — Xx)dWa(y)

y€zd
La loi stationnaire de g:(x) est donc une Gaussienne de variance

2 1 e72(51+52)t Z gt(y . X)2dt.

g = —
2N J,
y€zd

D a(x)* =D P(Xe=x| Xo=0)P(X; =0]| Xo =x)
xezd xezd

= P(th =0 ’ Xo = 0) = gzt(O).
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Loi stationnaire de g;

1 t
Ge—A=1\/5n /0 e (1t2)(t79) N " gy (v — Xx)dWa(y)

y€zd
La loi stationnaire de g:(x) est donc une Gaussienne de variance

2 1 e72(51+52)t Z gt(y . X)2dt.

g = —
2N J,
y€zd

D a(x)* =D P(Xe=x| Xo=0)P(X; =0]| Xo =x)
xezd x€Z4
= P(th =0 ’ Xo = 0) = gzt(O).
De plus, pour t — oo,

g2:(0) ~ (47rt)_d/2.
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Calcul de la variance

2 1

[e.e]
= — e_2(51+52)tg2t(0)dt, g2:(0) ~ (47rt)_d/2
2N Jo

g

Pour s1,s0 — 0,
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Calcul de la variance

1 o0
0_2 _ - e_2(51+52)tg2t(0)dt, g2t(0) ~ (47rt)_d/2
2N /o
Pour s1,s0 — 0,
0 Sid>30%=55 [~ g2¢(0)dt x 5.
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Calcul de la variance

2_ 1
2N J,

o e 2t=)tg, (0)dt, 2¢(0) ~ (47t) /2

Pour s1,s0 — 0,

e Sid>3 02K
1

12
.o 2 oo 2t ( _4mt dt
°Sid=10 Jo e (S1+52) S M NCETY

1
2N
L
2N
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Calcul de la variance

1 o0
0% = N e 2t 2)lg),(0)dt, g2:(0) ~ (4mt)~9/2
0

Pour s1,s0 — 0,

H 2 1
] S| d Z 3, o~ X 5N -
1
Sid=1, 02 x ————.
e~ 7 2N+/s1 + s
Lo 2 1 C 4 -1 d; 1
°Sid=20"=5y [ .. (51122) 51+t52 X 55 |log(sy + s2)].

Forien, Penington (CMAP, Oxford)

Fardeau de dérive

Aussois 2016 13 /15



Calcul de la variance

2_ L
2N J,

[o¢]
o e 2s1t=2)t gy (0)dt, £2¢(0) ~ (47t) /2

Pour s1,s0 — 0,
. 2 1
@ Sid>3, 0° X 5.
1
2N /s1 + 55

o Sid=2 0%x 5 [log(s1 + )|

eSid=1,0%Kx

A = (51 + 9)(ge(x) — A)?
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Fardeau de dérive

Théoréme (Penington, F. '15)
Le fardeau de dérive dépend de la dimension de I'espace dans lequel la
population évolue.

o Sid=1E[A] x Y34 ey

o Sid=2,E[A] x 5u(

o Sid >3 E[A] x 5u(s1 + ).

T

Le flux de génes réduit le fardeau de dérive.
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Influence de la structure spatiale

20 . D|men|5|on 0 ‘
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Merci pour votre attention !
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