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Présentation du modele
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Modélisation de I'évolution

Natural celection
wing again!

Figure: Source : http://danslestesticulesdedarwin.blogspot.com
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Modele mathématique

> fe(t,z) distribution de population structurée en trait et temps,
> m fonction de sélection

> % opérateur de mélange.

O fe(t,2) = Be(fe)(t,2) —m(2) fe(t,2). (P fe)

Deux objectifs vis a vis de (P fe) :
> Existence,unicité, et converence de solutions spéciales de la forme

fe(t,2) = exp(Aet) Fe(2)

> Etude de stabilité de ces solutions.
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Modele mathématique

> fe(t,z) distribution de population structurée en trait et temps,
> m fonction de sélection

> % opérateur de mélange.

O fe(t,2) = Be(fe)(t,2) —m(2) fe(t,2). (P fe)

Deux objectifs vis a vis de (P fe) :
> Existence,unicité, et converence de solutions spéciales de la forme

fe(t,2) = exp(Aet) Fe(2)

> Etude de stabilité de ces solutions.
Régime considéré :
ek 1.
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Présentation du modele
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Modele de reproduction sexuée

Opérateur infinitésimal (Fisher 1917):

ox _l _utz 2
R2 p e2 . 2

€ > 0 représente la variance du mélange.
Hypothese :

f(z2)
Jr () dz

Be(f)(2) =

f2) v dadzz

Zparent] + Zparent2 1
Zoffspring = > +eN |0, 5)

Etudié par
> Raoul (2017), Mirrahimi et Raoul (2013)
> Barton, Etheridge et Véber (2017)
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Présentation du modele
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Mode de sélection
La sélection opére via une fonction m qui dépend uniquement du trait,
positive, qui admet un minimum global.
Dynamique habituelle : concentration autour de un ou plusieurs traits
dominants.

\/ _J\

Phenotypic trait z

Figure: Gris : fonction de sélection et orange : distribution de la population.
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Probleme stationnaire

AeFe(2) +m(z)Fe(2) =
1 1 a4\’ Fe(z2)
S Fo(z)—22 gdz,.
ent /sz"p = < 2 ) @) () de 0

> En I'absence de sélection (m = 0) les Gaussiennes de variance €2 sont
solution , Turelli and Barton (1993). = Logarithmic transform :

1 (z—2)?

Fe(z) = Wexp (—282 _Ug(Z)>

> z; est un minimum local de m.

> Formellement, la sélection détermine le trait dominant z;; et U est un
correcteur du profil.

> Sans perte de généralité z; = 0.
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Probleme stationnaire : U

Le probléeme étudié est désormais :
z
e +m(z) = Ie (Ue) (2) exp (Ug(z) —2U, (5) U (0)) , zZER
Et

Ie(Ue) 12 1

(PUe)
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Probleme stationnaire : U

Le probléeme étudié est désormais :

Ae +m(z) = Ig(Ug)(z) exp (Ue(z) —2U; (%) +Ue (0)) , zeR4 (PUe)
Et
]l
I (Ue) eA—T(? 1
Avec :
Ie(Ue)(2) =

1 3 2 2 Z Z Z
//RM exp{ SV = (|y1| +[y2| )+ Ue (5) —Ue(5+en) —Ue (5 +en)|dvidy

1
w42 [ exp 3P+ Uel0) - Us(e)|
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Probléme stationnaire
00000000

Probleme limite

En passant formellement a la limite dans (PU;) on obtient :

<

Ao+ m(z) = exp (Uo(z) —20), (2

) +U0(0)) , zeR (PUp)

Ce probléeme admet des solutions explicites :
Uo(z) =1-z+ Z 2F1og (ﬂo+m(27kz)> ,
k=0

sous les conditions suivantes :
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Résultats

(i) There exist & a positive constant, such that for any € < g, the
problem (PUg) admits a unique solution (A¢,U;) in a (small) ball of
a functional space.

(i) The family (A¢,Ug)e converges to (Ag,Up) as € — 0, with

Ao =1,
Uo(z) = Wwz+Vo(2),

3m(0)

4

292m(0)

Z

where y = (d=1)and Vo= 2k1og (1 +m(2_kz)) .
k=0

Us — Uy is locally uniform up to the second derivative.
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Conséquence : non unicité

/S N/

Phenotypic trait z Phenetypic trait z
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Conséquence : non unicité

Sous I'hypothése ou zp est un minimum local de m tel que

m(z9) < 1 +infm.
On obtient la convergence de (A¢,Ug) vers
Ao =1—m(zp),
Up(zo+h) = wh-+ Y 2*log (1+m(2 (20 + )~ m(x) ).
k=0
d3m(zo)
=537
292m(zo)

L'unicité globale pour le cas ou m est convexe est un probléme encore
ouvert a notre connaissance.
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Principales difficultés

> |'opérateur de mélange infinitésimal
e non linéaire
e non monotone
e pas de principe du maximum.
> La partie linéaire ¥ n'est pas donnée par le probleme PUy. A priori il
faut regarder un correcteur d'ordre supérieur en €.

—> | Argument de point fixe
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Problem (PF)

Hopf-Cole transform

A S 4

Problem (PUsg)

\
Formal approximation
for small € h

4

Problem (PUy)

Probléme stationnaire
0000000e

ixed point argum

ent

forle >0

Solution (A, Ug)

Convergencellas € = 0

Solution (A9, Up)
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Etude du probléme non stationnaire
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Probleme de Cauchy

On s'intéresse désormais a

€20, fe(t,2) +m(2) fe(t,2) = Be(fe)(t,2), for t >0,
{ fe(2,0) := f2(2). (Pfe)

Et on transforme le probleme par

1 Ar)  (z—z(1)?
emexp( e 52 Ug(t,Z)).

= Deux nouvelles inconnues : z*, 1.

fe(t,z) =
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En remplacant dans (P, f¢) on obtient :

— E2QUe(1,2) + A/ (1) + (2= 2.(1)) 2./ (t) +-m(2) =
Ie(Ue(t,2)) exp (Ue (t,2) — 2Ue (1,2(t)) + Ue(2:(1)))

Et en laissant € — 0 :

{z'* (1) + 8;m(z.(1)) = 0,
A(t)+m(z.(r)) = 1.
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""Equation canonique"’

Dans le cas de I'équation de Hamilton-Jacobi pour la reproduction
asexuée :

du+m=H(d,u)

Le trait dominant est lié a la pression de sélection et a la variance a
I'équilibre par la formule :

z*(t) = — Var(u)d;m(z.(1)).
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""Equation canonique"’

Dans le cas de I'équation de Hamilton-Jacobi pour la reproduction
asexuée :

du+m=H(d,u)

Le trait dominant est lié a la pression de sélection et a la variance a
I'équilibre par la formule :

2°(t) = — Var(u)d;m(z.(t)).
Pour le cas sexué, on a I'équivalent :

2.(t) + d:m(z, (1)) = 0.
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""Equation canonique"’

Dans le cas de I'équation de Hamilton-Jacobi pour la reproduction
asexuée :

du+m=H(d,u)

Le trait dominant est lié a la pression de sélection et a la variance a
I'équilibre par la formule :

2"(t) = — Var(u)d.m(z.(t)).
Pour le cas sexué, on a I'équivalent :
Ze(t) + d;m(z. (1)) = 0.
En particulier, en temps long on retrouve que

m(" (+90)) = 0.
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Approche mathématique

Analyse perturbative :
Ug(I,Z) = U*(I,Z) +82R8(taz)'

Pour le probléme de départ

fe(t,2) := 127r exp <Mt) _=z@) —U*(t,2) —82R8(t,z)> :

e? 2¢2

Choix du U* ?

Un modele de génétique quantitative avec reproduction sexuée dans le régime de petite variance Florian Patout, 22/05/19



Probléme non stationnaire
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Approche mathématique

Analyse perturbative :
Ug(I,Z) = U*(I,Z) +82R8(taz)'

Pour le probléme de départ

A —7.(1))?
fe(t,2) := 127r exp< g(zt) G 2282(1‘)) —U*(t,2) —£2Re(t,z)> )
Choix du U* ?

= U™ est la solution du probleme stationnaire
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Méthode et résultats

Dans un bon espace fonctionnel .%, on suppose qu'initialement il existe
& tel que Ve < g,

1U*(0,) = Ue(0,-)]| » < €°Ko
Alors,

Ve~ 0" 5 —>0.

Méthode :

— Linéarisation de |'équation autour de U*.
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