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Programme

1. Introduction

Historique et questionnements principaux

2. avec Chi Tran (Univ. G. Eiffel) :

Modélisation stochastique d’un systéme de reproduction chez les
plantes a fleurs, et classes de problémes mathématiques

3. avec Charline Smadi (INRAE, Grenoble) :

Dynamique d’une communauté a diverses échelles, et utilité des
théoremes

4. avec Vincent Bansaye (E. Polytechnique) :

Comment les individus interagissent ? Convergence, approximations
et inférence



Biologie + Maths > Biologie ?

E. O. Wilson Shares a Secret: Discoveries Emerge
from Ideas, Not Number-Crunching

Fortunately, exceptional mathematical fluency is required in
A only a few disciplines, such as particle physics, astrophysics
~ and information theory. Far more important throughout the

rest of science is the ability to form concepts, during which the

researcher conjures images and processes by intuition.

Over the years, | have co-written many papers with mathematicians
and statisticians, so I can offer the following principle with
confidence. Call it Wilson's Principle No. 1: It is far easier for
scientists to acquire needed collaboration from mathematicians
and statisticians than it is for mathematicians and statisticians to
find scientists able to make use of their equations. 2



Maths + Biologie > Maths ?

Bernd Sturmfels

Can Biology Lead to New Theorems?

Yet, as these ubiquitous initiatives and programs unfold, many mathematicians remain unconvinced, and some
secretly hope that this “biology fad” will simply go away soon. They have not seen any substantive impact of
quantitative biology in their area of expertise, and they rightfully ask: where are the new theorems?



Mathematics Is Biology’s Next Microscope,
Only Better; Biology Is Mathematics’ Next
Physics, Only Better

Joel E.Cohen

Challenges

— “Replace the tree of life with a network or tapestry to represent lateral transfers of
heritable features”

— "Find better ways to model multi-level systems, for example, cells within organs
within people in human communities in physical, chemical, and biotic ecologies"

— "Understand probability, risk, and uncertainty. Despite three centuries of great
progress, we are still at the very beginning of a true understanding.”



(Cohen 2004)

Table 1 Arising from Biological Problems

Subject

Ilustrative Reference

Age structure of stable populations

Euler 1760

Logistic equation for limited population
growth

Verhulst 1838

Branching processes, extinction of family

Galton 1889

Correlation Pearson 1903
Markov chains, statistics of language Markov 1906

d Hardy inberg 1908
genetics
Analysis of variance, design of agricultural  Fisher 1950

experiments

Dynamics of interacting species

Lotka 1925;Volterra 1931

Birth process, birth and death process

Yule 1925;Kendall 1948, 1949

Traveling waves in genetics

Fisher 1937; Kolmogorov etal. 1937

‘Game theory

von Neumann and Morgenstern 1953

istribution for estimating bacterial
mutation rates

Luria and Delbriick 1943

Morphogenesis

Turing 1952

Diffusion equation for gene frequencies

Kimura 1994

Circular interval graphs, genetic fine
structure

Benzer 1959

Threshold functions of random graphs

Erdos and Rényi 1960

sampling formula for haplotype frequencies

Ewens 1972

Coalescent genealogy of populations

Kingman 1982a, 1982b

Probabilistes et biologiste des populations : Une tradition

382 GENETICS: S. WRIGHT Proc. N. A. S.

THE DIFFERENTIAL EQUATION OF THE DISTRIBUTION OF
GENE FREQUENCIES
By SEwALL WRIGHT
DEPARTMENT OF Z0OLOGY, THE UNIVERSITY OF CHICAGO
Communicated October 15, 1945

Dr. A. Kolmogorov® has recently been
kind enough to send me a reprint of an important paper on this subject
which was published in 1935 but which had not previously come to my
attention.
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0. La grande question (2)

The Quintessence Trends in Ecology & Evolution 7
consortium 2015



1. Tout est stochastique



1. Tout est stochastique

Proposition 1.
e La dérive génétique n'existe pas
e La stochasticité démographique non plus



Good, Benjamin H., Michael J. McDonald, Jeffrey E. Barrick, Richard
E. Lenski, and Michael M. Desai. 2017. “The Dynamics of Molecular
Evolution Over 60,000 Generations.” Nature 551 (7678): 45-50.

Allele frequency,

10



1. Tout est stochastique

Proposition 2.

e La sélection naturelle est une interprétation, pas un mécanisme
e L'exclusion compétitive, les interactions mutualistes, etc., idem

11



Demographic stochasticity alters expected outcomes in
experimental and simulated non-neutral communities
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1. Tout est stochastique

Proposition 3.

e Tout motif (ou pattern) que I'on observe est le résultat statistique
d'un certain nombres de particules en interaction, a une certaine
échelle

e Tout ce que I'on interpréte comme processus (ou process) : idem.

13



1. ut est stochastique

Conséquences.

e Et les interactions elles-mémes alors ?
— Cours avec Vincent

14
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Conséquences.
e Et les interactions elles-mémes alors ?
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e Spéciation et extinctions d'espéce ?
— Cours avec Chi
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1. Tout est stochastique

Conséquences.

e Et les interactions elles-mémes alors ?
— Cours avec Vincent

e Spéciation et extinctions d'espéce ?
— Cours avec Chi

e Modele déterminisite = approximation a une certaine échelle d'un
modele stochastique a une autre échelle
— Cours avec Charline
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1. Tout est stochastique

Conséquences.

e Et les interactions elles-mémes alors ?
— Cours avec Vincent

e Spéciation et extinctions d'espéce ?
— Cours avec Chi

e Modele déterminisite = approximation a une certaine échelle d'un
modele stochastique a une autre échelle
— Cours avec Charline

e Changer notre facon d’expliquer les choses (ex. pertinence de
“neutre” vs. “sélection” ?7)
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1. Tout est stochastique

Conséquences.

Et les interactions elles-mémes alors ?

— Cours avec Vincent

Spéciation et extinctions d'espece ?

— Cours avec Chi

Modele déterminisite = approximation a une certaine échelle d'un
modele stochastique a une autre échelle

— Cours avec Charline

Changer notre facon d’expliquer les choses (ex. pertinence de
“neutre” vs. “sélection” ?7)

Qu’appelle-t-on motif et processus ?

14



"[...] Buckle demonstrated statistically that if only a sufficient number of
people is taken into account, then not only is the number of natural events
like death, illness, etc. perfectly constant, but also the number of so-called
voluntary actions - marriages at a given age, crimes, and suicides. It occurs
no differently among molecules."

— Ludwig Boltzmann 1886 (in Gigerenzer, « The empire of chance »)

15



The Origin of Species was published toward the end of the year 1859. The preceding
years since 1846 had been one of the most productive seasons - or if extended
s0 as to cover the great book we are considering, #be most productive period of
equal length in the entire history of science from its beginnings until now. [For]
the idea that chance begets order, which is one of the cornerstones of modern
physics . . . was at that time put into its clearest light (Peirce, 1893, p. 183).

16



Causalité statistique (wise 2015)

17



2. Le concept d’échelle : central, pas simple et polysémique

e Echelles de temps, d'espace, de parametres

18



Territory covered by N diffusing
particles

Hernan Larralde*, Paul Trunfio*, Shlomo Havlin*+,
H. Eugene Stanley* & George H. Weiss
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\_T,_H J
. Yo
Regime!| Regime I Regime Il

time
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2. Le concept d’échelle: central, pas simple et polysémique

e Echelles d'organisation, d'observation, d'abstraction, d'individuation

— Clarifier notre emploi de “hasard’

20



2. Le concept d’échelle: central, pas simple et polysémique

e Méme modeles probabilistes a toutes échelles ?

Si oui lesquels ?

e Si non, pourquoi ?

Comment répondre a ces questions ?
e Conflits entre échelles ?

Imbrication des échelles ?

21



Peut-on parler de sélection a I’échelle des especes ?

prob. density

Goldberg et al. 2012
22




3. Implications pour I'inférence

Ne pas faire de différences entre
e Modeles basés sur les processus
e Modeles statistiques et d'inférences

e Expérimentations, observations, mesures

23



and stochastic clearance of bacteria

Jessica Coates'™, Bo Ryoung Park™, Dai Le?, Emrah Simsek’, Wagas Chaudhry’,
Minsu Kim'22¢

Réflexe de biologistes... et vous 7
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3. Implications pour I'inférence

Quatre sources de variabilité
e Extrinseque (ou environnementale)
e Entre individus
e Erreurs d'observations, d'expérimentations

e Intrinséque (d'un processus sous-jacent)

25



3. Implications pour I'inférence

Enjeu : quantifier les quatre sources dans un jeu de données
e Quel modele inférentiel ?
e Quel shéma expérimental ?

e Quelle information tirer ?

26



3. Implications pour I'inférence

Les fluctuations nous renseignent sur le processus d’intérét ...

. abusons-en !

Y = F(©, E, Individu) + £(©, E, Individu, Erreurs)

27
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Systéme d’auto-incompatibilité chez les plantes

Un systeme d'appariement

e Chez des dizaines de familles (évolutions indépendantes)

Chez ~ 50% especes

Un phénotype aux classes discretes

Un déterminisme génétique simple

e Intérét économique, etc.

29



Comment ¢a marche ?

(photo: P. Saumitou)

30



Self-Incompatibility in Brassicaceae: Identification
and Characterization of SRK-Like Sequences Linked
to the S-Locus in the Tribe Biscutelleae

Jean-Baptiste Leducq, Célla C Gosset, Rita Grles, Kevin Calln, Eric Schmitt, Vincent Castric
and Xavler Vekemans

G3: GENES, GENOMES, GENETICS June 1, 2014 vol. 4 no. 6 983-992;

e —

s ot el commire) 3275
=

7’~ . (;_

Sequences S-haplotypes Pollen donor
Ind. 1 2 1 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
1 + + + + + + + + + + #
2 + 4+ + + 4+ + x + + o+ o+
3 -+ - o+ - o+ 4+ 4+ o+ o+ o+
4 + o+ o+ 4+ o+ 4+ X+ o+ 4+
5 + + + 4+ 4+ X + -+ + o+
6 + o+ o+ + o+ o+ + o+ + x B0 + + +
7 + o+ o+ + + + 4+ + 4+ x + 803 + +
8 + o+ o+ o+ o+ + + 4+ - 4+ 4+ 4+ + 4+ /503 + +
g 9 + o+ o+ o+ o+ o+ + 4+ + + + + x + S03 + +
o 10 + o+ o+ + o+ o+ + + o+ + o+ + o+
§ 11 + + + + + * * # # * + + + ! + S04
§ 12 + -+ o+ o+ o+ o+ o+ + + + S04
S 13 + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ + O+ 4+ 4+
14 + o+ 4+ o+ 4+ o+ o+ o+ o+ + + 4+ &
15 + + + + + + o+ o+ o+ + -+ o+
16 + + + + X + o+ + o+ + + 510 +
17 - 4+ - x + x x - x + - -+
18 + o+ o+ o+ 4+ - + o+ o+ +  + o+
19 + + + + + + + o+ o+ +
20 + + + + + + + + + +
21 + + - 4+ + + o+ -+

31



Une vieille obsession... empirique

TABLE 1. Number of incompatibility alleles known or estimated to be present in populations, n, and Np,

of 19 flowering plants
Populations
System Species R ny A
Gametophytic one locus Nicotiana sanderac' 0-59 15 18
Oenothera organensis® 065 28 30
Trifolium repens’ 007 17 139
0-19 28 80
0-28 36 74
022 39 101
Trifolium pratense® 016 41 143
0-09 33 193
Trifolium hybridum’ 047 12 17
Papaver rhoeas® 065 27 35+
0-68 25 32+
072 31 38+
Phlox drummondii’ 0-40 30 45
Solanum carolinense® 0-68 11 12
0.57 12 14
0-39 28 44
057 12 14
Lycium andersonii'! 0-34 2 38
Witheringia maculata' 067 10 14
Gametophytic two loci Lolium perenne' 058 178 3148
0-59 172 31+Z
Sporophytic one locus Iberis amara"* >227
Raphanus raphanistrum'
Brassica oleracea'®
Brassica campestris'? 058 16 22
0.52 18 31
Sinapis arv('n.vi:: 051 35 43
Ipomoea trifida 0-96 5
(Lawrence 2000) pomoca 083 15
077 19
083 16
076 21 32



ille obsession... probabiliste

THE DISTRIBUTION OF SELF-STERILITY
ALLELES IN POPULATIONS

SEWALL WRIGHT
The University of Chicago, Chicago, Illinois

Received February 18, 1939

_9a—gG+R)

Ag = T u+m(s—q)] g+ (0 + mg)(x — q)
1 2[R + ¢(x — R)] L ‘
(Sl )
ae 2N
THE DISTRIBUTION FORMULA
o(g) = C[R + q(z — R)]zzvm-lﬁ!)/(1—R>quv(u+m«n>—1(I — )N [Hhutml=anl-1,

33
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obsession... probabiliste

N= 500

(Wright 1939)

10
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Un nouveau regard

probabiliste (avec P. Czuppon)

Birth rate of
Aj individuals

Death rate of
Aj individuals

Stationary
distribution

(en cours)

1 pi 1 pj N-Ayj
Tij= 2 2 Ajk1—~l+§ 2 L — N
k#1,j —Pi=Pk 2z ~Pi~ Pk N .
i pollen feriilization 7 pollen fertilization ) "™/ replacement
- 1 Pj 1 i Ajj
Tij Z(N-- D Ar————5 ) Ajkpi.')*
2pz  Y=pi—pr 2475 l-pi-px) N
. — M=3
Z 60~ M=4
S — M=6
. W(l (M-2)3 ) £ 409 M=9
P M’ NMZ2M-3) 2 I
£ .. I
S 20 [
2 /\ 11
0 —A N/ N
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nouveau regard probabiliste (avec Chi

Mathematical Biology

A general stochastic model for sporophytic
self-incompatibility

Sylvain Billiard - Viet Chi Tran

N;
Zi(dg) = zs{sl(i),s%i)}(dg) = z N;u v S{u’,v’}(dg)
i=1 ¢/'={u' v')eE
t
Nr”” = Ngv +/ (r””(zs) —d x Nf”)) ds + M,”U
0
I
(M), = / (F*(Zs) +d x N')ds.
0
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Un nouveau regard probabiliste (avec Chi Tran)

' #u v’ #Ev

_ 1 S o

Vv ' u

1 , !
+5 (Z NP ) + 2N v))

1 v v’ '
+§ Z NP PP i) + Z NPV pY (u, u)

wHu v'#EY
+ (NP, ) + N p (u, w)) }
1 Ty ’
+FHU=” - z NIUM ﬂuu (Ll‘ U)
w' velln]\{u}
W' VAU

1 -
+i (Z N,““ puu (u, u) + Z N{MMPIALI(H’ v1)>
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Un probleme classique : sous représentation dans les iles ?

3/34 espéces endémiques sont auto-incompatibles (Chamorro et al. 2012)




Un cas particulier : Distylie (primevere, lilas, jasmin, ...




Approximation en grande population
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En petite population : marche aléatoire dans un quart de plan

J di
Fra)(its)

(c) Birth rate: 2, death rate: 1.9 |

ype 12




En petite population : colonisation, extinction

I T
N12 2(7+d)
7’77‘
j di 2(7+d)
(F+d)(i+35)

dj

(F+d)(i+34)

i ;\]11

(d)

Extinction probability

r y r r r
00 05 10 15 20 42
Death rate



Avec Sylvain : marche aléatoire pour les populations distyles



Transitions pour le modele distyle

NAa p

I' /V\IQQ

NAat )
J' di 2(r+d)
(r+d)(i+))
dj
(r+d)(i+))
,' /VVQZ

Figure: Evolution de (N2, NtA‘a)tER+ pour le modeéle de Wright. Les taux
d’événements sont a gauche et les transitions de probabilité de la chaine de

Markov induite a droite.

1. Billiard, Tran, J. Math. Biol., 2012.



Equation pour le calcul de la probabilité d'extinction

*Tozinf{tzO:Ng“a:Ooerazo}
pij = ]P’,'J(To < +OO)

Prop (pjj)ij>1 est la plus petite solution positive de :

di dj
pi :mpifu + mpufl
r r
+ mPiHJ + mpi,jﬂ
avec les conditions au bord :
pio = poj = 1.

% Problémes avec réflexions au bord : files d'attente.

1. Foddy. PhD, 1984.
2. Guillemin, Simonian, Nasri, Rodriguez, arXiv:2009.13254, 2020



Simulations de la marche aléatoire

Tate: Z, death rate: Tate: 19, =

Type 12
Type 12

Figure: Simulation des trajectoires (N??, N{?)+>o dans les cas critique,
sous-critique et sur-critique. Le nombre d'individus {a, a} est en abscisse et le
nombre d’individus {A, a} en ordonnées. Pour les trois simulations, la condition
initiale est (100, 100).

1. Parsons, Quince, Theor. Pop. Biol., 2007.



Probabilité d’extinction

Comparaison avec un Galton-Watson (bi-type) :

Si r < d, on a extinction presque-siire.
Si r > d, la probabilité d’extinction d'un Galton-Watson issu de (7, )

individus est : g i
(7)

d)fﬂ'.

Y Alors :



Probabilité d’extinction

% Comparaison avec une marche aléatoire homogene sur le quart de plan

r

NA2 nAat Artd)
j J d 2(r+d)
2(r+d)
d
2(r+d)
i N2 i N2

By (3 e R, e —0or e —0) = (4)' 4 (4 - ()7



Probabilité d’extinction

0.6 0.8 1.0

Extinction probability
0.4

0.2

0.0

Death rate

Figure: Simulation de la probabilité d'extinction de (N®*, N*?). La condition
initiale est (N&?, N§¥) = (1,1).



Kilian Raschel et les marches aléatoires dans le quart de plan



Marches aléatoires homogenes

% On consideére les fonctions

Qxy) =3 ( > g f,j)X’yf)t”.

n>0 i,j>0

ou qg(n;i,j) est la probabilité d'arriver en (i, /) partant de (0,0) avec n
pas.

Y Pour des marches aléatoires homogenes sur le quart de plan :

R(x,y)Q(x,y) = R(x,0)Q(x,0) + R(0,y)Q(0, y)
— R(0,0)Q(0,0) — xy.

On s'intéresse alors au lieu ot R(x,y) = 0 (courbe algébrique).

1. Kurkova Raschel, Bull. SMF, 2011.



De I'équation des p;; a une EDP

* P(x,y) = Z,-JZI pijx'yl, for x,y € [0,1).
* P(x,y) vérifie AP(x,y) = h(x,y, P) ou

AP(x,y) = Q(x,y)0xP(x,y) + Q(y, x)0, P(x,y) + R(x, y)P(x,y)

Q(x,y) = (r+d)x— o 3y — dx?
(X )/) 2 dx_dy
th, - (ZP:UX +ZP111)/)+d(ZXy+ZyX)
jzt i>1 =1

r %P %P 1 1
2<X8x8y(x O)+ya oo (0, ))erxy(l -ty

2



Résolution
% Equations des caractéristiques:

d
% = ﬁ(s) — Q. vs),
. d
ys = d—}; s) = Q(¥s,xs),
% Résolution :
. — Are”™ + /.Ld eds B re™s + /Ld eds
T d()\ers+,ueds+1)7 Vs = d()\ers+ued5_1)a
ou :
) = 2dx0y0 — d(x0 + o) = —2d xoy0 + r(x0 + o)
Co=n)lr=a) - (o~ w)(r = d)
% Enfin :
50 . ) .
Plo.y) = %Z/ (prai(x) + puii(yu)') el RUvaddegy,
i>1 70

0 1—-x, 1—y,



Développements

% Pour les bords, on utilise que pour i fixé, lorsque N — +oc,

(Y
Pi,N r N,--

Gauche : r=3etd =2 ; Droite: r=2.002 et d =2

1. Lafitte-Godillon, Raschel, Tran, SIAM J. Appl. Math., 2013.

10



Prolongements par Kilian (et Gerald)
Y On définit :
Ji

i

.o 1) . 1
Ky 1= lim |m‘p,-{'7 K* = limsup p;
i—too b i—stoo

La détermination des bornes k. et k* pose elle-méme un probleme.
Si d < r, alors il existe v € (0,d/r) tel que lorsque i — +o0,
Pi,i = O(I/').

% On montre :

dr2
(5) <m<w<
P

En utilisant de I'analyse harmonique :

(i)iﬂv{(ur2(rid)>iAj(i1j!j')!((crj>i Crl?j }

11

1. Alsmeyer, Raschel, J. Math. Biol., 2019.



Sylvain et Laurence : marches aléatoires sur des triangles 7

12



Et que se passe-t-il avec 3 alleles 7

Génotypes et phénotype :

a=>b+c

Génotype | aa bb cc

Phénotype | a b«

Appariement possibles

ab bb — ab (%)
ab cc — ac (%)
ab bc — ab(3)+ac (§)
ac bb — ab (?)
ac cc — ac (?)
ac bc — ab(})+ac(})
bb cc —

AN AN S S~
BN S [N [ R | =
— N e N —
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Population size

Time (t)

Relative fithess

Long-Term Dynamics of Adaptation in
Asexual Populations

Michael J. Wiser,"? Noah Ribeck,"® Richard E. Lenski">**

I T T T T 1
0 10,000 20,000 30,000 40,000 50,000



Good, Benjamin H., Michael J. McDonald, Jeffrey E. Barrick, Richard
E. Lenski, and Michael M. Desai. 2017. “The Dynamics of Molecular
Evolution Over 60,000 Generations.” Nature 551 (7678): 45-50.

15,000 20,000 25,000 30,000 35000 40,000 45000 50,000
Generation, t

55,000 60,000

The dynamics of molecular evolution. Allele frequency trajectories of all de novo mutations detected
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Escherichia coli cultures maintain stable subpopulation
structure during long-term evolution

Megan G. Behvmgef"" Brian I. Choi®, Samuel F. Miller®, Thomas G. Doak™", Jonathan A. Karty”, Wanfeng Guo™®,
and Michael Lynch®'
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lifestyle affects human microbiota on daily
scales

A David'2"", Ame C Matema?, Jonathan Friedman’, Maria | Campos-Baptista®, Matthew C Blackbu®,
rotta’, Susan E Erdman® and Eric J Alm*7%"

Subject A gut }77 Subject B gut

B I —— — = L — 5
= e : — —_——— e T
1 <——_ Living Diarrheal > H

abroad iliness




Transformed abundance

— Midge abundance — Mean by year

Ground beetles Rove beetles
24
o REA B
2-

Harvestmen Ground spiders

2
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2

Sheet weavers Wolf spiders
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Quantifying ity responses to
variation from replicate time series

Joseph S. Phillips' 231
Lucas A. Nelll#

Jamieson C. Botsch!



Regimes of communities dynamics

A. C.
Periodic selection regime Concurrent-mutations regime
(succession of (clonal interference or
selective sweeps) multiple mutations)
Two interacting Large number of
clones interacting clones
(<2) (>2)
1 In(KS/B) 1 In(KS/B)
KUSIp S KUSIp S
K US? In(K U)"
UV X rVxin
(e.g. Crow and Kimura 1970) (e.g. Gerrish and Lenski 1998)
> In(K'S)
x ST
In2(U/S)

(e.g. Desai and Fisher 2007)

+ Tons of deterministic of population ecology and population genetics models with frequency
dependent selection, or species coexistence, etc. (reviewed in Llaurens et al. 2017, Chesson 2018)



Vnose

Mutation

Fitness Xe

Genetic Draft, Selective
Interference, and Population
Genetics of Rapid Adaptatior

Richard A. Neher



Echelle 1 : mutations rares
Séparation des échelles de temps.

1
Kuk =0, InK < Kk < eV pour tout V quand K est grand
1

(Champagnat 2006, Champagnat et Méléard 2011)

t
0 10000 20000 30000

Taux d'adaptation proportionnel a la taille de population et au taux
de mutation.



Echelle 2 : mutations fréquentes

Plutot étudié dans un cadre de génétique des populations.

Population de taille N
Accumulation de mutations favorables d’effet sy avec un taux

KN
X;j(t) nombre d'individus avec j mutations au temps t

M(t) = % i=0JXj(t) nombre moyen de mutations
Fitness d'un individu avec j mutations : 0V (14 sy(j — M(t)))

Chaque individu vit un temps exponentiel de paramétre 1, et le
remplacant est choisi proportionnellement aux fitnesses.



Echelle 2 : mutations fréquentes

Différentes échelles étudiées ; point commun : de nombreuses
mutations présentes en méme temps dans la population

(Rouzine, Wakeley et Coffin 2003, Desai et Fisher 2007, Rouzine,
Brunet et Wilke 2008 Yu, Etheridge et Cuthbertson 2010, Durrett
et Mayberry 2011, Kelly 2014, ...)

Quantités étudiées :
e Premier temps o0 un individu a j mutations
o E[M(t) — M(t —1)], E[M(¢)]
e Difféerence de nombre de mutations entre 'individu le "fittest’
et un individu typique

e Nombre de mutations d’un individu typique



(Schweinsberg 2017)

Résultats probabilistes rigoureux sous les hypothéses :

log N

Al: We have |im = 0
N—oo log(sn/pn) log(1/sw)
log N log N
A2: We have lim 8 5 Iog( °¢ > =0.
N—oo [log(sn/pn)] log(sn/1n)

A3: We have lim swlog N

= _—0.
N—roc log(sn/pn)

En particulier, le taux d’adaptation est sous linéaire en la taille de
population et le taux de mutation.



Cas particulier de I'échelle puy = 1/N*, a € (0,1)

Regardé dans un cadre éco-évolutif, cf cours de Sylvie

(Smadi 2017, Bovier, Coquille et Smadi 2019, Champagnat,
Méléard et Tran 2021, Coquille, Kraut et Smadi 2021+, Blath et
Tébias 20214, Blath, Paul et Tobias 2021+)



High
Transitivity

Low
Transitivity

Regimes of communities dynamics

A.

Periodic selection regime
(succession of
selective sweeps)

B.

Intermediate regime

C.

Concurrent-mutations regime
(clonal interference or
multiple mutations)

Two interacting

Few interacting

Large number of

clones clones interacting clones
(=2) (=2) (>2)
1 In(KS/p) 1 _In(KS/p) 1 In(KS/B)
KUSIp S KUSIB S KUS/IB S

"oV

Competitive
interactions

e Ecological time scale

e Dynamics with two or three competing clones

e Large mutations (or immigration)



Assumptlons (Billiard and Smadi 2017 SPA, Billiard and Smadi, 2020 Am. Nat.)

Individual-based stochastic model in continuous time
Scaling factor K — oo for population size, competition and time
e Three clones 0, 1 and 2

e 1 and 2 have a positive probability of invasion

e Clone 2 enters the population at time «

Rates of ecological processes
Birth Bi
Death 0
g Gio Cia Cio
Competition —*ng + g*ny + —Zm, Cj >0

52



Three clones dynamics approximation

Number of individuals

2000 4000 6000 8000 10000 12000

0

1

1

1

1

Approx.
Branching
Process

oy

®

Approx. Approx.

ApProx.

Deterministic | Branching | Deterministic

Lotka-Volterral  Process | Lotka-Volterra Procesi

Mg

Approx.
Branching

— Resident

= 1st Mutant
—— 2nd Mutant

N

T T T
1000 10g K 509

Time

300

400
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Possible dynamics: Examples

Number of individuals

Number ofindviduals.
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Possible final states

Final
States

Conditions

Clone 2 enters when 1 is rare (o < 5-)

Clone 2 enters when 1 is common (a >

1
)

Rock-Paper-Scisso

Sa1. S0z, 20, S102
s,

Soz

>0 S<0 S=>0 =0
Fixation e <o - s+ Sa1., S0z Sor, Sia, Sav
Fixation Sor. S Son, S
1
Fixation So1, Sz S12. Soa Sor. Saon . Sa0 S1a, So2
2 Sor, Sz201 S21 S12, oz, Sa0
o< Sor. Sia, Soa - - S12, Soa
a> s+ Sou, S1z a-sh+sh> Siz
Coexistence Sor Sao1 Son Sam
0and 1
Coexistence So1, S0t o2, 21 S
0and 2 Sou. Szo1. Sz, S1z Sa1.S102
Sar, Siz
Sz
a<gr gy (12 -1) Sov. Sw2
et — 1 <a < st ok (- 1) Sos, 812
o< i Son, St Sz
Coexistence Soa
land 2 Sorz
o<k sk (- Sou. Sorz
Coexistence Sou, S201 Sa1, Son
0, 1 and 2 So1, Sa01, 12, § S20, S1z
Son, Saor, Swoz. S, S sz Sor, Saon, San, S, S0 102 Si2
Sou, Saon. S22 Sioe Sor, Saor, Sa0. Sz, S12. S1oa Su
Sor, Sa0r, Sa1. Sz, Sva. Sona
Suj, Sigko ik € (0,1,2)
St Sorz. S10m Sor Sa1, 81, Sorz So. 20
Sa1, 812, S, S0, S10 Son
< e -1 Sur, So. S0z Sou. $1z Son. Sz
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Lower invasion probability
(S51 < 30 OF Sso1 < Sa0)

Higher invasion probability
(821 < 820 O S201 < S20)

Polymorphism
Faster fixation
Slower fixation

Soft clonal coexistence
Soft clonal assistance
Soft clonal hindrance

Hard clonal coexistence
Hard clonal assistance
Hard clonal hindrance

56



Une échelle intermédiaire

A, B. C.
Periodic selection regime Intermediate regime Concurrent-mutations regime
(succession of (clonal interference or
selective sweeps) multiple mutations)
Two interacting Few interacting Large number of
clones clones interacting clones
(=2) (=2) (>2)
1 In(K S/
S In(K S/B) 1

S KuS/p S

- _ 1 _,[n(xsip) _ 1 In(KS/B)
KuS/p § KuS/p~



On se restreint a une échelle de temps de I'ordre de In K.
Echelon nécessaire si I'on veut comprendre les dynamiques
complexes dans les expériences d’évolution.

Permet de se passer d'hypothéses d’existence d'équilibres
stables.

En particulier ce qui nous intéressait en lien avec les

expériences d’'évolutions : les interactions non compétitives,
i,e. 2>1,1>0, et pourtant 0 > 2.



Number of individuals
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0 X 2000

Branching process
approximation

Teps

= Resident
1 Mutant
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Publier dans un journal de biologie



Les théorémes limites en pratique

Enoncé typique
Pour des paramétres donnés, il existe une constante c telle que
pour tout € > 0 assez petit,

P <(1 —ce)alog K < TEK) < (1 4 ce)alog K) = p+ Ok(e),

o Ok(e) est de 'ordre de € pour K assez grand.

Question pertinente
OK mais en pratique 777



Les théorémes limites en pratique

Contient (au moins) trois questions :
e A quelle fréquence observe-t-on les différents scenarios
décrits 7
e Quelles sont les constantes qu’on néglige devant une grande
quantité ?

e Pour quels K cette limite est proche de la réalité 7



Likeliness of the final states and possible dynamics

Uniform prior

————— Fixation 0
06 Fixation 1

-------- Fixation 2

Polym 0-1
-------- Polym 0-2
----- Polym 1-2
Polym 0-1-2

p, maximum effect on competition ratio Cjj=C;/C;



Number of individuals

4000 6000 8000 10000

0 X 2000
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Number of individuals

1
Tep1 + Tivi = 510
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Logtine it Otsered
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e ~
R N

LN

T=2—"

R —

Sources d’erreur

e Lorsque K est petit : population résidente affectée par
compétition avec population mutante — temps
surestimés.

e Lorsque S est petit : fluctuations aléatoires plus grandes
de la taille de la population mutante — temps surestimés.

e Erreurs d'approximation de la durée de la phase
déterministe qui se répercutent sur la durée de la phase
stochastique suivante.






Programme

1. Introduction

Historique et questionnements principaux

2. avec Chi Tran (Univ. G. Eiffel) :

Modélisation stochastique d’un systéme de reproduction chez les
plantes a fleurs, et classes de problémes mathématiques

3. avec Charline Smadi (INRAE, Grenoble) :

Dynamique d’une communauté a diverses échelles, et utilité des
théoremes

4. avec Vincent Bansaye (E. Polytechnique) :

Comment les individus interagissent ? Convergence, approximations
et inférence
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From local interactions to population dynamics in site-based
models of ecology

A. Johansson? and D.J.T. Sumpter®®*

* Mathematics Department, Umed University, SE-901 87 Umed, Sweden
® Centre for Mathematical Biology, Mathematical Institute, Oxford University, 24-29 St Giles', Oxford OXI 2UT, Oxfordshire, UK

Received 21 May 2003
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Holling
{1965),
Holling and

Royama
(1871: Eq.

Beddington
(1875)

Nakamura

Hassell et Longstaff Mills
al. (1977) (1980) (1982)

ncomplete consumption
predator interference

ingestion and digestion,

Qaten and
Murdoch
(1875)

Rashevsky (1971-Eq

Real
(1877} McNair
(1880)

(Fujii et al.
1986)

Casas et
al, (1993)

—
Ungar and:
Noy-Meir
(1988),
md. patch
model

Spalinger

Lo ek Juliano
] an 3 1989,
soo HaIIing - sl (1892), Fryxell =
( RQ;‘:“:: and lllius F::dmr:' (1991)

(1971) (1999) (1998)

Fig. 1. A “family tree” of functional response models.

Jeschke et al. 2002
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Justification mécanistique
Causalité statistique
Forme
Propriete statistique

Comportement des individus Réponse fonctionnelle
dans un environnement q (taux de consommation par
(mouvement, manipulation, individu par unité de temps.)

interactions, etc.)




Rejuvenating functional responses
with renewal theory

Sylvain Billiard', Vincent Bansaye? and J.-R. Chazottes®

law

R(x,y, z) =

1 .
E(T(x, v, 2)

1Var(T(x, Y, 2))

" A KT(x, y, 2))°

)

A S\

STOCHASTIC PREDATION MODEL WITH DEPLETION

Guy L. CUurrY and RICHARD M. FELDMAN

Biosystems Research Division, Industrial Engineering Department, Texas A&M University,
College Station, Texas 77843

Abstract Can. Ent. 111: 465-470 (1979)

Ne(t) = No(l—e-l(t-Ne(t)th))

N

N (2) = 5

O
Gh(t)



4
Vs W if d=1
< —mfﬂ& (1_—111151/& (7+w¢h/ﬁ+2ﬂw(2))) if d =2

Int/A 3 : —
&+5Tf + \/t.& (141 /A)3 ( : ifd=3

(travail en cours avec JR Chazottes, G. Berthelot, E. Vergu)



%
T 1 ' B
&ﬁ@/ if d =1

@ ﬂlnﬂtm (1 ~ In t_l/.& ('}’ +7Th/A + 2@) if d=2
t e

K Int/A (::::> _ B
A+KThH + \/ﬁﬂ(l+h‘:rh/ﬂ.)‘ \ lf d — 3

N(0,7?)

(travail en cours avec JR Chazottes, G. Berthelot, E. Vergu)



Quantifier les 4 sources de variabilité

o Riltpi ~ N (mj, sj)

E

1 Cz)\,-z(-\/gj—l)
a (Cl)\,—l—h;(ﬂ—l))?)

. d—1
with m; = Vd and s2 =
Y Cl)\;—l—h;(\/gj—l) U

(avec Maud Delattre et Eliza Vergu)



1D 2D 3D

-3 dim 1 dim2 -3 dim3
3520 . 0.012 . . . S — . .
4 0.01} 1 1
25
0.008 1 0.8
2
0.006 R 0.6
1.5
0.004 1 04
1
r 1 0.2
05 0.002
o o 0
-400 -200 1] 200 400 600 800 1000 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 - 2000 -1500 -1000 -500 o 500 1000 1500

(simulations par Geoffroy Berthelot)



1D 2D 3D
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Dimension Expectation Variance Coeflicient of variation
2 1 In2-2/7 ~

1D 2\/2 < gln2= VEIZ — 1~ 0.208
QD TT/& (1 _ "}‘+Th7r/ﬁ) 2K 7?2 V2K ~ _ 1.3

Int/A Int/A AZ(Int/A)% Int/A—~y—1pm/A — Int/A

asuming that Int >> 73 i.e. total foraging time
is much higher than the time taken to handle one prey

3D I3 27.#;,4 lnt//_\. 3\/§ K In ﬁ/:ﬁ

V2r \/1+5T;¢/A V t/A

A+kTh

272 tA(1+kTh/A)3
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Data paper: FORAGE (Functional Responses from Around the Globe in all
Ecosystems) database: a compilation of functional responses for consumers and

parasitoids
Stella F. Uiterwaal, Ian T. Lagerstrom, Shelby R. Lyon, John P. DeLong

School of Biological Sciences, University of Nebraska — Lincoln, Lincoln, NE 68588 USA
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