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Programme

1. Introduction

Historique et questionnements principaux

2. avec Chi Tran (Univ. G. Eiffel) :

Modélisation stochastique d’un système de reproduction chez les

plantes à fleurs, et classes de problèmes mathématiques

3. avec Charline Smadi (INRAE, Grenoble) :

Dynamique d’une communauté à diverses échelles, et utilité des

théorèmes

4. avec Vincent Bansaye (E. Polytechnique) :

Comment les individus interagissent ? Convergence, approximations

et inférence
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Biologie + Maths > Biologie ?
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Maths + Biologie > Maths ?

Bernd Sturmfels
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→ “Replace the tree of life with a network or tapestry to represent lateral transfers of 
heritable features”

→”Find better ways to model multi-level systems, for example, cells within organs 
within people in human communities in physical, chemical, and biotic ecologies“

→”Understand probability, risk, and uncertainty. Despite three centuries of great 
progress, we are still at the very beginning of a true understanding.” 
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Probabilistes et biologiste des populations : Une tradition

(Cohen 2004)
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0. La grande question (1)
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0. La grande question (2)

The Quintessence 
consortium 2015
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1. Tout est stochastique
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1. Tout est stochastique

Proposition 1.

• La dérive génétique n’existe pas

• La stochasticité démographique non plus
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1. Tout est stochastique

Proposition 2.

• La sélection naturelle est une interprétation, pas un mécanisme

• L’exclusion compétitive, les interactions mutualistes, etc., idem
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1. Tout est stochastique

Proposition 3.

• Tout motif (ou pattern) que l’on observe est le résultat statistique

d’un certain nombres de particules en interaction, à une certaine

échelle

• Tout ce que l’on interpréte comme processus (ou process) : idem.
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1. Tout est stochastique

Conséquences.

• Et les interactions elles-mêmes alors ?

→ Cours avec Vincent

• Spéciation et extinctions d’espèce ?

→ Cours avec Chi

• Modèle déterminisite = approximation à une certaine échelle d’un

modèle stochastique à une autre échelle

→ Cours avec Charline

• Changer notre façon d’expliquer les choses (ex. pertinence de

“neutre” vs. “sélection” ?)

• Qu’appelle-t-on motif et processus ?

14



1. Tout est stochastique

Conséquences.

• Et les interactions elles-mêmes alors ?
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→ Cours avec Charline
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• Qu’appelle-t-on motif et processus ?

14



"[...] Buckle demonstrated statistically that if only a sufficient number of 
people is taken into account, then not only is the number of natural events 
like death, illness, etc. perfectly constant, but also the number of so-called 
voluntary actions - marriages at a given age, crimes, and suicides. It occurs 
no differently among molecules." 

— Ludwig Boltzmann 1886 (in Gigerenzer, « The empire of chance »)
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Causalité statistique (Wise 2015)
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2. Le concept d’échelle : central, pas simple et polysémique

• Echelles de temps, d’espace, de paramètres
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2. Le concept d’échelle: central, pas simple et polysémique

• Echelles d’organisation, d’observation, d’abstraction, d’individuation

→ Clarifier notre emploi de “hasard”
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2. Le concept d’échelle: central, pas simple et polysémique

• Même modèles probabilistes à toutes échelles ?

• Si oui lesquels ?

• Si non, pourquoi ?

• Comment répondre à ces questions ?

• Conflits entre échelles ?

• Imbrication des échelles ?
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Peut-on parler de sélection à l’échelle des espèces ?

Goldberg et al. 2012
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3. Implications pour l’inférence

Ne pas faire de différences entre

• Modèles basés sur les processus

• Modèles statistiques et d’inférences

• Expérimentations, observations, mesures
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Réflexe de biologistes... et vous ?
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3. Implications pour l’inférence

Quatre sources de variabilité

• Extrinsèque (ou environnementale)

• Entre individus

• Erreurs d’observations, d’expérimentations

• Intrinsèque (d’un processus sous-jacent)
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3. Implications pour l’inférence

Enjeu : quantifier les quatre sources dans un jeu de données

• Quel modèle inférentiel ?

• Quel shéma expérimental ?

• Quelle information tirer ?
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3. Implications pour l’inférence

Les fluctuations nous renseignent sur le processus d’intérêt ...

... abusons-en !

Y = F (Θ,E , Individu) + ε(Θ,E , Individu,Erreurs)
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Programme

1. Introduction

Historique et questionnements principaux

2. avec Chi Tran (Univ. G. Eiffel) :

Modélisation stochastique d’un système de reproduction chez les

plantes à fleurs, et classes de problèmes mathématiques
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Système d’auto-incompatibilité chez les plantes

• Un système d’appariement

• Chez des dizaines de familles (évolutions indépendantes)

• Chez ∼ 50% espèces

• Un phénotype aux classes discrètes

• Un déterminisme génétique simple

• Intérêt économique, etc.
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Comment ça marche ?

(photo: P. Saumitou)
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Une vieille obsession... empirique

(Lawrence 2000)
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Une vieille obsession... probabiliste
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Une vieille obsession... probabiliste

(Wright 1939) 34



Un nouveau regard probabiliste (avec P. Czuppon)

Birth rate of 
Aij individuals

Death rate of 
Aij individuals

Stationary 
distribution

(en cours)
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Un nouveau regard probabiliste (avec Chi Tran)
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Un nouveau regard probabiliste (avec Chi Tran)
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Un problème classique : sous représentation dans les ı̂les ?

3/34 espèces endémiques sont auto-incompatibles (Chamorro et al. 2012)
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Un cas particulier : Distylie (primevère, lilas, jasmin, ...)
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Approximation en grande population

40



En petite population : marche aléatoire dans un quart de plan

41



En petite population : colonisation, extinction

42
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Avec Sylvain : marche aléatoire pour les populations distyles

Kilian Raschel et les marches aléatoires dans le quart de plan

Sylvain et Laurence : marches aléatoires sur des triangles ?
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Transitions pour le modèle distyle
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Figure: Evolution de (Naa
t ,NAa

t )t∈R+ pour le modèle de Wright. Les taux
d’événements sont à gauche et les transitions de probabilité de la châıne de
Markov induite à droite.

1. Billiard, Tran, J. Math. Biol., 2012.
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Equation pour le calcul de la probabilité d’extinction

F τ0 = inf{t ≥ 0 : NAa
t = 0 or Naa

t = 0}

F pi,j = Pi,j(τ0 < +∞)

Prop (pi,j)i,j≥1 est la plus petite solution positive de :

pi,j =
di

(r + d)(i + j)
pi−1,j +

dj

(r + d)(i + j)
pi,j−1

+
r

2(r + d)
pi+1,j +

r

2(r + d)
pi,j+1

avec les conditions au bord :

pi,0 = p0,j = 1.

F Problèmes avec réflexions au bord : files d’attente.

1. Foddy. PhD, 1984.

2. Guillemin, Simonian, Nasri, Rodriguez, arXiv:2009.13254, 2020
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Simulations de la marche aléatoire

Figure: Simulation des trajectoires (Naa
t ,NAa

t )t≥0 dans les cas critique,
sous-critique et sur-critique. Le nombre d’individus {a, a} est en abscisse et le
nombre d’individus {A, a} en ordonnées. Pour les trois simulations, la condition
initiale est (100, 100).

1. Parsons, Quince, Theor. Pop. Biol., 2007.
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Probabilité d’extinction

F Comparaison avec un Galton-Watson (bi-type) :

Si r ≤ d , on a extinction presque-sûre.

Si r > d , la probabilité d’extinction d’un Galton-Watson issu de (i , j)
individus est : (d

r

)i+j

.

F Alors :

pij ≥
(d
r

)i+j

.
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Probabilité d’extinction

F Comparaison avec une marche aléatoire homogène sur le quart de plan
:
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Probabilité d’extinction

Figure: Simulation de la probabilité d’extinction de (Naa,NAa). La condition
initiale est (Naa

0 ,NAa
0 ) = (1, 1).
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Avec Sylvain : marche aléatoire pour les populations distyles

Kilian Raschel et les marches aléatoires dans le quart de plan

Sylvain et Laurence : marches aléatoires sur des triangles ?
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Marches aléatoires homogènes

F On considère les fonctions

Q(x , y) =
∑
n≥0

( ∑
i,j≥0

qG(n; i , j)x iy j
)
tn.

où qG(n; i , j) est la probabilité d’arriver en (i , j) partant de (0, 0) avec n
pas.

F Pour des marches aléatoires homogènes sur le quart de plan :

R(x , y)Q(x , y) = R(x , 0)Q(x , 0) + R(0, y)Q(0, y)

− R(0, 0)Q(0, 0)− xy .

On s’intéresse alors au lieu où R(x , y) = 0 (courbe algébrique).

1. Kurkova Raschel, Bull. SMF, 2011.
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De l’équation des pi ,j à une EDP

F P(x , y) =
∑

i,j≥1 pi,jx
iy j , for x , y ∈ [0, 1).

F P(x , y) vérifie AP(x , y) = h(x , y ,P) où

AP(x , y) = Q(x , y)∂xP(x , y) + Q(y , x)∂yP(x , y) + R(x , y)P(x , y)

Q(x , y) = (r + d)x − r

2
− r

2

x

y
− dx2

R(x , y) =
r

2x
+

r

2y
− dx − dy

h(x , y ,P) = − r

2

(∑
i≥1

pi,1ix
i +
∑
j≥1

p1,j jy
j
)

+ d
(∑

i≥1

x iy +
∑
j≥1

y jx
)

= − r

2

(
x
∂2P

∂x∂y
(x , 0) + y

∂2P

∂y∂x
(0, y)

)
+ d xy

(
1

1− x
+

1

1− y

)
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Résolution
F Equations des caractéristiques:

ẋs =
dx

ds
(s) = Q(xs , ys),

ẏs =
dy

ds
(s) = Q(ys , xs),

F Résolution :

xs =
λrers + µd eds

d(λers + µed s + 1)
, ys =

λrers + µd eds

d(λers + µed s − 1)
,

où :

λ =
2d x0y0 − d(x0 + y0)

(x0 − y0)(r − d)
, µ =

−2d x0y0 + r(x0 + y0)

(x0 − y0)(r − d)
.

F Enfin :

P(x0, y0) =
r

2

∑
i≥1

∫ s0

0

(
pi,1i(xu)

i + p1,i i(yu)
i)e∫ u

0 R(xα,yα)dαdu

− d

∫ s0

0

xuyu

(
1

1− xu
+

1

1− yu

)
e
∫ u

0 R(xα,yα)dαdu.
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Développements
F Pour les bords, on utilise que pour i fixé, lorsque N → +∞,

pi,N ∼
(

2d

r

)i
i !

N i
.

Initial num
ber of Aa

Initia
l n

umber o
f a

a

E
xtinction probability

Initial num
ber of Aa

Initia
l n

umber o
f a

a

E
xtinction probability

Gauche : r = 3 et d = 2 ; Droite : r = 2.002 et d = 2

1. Lafitte-Godillon, Raschel, Tran, SIAM J. Appl. Math., 2013.
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Prolongements par Kilian (et Gerald)
F On définit :

κ∗ := lim inf
i→+∞

p
1/i
i,i , κ∗ := lim sup

i→+∞
p

1/i
i,i

La détermination des bornes κ∗ et κ∗ pose elle-même un problème.

F Si d < r , alors il existe ν ∈ (0, d/r) tel que lorsque i → +∞,

pi,i = o(ν i ).

F On montre : (d
r

)2

≤ κ∗ ≤ κ∗ ≤
d

r
.

F En utilisant de l’analyse harmonique :(d
r

)i+j

∨
[(

1 +
d

2(r + d)

)i∧j i !j!

(i + j)!

((d
r

)i
+
(d
r

)j)]
≤ pi,j ≤

(d
r

)i
+
(d
r

)j
−
(d
r

)i+j

.

1. Alsmeyer, Raschel, J. Math. Biol., 2019.
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Avec Sylvain : marche aléatoire pour les populations distyles

Kilian Raschel et les marches aléatoires dans le quart de plan

Sylvain et Laurence : marches aléatoires sur des triangles ?
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Et que se passe-t-il avec 3 allèles ?

F Génotypes et phénotype :

a⇒ b ↔ c

Génotype aa bb cc ab ac bc
Phénotype a b c a a bc

F Appariement possibles

ab bb → ab ( 1
2 ) + bb ( 1

2 )
ab cc → ac ( 1

2 ) + bc ( 1
2 )

ab bc → ab ( 1
4 )+ ac ( 1

4 ) + bb ( 1
4 )+ bc ( 1

4 )
ac bb → ab ( 1

2 ) + bc ( 1
2 )

ac cc → ac ( 1
2 ) + cc ( 1

2 )
ac bc → ab ( 1

4 ) + ac ( 1
4 ) + bc ( 1

4 ) + cc ( 1
4 )

bb cc → bc (1)



Programme
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Historique et questionnements principaux

2. avec Chi Tran (Univ. G. Eiffel) :

Modélisation stochastique d’un système de reproduction chez les

plantes à fleurs, et classes de problèmes mathématiques
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théorèmes

4. avec Vincent Bansaye (E. Polytechnique) :

Comment les individus interagissent ? Convergence, approximations

et inférence
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Regimes of communities dynamics

+ Tons of deterministic of population ecology and population genetics models with frequency

dependent selection, or species coexistence, etc. (reviewed in Llaurens et al. 2017, Chesson 2018)

ν ∝ K US2

(e.g. Crow and Kimura 1970)

ν ∝ ln(K U)α

(e.g. Gerrish and Lenski 1998)

ν ∝ S2 ln(K S)

ln2(U/S)

(e.g. Desai and Fisher 2007)





Echelle 1 : mutations rares
Séparation des échelles de temps.

KµK → 0, lnK � 1

KµK
� eKV pour tout V quand K est grand

(Champagnat 2006, Champagnat et Méléard 2011)

Taux d'adaptation proportionnel à la taille de population et au taux

de mutation.



Echelle 2 : mutations fréquentes

Plutôt étudié dans un cadre de génétique des populations.

• Population de taille N

• Accumulation de mutations favorables d'e�et sN avec un taux

µN

• Xj(t) nombre d'individus avec j mutations au temps t

• M(t) := 1

N

∑∞
j=0

jXj(t) nombre moyen de mutations

• Fitness d'un individu avec j mutations : 0∨ (1+ sN(j −M(t)))

• Chaque individu vit un temps exponentiel de paramètre 1, et le

remplaçant est choisi proportionnellement aux �tnesses.



Echelle 2 : mutations fréquentes

Di�érentes échelles étudiées ; point commun : de nombreuses

mutations présentes en même temps dans la population

(Rouzine, Wakeley et Co�n 2003, Desai et Fisher 2007, Rouzine,

Brunet et Wilke 2008 Yu, Etheridge et Cuthbertson 2010, Durrett

et Mayberry 2011, Kelly 2014, ...)

Quantités étudiées :

• Premier temps où un individu a j mutations

• E[M(t)−M(t − 1)], E[M(t)]

• Di�érence de nombre de mutations entre l'individu le '�ttest'

et un individu typique

• Nombre de mutations d'un individu typique



(Schweinsberg 2017)

Résultats probabilistes rigoureux sous les hypothèses :

A1: We have lim
N→∞

logN

log(sN/µN) log(1/sN)
=∞.

A2: We have lim
N→∞

logN

[log(sN/µN)]2
log

(
logN

log(sN/µN)

)
= 0.

A3: We have lim
N→∞

sN logN

log(sN/µN)
= 0.

En particulier, le taux d'adaptation est sous linéaire en la taille de

population et le taux de mutation.



Cas particulier de l'échelle µN = 1/Nα, α ∈ (0, 1)

Regardé dans un cadre éco-évolutif, cf cours de Sylvie

(Smadi 2017, Bovier, Coquille et Smadi 2019, Champagnat,

Méléard et Tran 2021, Coquille, Kraut et Smadi 2021+, Blath et

Tóbiás 2021+, Blath, Paul et Tóbiás 2021+)



Regimes of communities dynamics

Competitive 
interactions 

High 
Transitivity

Low 
Transitivity

2

1

0

2

1
0

• Ecological time scale

• Dynamics with two or three competing clones

• Large mutations (or immigration)



Assumptions (Billiard and Smadi 2017 SPA, Billiard and Smadi, 2020 Am. Nat.)

• Individual-based stochastic model in continuous time

• Scaling factor K →∞ for population size, competition and time

• Three clones 0, 1 and 2

• 1 and 2 have a positive probability of invasion

• Clone 2 enters the population at time α

Rates of ecological processes
Birth βi
Death δi

Competition
Ci,0

K n0 +
Ci,1

K n1 +
Ci,2

K n2, Cij > 0

52



Three clones dynamics approximation
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Possible dynamics: Examples
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Possible final states

Final 
States

Conditions
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Synthesis
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Une échelle intermédiaire

A.

Periodic selection regime
(succession of 

selective sweeps)

B.

Intermediate regime

C. 

Concurrent-mutations regime
(clonal interference or 

multiple mutations)

1
K μ S /β

≫
ln(K S/β)

S

Few interacting 
clones  

1
K μ S /β

≪
ln(K S/β)

S

Two interacting 
clones 

Large number of     
 interacting clones 

1
K μ S /β

=Ο ( ln (K S /β)

S )

(≫2)(≥2)(≤2)



• On se restreint à une échelle de temps de l'ordre de lnK .

• Echelon nécessaire si l'on veut comprendre les dynamiques

complexes dans les expériences d'évolution.

• Permet de se passer d'hypothèses d'existence d'équilibres

stables.

• En particulier ce qui nous intéressait en lien avec les

expériences d'évolutions : les interactions non compétitives,

i.e. 2 > 1, 1 > 0, et pourtant 0 > 2.
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(Zeeman 1990)



Des questions inspirées par la biologie

Publier dans un journal de biologie



Les théorèmes limites en pratique

Enoncé typique

Pour des paramètres donnés, il existe une constante c telle que

pour tout ε > 0 assez petit,

P
(

(1− cε)a logK ≤ T (ε,K) < (1 + cε)a logK
)

= p + OK (ε),

où OK (ε) est de l'ordre de ε pour K assez grand.

Question pertinente

OK mais en pratique ???



Les théorèmes limites en pratique

Contient (au moins) trois questions :

• A quelle fréquence observe-t-on les di�érents scenarios

décrits ?

• Quelles sont les constantes qu'on néglige devant une grande

quantité ?

• Pour quels K cette limite est proche de la réalité ?



Likeliness of the final states and possible dynamics

57

Uniform prior
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Faible dépendance en ε.
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Invasion Time 
 Prediction vs. Simulations 
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 3 clones

Sources d'erreur

• Lorsque K est petit : population résidente a�ectée par
compétition avec population mutante → temps
surestimés.

• Lorsque S est petit : �uctuations aléatoires plus grandes
de la taille de la population mutante → temps surestimés.

• Erreurs d'approximation de la durée de la phase
déterministe qui se répercutent sur la durée de la phase
stochastique suivante.





Programme

1. Introduction

Historique et questionnements principaux

2. avec Chi Tran (Univ. G. Eiffel) :

Modélisation stochastique d’un système de reproduction chez les

plantes à fleurs, et classes de problèmes mathématiques

3. avec Charline Smadi (INRAE, Grenoble) :

Dynamique d’une communauté à diverses échelles, et utilité des

théorèmes

4. avec Vincent Bansaye (E. Polytechnique) :

Comment les individus interagissent ? Convergence, approximations

et inférence
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  Holling 1959



  Jeschke et al. 2002



  



  

Justification mécanistique
Causalité statistique

Forme
Propriété statistique

Comportement des individus 
dans un environnement
(mouvement, manipulation, 
interactions, etc.)

Réponse fonctionnelle
(taux de consommation par 
individu par unité de temps.)



  



  
(travail en cours avec JR Chazottes, G. Berthelot, E. Vergu)



  
(travail en cours avec JR Chazottes, G. Berthelot, E. Vergu)



  
(avec Maud Delattre et Eliza Vergu)

Quantifier les 4 sources de variabilité



  

1D 2D 3D

(simulations par Geoffroy Berthelot)



  

1D 2D 3D

(simulations par Geoffroy Berthelot)



  



  



  



  


