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Dynamique adaptative - Hypothèses

Définition : Dynamique adaptative[1]

Étudier les liens entre l’écologie et l’évolution.

Mécanismes de l’évolution
• Hérédité • Mutations • Sélection

Hypothèses biologiques
(HB1) Population asexuée  Simplifier le schéma de reproduction.

(HB2) Mutations rares
 Séparation des échelles de temps écologique et évolutive.

(HB3) Petites mutations
 Évolution agit lentement sur les caractéristiques individuelles.

(HB4) Grande population  Densité de population déterministe.

[1] Metz, Geritz et al. (1996)
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Dynamique adaptative - Succès

 Fournir une description de l’évolution du trait dominant :
Équation Canonique de la Dynamique Adaptative (CEAD)[2].

Équation Canonique

CEAD = Gradient de fitness × Effets des mutations

[2] Dieckmann, Law (1996)
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État de l’art mathématique

(HB2)  Probabilité de mutation p (HB3)  Taille des mutations σ
(HB4)  Taille de population K

Une approche basée sur des EDP

IBM
K −→ +∞

EDP
σ −→ 0

CEAD1[3] [4]

Une approche stochastique

IBM
K −→ +∞
p −→ 0

TSS
σ −→ 0

CEAD2[5] [6]

[3] Fournier, Méléard (2004) [4] Dieckmann, Jabin et al (2005) - [5]
Champagnat (2006) - [6] Champagnat, Méléard (2011) 6/19
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Objectif

Notre approche - Mutations individuelles fréquentes (p ≡ 1)

IBM
K −→ +∞
σ −→ 0

CEAD3
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Modèle individu-centré (IBM) (1/2)
(1) Processus de Naissance-Mort-Compétition-Mutation[7,8].
• Chaque individu est caractérisé par un trait phénotypique

continu x ∈ X ⊂ R : e.g. la taille du corps à maturité.
• Au temps t, la population est composé de NK,σ(t) individus et de

traits x1, . . . , xNK,σ(t) et décrit par le processus à valeurs mesures:

νK,σt := 1
K

NK,σ(t)∑
i= 1

δxi .

(2) Taux de transition d’un individu de trait x (p ≡ 1).
• Naissance au taux b(x) d’un trait mutant y := x+ σH où

H ∼ m(dh) : loi de mutation.

• Mort sans compétition au taux d(x).

• Mort par compétition avec n’importe quel autre individu de trait
y au taux c(x,y)

K .

[7] Bolker, Pacala (1997) - [8] Fournier, Méléard (2004)
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Modèle individu centré (IBM) (2/2)

(3) Autres paramètres biologiques.

• n(x) := b(x)−d(x)
c(x,x) : densité d’équilibre d’une population

monomorphique de trait x quand il n’y a pas de mutation.

• Fit(y, x) := b(y)− d(y)− c(y, x)n(x) : fitness d’un individu
mutant de trait y dans une population résidente monomorphique
portant le trait x.
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Théorème - Une nouvelle équation canonique
Théorème (En construction)
On suppose
• de bonnes hypothèses concernant les paramètres biologiques :
 régularité sur b(x), d(x), c(x, y),m(dh),

• νK,σ0 de support {x0} pour tout K et pour tout σ,
• p ≡ 1, σ → 0 et K → +∞ de sorte que

σ � K−
3
2 .

Alors, pour la topologie de Skorohod sur D (R+,MF ),(
νK,σt
Kσ2

)
t>0

Loi−−−−−−→
K−→+∞
σ−→0

(
n(x(t))δx(t)

)
t>0

où x(0) = x0 et

x′(t) = ∂1Fit(x(t), x(t)) × n(x(t))
∫
R
h2m(dh) (CEAD3)
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(1) Différentes dynamiques mises en jeu

IBM : Trois échelles de temps

1

Taille de
population

[Très rapide]

K

Distribution
recentrée et dilatée

[Rapide]

1
Kσ2

Trait moyen

[Lente]

Temps

 Intuitions sur un modèle jouet.
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[Très rapide]

K

Distribution
recentrée et dilatée

[Rapide]

1
Kσ2

Trait moyen

[Lente]
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Dynamique très rapide

 Taille de population
〈

1, νK,σt

〉
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K
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[Rapide]

1
Kσ2

Trait moyen
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Dynamique rapide

 Distribution recentrée, dilatée et rescalée de traits

◦
ν
K,σ

t := 1
K
〈

1, νK,σt

〉 NK,σ(t)∑
i= 1

δ 1
σ

√
K

(xi−z(νK,σt ))

=:
(
h 1
σ

√
K
◦ τ−z(νK,σt )

)
]

νK,σt〈
1, νK,σt

〉
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(2) Modèle jouet (1/2)

Modèle jouet

LK,σΦ(ν) = K

Kσ2

∫
X

ν(dx)C(x)
∫
R

m(dh)
[
Φ
(
ν − δx

K
+ δx+σh

K

)
− Φ(ν)

]

+ K

Kσ2

∫
X

ν(dx)
∫
X

ν(dy)b(x, y)
[
Φ
(
ν − δx

K
+ δy
K

)
− Φ(ν)

]
 Taille de population fixée  Lent-Rapide : (z (ν), ν̂) où

Trait moyen z(ν) := 〈id, ν〉

Distribution recentrée et dilatée des traits
ν̂ :=

(
h 1
σ

√
K
◦ τ−z(ν)

)
] ν
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Modèle jouet (2/2)
(a) Comportement asymptotique - Composante lente

Fonctions tests : Φ̂ (z, µ̂) = f(z),

L̂K,σΦ̂ (z, µ̂) = f ′(z)(∂2b(z, z)− ∂1b(z, z))M2 (µ̂) +O

(1 +M2 (µ̂)
K

)
.

(b) Comportement asymptotique - Composante rapide

Fonctions tests : Φ̂ (z, µ̂) = Fg (µ̂) := F (〈g, µ̂〉),

L̂K,σΦ̂ (z, µ̂) =
1

KKσ2

[
F ′ (〈g, µ̂〉)

{
C2C(z)

〈
g′′

2
, µ̂

〉
+ b(z, z)

[〈
g′′, µ̂

〉
M2 (µ̂)− 2

〈
g′ × id, µ̂

〉]}
+ F ′′ (〈g, µ̂〉) b(z, z)

{(〈
g2, µ̂

〉
− 〈g, µ̂〉2

)
+
〈
g′, µ̂

〉2
M2 (µ̂)− 2

〈
g′, µ̂

〉
〈g × id, µ̂〉

}
+ O

(1 +M2 (µ̂) +M3 (µ̂)
K

)]
,

où Mj (µ̂) =
∫
X |x|

j µ̂(dx) et C2 =
∫
R h

2m(h)dh.

 On reconnait un processus de Fleming-Viot neutre recentré.
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Processus de Fleming-Viot recentré

 Il est caractérisé à l’aide d’un problème de martingale.

• Existence. Utilisation de développements asymptotiques, du
problème de martingale de Fleming-Viot original et probabilités
régulières conditionnelles.

• Unicité. Utilisation de la méthode de dualité.

• Ergodicité. Utilisation des processus de Moran, généalogies de
Kingman et techniques de couplage.
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Merci !

Merci de votre attention !
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