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La question initiale : Quels sont les effets de perturbations aléatoires ponctuelles
et de grande ampleur sur les systémes biologiques et écologiques 7

Par exemple :
@ Incendies de foréts.
@ Impact anthropique sur les écosystémes des parcs naturels.

@ Répartition asymétrique du contenu cellulaire lors de la division.

Défi dans I'étude mathématique :

Les perturbations aléatoires qui cassent la continuité (au sens mathématique) des systémes.
(Notamment : critéres type Foster-Lyapunov pour les mesures invariantes plus difficiles a
vérifier [Meyn-Tweedie 93'])
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Le modéle

Processus de Markov & temps continu : 'y = (rﬁl),r?)) eNxN

Partie naissance mort compétitif
® — @1 ® ;taux Aq,

® — X 3 taux piy + BLTK) 4 B2p(2.K), |

K grand <= grande capacité de charge
® — 01+ @ ;taux Ay,
® — X a taux y2—|—ﬁT2<11“(1vK)_|_5%r(2,K).

Partie catastrophes
&
oy
o0
—

(@), ) (Bin(T), @), Bin(T?), ®,))

.~ )
0’ a taux r, avec (01, 0)) ~ loi k.

Paramétres du modéle :

@ Les taux r, et A; et y; pour i =1,2.
@ Les taux compétitifs B; pour i, j =1,2.

@ La loi (ou distribution) des intensités des catastrophes % sur (0,1)2.
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EDS limite quand K — oo déterministe par morceaux

On peut définir sur le méme espace de probabilité que les k) un processus déterministe par
morceaux Zy = (Zt(l), Zt(2)) sur R+ tel que T(K) /K — Z en probabilite [Ethier-Kurtz+] :

dz\) = 7 (a; — pizl" — gz dt — 7!V ds! avec a; = A — 1

partie déterministe sans catastrophe  sauts aléatoires

Remarque : (S<1>, 5(2)) est un processus de Poisson composé de dimension 2 dont la fréquence des
sauts est r et la loi des sauts est celle de (1 - 01,1 —0»).

HtheSeS : Evolution de Z1 et Z2
° T /K zéi) avec 1 e
CX] 0.8
zé ) > 0. 408 : 7
@ Convergence sur un fa ‘/W ‘ ‘
intervalle de temps fixé o l/‘
(qui ne dépend pas de 00 L‘/—L
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Le systéme déterministe sans catastrophe (Lotka-Voltera compétitif)

z(i) i i i
s J0FD, 29)  avec  Fi(x,y) = ai— Bix — Biy

=—> Pas de solution explicite !

1.2
Pour résoudre qualitativement on
trace les isoclines sur le portrait 107
de phase :
0.8
0.6
Fi(x,y) =
0.4
Fa(x,y) = ]
0.0 T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Petit miracle de la dimension 2 : ) )
Les quatre cas sont complétement caractérisés par les signes de F1(0, zéq)) et de F»(0, ze(q)).
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Le systéme déterministe sans catastrophe (Lotka-Voltera compétitif)

(i) . . .
d

—fft = zt(')F,-( t('),ztm) avec  Fi(x,y) = aj — Biix — Bijy
=—> Pas de solution explicite !

1.2
Pour résoudre qualitativement on Lo
trace les isoclines sur le portrait '
de phase :
0.8 1
1 0.6
H
Fi(x,y) =
1(x.y) oal
0.2 1
Fa(x,y) = >
0.0 T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

z1
Petit miracle de la dimension 2 : ) )
Les quatre cas sont complétement caractérisés par les signes de F1(0, zéq)) et de (0, zeq
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Le systéme déterministe sans catastrophe (Lotka-Voltera compétitif)

(i) . N
d
=Rz, 2))
=—> Pas de solution explicite !

avec  Fi(x,y) = a; — Biix — Bjjy

1.2
Pour résoudre qualitativement on Lo
trace les isoclines sur le portrait '
de phase :
p 0.8 1
1 0.6
F(x,y) =
1(x.y) oal
0.2 1
Fa(x,y) =
0.0
0.0

Petit miracle de la dimension 2 :

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12
z1

Les quatre cas sont complétement caractérisés par les signes de F1(0, zéfz,)) et de F»(0, ze(;)).
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Les 4 cas possibles

1 <0 (excl) (excll) -,
-
»
Nos N
f1 >0 (excl2) (coex) .,
y
-
o

Avec fj; := F;(0, zéj)) les fitnesses d’invasion.
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Question formelle

— On se donne un jeu de paramétres (a;) et (Bj;) tel que (2) gagne sans catastrophe.

— On prend un noyau (loi de proba) x de catastrophes pour (@1, ®3) tel que
PO < ®1) =1

Question : A partir de quelle fréquence d'apparition des catastrophes r > 0 a-t-on :
— @ ne gagne plus systématiquement ?
— (1) gagne systématiquement ?

Idée : Essayer de définir des fitnesses d'invasion moyennes qui caractériseraient notre systéme
aléatoire déterministe par morceau.
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Définir un état d'équilibre seul

Sans catastrophes (déterministe) : On fixe z(2) = 0 et on regarde pour quelle valeur de z(1) on
a dz(V/dt = 0.

Avec catastrophes (aléatoire) : On fixe Z(2) = 0 et on cherche une loi de probabilité invariante
pour notre processus de Markov — souvent difficile.

Mais en dimension 1 on a des calculs explicites !
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Solutions explicites en dimension 1

Sans catastrophes Avec catastrophes
% — z(a— Pz:) = dZe = Ze(a— pZe)dt
+ si catastrophe au temps t : Z; = @Z;_
1
~ -1 ~
Zi =z (eat) — Zy =27 | e H O
. M Ty<t
croissance intrinséque N— -

croissance intrinséque
vérifie I'equation dz;/dt = —pe~ 2172 _ vérifie I'equation
dZ;/dt = —Be @t~ L1oeOk 72

= On obtient une formule explicite pour Z; qui ne fait intervenir que t +— at + ) 1, log O
(processus de Lévy = marche aléatoire en temps continu)
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Taux de croissance et fitnesses

Taux de croissance Taux de croissance moyen
ar 31 := a1 + rE[log®1)]
Valeur a I'équilibre Valeur moyenne a I'équilibre
a1/ p11 a1/pu

(théorie des processus de Lévy
[Palau-Pardo 16])

Fitness d'invasion Fitness d’invasion moyenne
fo1 = a2 — B21a1/Pu1 fo1 = a2 — Ba131/B11

Théoréme [F., Marguet, Smadi] : Le fait que Z() a une probabilité de survie = 0, = 1 ou
6}0, 1[ est entiérement caractérisé par les signes de 15 et fo1.
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Les 4 cas pour le systéme aléatoire

fi2 <0 f12 >0
1.0 05
: :
fo1 < 0| (EXCL) *, (EXCL1) *,
1 04 02
* ‘@ o
0.8
06 z1 z1
a
E 12
2 14
0.4 10
o |
Nos N
fo1 >0/| (EXCL2) * (COEX) *
0.0 0.6 0.4
B
.
-
.
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Retour a la question : effet de r sur les fitnesses
ﬁ11

|

{

f12>0<:>—>@ et f21>0<:>7
B22 ,321
>0
f21A fp >0
r ~ a1
[ a2
(EXCL2) B12 (COEX) B11 (EXCL1)
P22 B21
Or, B
a _a r (2) (1)
2 _ 4 | — I
S =2t o= (aEBllg0?] - 2E[|log0 V]
le signe donne la monotonicité de 3; /a, avec r
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Retour a la question

— On se donne un jeu de paramétres (a;) et (Bj;) tel que (1) gagne sans catastrophe.

— On prend un noyau de catastrophes (©(1) @) tel que
a1E[|log ®®@)|] — aE[|log®1)|] > 0.

Réponse : A partir de

— r>r:0naP(Z® 5 0) <1

— r>n:0naP(ZM 50)=0etP(Z? -0)=1

ai(n) B11 P12 a1(r)

a(n) = min (/321 522) et a2(r2)

Bi1 Bi2
Bo1’ B2

= max(—
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Exemple

Evolution of Z1 and Z2 Evolution of Z1 and Z2 Evolution of Z1 and Z2

101 — 71 — 0.7 —

02

Value
°
2
Value
° °
S 2
?
————
=
—
Value
s o o o
g 2 £ £
—_—

0.0 0.0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Time Time Time
~ 3.54 pour r = 0.35 ~ 4.93 pour r = 0.75 ©7.38 pour r=1 _
P . ° a1
[ [ a2
(EXCL2) B2 __ 4 (COEX) Bi1 __ 7 (EXCL1)
B22 B21

Avec une loi (@), @2)) couplée et telle que 1) = O —1/8 presque sirement. Mais qui
vérifie bien a;E[| log ®®)|] < asE[| log ®V)|], c'est-a-dire : rapporté au taux de croissance
sans catastrophe, |'effet des catastrophes est moins fort pour (2) que pour (2).
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Paralléle avec un autre systéme d'EDO perturbé

Travaux de M.Benaim et C.Lobry (2014), puis F.Malrieu et P-A. Zitt (2017)

Systéme d'EDO alterné aléatoirement

i
dZt() = Z (a, 1 = BiiZe " — BijiZ, )
avec I; € {1, 2} et deux jeux de parametres (ai1. Bij1) et (aj2, Bij2) I
TN
. L. L - . . . 7
Résultats similaires en définissant des fitnesses d'invasion .
moyennes a partir de mesures invariantes en dimension 1. {7z
7

v '\

- \

nnnnn ‘%

(COEX) (EXCL2)
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La phase d'invasion ?

Et pour (F((JI’K),F((J2’K)) = (K.zM,1) ?

A part dire que FEZK) << K pour t € [0, T], 'EDO avec catastrophe ne nous dit rien...

Le bon objet pour étudier une phase d'invasion c’est un processus de
branchement...[Champagnat 06]

® —> @4+ @® 3 taux Ag, =—> homogeéne en temps
° — X a taux pp + ,3212(1) +f%2/P¢m, — dépend de (Zt(l), t>0)
&
() @
[ J
'o::o‘ 0.~
— 3 taux r. —> dépend de (®,, T,,n>0)

.. en environnement aléatoire ((Z(Ti) T, ®n),n> 0)) Markov. ([Kersting20] sur les

Processus de branchement en environnement variable)
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Le processus de branchement en environnement aléatoire

Proposition [F., Marguet, Smadi] : On peut définir une proba d'invasion asymptotique et un
temps d'invasion qui sont en partie caractérisés par la fitness d'invasion avec catastrophes.

0 si fo1 <0,

(2,K) _
es0,K—=oo | P>0 sifo; > 0.

P(3t, T>H) = | Ke))

Et sous |'événement de fixation on a

1
inf{t >0,T>") = |Ke|}/logk — —.
e—0,K—o0 f21
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o Existence d'une classe de perturbation pour laquelle les comportements
asymptotiques des systémes sont donnés par les fitnesses d'invasion.

o Retrouver des résultats biologiques notamment : Stratégies r/K pour la
notion de catastrophes bénéfiques, diversité maximale pour une fréquence de
perturbation intermédiaire (merci Sylvain Billiard).

Merci |
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