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Thème Réseaux

Étude de la topologie de graphes aléatoires pour l’analyse de réseaux
sociaux et écologiques

? Objectifs caractériser la structure d’un réseau observé, comparer plusieurs réseaux

? Mots-clés modèles de graphes aléatoires, graphon, clustering de nœuds
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Réseaux écologiques

Plant-pollinator relationships at two altitudes in the Andes of Mendoza, Argentina
[MMD+02]

plant

plant
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Réseaux sociaux

Seed circulation networks in a Bassari village in south-eastern Senegal [PFLAF+23]

A) Sorghum, B) Bambara groundnut, C) fonio, D) maize, E) rice, F) peanut
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Théorie statistique des réseaux aux échelles micro, méso et macro

Questions À partir de l’observation d’un réseau

? Comment se structure le réseau ?

? Comment constituer des groupes de nœuds ?

? Comment étudier les relations indirectes entre acteurs d’un réseau ?

? Comment comparer plusieurs réseaux ?
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Théorie statistique des réseaux aux échelles micro, méso et macro

Approches

? Embedding de graphe/nœuds pour analyses multivariées et clustering

? Tests d’adéquation à des modèles de graphes aléatoires basés sur des
métriques appropriées

? Tests de comparaison de réseaux
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Statistique descriptive et modélisation pour caractériser la
structure d’un réseau observé
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Métriques de réseaux

Métriques

? degré et indicateurs de centralité (échelle locale)

? motifs (échelle méso)

? densité et modularité (échelle globale)
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Motifs bipartites

Réseau plante-pollinisateur [MMD+02] Motifs [SCB+19] 1

1
Figure issue de [SCB+19]
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Motifs bipartites

Motifs Sous-graphes représentants des configurations d’interactions entre un
petit nombre de nœuds

? Compter les motifs [PDK+08], [SCB+19], package bmotif

? Distribution des comptages des motifs triangle [NW88, Sta01, PDK+08]

? Les motifs dépendent de

� taille du réseau
� densité du réseau
� distribution des degrés des nœuds du haut (insectes spécialistes vs

généralistes)
� distribution des degrés des nœuds du bas (plantes spécialistes vs

généralistes)
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Modèles de graphes aléatoires

Modèles

? Erdös-Rényi [ER59]

? attachement préférentiel [BA99]

? exponentiel de graphe (ERGM) [WP96]

? W -graphe [LS06, DJ08] dont les modèles à blocs stochastiques (SBM)
[NS01], EDD [CL02], etc.
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Modèles de W -graphe [LS06, DJ08]

Modèle de W -graphe

{Ui}1≤i≤m iid,U1 ∼ U[0,1]

{Vj}1≤j≤n iid,V1 ∼ U[0,1]

{Yij}i,j ind|{Ui}i , {Vj}j

Yij |Ui ,Vj ∼ B (W (Ui ,Vj))

W : [0, 1]2 7→ [0, 1] la fonction graphon
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Graphons

Erdös-Rényi, scale-free, small world, comm. 2

2
Figures de P. Latouche
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Modèle bipartite de distribution des degrés attendu B-EDD [OLR22]

Modèle B-EDD [OLR22] (graphon produit)

{Ui}1≤i≤m iid,U1 ∼ U[0,1]

{Vj}1≤j≤n iid,V1 ∼ U[0,1]

{Yij}i,j ind|{Ui}i , {Vj}j

Yij |Ui ,Vj ∼ B (ρg(Ui )h(Vj))

ρ densité du graphe, g , h : [0, 1] 7→ R+ bornées,
∫
g =

∫
h = 1 traduisent

l’hétérogénéité des degrés (nombre de connexions) des nœuds
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Modèle B-EDD3 [OLR22]

h0(v) = h(v) =

g0(u) =

g(u) =

3
Figure de S. Robin
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Objectifs

? comprendre l’organisation d’un réseau

? comparer plusieurs réseaux

−→ Embedding de graphe/nœuds pour analyses multivariées et clustering [en

cours]

−→ Tests d’adéquation à des modèles de graphes aléatoires basés sur des
métriques appropriées [LRO18, ORL20, OLR22]

−→ Tests de comparaison de réseaux [OLR22]
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Motif-based tests for bipartite networks
[OLR22] Electronic Journal of Statistics
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Fréquences de motif

Positions

α = 1, . . . cs

Nombre de positions

cs :=

(
m
p

)
×
(

n
q

)
× rs

Automorphismes rs

Fréquences de motif

Fs :=
∑
α

Ysα/cs

où Ysα = 1 si s en α, 0 sinon
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Moments des fréquences de motif sous B-EDD

? moments explicites : φs fréquence attendue du motif s sous B-EDD

φ9 = P

 
= (φ1)4 × (φ1)2φ2

(φ1)4
× φ1φ4

(φ1)4

=
φ2φ4

φ1

avec φ1 = P

( )
, φ2 = P

( )
, φ4 = P

( )
les fréquences des

motifs 1, 2 et 4

? estimateurs des moments : F̄9 = F2F4/F1
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Tests d’adéquation [OLR22]

Tests d’adéquation à B-EDD (W = ρgh) basés sur les motifs

Théorème

Sous des conditions de parcimonie du graphe Y, pour tout motif s non étoilé :
sous l’hypothèse {H0 : Y suit un modèle B-EDD}

Fs − Ê(Fs)√
V̂(Fs)

D−→ N (0, 1),m ∼ n→∞

où

Fs la fréquence empirique du motif s

Ê(Fs) = F s

V̂(Fs) = κm,n,sF s + κ′m,n,sF
2
s +

∑
S∈S2(s) κ

′′
m,n,s,SF S − F

2
s , avec S2(s)

l’ensemble des super-motifs

? estimateurs des moments consistants

? propriétés des suites de différence de martingale
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Tests de comparaison [OLR22]

Tests de comparaison de YA et YB e.g. {H0 : gA = gB}

YA et YB générés sous B-EDD(ρA, gA, hA) et B-EDD(ρB , gB , hB) resp.
Contrastes entre FA

9 et l’estimation de

φ̄H0,A
9 = PH0

  = (φA
1 )4 × (φB

1 )2φB
2

(φB
1 )4

× φA
1φ

A
4

(φA
1 )4

et entre FB
9 et l’estimation de

φ̄H0,B
9 = (φB

1 )4 × (φA
1 )2φA

2

(φB
1 )4

× φB
1 φ

A
4

(φB
1 )4
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Illustration

Réseaux écologiques de Web of Life database (www.web-of-life.es)

? coefficients cs , comptages Ns et fréquences Fs

plante-pollinisateur [Rob29] : m = 546, n = 1044
arête étoiles du haut étoiles du bas

s 1 2 7 17 3 4 8

cs 4.76 105 2.48 108 8.62 1010 2.24 1013 1.08 108 1.64 1010 1.86 1012

Ns 1.53 104 2.61 105 3.04 106 2.72 107 3.07 105 6.82 106 1.48 108

Fs 3.20 10−2 1.05 10−3 3.52 10−5 1.21 10−6 2.84 10−3 4.16 10−4 7.99 10−5

plante-disperseur [Sil02] : m = 207, n = 110
arête étoiles du haut étoiles du bas

s 1 2 7 17 3 4 8

cs 2.28 104 1.24 106 4.47 107 1.20 109 2.35 106 1.60 108 8.17 109

Ns 1.12 103 6.50 103 4.07 104 2.32 105 1.24 104 1.31 105 1.23 106

Fs 4.92 10−2 5.23 10−3 9.11 10−4 1.94 10−4 5.28 10−3 8.16 10−4 1.50 10−4
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Illustration

Réseaux écologiques de Web of Life database (www.web-of-life.es)

? statistique du test d’adéquation à B-EDD
plante-pollinisateur

s 5 6 10 15 16

Ws -6.45 10−2 9.96 10−1 -6.63 10−2 7.52 10−1 2.43

plante-disperseur
s 5 6 10 15 16

Ws -2.14 10−1 -2.14 10−1 -2.93 10−1 -2.95 10−1 -3.56 10−1

? statistique du test de comparaison des réseaux plante-pollinisateur et
plante-disperseur

s 5 6 10 15 16
Ws -1.56 -1.56 -0.97 -1.28 -0.96
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Travail en cours

Ecologie des plantes et pollinisateurs dans les prairies calcaires le long d’un gradient

latitudinal en France 4 [dM19]

4
Images de N. de Manincor
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Merci
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V. Reyes-Garćıa.
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