Chaines de Markov et limites
diffusives pour modéliser |'évolution
de la diversité génotypique dans les
populations partiellement asexuées

Solenn Stoeckel
solenn.stoeckel@rennes.inra.fr

P  UNIVERSITE DE €Y

&9 RENNES 1




Les organismes asexués: especes d’intérét pour les activités humaines

Ravageurs




Asexualité / Clonalité

Lorsque un individu en produit d’autres qui lui sont genétiguement identiques a
tous les loci de leur génome, aux mutations somatiques (mitotiques) pres.

Richards 2003; DeMeedus et al. 2007

Pas de Ségrégation (des chromosomes)

- Les n alléles d’'un géne restent ensembles.

- Pas de meéiose (donc pas de recombinaison massive)

- Les combinaisons d’alleles sur un méme chromosome restent ensembles.

Pas de fusion (pas de mélange des alleles)

—> Toutes les parties d’un génome ont une histoire (ancestralité) commune.




Asexualité / Clonalité

Comprend 3 catégories de mécanismes :
 Apomixie (cellule somatique maternelle devient 'embryon)

Agamospermie + Multiplication Végétative

Hieracium (épervieres) Drageonnage

Images wikipedia



Asexualité / Clonalité

Comprend 3 catégories de mécanismes :
» Apomixie (cellule somatique maternelle devient 'embryon)

» Parthénogenese (cellule ceuf non réduite devient I'embryon)

Acyrthosiphon pisum (sexués) Acyrthosiphon pisum (asexués)

Images IGEPP



Asexualité / Clonalité

Comprend 3 catégories de mécanismes :
* Apomixie (cellule somatiqgue maternelle devient 'embryon)

» Parthénogenese (cellule ceuf non réduite devient 'embryon)

» Gynogenese (cellule ceuf fécondée a chrsm males détruits)

Ambystoma mexicanum (Axolotl) Ambystoma tigrinum

Images wikipedia



Des espéces anciennes purement asexuées ?

De l'effet Meselson ... avec des males qu’on observe mais qui ne
servent a rien (promis!)

... a I’hybridation incapacitante de deux especes sexuées
... a la parthénogenese contagieuse Tl -

25 um

- Reproduction Partiellement Asexuee (RPA)



'asexualité au sein des cycles de vie

LC-1 LC-S LC-A

Parasites Insectes Plantes



Objectifs de recherche :

Identifier les effets de la reproduction partiellement asexuée sur I'évolution de la

diversité génétique = les modes de transmission du signal héréditaire = force évolutive
- Effets sur les états a I'équilibre
- Effets sur la dynamique des états

Objectifs de thématique :

Interpréter la diversité génétique :
- Référentiel « neutre » isolant effet de |la reproduction partiellement asexuée sur
I’évolution de la diversité génétique des autres forces évolutives

Typiguement identifier des événements de sélection ou démographiques

Inférer les modes de reproduction partiellement asexuée et quantifier I'importance
de l'asexualité a partir de données

Prédire I'’évolution de genes d’intéréts sous RPA a des fins de gestions



QUE SAIT-ON DES EFFETS DE LA RPA SUR
LES ETATS DE LA DIVERSITE GENETIQUE ?

Connaissances empiriques et modeles précédents
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Indices de structure de diversité genétique de Wright
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Résultats — Indices de diversité
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Impacts of asexuality on F¢
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Balloux et al. 2003 Genetics

Bengtsson (2003) JEB
“Three sexually individuals per generation are sufficient to give the same pattern as found in
fully sexually organisms.”
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RGGD index (Garnier-Géré & Dillmann, 1992) — 1000 SimUS, 9}
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RGGD index (Garnier-Géré & Dillmann, 1992) — 1000 SimUS, 9}
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Discrete stochastic popgen models: W-F case

Wright-Fisher model:
One locus, two alleles, 2N alleles, no mutation, non-overlapping generations.
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where i, j are the number of alleles A and g, tis a discrete time
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Figure 2: Probabilities of allele frequencies in the next generation, in a population of
50 organisms (N=50).
© 2008 Nature Education All rights reserved. ()



Broadening W-F model to partial asexuality:

Genotypic model rather than allelic.

- Asexuality occurs at the genotypic level = polyploid species!
BUT

A considerable technical convenience is that if we may reasonably assume a random-mating
population, the mathematical behavior of a population can be examined in terms of a single

allele frequency rather than in terms of a pair or a combination of alleles
Adapted from Ewens, 2004 (p.5)

- Allow to make null and void the assumption of random-mating population under sex.



Le modele de base:
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Taux de reproduction asexaé&
Taux de reproduction sexeé -t
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Stoeckel & Masson, 2014, Plosone



Une étape + loin : intégration d’un taux de mutation uniforme
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Population partiellement asexuée finie avec mutation symétrique

—

Taux de reproduction asexaé&
Taux de reproduction sexeé -t
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Distribution exacte des densité de probabilités des valeurs de F§

Cas ou dérive génétique >> mutation. (N=140, u=1023)
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Congruence avec modele de Balloux et al. 2003 ... mais ...
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Probabilities of Negative Fs

Distribution exacte des densité de probabilités des valeurs de F§

Probabilities of Positive Fs

N 140

u 10 10° 107
0.0 0.235374 0.235558 0.377007
0.3 0.228768 0.228950 0.369249
0.5 0.219504 0.219682 0.358876

c 07 0.202436 0.202608 0.339825
0.9 0.159561 0.159716 0.290400
0.99 0.064292 0.064408 0.175314
0.999 0.007023 0.007104 0.112972
0.9999 | 0.000142 0.000161 0.101780
1.0 0.000000 0.000001 0.100419

N 140

u 10 10 107
0.0 0.764626 0.764442 0.622993
0.3 0.771232 0.771050 0.630751
0.5 0.780496 0.780318 0.641124

c 0.7 0.797564 0.797392 0.660175
0.9 0.840439 0.840284 0.709600
0.99 0.935708 0.935592 0.824686
0.999 0.992977 0.992896 0.887028
0.9999 0.999858 0.999839 0.898220
1.0 1.000000 0.999999 0.899581

Probabilities of Fixation

N 140

u 10 10 10°
0.0 0.999964 0.996475 0.047616
0.3 0.999964 0.996471 0.047455
0.5 0.999964 0.996465 0.047276

c 0.7 0.999964 0.996454 0.046938
0.9 0.999963 0.996409 0.045799
0.99 0.999958 0.995992 0.040003
0.999 0.999922 0.992382 0.032571
0.9999 0.999562 0.959452 0.030656
1.0 0.499984 0.498432 0.030408

Stoeckel & Masson, 2014, Plosone



Distribution exacte des densité de probabilités des valeurs de F§

Cas ou dérive génétique >~ mutation. (N=140, u=103)
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Vision dynamique des changements de valeurs de F

u=10" u=10"
N c Stay Change Change  Stay Stay Change Change Stay
Fis — Fis — Fis + Fis + Fis — Fis — | Fis + Fis +
0.18209 0.16023 | 0.35372 0.30395 | 0.182092
0.1 | 0.22963 0.11268 0.21266 0.44501 | 0.229454 0.1128 0.2132 0.4444
0.2 0.26314 0.07917 0.12842 0.52925 | 0.262910 0.0794 0.1289 0.5286
0.3 | 0.28364 0.05867 0.08762 0.57005 | 0.283419 0.0589 0.0880 0.5696
14()& 0.5 | 0.30487 0.03745 0.05284 0.60482 | 0.304688 0.0376 0.0531 0.6045
0.7 | 0.31523 0.02709 ; 0.03758 0.62009 | 0.315082 0.0272 ; 0.0378 0.6198
0.9 |0.32125 0.02106 0.02899 0.62868 | 0.321129 0.0211 0.0292 0.6284
0.99 | 0.32338 0.01894§ 0.02598 0.63169 | 0.323262 0.0190 0.0261 0.6314
1 0.32339 0.01892 0.02595 0.63171 | 0.323282 0.0190 0.0261 0.6315

» De faibles valeurs de RPA change fortement la dynamique des F

Stoeckel & Masson, 2014, Plosone



Bilan du modele temps & états discrets

- Validation de l'effet quantitatif de la reproduction sur la diversité génétique
- Impacte les états apres une infinité de générations
- Impacte la dynamique pour rejoindre « I'équilibre »
- Impacte la perte de diversité au cours du temps
—> faire peu ou pas de RPA change I'évolution de la diversité génétique

- Validation de l'identifiabilité : on peut inférer le mode de RPA et en quantifier I'intensité



Bilan du modele temps & états discrets

- Validation de l'effet quantitatif de la reproduction sur la diversité génétique
Impacte les états apres une infinité de générations
Impacte la dynamique pour rejoindre « I'équilibre »
Impacte la perte de diversité au cours du temps
—> faire peu ou pas de RPA change I'évolution de la diversité génétique

- Validation de l'identifiabilité : on peut inférer le mode de RPA et en quantifier I'intensité

Cependant :
- Complexité des calculs numériques

N pl | L |n, | g 19| memory uptake
20 2 |1 |2 3 231 420 KB
100 2 |11 |2 3 5 151 205 MB
500 2 |1 |2 3 125 751 120 GB
1000 | 2 | 1 |2 3 501 501 2TB
20 4 11 |2 D 10 626 865 MB
20 2 12 |2 9 3 108 105 75 TB
20 2 |1 |4 1 10 015 005 730 TB
20 |2 |2 |4 | 100 | 9.8 x 10* 6.5 x 102" YB
Table 1: Examples of matrix size based on the Stoeckel-Masson

model. Memory sizes are approximate and assume 64-bit accuracy.

(ng+pl—1)!
or = (N + pll-(n,—1)! D!

(ng+pl—1)!
(N' pl!-(n,—1)!

Reichel et al. 2014, arXiv
Stoeckel & Masson, 2014, Plosone



The Meselson hypothesis A verbal model that ruled discussions for a decade

Generations

Divergence
<€ >

I
I

t : Homozygote
I
I
I
: Mutation

t4] : Heterozygote
I
I
I
I
I
I

t+n I High divergence

e : between alleles

Individuals: High heterozygosity
Populations: Fs=-1

Only asexuality: no massive recombination thus alleles accumulate
mutations over generations



lim 77”*1’?

Taux de reproduction asexaé&
Taux de reproduction sexeé -t

—
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| P(observerAa repro.asexufe ght = . - 1) 7.
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—

2
P(observemd repro. sexuge cﬂf:{( -1) 77, + un‘,lﬁ%ﬂga}
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Stoeckel & Masson, 2014, Plosone



lim 77?
—_— N - oo

Taux de reproduction asexaé&
Taux de reproduction sexeé -t

T+ Tl = T = C.(L= 22010+ T, ~ 7T, )

Si ¢c=1 et u>0, aléquilibre pour unlocus a deux alleles :

Tt 0= Yy =Y, wmp  FoD| 7150

Stoeckel & Masson, 2014, Plosone



APPROXIMATIONS DIFFUSIVES ET NON-
DIFFUSIVES



Processus de diffusion : Généralités

* Principe
“if the size N of the population is sufficiently large to neglect terms smaller than 1/N, then the

discrete Master Equation can be written as a continuous partial differential equation. “
Houchmandzadeh & Vallade (2010, Physical Review E)

* Génétique des populations E(dx|x)=0O( N*)  var(dx|x)= O N”)

Changement de I'échelle de temps vers de petits pas de N/
- Approximations dépendent de I'échelle de u et de ¢ par rapport a 1/N

e Le processus de changement d’états génotypiques :
e strictement continu
e homogéne (Chapman-Kolmogorov)
e autonome

1 B 0(0t)
r E(0x)=a(x)+ S &)
L var(8x) = b(x)+ 280 lim| 22 | =0
5 var(0x)=b(x)+ 5 |:> 5
| _ o(Ot) a-0

EE([&CF) 5

Ewens, 2002



Générateur infinitésimal du processus de diffusion Y (d’ito)

13 0°
£ ()= z/n( )2 o[ )+2lzla,\<»ayiayj ()

Vecteur b: dérive mathématique Matrice a: coefficient de diffusion
(-2p+q)a+(( p+¢/2) - p)ﬂ p(l-p) -pg  —pr
b(p, g r)= 2(p—q+ r)a'+(2( p+ q/2)( r+ qla—c)ﬁ a(p, g r —qgp C(l_c) - qr
2 -Ip -rq  r(l-r)
(—2r+q)a+((r+q/2) —r),B ‘

a(y)=a(y.o(y)

Remarque: la somme des coordonnées de b et des colonnes de o = 0. Assure le comportement
aux bornes (méme si numériquement...)

- Kolmogorov (backward) and Fokker—Planck (K. forward) equations

dY =b(Y) dtro( ) dy\es v(oN)



L'EDS de travail : Approximation diffusive d’Tto

Assumons que 1-c et u vont vers 0 a la vitesse de 1/N 4 a B )

dY=/dY) diro( Y dy  [v=lmmem)=(nod

)\‘ Jo-p) -mfa -l

(-2p+a)a+((p+ 42~ 9B
b(p.gr=|2(p-g+ r)a+(2( p+ g 2)( r+ qfa—c)ﬁ g(p,g,r)= —q\/_p \/_q(l—cb ~a/r
Y Y - RN

(-2r +q)a+((r +q/2)2—r),8

i

(dp::(—2p+ q)a+(( p+ q(2)2 p),@} dt (1~ p\/_de— g qdB- b rdB
<dq::2( p-a+ Na+(2( p+ ¢ 2)(r+ g - (3,8] dt- qf pdB+(1 W/ qdB- g rdE
dr:_(—2r+q)a+((r+q/2) —r),B dt -r\/pdB® - r\/qdB' +(1- r)v/rdB




Les trois échelles non-diffusives

Quand le mouvement Brownien est
négligeable face aux autres forces
évolutives



I). Quand (1-c) et 1/N vont plus vite vers0 (.

u:i czl—ﬁ A
N” N
N'(p-p)=(-2p+ g+ { V) Ve(mumum)=(pas
{N(a-q)=2(p-a s d N g
NV(T—r):(—Zr +q)a+o(N‘1)
0=(-2p+aq) 1
‘ Point fixe <0:2(p_q+r) # (p:Z q:E r::J
0=(-2r+q)a

Pas de sexe, mais suffisamment de mutations pour que I'évolution atteigne Proportion HW avec
I'isopléthie allélique.



I1). Quand u et 1/N vont plus vite vers0 [ u:% c=1- B )

N (p-B)=((p+ 92)"- g+ ¢ W) Y = (7 w71 = (P0)
N’(a-a)=(2( p+ g2)(r+ ¢ 2)- 0)/3”('“1)
N/(T=r)=((r +a/2)"~r] B+o(N7)

Solution : | yt p— go —l— (yo — gO)e
pr = B(25 — pr)

14: = B(220(1 — 20) — qt)
f“t = B((1 — 250)2 — e

= Py = {(52,25(1 — ), (1— 5)2), 5 € [0, 1]}

Pas de mutations, peu de sexe, mais suffisamment pour que I'évolution atteigne Proportion HW

.

_ Bt

Astuce :

2t =Dt + Gt /2




I1I). Quand 1/N va plus vite vers 0 (

N
N N
Ve emee da+((pr 42"~ g+ ¢ ) Y=t =(R AT
L N7 (@-)=2( p- a+ fa+(2( pr g2)(~+ ¢ 2)- f)ﬁ+ § N
k N"(F-r)=

(=2 +q)a+((r +q/2)2—r),8+o( 1)

0=(-2p+d)a+((p+ ¢~ BB+ N
0=2(p-a+r)a+(Ap+r o/ J(r+ o/ 3-8+  N?)
k0=(—2r+q)a+((r+q/2)2—r),8+o(N'1)

N

> (p:r,q:%j — FISD[‘%,O}

Peu de mutations, peu de sexe, mais suffisamment pour que I'évolution atteigne Proportion HW



4 )
Cas | : N=10000 c=0.9999 u=0.01 a=1B=1y=0.5 {u=2 C:1_£N?
N
K:(@’ﬂpa’”m) :( pqaj
1.0
Y, =(7, =0.7,75,= 0.171,= 0.2
0.8 |
-g 0.6
0.0 : : : < ' : :
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Number of generations



Cas Il : N=10000 ¢=0.99 u=0.0001 a=1 B=1y=0.5 [u:% czl_ﬁﬂf
o3
Y4775 pay
1.0

Y, =(7, =0.7,75,= 0.171,= 0.2

0.8

0.6 |

Genotypic frequencies

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Number of generations



(" o B )
Cas Il : N=10000 ¢=0.99 u=0.01 a=1 f=1y=0.5 U= c:l—N:/

7€0.)

7404)

{:(ﬂm’ﬂ;ia’ﬂ;ﬂ) =(p,q,r

)

1.0
Y, =(n, =0.7,73,= 0.1715,= 0.2

0.8 |
v
v
(@)
G 0.6 |
>3
o
o
P
a
>
(@]
—
Q
O

0'0 1 1 1 Il 1 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Number of generations



Genotypic frequencies

Genotypic frequencies

1.0

0.8

o
o

e
S

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.0

N=100000 c=0.99683 u=0.00316

50 100 150 200 250 300 350
Number of generations

400

N=1000c=0.96837 u=0.03162

.
y
Uy ) J h . re

50 100 150 200 250 300 350
Number of generations

400

Genotypic frequencies

Genotypic frequencies

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

o
o

<
IS

0.0

= \ P \
Y N N A

B R L o

- T 2 il > T Mk i s

(J‘- NANr ol

o ‘en.- L ﬁn\'& "‘-L\

T LN S S TN

,H\...r,-w. SN ST o Y
~a

N=10000 ¢=0.99 u=0.01

'\J-‘l'

h{pL's
,s I!||‘
J i
¥ | b

J“i‘l |.y‘k

50 100 150 200 250 300 350 400
Number of generations
N=100 ¢c=0.9 u=0.1
i s it ERE
_|‘I" "| | ‘.i’ 1"!r“|\|| AR vl gt
I, . ;rl'. A Iig&h ] 4;“\& ’:J('\(:\

Ty
Ih“ ‘Ildl" ’

100 150 200 250 300 350 400
Number of generations



POURQUOI TENIR COMPTE DES SYSTEMES DE
REPRODUCTION EN EVOLUTION DE LA
DIVERSITE GENETIQUE ?
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