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Correction.

Informations.

Ce sujet comprend deux problemes indépendants. Il est constitué de six pages. Dans la
correction, il sera notamment tenu compte de la qualité de la rédaction et de ’honnéteté
des raisonnements. Le baréeme est donné a titre indicatif, il n’est pas nécessaire de
répondre a toutes les questions pour obtenir la note maximale.

Probléme 1 : Equations de Maxwell 2D [12 points]

Dans cet exercice, nous nous intéressons aux équations de Maxwell 2D en régime harmonique en
temps. Plus précisément, nous nous concentrons sur les équations régissant la composante magné-
tique du mode transverse magnétique. Considérons  C R? un domaine borné connexe a frontiere
02 connexe réguliere (de classe C'). Notons 7 = (ng, n,) la normale unité & 9 orientée vers l'ex-
térieur de . Introduisons ¢, p € C1(Q) la permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique
du milieu, fonctions & valeurs réelles. Nous supposerons que e 1, u~ € C}(Q) de sorte qu'’il existe
des constantes a > 0, 8 > 0 telles que

-1 -1
a<e p e, <P

Dans ce sujet, sauf indication contraire, les fonctions seront & valeurs complexes. Par la suite, nous
aurons besoin de la version suivante (complexe) du théoreme de Lax-Milgram :

e Soit X un espace de Hilbert de fonctions a valeurs complezes.
e Soit l(-) une forme antilinéaire
I(Qu+u)=Xl(u) +1(u), VNeC, Vu,u' € X,
continue sur X.
e Soit b(-,-) une forme sesquilinéaire
b(Au+u',yv +v") = Ay b(u,v) + Ab(u,v') + ¥b(u',v) + b(u', "), VA v € C, VYu,u/,v,0" €X,

continue sur X x X. Supposons Re (e?b(-,-)) coercive sur X pour un 0 €] — m; 7|, autrement dit,
supposons qu’il existe § €] — m;m|, n > 0 tels que

e (ewb(u, u)) > 77Hu||§(, Yu € X.

Alors il existe un unique u € X vérifiant b(u,v) = l(v) pour tout v € X.



Partie I : Préambule

Dans cette partie, nous introduisons deux espaces fonctionnels qui serviront dans l’analyse ci-
dessous. Pour ¢ € C1(Q) et ¥/ = (vg,vy) € CL(Q) x C1(Q), définissons
_ Ovy  Oug

rot p = (8@,—&5> e Q) x Q) et rot o oy

c C'(Q). (1)
On prendra garde a ne pas confondre les opérateurs rot et rot.
Question 1. En utilisant les formules de Green du cours, établir I’identité

/gzrgtgo-ﬁ —gprotﬁdmdy:/{mgpﬁ'-?da, Ve € CL(Q), 7€ CH(Q) x C1(Q), (2)
ou 7 = (ny, —ngz).

Jorrection. Considérons ¢ ] et U = (vg,v, : 7_ . €S Iormuiles de Lreen du
Correction. Consid @ € CHQ) e 2 0y) € CLQ) x CH(Q). Les formules de G 1
cours assurent que

/ Oyp vz + @ Oyvy dady = / P Uz Ny do

Jo ) JoQ

— / Orp vy + @ 0Oyvy dedy = — / YUy Ny do.
JQ JOQ

En sommant ces deux relations, nous obtenons l'identité désirée.

Nous dirons quune fonction © € L2(2)? := L23(Q) x L?(Q2) admet un rot faible dans L2(Q) s'il
existe une fonction V' € L2(Q) telle que

/ rot ¢ - ¥ dedy = / ¢ Vdzdy, Vo € C°(9).
Q Q

Ci-dessus C2°(2) désigne ’ensemble des fonctions C* sur €2 a support compact. Nous noterons alors
rot ¥ = V. Avec la formule (2), on peut vérifier que cette définition étend celle donnée en (1) pour
les fonctions réguliéres. Introduisons les espaces

H(rot; Q) := {17: (vp,0y) € L2(Q)2 | rot 7 = 2 _ P LQ(Q)}
Ox oy
(3)
Vr(p; Q) = {UE H(rot; Q) | / uv - Vodrdy =0, Vo € Hl(Q)}
Q

ou 'opérateur rot est compris au sens faible selon la définition précédente. On admettra que (2)
reste vraie pour tout ¢ € H'(Q2), v € H(rot ; Q).

Question 2. Sachant que L2(Q)? est complet, prouver que H(rot ; Q) muni du produit scalaire
(U, U)H(rot ;) = / rot @ rot v + i - U dady
Q

est un espace de Hilbert. En déduire que V(u; 2) muni du produit scalaire (-, -)gr(rot; 0) €st égale-

ment un espace de Hilbert. Nous noterons ||| g1(rot; 0) = (4, ﬁ)g(zmt.m.

Correction. Prouvons que H(rot; ) est complet pour la norme || - |[gz(rot;0)- Soit (i@,) une suite

d’éléments de H(rot ; ) qui est de Cauchy pour la norme || - [|g(rot; ). Alors (i@,) et (rot,) sont
. p : 2 . 7 —

de Cauchy respectivement dans L?(2)? et L2(Q) qui sont des espaces complets. Par conséquent (i, )

- . . < < 9 . .
et (rotii,) convergent respectivement vers @ € L2(2)? et w € L?(Q). Pour terminer la preuve, il
reste a montrer rot ¥ = w. Pour tout n € N et tout ¢ € C°(Q2), on a

/ rot ¢ - U, dedy = / prot i, drdy.
JQ JQ
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En passant a la limite n — +o00, on déduit

/ rot ¢ - @ dedy = / pwdxdy,

ce qui prouve que 4 admet un rot faible qui est égal & w (on peut vérifier qu'il y a unicité de
la définition du rot faible). Cela permet de conclure que H(rot; €) muni du produit scalaire ci-
dessus est un espace de Hilbert. Montrons ensuite que Vp(u; 2) est un sous-espace fermé de
(H(rot; ), (-, ) (ot ; 0))- Soit () une suite d’éléments de V(u; Q) qui converge vers une fonction
u dans H(rot ; ). Pour tout ¢ € H(Q), on a

/ wii - Vo drdy = lim ity - Vo drdy = 0.
JQ 2

n—+o0o J¢

On déduit que u appartient a Vo (u; Q). Ainsi Vo (u; Q) est bien fermé dans (H(rot ; ), (-, ) H(rot ; ))-
Puisque (-, )H(rot;0) est un espace de Hilbert, cela montre que Vo (u; €2) muni du produit scalaire
(s ) H(rot ; ) €st également un Hilbert.

Dans ce qui suit, nous admettrons et nous utiliserons le fait que 'injection de (Vo (15 ), (-, ) H@ot; 0))
dans L2(0)? est compacte, autrement dit que de toute suite d’éléments de V7 (u; €2) bornée pour la
norme || - [[ggot; ), ON peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans L2(Q)2. Précisons
que Vinjection de (H(rot; ), (-, )u(rot; o)) dans L*(Q)?, elle, n’est pas compacte.

Le probléeme de Maxwell que nous souhaitons étudier s’écrit

Trouver % € H(rot; Q) tel que
rot (e 'rot @) — wpii = rot(e~'J) dans Q (4)

e lrott = e71J sur 0f),

ot J désigne un terme source appartenant a C(€2).

Partie II : Formulations équivalentes

Dans cette partie nous proposons deux formulations variationnelles équivalentes au probleme (4).

Question 2. Montrer que si @ vérifie (4) alors i est solution de

Trouver @ € H(rot ; 2) tel que
a(,7) = ((7), ¥ e H(rot; Q) (5)

avec  a(u,?) = / e lrot it ot ¥ — wipil - vdady et (V) = / e~ 1J rot ¥ dxdy.

Q Q
Correction. Supposons i solution de (4). En multipliant (4) par o € H(rot ; ) et en intégrant par
parties sur  en utilisant la formule de Green de la question précédente (avec ¢ = ¢~ (rot @ — J)),
nous trouvons que @ vérifie (5). Observons que par définition du probléme (4), on a ¢ = e~ (rot & —
J) =0 sur 0.

Question 3. Montrer que rot (Vy) = 0 pour ¢ € C3(Q). En déduire que si @ vérifie (5) alors

i est solution de
Trouver @ € Vr(u; Q) tel que

a(@,7) = £(¥), VT E€ Vp(u; Q). (6)

Correction. Soit ¢ € C3(Q). On a rot (V) = 9,(dy¢) — 9,(02) = 0. Supposons @ solution de
(5). Alors on a a(@,¥) = £(¥) pour tout ¥ € Vr(u; Q) C H(rot; Q). Il suffit donc de vérifier que



@ € Vr(u; Q). Prenons & = Vo avec ¢ € C3(Q) dans (5). Notons quun tel ¥ appartient bien &
H(rot ; ). Puisque rot (V) = 0, on trouve

/ il -Vodrdy =0, Ve e CA(Q). (7)
JQ

Or C?(92) est dense dans H!(2). Par conséquent, cela montre que (7) est vraie également pour tout

¢ € HY(Q) et garantit que @ € Vo (u; Q). Ainsi @ est bien solution de (6).

Question 4. Définissons l'espace HL () := {¢ € H'(Q)] / pdxdy = 0}. Pour 7 € H(rot; Q)
Q

donné, montrer que le probleme
Trouver ¢ € H#(Q) tel que

- S 8
/ uV - Vo' dedy = / uv - Vo' dxdy, Vo' e H#(Q) (®)
Q Q

admet une unique solution. En déduire que si @ vérifie (6) alors @ est solution de (5).

Correction. Pour prouver que (8) admet une unique solution ¢, nous allons appliquer le théoreme
de Lax-Milgram dans (H#(Q), (*s-)u1(@)) Introduisons I"application

L: HYQ) — C
% — /gpdwdy.
Q

L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(Q) permet d’écrire |L(¢)| < Iz lelliz@) < 1z lellm @)
Cela garantit que la forme linéaire L est continue sur H'(€2). Puisque H}, () = L' ({0}), on déduit

que H;E(Q) est un sous-ensemble fermé de H*(2). Or (HY(Q), (-, Ju1(q)) est un espace de Hilbert.
Donc (H%E(Q)7 (-, )u1()) est un Hilbert.

Introduisons les formes

(e, ¢') = /QuVsO-VTO’dxdy et U(¢) = /qu“‘Wd:rdy

définies sur H#(Q). Pour tout ¢’ € H#(Q), nous pouvons écrire en utilisant 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans L2(Q)?,

()] = I/Q pii - V' ddy| < |l pllre o) [19llez(@)2 Ve a2 < llillvee @) 1812z 1€ m9)-

Cela montre que la forme linéaire £(-) est continue sur (H%&(Q), (-, )m())- On a également, toujours
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(£2)2, pour tout ¢, ¢’ € H;FL(Q),

la(p, )| = |/Q pV e - Vo' de| < |ullie o) IVelliz@el Ve 2@y < llullie @) lelm @)l @)-

Ainsi cela prouve que la forme bilinéaire a(-, -) est continue sur (quéﬁ (Q), (-, )i (0))- N reste a établir la
coercivité de a(-, -). L’inégalité de Poincaré Wirtinger (notons que €2 est borné et connexe) vue en PC
garantit l'existence d’une constante Cp telle que ngHiQ(Q) <Cp HVg?Hig(Q)g pour tout ¢ € H#(Q).

Ainsi on a HSOH%P(Q) < (14 C’p)HV(pHiQ(Q)Q pour tout ¢ € H%(Q) Cela implique

Re (i, ) = alp.0) = [ pVielPde = a(1+Cr) el

et prouve que Re (a(-,-)) est coercive sur (H;E(Q), (*;)u(q)). Toutes les hypotheses du théoréme
de Lax-Milgram sont vérifiées, nous savons que (8) admet une unique solution avec I'estimation de
continuité

el @) < a ' (1+Cp) 1l oo @) 19112 ()2
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Remarque : une autre facon de montrer ce résultat consiste a travailler dans ’espace H#(Q) muni

du produit scalaire (¢, ¢") — [, Vo - V' dz. On vérifiera que c’est bien un Hilbert en prouvant
qu’il est complet grace aux inégalités \\V@]\iz(mg < HSDH%U(Q) <(1+ C’p)HVgDHiQ(Q)Q.

Si 4 satisfait (6) alors @ € Vp(u; Q) C H(rot; Q) vérifie a(@,v’) = £(¢') pour tout 7’ € Vo (u; Q).
Pour ¢ € H(rot ; ) donné, définissons ¢/ := '— Vi ou ¢ désigne la solution de (8). On constate que
o’ appartient & Vp(u; Q) de sorte que a(w,v’) = £(¢'). Mais a(u, V) = (V) = 0. Par conséquent
on déduit a(, ) = £(¥) pour tout v € H(rot; 2). Cela prouve que @ est solution de (5).

Question 5. Supposons  solution dans H2() x H?(2) du probleéme (5).

i) Montrer que u vérifie '’équation aux dérivées partielles dans  du probleme (4).

ii) En admettant le fait que 'image de I'application @+ @ - 7 définie sur H' () x H}(Q) est
dense dans L?(99), prouver que @ vérifie I'équation sur 92 du probléme (4).

Correction. ) Supposons # solution dans H?(£2) x H?(Q2) du probleme (5). Alors on a a(i, v) = £(¥)

pour tout ¥ € H(rot; ). En prenant d’abord v € C°(2) x C°(2) C H(rot; §2), on trouve en
utilisant la formule d’intégration par parties (2)

/ (rot (e~ 'rot @) — w?pil — rot (1)) dady = 0.
JQ

Par densité de C°(Q) x C°() dans L?(2)? (procéder composante par composante), on déduit
rot (e~ 'rot @) — w?pil = rot (¢71.J) dans Q.

ii) En testant ensuite dans (5) avec v € H'(Q2) x HY(Q) C H(rot; ) et en utilisant 1’équation
que nous venons d’obtenir, nous trouvons

/ el (rotii— J)§-7do =0,  VieH(Q) x H(Q).
o0
Le fait que Iimage de 'application ¥ ++ ¥ - 7 définie sur H'(Q) x H'(Q) est dense dans L2(99)

entraine alors e ! (rot @ — J) = 0 sur 9.

Partie III : Caractére bien posé

Nous nous intéressons a présent au caractere bien posé des problemes précédents.

Question 7. Montrer que pour w € C\ R, le probléme (6) admet une unique solution. On pourra
observer que w? s’écrit sous la forme w? = —pe' avec 6 €] — m;7[ et p > 0.

Correction. Pour prouver ce résultat, on va appliquer le théoreme de Lax-Milgram dans ’espace
de Hilbert (VT(,U'; Q)u ( ')H(rot;ﬂ))‘

Pour tout v € V(u; ), nous pouvons écrire en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(€2),
[(@)| = | /foAJ rot ¥ dzdy| < | J||pe(q)llrot ULz ) < allJllL2@)llFllmgor; 0)-

Cela montre que la forme linéaire £(-) est continue sur (Vr(u; 2), (-, ) H(rot ;2))- On prouve de méme

2

que af(-,-) est continue sur cet espace. Il reste a établir la coercivité de a(-,-). Ecrivons w® sous la



forme w? = —pe' avec § €] — ;[ et p> 0. On a

Re (e~ %a(il, @) = %e(eiie/z/ e rot @l|? — wiplid)? dedy)

= %6(6_i9/2/ e trot @|? dedy) + Re (pewﬂ/ || dedy)
Jo Ja

v

I, =12

a cos(0/2) min(1, p) ([0, )-

Toutes les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont vérifiées. Nous déduisons que le probleme
(6) admet une unique solution.

Pour wp € R donné, notons () le probléeme (6) pour £(-) = 0.

Question 8. Supposons que la seule solution de (%) soit @ = 0 (injectivité). Pour 6 > 0 et
£(+) quelconque donné, notons s la solution de (6) pour ws = wy + id. Nous souhaitons prouver
I’existence d’'une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que

5| errot ;) < C, V6 €)0;1]. (9)

Pour ce faire, nous allons raisonner par ’absurde en supposant qu’il existe une suite (d,) telle que
limy, 400 0n = 0 et [|ts, [ E(ot; @) > 1. Définissons i, = s, /||ts, [[Hot ; 0)-

i) Prouver qu’on peut extraire de (i,) une sous-suite qui converge vers 0 dans L2(Q)2.

i1) Etablir I'estimation ||1I)'n|]%{(r0t;ﬂ) < c([[lle)/ s, l[Hrot; ) + Hu7n||iQ(Q)2) avec ¢ constante
indépendante de n. Conclure.

Déduire de (9) que pour tout J € C*(Q), le probleme (6) posséde une solution.

Correction. 7) Puisque la suite (,,) est bornée dans Vr(u; €2), on peut en extraire une sous-suite qui
converge fortement dans L2(2)? et faiblement dans (V7 (u; Q), (-, JH(rot ; ) Vers un @ € Vo(u; Q).
En passant a la limite dans

/Qeflrot Wy, 10t T — Wy, i, - U dxdy = ||is, Hﬁl(rot;m /stlj rot U dzdy. (10)

pour U € Vp(u; Q) fixé, on déduit a(w,v) = 0 (avec w = wp) pour tout ¥ € Vp(u; Q). L’hypothese
d’injectivité pour (Z) impose alors W = 0. Pour passer & la limite dans (10), nous avons utilisé
le résultat suivant. Soit J(-) une forme linéaire sur un espace de Hilbert X. Si (w,,) est une suite
d’éléments de X qui converge faiblement vers w € X alors lim,,_, ; « J(wy,) = J(w). La preuve repose
sur 'utilisation du théoreme de représentation de Riesz qui garantit I'existence d’un j € X tel que
(p,7)x = J(p) pour tout ¢ € X. On peut alors écrire

J(wyp) = (wn,))x  —  (w,))x = J(w).

n—-4o00

i7) On a pour tout n € N,
/ngl|rot Wy | — wgnmzﬁ,,,\Q dxdy = /stl Hﬁén”l_{l(rot;Q)J rot W, dxdy.
Cela implique
/ngl\rot G2 + | |2 dvdy = /ég*luagnu;;(nm)!f Tot @y + (w2, + 1)l |? dady.

En utilisant les hypotheéses e ™! > a > 0 et 1 > o > 0 ainsi que I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L2(€2), nous obtenons 'estimation de 1’énoncé. Nous déduisons alors que (w,) converge fortement



vers zéro dans Vr(p; €2). Ceci est contradictoire avec le fait que [|wy||got; o) = 1 pour tout n € N.
Par conséquent, la suite () reste bornée dans Vr(u; Q) lorsque 6 — 0. On peut donc en extraire
une sous-suite qui converge faiblement dans Vg (u; 2) vers un @ € Vp(u; ). On montre alors que
@ est solution de (6) pour w = wy.

Question 9. Supposons qu'il existe une solution non nulle @y a (Z) (non injectivité). Pour 6 > 0 et
£(+) donné tel que £(wp) # 0 (absence de compatibilité), notons s la solution de (6) pour ws = wp+id.
Prouver que lims 0 [|7s || g1(rot ; o) = +00. Que dire de 'existence d'une solution au probleme (6) pour
w=uwp et un tel £(-)?

Correction. METHODE 1. Raisonnons par 1’absurde et supposons que (is) reste bornée lorsque
6 — 0. Puisque l'injection de (Vr(i; Q), (-, )H(rot:0)) dans L2(Q)? est compacte, on peut ex-
traire de (is) une sous suite notée (ii,) qui converge fortement dans L?(2)? et faiblement dans
(Vr(p; Q), () H(rot; 0)) vers un @ € Vo (u; Q). En passant a la limite dans

/ e~ trot @, rot v — wgn Wik, - Tdxdy = / e~ 1T rot U dady.
JQ ’ JQ

pour ¥ € Vp(u; Q) fixé, on déduit a(i, V) = £(V) (avec w = wp) pour tout ¥ € Vp(u; Q). En parti-

culier, en prenant ¥ = 1, on trouve 0 = a(u, up) = £(dp) # 0. On aboutit donc & une absurdité ce
qui montre que lims o ||@s || gx(rot ; ) = +00-

METHODE 2. Pour tout § > 0, on a
/ e 'rot ils rot g — w2 pils - Uy drdy = £(id). (11)
JQ

Or on peut remarquer que [ e~ Yrot ii5 rot iy — wi piis - o drdy = 0. En développant le terme ws
dans (11), on déduit

(2w + 62) / iy - Tig ddy — £(iiy).
Q
L’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(2)? implique alors

(o)l _ . e
[@idwn + 07| = |12l oo () 1 (|2 ()2 U0 |12 ()2 -

Cela entraine limg o ||1s|1,2(q) = +oo et donc lims o |5 (rot; 0) = +o00-

On ne peut avoir existence d’une solution au probléme (6) pour w = wy car sinon on aurait

0= a(ﬂ', EU) — f(ﬁo) 75 0.
Question 10. Supposons que ’ensemble des solutions de () coincide avec vect(typ), ou g # 0

(non injectivité). Pour 6 > 0 et £(-) donné non nul tel que ¢(@y) = 0 (compatibilité), notons s la
solution de (6) pour ws = wp + i0. Montrer que pour tout 6 > 0, on a

/ wiis - o drdy = 0.
Q

Etudier le comportement de (is) lorsque § tend vers zéro. Conclure quant aux propriétés de (6)
pour w = wp et un tel £(+).

Correction. Commengons par établir l'identité demandée. On a a(iys,¥) = £(¥) pour tout ¥ €
Vor(u; ). En prenant ¥ = @, on obtient

/ e rot ils rot ty — wipils - o drdy = £(ip).
JQ
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En développant le terme wg et en utilisant le fait que [, e~ rot @5 rot iy — wd pils - o drdy = 0, on
déduit (2idwg — §2) Jo miis -ty drdy = 0 ce qui permet de conclure.

Montrons ensuite par I’absurde que (is) reste bornée dans (Vr(p; ), (-, ) H(rot ; ) lorsque 6 — 0.
Si ce n’est pas le cas, comme a la question 8, il existe une suite (d,) telle que limy, 100, = 0
et ||, H(rot;0)- Puisque la suite (w,) est bornée dans
Vr(p; Q), on peut en extraire une sous-suite qui converge fortement dans L2(£2)? et faiblement dans
(Vo (s ), (45 )H(rot; 0)) vers un w € Vp(u; §2). En passant a la limite dans

H(rot;) > 1. Définissons @, = s, /||ts,

/ e~ rot W, Tot T — wi, pib, - v dady = ||y, ;Ihot ) / e~1J rot ¥ dxdy.
Jo 2 o

pour ¥ € Vp(u; Q) fixé, on déduit a(w,v) = 0 (avec w = wy) pour tout ¥ € Vp(u; Q). Par consé-
quent W est proportionnelle a @y. Mais en passant a la limite dans [, p, - iy dxdy = 0, on trouve
également [, pua0 - o dedy = 0. Cela implique donc @ = 0. En travaillant comme & la question 8, on
montre ensuite que la convergence est forte dans (Vp(u; Q), (-, ~)H(mt:_(2)). Ceci est contradictoire
avec le fait que W | g1(ror;0) = 1 pour tout n € N. Par conséquent, la suite (i) reste bornée dans
Vo(u; ) lorsque § — 0. On peut donc en extraire une sous-suite qui converge faiblement dans
Vor(p; Q) vers un 4 € Vp(u; ). On vérifie enfin que 4 est solution de (6) pour w = wy.

Ainsi le probleme (6) pour w = wp et un tel /() admet une solution. Bien entendu cette der-
niere est définie a vect(wp) pres.

Partie IV : Approximation numérique

Dans cette partie, nous cherchons a discrétiser le probléme (4). Nous supposons que 2 est un poly-
gone et nous acceptons le fait que les résultats précédents demeurent valides dans une telle géométrie.

Question 11. Pour étudier le cas w € R, nous aimerions travailler sur la formulation (6) posée
dans V7(u; Q) (pour pouvoir utiliser le fait que I'injection de Vo (u; ) dans L2(€)? est compacte).
Pourquoi selon vous est-il difficile de discrétiser (6) ?

Correction. La discrétisation de la formulation (6) nécessiterait de construire une approximation
interne de I'espace Vr(u; Q). Or la condition [, u@ - Vo dzdy = 0 pour tout ¢ € HY(Q) est difficile
a imposer.

Définissons I'espace
Y i= {# € H(rot ; Q)| div () € L2(Q), pif - = 0 sur 90}

muni du produit scalaire (@, 0)y = (&, V)H@ot; Q) + Jo div (uid) div (uv) drdy. Définissons également

—»

la norme |||y = (¥, v)¥2. On peut établir que (Y, (-, -)y) est un espace de Hilbert. D’autre part on
peut prouver que ¥ € H(rot ; Q) appartient & Y si et seulement s’il existe w € L2(Q) tel que

/ v - Vo drdy = / we dxdy, Yo € C™(0Q).
Q Q
Considérons, pour A > 0, la formulation variationnelle

Trouver 4 € Y tel que
I _ 12
/ e~ trot @ rot 0 + Adiv (pi) div (u?) — w?pii - 0 dzdy = 0(7), Vo eY. (12)
Q

Question 12. Montrer que si 4 vérifie (6) alors @ est solution de (12). Réciproquement, lorsque w
est réel, donner une condition sur A pour affirmer que si @ vérifie (12) alors @ est solution de (6).



Pour établir ce dernier résultat, on utilisera le fait que le probleme

Trouver ¢ € H'(Q) tel que
div(uVy)+ky = f dansQ (13)
uVip - = 0  sur 0N

admet une unique solution pour tout f € L2(Q) si et seulement si k & {ko, k1,...}, ou (k) est une
suite de réels positifs croissante telle que lim,,_, 1 k, = +00.

Correction. Si @ vérifie (6) alors on a @ € Vyp(u; Q) et donc [, pil - Vepdrdy = 0 pour tout
p € C®(Q) c HY(Q). Ceci prouve que @ € Y. En prenant ¢ € C(£2), on trouve div (u@f) = 0
dans €, ce qui permet de déduire que 4 est solution de (12) (car 4 est alors solution de (5) d’apres
la question 4).

Réciproquement, si @ vérifie (12), prenons v = Vi avec ¢ solution de (13) pour f = div (uw)/\ €
L2(Q) et k = w?/A. On trouve |/div (/M[)H%z(ﬂ) = [odiv (p@)(Adiv (uV ) + w?¢) dzdy = 0. Bien
siir, cela n’est possible que lorsque w?/\ # k,, pour tout n € N. Dans une telle situation, on a alors
nécessairement div (u) = 0 dans Q. On peut ensuite vérifier que @ € Vp(u; Q) ce qui permet de
déduire que u satisfait (6).

Question 13. Soit Y} un espace de dimension finie tel que Y, C Y. Proposer un choix possible
de Y}, pouvant étre intéressant pour approcher la solution de (12). On imposera de fagon abstraite
dans Y}, la condition sur 02 sans chercher a expliciter les fonctions qui la satisfont.

Correction. Soit V), une approximation interne de H'(£2) comme celles vues en cours. Par exemple,
on peut prendre V), = {p € C(Q) | ¢|k, € Pr(K;), VK; € Ty}, ou Tp, est une triangulation de et
ou P (K;) désigne ’ensemble des polynomes de degré au plus k sur le triangle K;. Définissons

Yy :={0 €V, X Vy|puv-1=0sur 00}.
La régularité de p permet de montrer qu’on a bien Y, C Y.

Considérons le probleme discrétisé

Trouver 4 € Yy, tel que

_ _ 14
/ e~ rot i@y, rot vy, + A div (pip) div (pth) — w2 iy, - O dedy = (), Vo, € Yy, (14)
Q

Pour simplifier dans la suite, nous supposerons que w = ix avec £ € R\ {0}.
Question 14. Expliquer brievement pourquoi (14) admet une unique solution.

Correction. I1 suffit d’appliquer le théoreme de Lax-Milgram dans (Yp, (-, )y). L’espace Y}, est
de dimension finie, inclus dans (Y, (-,:)y) qui est un Hilbert. Par conséquent, (Yp, (-,-)y) est un
espace de Hilbert. La coercivité de la forme bilinéaire associée a (14) est facile a établir pour w = ik
avec k € R\ {0} et A > 0.

Question 15. Prouver l'estimation ||d — |y < C infy, ey, |4 — Uhlly. Quelle estimation d’er-
reur peut-on espérer lorsque @ € H2(Q2) x H2(Q)?

Correction. La premiére partie est une application directe du lemme de Céa. Lorsque @ € H?(Q) x
H?(€2), avec la définition de Y ci-dessus, nous pouvons écrire [|i@ — Oy lly < C'[|@ — /|1 (0)xni ()
On peut alors espérer une estimation d’erreur du type |4 — |y < Ch||tlg2)xm2@Q) ou C > 0
est indépendante de h.




Probléme 2 : Formulations pour le bilaplacien [8 points]

Dans cet exercice les fonctions sont & valeurs réelles et f est un élément de L2(Q2).

Partie I : Conditions d’encastrement

Soit © € R? un ouvert borné de classe C'. Dans cette partie, nous nous intéressons au probléme
Trouver u € H3(Q) tel que

) (15)
/ AulAv dz =/ fvdez, Vo € Hg(92),
Q Q

ot HZ(Q2) désigne 'adhérence de C°(2) dans H2(2) muni du produit scalaire usuel

Pud*v  92ud*v 0% 0%

= Vu-V dx.
()20 o 022 Ox? * 0x3 03 * 021022 021022 VeVt uvdr

Ici C2°(€2) note l'ensemble des fonctions C*° sur © a support compact. On rappelle que 'espace
(H?(), (-, )nz(g)) est un Hilbert. On peut montrer que 'on a H(2) = {¢ € H*(Q) |¢ = dnp =
0 sur 90}, n étant la normale unité a JNQ orientée vers 'extérieur de €.

Question 1. Montrer que pour tout u € H3(£2), on a

/ |Au|? dx = /
Q Q

On pourra dans un premier temps supposer u réguliere.

2

2 d%u
dx.

8.%'1 81‘2

2 19%u
ox3

0%u
Ox?

Correction. Soit u une fonction de C2°(€2). En intégrant par parties deux fois, on trouve

/‘ 0%u 0*u ; 0% 0% ; /
~ 5 = o5 Al = - ; ; p ar =
Q ();I:f ().’1;5 q 011019 01029 0

Cela permet d’obtenir I'identité demandée pour u € C°(€2). En utilisant le fait que C2°(2) est dense
dans H2(Q), on déduit que le résultat est vrai pour tout u € H3(12).

2
dx.

0%u
011072

Question 2. Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € H3(f)

2

2 9%u
dz.

8:13'1(9:172

0%u
ox3

82
[ ullfr () < C/ ‘_Z
Q|0zy

On pourra par exemple remarquer que du/dz; € H(Q) pour i = 1,2.

2
+

Correction. Si u est dans H3(Q) C H}(£2), Pinégalité de Poincaré assure qu’il existe une constante
Cp > 0 telle que
2 2
H“||L2(s'z) <Cp HVUHLZ(Q)2- (16)

Par ailleurs, si u € H2(Q) alors pour i = 1,2, on a du/dx; € H}(Q). En effet, pour u € H3()
donnée, puisque C°(Q) est dense dans H3(f2), il existe une suite (¢,) d’éléments de C°(Q) qui
converge vers u dans H2(Q). Alors 0p/0x; est une suite d’éléments de C°(§)) qui converge vers
Ou/0x; dans H(Q). Or I'adhérence de C°(Q) dans H!(2) est égale & Hj(£2). Donc nécessairement
Ou/0x; € H{(Q). L'inégalité de Poincaré permet alors d’écrire

\\0'1‘/5)51;i\‘%2(5'2) <Cp HV((’)U/(‘):)?,-)H%Q(Q)Q. (17)
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En regroupant (16) et (17), on déduit 'estimation demandée.

Question 3. Montrer que (H3(), (-, -)uz(q)) est un espace de Hilbert. Prouver que (15) admet
une unique solution dépendant contintiment de f.

Correction. D’apres le cours, I'application
L: H%(Q) — L%09) x L*(09)
u = (ulo, Ohulon)
est linéaire et continue. Comme H3Z(Q) = L=1({(0,0)}), on déduit que H3(£2) est un sous-ensemble

fermé de H2(Q2). Or (H2(1Q), (*;)m2()) est un espace de Hilbert. Donc (H(Q)(Q),(’,‘)HQ(Q)) est un
Hilbert.

Pour prouver que (15) admet une unique solution, on va appliquer le théoréeme de Lax-Milgram
dans (H3(9), (-, )u2())- Introduisons les formes a(-,-), £(-) telles que

a(u,v) = ., AuAv dz et l(v) = 8 fodz.

Pour tout v € HZ(2), nous pouvons écrire en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(€2),
[£(v)] = | /vadl’l < fllez@ llolliez @) < 1z lollae@)-

Cela montre que la forme linéaire £(-) est continue sur (H3(€2), (-, Ju2(0))- On a également, toujours
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(€2), pour tout u, v € HZ(€),

a(w,0)| = | [ Audvde] < [ Aulao [Av]iz) < [ullnz ol

La derniere inégalité ci-dessus provient du résultat de la question 1. Ainsi cela prouve que la forme
bilinéaire a(-, -) est continue sur (H§(Q2), (-, )u2(q)). Il reste & établir la coercivité de la forme af(-, -).

Les résultats des questions 1 et 2 garantissent I'existence d’une constante o > 0 telle que ||u||12{1(9) <
a||AuHiQ(Q) pour tout u € H3(2). En utilisant de nouveau la question 1, on déduit HuH2H2(Q) <

(a+ 1)HAUH%2(Q) pour tout u € H3(£2). Cela implique
a(ww) = [ 1AuPde > (a+ 1)l

et prouve que a(-,-) est coercive sur (HZ(2), (-, Ju2(q)). Toutes les hypotheéses du théoréme de
Lax-Milgram sont vérifiées, nous savons que (15) admet une unique solution avec 'estimation de
continuité

ullnz) < (@ + 1) £z

ou « est indépendante de f.
Remarque : une autre facon de montrer ce résultat consiste a travailler dans I'espace H3(£2) muni

du produit scalaire (u,v) — [, AuAvdz. On vérifiera que c’est bien un Hilbert en prouvant qu’il
est complet grace aux inégalités HA“H%P(Q) < Hu||12{2(ﬂ) < (a+ 1)||Au|\ig(m.

Partie II : Conditions mixtes

Dans la suite de I'exercice, nous considérons le probléme
Trouver u € H{(2) N H2() tel que
/ AulAvdr = / fvdz, Vo € Hy(Q) NH(Q).
Q Q
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Nous travaillons dans le domaine Q :=] — 1;1[*\[0;1]? (voir Figure 1). Nous admettrons que les
résultats du cours sur la trace et la formule de Green ainsi que l'inégalité de Poincaré pour les
fonctions de H}(Q2) demeurent vrais dans cette géométrie.

FIGURE 1 — Domaine | — 1; 1[?\[0; 1]2.

Question 4. Montrer que pour tout u € Hj(€2) N H?(£), on a

/ |Aul? dx = /
Q Q

On utilisera le fait que H{(£2) NC>(2) est dense dans H} () N H2(Q).

2 2

0%u
8561 (95132

2 N 0%u
ox3

0%u

— dx.
0z?

+2

Correction. Soit u une fonction de H§(€2) N C°°(2). En intégrant par parties deux fois, on trouve

ng do.

© 0%u 0%u 0% 0% / ou 0%u / ou 0*u
— ——5dr = lx + — ——5ni1do — _—
JQ C)UL% OOL% JQ 0:1]18/1,‘2 0110’[2 o) 01,1 aLg o) 01,1 8/1,‘1().’1}2
Ici nq, ny désignent les composantes du vecteur normal n telles que n = (nq,ng). Sur les segments

horizontaux de 02, on a n; = 0. Sur les segments verticaux de 9€2, on a n; = +1 mais surtout
0?u/0x3 = 0 car u = 0 sur Q. On déduit

/ ou 0%u ; 0
—~—— ~shi1aoc = U.
00 011 ()xﬁ

De méme, on observe que

/ ou  0%u o
Joa Ox1 0x10x2 ng do =

car ny = 0 sur les segments verticaux de 92 et car du/0x; = 0 sur les segments horizontaux de 02
(en raison de u = 0 sur 99Q). Cela permet d’obtenir I'identité demandée pour u € H}(Q2) N C*>(Q).
En utilisant le fait que H{(Q) NC>®(Q) est dense dans Hj(Q2) N H?(2), on déduit que le résultat est
vrai pour tout u € H§(Q) N H2().

Question 5. Prouver quil existe une constante C' > 0 telle que [ul[g (o) < C||Aull2q) pour
tout u € Hy () NH2(Q).

Correction. Soit u € H{(Q2) N H2(Q). La formule de Green, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans
L2() et I'inégalité de Poincaré permettent d’écrire

IVullEz(q) = /S2 Vu-Vudr = — /9 uAudr < [lull2o)l|Aullz ) < VOP ([ VullLz )2 | AullLz (o).

Cela entraine ||ullg () < /Cp(1+ Cp) [|Aullr2(q)-

Question 6. Montrer que (Hg(Q) NH?*(Q), (-, )uz(q)) est un espace de Hilbert. Etablir que (18)
admet une unique solution u. Peut-on utiliser directement la méthode des éléments finis Py vue en
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cours pour déterminer une approximation de u?

Correction. D’apres le cours, ’application

v H2(Q) — L2(09)
U — u‘ag

est linéaire et continue. Comme H{(Q) N HZ(Q) = 7,1 ({0}), on déduit que H§(Q) N H(Q) est
un sous-ensemble fermé de H(€2). Or (H*(Q), (-, )i2(q)) est un espace de Hilbert. Donc (H§(€2) N
H2(Q), (-, Ju2(q)) est un Hilbert.

Pour prouver que (18) admet une unique solution u, on va appliquer le théoreme de Lax-Milgram
dans (Hj(Q2) NH?*(Q), (-, )i2(q))- Introduisons les formes af(-, -), £(-) telles que

&(u,’u):/QAuAvd:E et g(v):/gfvdx.

définies sur H{ () NH2(). Pour tout v € H{(Q)NH2(Q), nous pouvons écrire en utilisant 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz dans L2(€2),

[(v)| = \/va dz| < [[fll2@llvliiz) < 12 llvllaz)-

Cela montre que la forme linéaire £(-) est continue sur (H§(Q) NH2(Q), (-, Ju2(0))- On a également,
toujours en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(£2), pour tout u, v € H}(Q) N H3(Q),

ja(u, )| = | /QAuAv da| < [[Aullrz o) [Av]L2 @) < llullbz@)llviinee)-

La derniere inégalité ci-dessus provient du résultat de la question 4. Ainsi cela prouve que la forme
bilinéaire a(-,-) est continue sur (H}(92) NH2(Q), (-, Ju2(q))- Il reste a établir la coercivité de a(-, -).
Les résultats des questions 4 et 5 garantissent l'existence d’une constante & > 0 telle que ||u||%12(ﬂ) <
d||AuHi2(Q) pour tout u € H}(Q) N H2(2). Cela implique

G, 1) = /Q Auf? de > & ul|e o

et prouve que a(-, ) est coercive sur (H§(Q2) NH2(), (-, ‘Ju2(q))- Toutes les hypothéses du théoréme
de Lax-Milgram sont vérifiées, nous savons que (18) admet une unique solution avec 'estimation de
continuité

[ullaz) < allfllLz@).,

ou & est indépendante de f.

Remarque : une autre fagon de montrer ce résultat consiste a travailler dans I’espace Hj(€2) NH2(Q)
muni du produit scalaire (u,v) — [ AuAvdz. On vérifiera que c’est bien un Hilbert en prouvant
qu’il est complet grace aux inégalités HAuHiQ(Q) < HuH2H2(Q) < dHAuH%Q(Q).

Pour déterminer une approximation de u, on ne peut pas utiliser directement les méthodes élé-
ments finis internes vue en cours car les espaces de dimension finie introduits ne sont pas inclus
dans H2(€2). Pour s’en convaincre, il suffit d’observer qu’une fonction qui est globalement continue
sur Q et polynomiale sur chaque triangle définissant le maillage, peut avoir un gradient qui n’est pas
dans H'(Q2) x HY(). En effet, les composantes du gradient peuvent présenter des sauts de valeurs
au niveau des interfaces entre les triangles.

Question 7. Déterminer ’équation aux dérivées partielles ainsi que les deux conditions aux li-
mites satisfaites par u. On supposera u réguliere et on procédera formellement sans chercher a
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justifier ici les formules d’intégration par parties. De plus, on acceptera le fait que 'image de I’ap-
plication v + 0,v définie sur Hj(2) N C®(Q) est dense dans L2(992).

Correction. En prenant v € C°(2) dans la formulation variationnelle et on utilisant la formule
de Green, on obtient

— [ V(Au)-Vvdx = | fo.
Ja Jo

En utilisant une seconde fois la formule de Green, on trouve
/ (AAu — fvdx =0, Vo € C° ().
JQ

Par densité de C2°(Q2) dans L2(£2), on déduit AAu = f dans §2. Prenons & présent v € H{(Q)NC>(2)
dans la formulation variationnelle. En utilisant 1’équation dans {2 que nous venons d’obtenir, nous
parvenons a

Audyvdo =0, Yo € HY(Q) NC>®(Q).
Joq

En utilisant le fait que I'image de I’application v +— 9,v définie sur H}(Q2) N C>®(Q) est dense dans
L2(092), on déduit u = Au = 0 sur 9Q (I’équation u = 0 sur IQ provient de u € H{(Q)).

Question 8. On considere la résolution successive des deux problemes

Trouver w € H{(Q) tel que Trouver uy € H(2) tel que
() ’ (22) o

(19)
—Aw=f dans () —Auy =w dans .

Montrer que 'on a
/ Aug Avdx = / fvdz, Yo € HY(Q) NH?(Q).
Q Q

Peut-on en déduire que uy coincide avec u? Pourquoi?
Correction. La fonction uy vérifie, pour tout v € H§(Q2) N H2(Q),

Auy Avdr = — / wAvdr = | Vw-Vuvdr = / fudx.
JQ JQ JQ JQ

On a également uy = Auy = 0 sur 9€2. Cependant rien ne garantit que uy € H?(2) si bien que nous
ne pouvons pas affirmer que uy et u coincident.

Introduisons les coordonnées polaires (r,6) centrées en O = (0,0) telles que localement dans un
voisinage de O, () coincide avec le secteur

{z = (z1,22) = (rcosf,rsinf) |0 <r <1, 0< 6 <3n/2}.

Définissons la fonction s telle que s(z) = 72/%sin(26/3). On peut vérifier que As = 0 dans Q et
que s € HY(Q) \ H3(Q). D’autre part, on peut prouver que tout v € H}(Q) tel que Av € L2(Q) se
décompose sous la forme

v=cs+7D avec € H(Q) et c:/CAvda:, (20)
Q

ot ¢ € L2(Q) désigne une fonction que 1’'on peut définir comme 1'unique solution d’un probléme aux
limites simple que nous ne préciserons pas ici.

Question 9. En modifiant le terme source (i.e. la donnée w) dans (£2) au moyen de la fonc-

tion ¢, proposer une méthode pour déterminer la solution de (18) en résolvant successivement (1)
puis un probléme (%) a préciser. Discuter I'intérét numérique de cette approche.
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Correction. Introduisons le probleme

~ Trouver v € H{(Q) tel que
—Av=w—p¢ dans (.

avec  a déterminer. D’apres ce qui précede, la fonction v admet la décomposition
v=cs5+70

avec ¥ € H2(Q) et ¢ = [ CAvdr = — [ ¢(w — B¢)dx. On voit que ¢ = 0 si et seulement si
B = JoCwdz/ [ ¢*dz. En fixant ainsi 3, la résolution du probléme (21) fournit un v appartenant
a HY(Q) N H2(Q). De plus, on a pour tout v' € Hi(2) N H2(),

/ AvAv' dx = — / (w— BO)AV da = —/ wAv' dr = / Vw - Vo' de = / fu' dx. (22)
Q Q Q Q Q

La deuxieme égalité dans la chaine ci-dessus provient du fait que v’ € H§(Q2) N H2(Q) avec (20). De
(22), on déduit que v vérifie le méme probléme que u. Comme celui-ci possede une unique solution
(question 6), cela montre que v = w. Ainsi nous avons une méthode pour déterminer u en résolvant
successivement deux problemes de laplacien. Numériquement c’est intéressant car on peut approcher
chacune des solutions de () et (%) avec une méthode éléments finis comme celles vues en cours.
Cela permet d’obtenir une bonne approximation de u sans avoir a construire une approximation
interne de H{(2) N H2(2) qui est fastidieuse & mettre en ceuvre.
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