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Propagation d’ondes de surface dans un canal

— Corrigé —

I'n

y=-1

FiGURE 1 — Canal €2 en présence d’un obstacle.

Dans ce sujet, on s’intéresse a la propagation d’ondes de surface en régime harmonique en temps
dans un canal de profondeur finie en présence d’un obstacle. Définissons le canal de référence

Qo = {(z,y) € Rx] = 1;0[},

ainsi que le canal perturbé
Q= Qo \6,

ott O C R? désigne 'obstacle borné. Supposons €2 connexe & bord régulier (Lipschitzien) et notons
s = {(z,y) € 92|y = 0} (s comme surface), Iy =00\ T,
voir la Figure 1. Nous sommes conduits & étudier le systeme d’équations

—Au+ku = f dans
(2) Onu
Optt

Au o osur I'g

0 sur I'y.



Ici u représente le potentiel de vitesses, f désigne un terme source appartenant a L2(2), & > 0 est le
nombre d’ondes, A est proportionnel a la fréquence des oscillations harmoniques. De plus, n désigne le
vecteur unitaire normal a 9 dirigé vers l'extérieur de 2. La condition de Neumann sur I'y correspond
a une condition de non pénétration.

Bien que (2 ne soit pas borné, en utilisant la densité de €>°(Q) dans H!(92), on peut établir la formule
de Green

/Auv—{—lu-yvd(l:/ Opuvdl = Opuvdl, vu € HX(Q), v € HY(Q).

Q o0 Uy

Par ailleurs, les résultats concernant les théoremes de trace énoncés dans le cours sont valides dans les
ouverts {2 non bornés considérés ici.

Question 1. Montrer que si u € H%(Q) vérifie le probleme () alors u est solution du probléme
variationnel
Trouver u € HY(Q) tel que

a(u,v) =L(v), Vo€ HY(Q), (1)

ot 'on donnera les expressions de a(-,-) et £(-). Réciproquement, établir que si u € H?(Q) vérifie (1)
alors u est solution de ().

Correction. Si u € H%(Q) vérifie (£), en multipliant par une fonction test v € H'(Q) et en inté-
grant sur (), grace a la formule de Green ci-dessus, on trouve

a(u,v) = {(v)

avec a(u,v) = / Yu- Yo+ kuwdQ— X\ | wwdl et l(v) = / fodQ.
Q Ly Q

Réciproquement, si v € H?(Q) vérifie (1), en utilisant de nouveau la fonction de Green ci-dessus,
on obtient

/' (—Au+ Eu)od + [ (Ogu— Mulp, )odl = / fudQ, Vo e HY(Q)
Q o0N Q

ott 1r, désigne la fonction indicatrice de I'y. En prenant d’abord des fonctions v dans €°°(2) ¢ H* (),
on trouve

/ (“Au+ Ku— fludQ =0, YoeBx(Q).
Q
La densité de €>°(Q) dans L?(Q) garantit alors qu’on a —Au+k?u = f p.p. dans Q. De cela, on déduit

/ (Opu — Auly,)vdl =0, Vo € HY(Q).
o0

Or comme u € H%(Q), l'on sait que d,u — Aulrp, appartient & L2(I'y). Puisque 'application trace
70 : HY(Q) — L2(0Q) est a image dense, on obtient d,u = Aulr, p.p. sur 9. Ceci fournit les
conditions dans () sur I's et sur I'y.

1 Etude a basse fréquence : un premier résultat

Dans cette partie, fixons k = 1 et étudions le probleme (£) a basse fréquence, autrement dit pour
des A > 0 petits. Notons I =] — 1;0[.

Question 2. Par un calcul direct, établir I’estimation

0(0)? < Collellfppy, Ve €&>(), (2)



avec une constante C, > 0 dont on donnera la valeur.

Correction. Pour ¢ € (1), nous pouvons écrire, pour y €| — 1; 0],

0 0
©(0)* = p(y)* +/y Oy (%) (t) dt = o(y)? +/y 20()dyp(t) dt.

L’inégalité 2ab < a? + b2 permet alors d’obtenir

P02 < ol + [ $0)+ @) bt < o(0)? + / + (Grp)*(t) dt.

Y

En intégrant ceci sur I, qui est un intervalle de longueur un, nous déduisons
P07 < [ 26 + (0,0 dy < 2Nl
Cela fournit (2) avec Cs = 2.

Définissons la propriété caractérisant la géométrie

(GEO) | Pour tout (z,0) € I's, on a {2} x I C €.

Pour ce (z,0) € T,
{z} x I rencontre I'obstacle.

| e

000

Q 0

FIGURE 2 — Dans le domaine €2 de gauche, la propriété (GEO) est vérifiée. Ce n’est pas le cas dans la
géométrie de droite.

Question 3. Montrer que si la propriété (GEO) est vérifiée alors on a I’estimation
lullf2r,) < Collullfnig), — Vue HY(Q).

Ici et comme dans tout le sujet, pour simplifier, nous écrivons u sur I'y ce qui désigne en réalité la trace
de u sur I's.

Correction. Soit u une fonction de € >°(2). Notons Iy C R I'ensemble tel que I's = I x {0}. Pour
tout x € I, nous pouvons écrire

u(z,0)* < C, o Iu2(967y) + (Oyu(z,y))? dy.
x X

En intégrant ceci par rapport a x € I, nous déduisons, d’apres le théoréeme de Tonelli,

lullZeqr.y < Co / + (@) S < Clfullf o

Enfin, la densité de €>°(€2) dans H!(Q) permet d’obtenir le résultat demandé.

Question 4. Supposons (GEO) vérifiée et A €]0; \[ avec Ao := 1/C,. Prouver que le probléme

Trouver u € H'(9) tel que

FV

(EV) /Zu-yv—kude—)\/ uvdF:/fde, Yo € HY(Q),
Q s Q



admet une unique solution. Dans ce cas, la résolution de (FV) est-elle associée & la minimisation d’une
énergie ? Si oui, donner la fonctionnelle correspondante.

Correction. Appliquons le théoréme de Lax-Milgram pour montrer que (FV) admet une unique
solution. Travaillons dans H!(Q) muni de son produit scalaire usuel qui est un espace de Hilbert. On
retrouve ici les formes a(-,-) et ¢(-) rencontrées a la Question 1. La forme £(-) est linéaire et continue
sur HY(Q). En effet, on a, pour tout v € H' (),

[£(v)] < |/va dQ| < [[fllez@llvlliz) < [fllz@llvln )

La forme a(-,-) est bilinéaire et continue sur H(Q2). En effet, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans H'(2) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(T's), nous pouvons écrire

Ja(u, )| < lullm@llvllm @) + AMlulze,)lvllize,), — Va,v e H(Q).
Mais nous avons montré qu'on a ||ullpzr,) < v/Co [|ullg1 gy pour tout u € HY(Q). On déduit
la(u, v)] < (14 ACo) [[ullu o) [0lla )-
Enfin, pour tout u € H*(£2), nous pouvons écrire
alu,u) = [[ullf gy — MulZaqe,y = (1= (VA)) fulfi o).

Ainsi, i 0 < A < o, ceci montre que a(-, -) est coercive sur HY(Q). Le théoréme de Lax-Milgram assure
alors que (FV) admet une unique solution. Comme a(-,-) est symétrique et coercive, nous savons que
la résolution de (FV) est associée a la minimisation de la fonctionnelle énergie & : H!(2) — R telle que

2 Etude a basse fréquence : un résultat plus fin

La borne supérieure )\, obtenue ci-dessus n’est a priori pas optimale. Nous allons ’améliorer.
Définissons la fonctionnelle J : HY(I) — R telle que J(p) = H‘P”%{l([) et notons

A = ;Ieng(w) avec S == {p € HY(I) | p?(0) = 1}. (3)

Question 5. Apres avoir expliqué pourquoi I'ensemble S est bien défini, prouver que 1'on a
M@ (0) < llellfny, Ve € HY(D). 4)

Correction. Puisque I C R, on sait que les fonctions de H'(I) sont continues sur I. Par conséquent,
©(0) a un sens pour ¢ € H'(I) et 'ensemble S est bien défini.
Si p € HY(I) est tel que ¢(0) # 0 alors ¢ = /p(0) appartient & S, ce qui assure que

A < J(@) = 18150 1

Ceci conduit alors a
Ae?(0) < J(9) = Il -

Cette derniere inégalité est également vérifiée lorsque ¢(0) = 0, ce qui fournit (4).

Montrons maintenant que I'infimum dans (3) est atteint.



Question 6. i) Soit (¢p) une suite minimisante de J sur S, i.e. une suite d’éléments de S telle
que
lim J(¢p) = Ax.

p—+00

Montrer qu’on peut extraire de (¢p) une sous-suite, toujours notée (y,) pour simplifier, telle que (¢p)
converge faiblement vers un ¢, dans H!(T).

ii) Justifier qu’il existe 7 € H'(I) tel que

30(0) = (T7 90)H1(1)7 Vo e Hl(I)

iii) Prouver que ¢, appartient a S et qu’on a J(p4) = A4, autrement dit que ¢, réalise 'infimum de
J sur S.

Correction. i) La suite () est bornée dans H(I). On peut donc en extraire une sous-suite, toujours
notée (¢p), qui converge faiblement dans H!(I) vers un ¢,.

i1) L’application
HY(I) - R
¢ = 90)
est linéaire et continue sur H'(I) qui est un Hilbert. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz,
il existe donc 7 € H(I) tel que

0(0) = (T,0)m (), Vo eHY(I).
i7i) On déduit
@3(0) = (7—7 ‘P*)Iz{l([) = nli)r—lr—loo(T’ (Pn)QHl(I) = ngr—&{loo SOEL(O> = 1)

ce qui montre que ¢, appartient a §. D’autre part, d’apres le cours, on sait que
[l (ry < lim inf [[on |l (1)-

Ceci assure que J(p4) = A

Question 7. En travaillant sur le probléme sans contrainte

. o,
welglfm{G(“”) = Il 1y = A0,

montrer que @, vérifie
(W*aw)Hl(I) = A 4,0*(0)1/1(0), Vi € H' (I)

Correction. D’aprés (4), on a G(p) > 0 pour tout ¢ € H!(I). D’autre part, la question précédente
assure que G(¢,) = 0. Donc ¢, est un minimiseur de G sur H'(I). Or G est de la forme G(¢) = a(y, ¢)
avec a(p, V) = (p, ¥)m (1) — A+(0)¥(0). Puisque a(-,-) est bilinéaire symétrique positive, nous savons
que les minimiseurs de G sont les fonctions @, telles que

a(@*ﬂﬁ) = 07 VZZJ € HI(I)v

ce que fournit la caractérisation recherchée.

Question 8. Prouver que ¢, appartient a H2(I) et que I'on a

¢4+ pe = 0 dansT
‘Pi(o) = A*‘P*(O)
e (=1) = 0.

Correction. Observons qu’on a, pour tout ¢ € €>°(I) C H(I),

(@*W)Hl(]) = (@;»W)LQ(I) + (@*»¢)L2(1) =0 A (‘Piﬂb/)L?(I) = *(@*W)L?(I)-



Ceci montre que ¢, admet une dérivée faible dans L2(I) égale & ¢,. Ainsi ¢, appartient bien & H(I)
et I'on a la premiere ligne du probleme ci-dessus. La formule de Green conduit alors a

(£2(0) = Aepu(0)) 9(0) = @ (~1)9(~1) =0, Vo € HI(]).
En prenant successivement ¢ tel que 1(y) = y puis ¢¥(y) = 1 + y, on obtient les deux conditions aux

limites du probleme.

Question 9. Déterminer A.. Expliquer en quoi ce dernier résultat permet d’améliorer celui de la
Question 4 lorsque la propriété (GEO) est vérifiée.

Correction. En utilisant les équations 1 et 3 du probléeme satisfait par ¢, on trouve que @, doit
étre de la forme, a une constante multiplicative pres,

wx(y) = cosh((y +1)).
La deuxiéme équation du probléme conduit alors & cosh(1) = A, sinh(1), soit
B e2—1
241

*

En appliquant le théoreme de Lax-Milgram comme dans la question 4, on déduit que (FV) admet une
unique solution pour tout A non pas seulement dans ]0; Ao [, mais dans ]0; A, [. Ceci est une amélioration
du résultat de la question 4 car A\, > A\, = 1/2.

3 Etude a basse fréquence sans la propriété (GEO)

On souhaite & présent étudier le probleme (FV) avec A €]0; A, lorsque la propriété (GEO) n’est
pas vérifiée. Définissons .
Py i= {(,0) € Ty | {w} x T < O},

ainsi que la forme b(-, ) telle que
b(u,v):/yu-yv—i—uvdﬁ—)\/ uv dl, Vu,v € H(Q).
Q s

Avec le théoréme de représentation de Riesz, définissons les opérateurs B, K : H'(Q) — H() tels que
(Bu,v)m) = b(u,v), Vu,v € HL ()

(Ku,v)mi) = a(u,v) —b(u,v) = =\ _wvdl, Yu,v € HY(Q).
[s\Is

Question 10. Montrer que B est continu et bijectif quand A €]0; A,[. On pourra exploiter (4).

Correction. Puisque b(-,-) est bilinéaire continue, 'opérateur B est bien défini, continu et linéaire.
De plus, pour tout u € H'(2), on a

(Bu, Bu)y () = b(u, Bu) < Clullg o) Bulln o),

ce qui assure que || Bul|y (o) < C'|lullgi(q). Ceci prouve que B : H'(Q) — H'(Q) est continu. D’autre
part, pour F' € H'(Q), on a
Bu=F 54 (BU,U>H1(Q) = (F, U)H1(9)7 Yu € Hl(Q)
& bu,v) = (F,v)mq), Vo € HY(Q).
En travaillant comme dans la question 4, on montre que b(-,-) est linéaire continue sur H'(£2) muni

de son produit scalaire usuel. Notons I, C R I'ensemble tel que T'y = I, x {0}. En intégrant (4) pour
x € I'y, comme a la question 3, on obtient



Ceci permet de prouver que b(-, ") est coercive pour A €]0; A[. Enfin, la forme v — (F,v)q1(q) est li-
néaire continue sur H!(Q). On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans le Hilbert H! ()
pour affirmer qu’il existe un unique u tel que Bu = F. Nous déduisons que B est bien bijectif.

Question 11. Prouver que K est un opérateur compact, autrement dit que de toute suite bornée
(up) dans H'(£2), on peut extraire une sous-suite (u,) telle que (Ku,) converge dans H(€2).

Pour cela, on utilisera la

Proposition 1. De toute suite bornée dans H'(Q), on peut extraire une sous-suite de fonctions dont
les traces sur T's \ T's convergent dans L?(T's \ Ts).

Correction. Soit (u,) une suite bornée dans H*(Q2). D’apres la Proposition 1, on peut en extraire une

sous-suite, toujours notée (uy,), telle que (“P|Fs\fs) converge dans L%(T'y \ T'y). Mais I’'on a

[ K (up — Um)HIQ{l(Q) = (K (up — um), K (up — UM))Hl(Q) =-A . (up — um) K (up — upm) dr.

En exploitant la continuité de la trace de H'(Q) dans L%(T'y \ T'), on déduit
1K (up — wm)|[m1(0) < C llup = umllpz e r,)-

Comme (up\rs\fs) converge dans L2(I'y \ '), cette suite est en particulier de Cauchy dans cet espace.

L’estimation ci-dessus assure alors que (Kuy,) est de Cauchy dans H!(). Or cet espace est complet.
Donc (Ku,) converge dans H! ().

La combinaison des résultats des Questions 10 et 11 permet d’assurer que pour A €]0; \[, (FV) admet
une solution lorsqu’on a unicité (comme en dimension finie), énoncé que ’on ne démontrera pas ici.

4 Approximation numérique

Pour A €]0; A\, [, nous souhaitons calculer une approximation de la solution du probléme (FV) lorsque
celui-ci admet une unique solution. Introduisons L > 0 telle que Q = Qg pour |z| > L (I'obstacle est
situé dans la zone —L < x < L) et supposons f a support dans

QL = {(z,y) € Q||z| < L}.

On peut montrer que la solution de (FV) est exponentiellement décroissante a I'infini. En premiere
approximation, ceci améne a s’intéresser au probleme

Trouver v € H'(QF) tel que

(FVL) 1oL
/ Zu-ﬂv—{—uvd@—)\/ uvdI‘:/ fvdQ, Vv e H (Q7),
QL rL QL
avec I'L == {(z,0) € Ts||z| < L}.

Question 12. Quelle condition vérifie u solution de (FVE) sur les bords verticaux ¥+ = {£L} x T
de 9QF ?

Correction. En travaillant d’abord avec des fonctions v € €>°(QL), on établit que Yu admet une
divergence faible égale & u — f € L2(Q%). Ainsi I'on déduit —Au +u = f p.p. dans Q. Ceci implique

/ L(anu — Aulpr)vdl =0, vo € HY(QD).
o0 ®

En réalité I'intégrale ci-dessus est un crochet de dualité H=1/2(00%) x H/2(9QF). Or I'application trace
70 : HY(QF) — HY2(9QF) est surjective. On déduit d,u = Aulpr dans H~Y/2(6QF). Comme Aulpr



appartient & L2(0QF), on a également 9,u = Aulpr p.p. sur 9. Ainsi u vérifie 9,u = 0 sur »*+L Un
raisonnement ot 1’on suppose de plus u € H2(Q) était également accepté.

Comme ci-dessus, on peut montrer que (FV%) admet une unique solution si la seule solution de (FV¥)
avec f = 0 est la solution nulle, ce que nous supposons dans la suite. Pour approcher u satisfaisant
(FVL), utilisons une méthode d’éléments finis. Supposons QF & bord polygonal. Introduisons 7, une
partition (un maillage) de QF par des triangles. On supposera que (7;,) constitue une suite de maillages
réguliers de QY. De maniére classique, ici h fait référence au pas du maillage. Définissons ’espace

Vi = {un € €°(QL) [un|r, € P1(Th), VTh € Th}-

Ci-dessus, P (1},) désigne I'espace des fonctions affines sur le triangle Tj. Considérons le probléme

I Trouver up € Vy, tel que
(th) L L
a”(up,vp) = £-(vy), Vo €V,
avec
aL(uh, vp) = / Yup, - Yo, + upvp dS) — )\/ upvp, dl, EL(vh) = / fop dQ2. (5)
QL rL oL

Prouvons d’abord que (FVﬁ ) admet une unique solution pour h > 0 suffisamment petit. Pour cela, il
suffit d’établir le résultat suivant.

Proposition 2. Zéro est la seule solution de (FVﬁ) avec f =0 pour h > 0 suffisamment petit.

Démontrons cet énoncé.

Question 13. Raisonnons par ’absurde et supposons la Proposition 2 fausse. Il existe alors une
suite (hp) telle que limy, oo by = 0 et pour tout p € N, u, € Vj,, \ {0} vérifiant (FVﬁp) avec f = 0.

i) Expliquer pourquoi sans perte de généralité on peut supposer [lup|[g(qry = 1.

Correction. Puisque u, est non-nulle, on peut la normaliser. Comme f = 0, la fonction u, normalisée
vérifie également (FVﬁp)

i1) Justifier qu’on peut extraire de (u,) une sous-suite qui converge faiblement vers un u dans H*(QF).

Correction. La suite (u,) étant bornée dans H!(QL), d’aprés le cours on peut en extraire une sous-
suite qui converge faiblement dans H'(QF).

iii) Montrer que pour tout v € H'(QF), il existe une suite (v,) d’éléments de Vj, qui converge vers v
dans H(QF).
Correction. Considérons v € H'(QF). Par densité de € (QL) dans HY(QL), nous savons que pour
tout € > 0, il existe v € €°(QF) tel que

[v = 0llgrqry < &/2.
D’autre part, d’apres le théoréme de Bramble-Hilbert, nous savons que pour p suffisamment grand, il
existe v, € Vp, tel que [0 — vyl (r) < /2. Cela implique

lo = vpllpazy <e.
On construit ainsi une suite (v,) d’éléments de Vj, qui converge vers v dans H(QF).
iv) Etablir que I'on a

a’(u,v) =0, Yo € HY(QF).
Correction. Pour tout v € H'(Q2¥), nous pouvons écrire
L
(

a”(u,v) = aL(“ — Up, v) + aL(uvap) + aL(uva - Up>a



ol v, est tel que (v,) converge vers v dans H!(QF). En utilisant que (u,) converge faiblement vers u
dans HY(QL), que al(up,vp) = 0 et que (up) est bornée, on déduit que a(u,v) est plut petit que ¢
pour tout & > 0. Cela montre que a’(u,v) = 0.

v) Montrer que pour tout g € L%(T'}), il existe r, € HY(QL) tel que
(rg» V)i (oz) = (9, vlrp)rzrry, Yo € HH(QP).

Correction. L’application v — (g,v|pz)r2(rry est linéaire continue sur HY(QF) par continuité de la
trace de H'(QF) dans L2(T'L). Puisque H'(Q2%) muni de son produit scalaire usuel est un Hilbert, le
résultat recherché découle du théoreme de représentation de Riesz.

vi) En utilisant que de toute suite bornée dans H'(Q%), on peut extraire une sous-suite dont la trace
sur I'L converge dans L2(I'L), prouver qu’on peut extraire de (u,) une sous-suite qui converge fortement
vers zéro dans H!(QF). Conclure.

Correction. D’apres ce qui précede, comme nous avons fait I’hypothese que la seule solution de (FVL )
pour f = 0 est la fonction nulle, nous déduisons v = 0. Maintenant, extrayons de (u,) une sous-suite,
toujours notée (u,), dont la trace sur I'2 converge vers un ¢ dans L?(I'L). On a alors, pour tout p € N,

(72, up) ey = (8 uplpr)r2(ry.
En passant a la limite p — +00, on déduit
0 = lt)Za e
Ainsi la trace de (up) sur 'Y converge vers 0 dans L2(I'Y). Mais I'on a
||up”%{1(QL) =A HupHi?(FSL)'
Ceci prouve que (u,) converge fortement vers zéro dans H!(QL). Or cette suite a été normalisée dans

H(QF). On aboutit ainsi & une contradiction, ce qui achéve de montrer la Proposition 2.

Question 14. Pour f € L2(QY), notons u la solution de (FVL) et uy celle de (FVE) pour h suffi-
samment petit.
i) Prouver que 'on a

aL(u — up,vp) =0, Yoy, € Vy,.

Correction. Il s’agit d’une partie de la preuve du lemme de Céa. On a a’(u,v) = ¢£(v) pour tout
v € HY(QF) et donc a”(u,vy) = £%(vy) pour tout vy, € Vy, car V;, € HY(QF). Comme en outre, on a
a®(up,vy) = £ (vy,) pour tout vy, € Vy, on déduit l'identité ci-dessus en effectuant la différence.

Introduisons (-, -) telle que

kE(u,v) =X | wwdl, Vu,v € HY(QL).

i1) Définissons wy, (qui n’appartient pas a Vj, en général) tel que

U — Up,

wp, siu # up, wy, = 0 sinon.

a flu— UhHHl(QL)

Etablir que

lim x” = 0.
Lim ™ (wp, wh)

Correction. La suite (wy,) est bornée dans HI(QL ). Donc on peut en extraire une sous-suite, toujours
notée (wy,), qui converge faiblement vers un w dans H'(QF). Soit v € H!(QF). Comme nous I’avons vu



plus haut en question 13 i), il existe une suite (vp), telle que vy, € Vj, pour tout h > 0, qui converge
vers v dans H!'(Q). On a alors

aL(w,v) = aL(w — wp,v) + aL(wh,vh) + aL(wh, v —vp).

En utilisant que (wy,) converge faiblement vers w dans H'(QF), que a”(wp,v,) = 0 et que (wy) est

bornée, on déduit que a’(w,v) est plut petit que € pour tout € > 0. Cela montre que a”(w,v) = 0 et
donc w = 0. Maintenant, extrayons de (wy) une sous-suite, toujours notée (wy), dont la trace sur I‘g
converge vers un ¢ dans L2(T'L). On a alors, pour tout h,

(7, wh) w1 ey = (6 whlpr)r2(re)-
En passant a la limite A — 0, on déduit
0 = 1t
Ainsi la trace de wy, sur 'Y converge vers 0 dans L2(I'). Ceci montre que
k" (whywn) = Awp, wa)r2rr)

converge vers 0 quand h tend vers 0. Ceci garantit en outre que zéro est la seule valeur d’adhérence
possible pour la suite (HL (wp,wp)). Enfin, en raisonnant par I’absurde, on établit que pour toute la
suite (wp), on a

lim /ﬁ}L('LUh,’UJh) =0.

h—0

i71) En déduire 'estimation d’erreur

|u — unllgr ey < thig\f/h v = vnllg oy

ou C est une constante indépendante de h.
Correction. Pour tout v, € Vj, nous pouvons écrire

llu — uh||%{1(QL) — k(= u—up) = ol (u —up,u —up) = aX(u —up, u—vp).

Or la question précédente assure que pour h suffisamment petit, 'on a

1
‘K/L(u — Up, U — ’U/h)’ S 5 H'LL — uh||12—11(QL)'

Ceci conduit donc a
3 Ju — uhqul(QL) < Cllu — upllar ey llw — vallg ooy

avec C' > 0 indépendante de h > 0. Ainsi 'on déduit bien le résultat escompté.

iv) Quelle estimation en h obtient-on pour ||u — up|[g1 ey si u € H2(QF)?

Correction. D’apres le cours, nous savons qu’on a alors estimation ||u — uplg1 ey < C'h, pour h
suffisamment petit, ou C' > 0 est une constante indépendante de h.

5 Mise en ceuvre pratique

Considérons le domaine QF =] — 1;1[x] — 1;0[ que I'on maille comme sur la Figure 3 en deux tri-
angles T, T5 et quatre noeuds situés respectivement en Ny = (—1,0), N2 = (1,0), N3 = (1,—1) et
Ny = (—1,-1). Pour i = 1,...,4, notons ¢; la fonction “chapeau” de Vj, telle que ¢;(N;) = d;; ou d;;
désigne le symbole de Kronecker.
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NIZ(_LO) NQZ(LO)

Ty
T
Ny=(-1,-1) N3 =(1,-1)
FIGURE 3 — Maillage trés simple du domaine Q¥ =] — 1;1[x] — 1;0[.

Question 15. Réécrire le probleme (FVE) sous la forme
(K+M+B)U = F,

ol les matrices K, M, B correspondent & la discrétisation des trois intégrales définissant a”(-,-) en (5).
On donnera les expressions de K, M, B en fonction des ¢; ainsi que celles de U et F'.

Correction. Décomposons uy, sur la base des ¢;. On obtient

4

un(z,y) = Y un(Ni)p(x, y).
=1

Insérons cette expression dans (FV% ) et prenons successivement vy, = ¢;, j = 1,...,4. On trouve alors
4
L L
> un(Ni)a" (i, 05) = 15 (¢)).
i=1

Cela se réécrit
(K+M+B)U=F

avec

K — (/ Vi - Ve, dQ) M = (/ 0i; dQ) B — (—/\/ i dF)
Qk 1<i,j<4 ot 1<i,j<4 re

1<4,j<4
et
U= (Uh(Nz‘))1gz'§4 F= (/ Jpj dQ) :
Qr 1<i<4

Question 16. Dessiner en 3D I’allure de la fonction ¢ et donner les expressions de 1, @9 sur QF.

Correction. Commencons par représenter la fonction @1 qui vaut 1 en Nj, 0 sur les autres som-
mets.

Les fonctions ; sont de la forme
pi(z,y) = ai"z + "y + "
sur chaque triangle T;,, m = 1, 2. Pour ¢ sur 11, en évaluant en N, Na, N4, on trouve les contraintes
—ai +ecf =1, ai +ci =0, —aj —bj +ci = 0.
Comme d’autre part, 1 est nulle en No, N3, Ny, on déduit que ¢1 = 0 sur T5. Cela conduit donc a

1—=z T
pi(z,y)=| g TY swh
0 sur Th.
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FIGURE 4 — Graphe de ;.

En travaillant de fagon similaire, on trouve

> sur 1T}
po(,y) = i1
5 sur T5.

Question 17. Calculer explicitement B ainsi que les termes K;1, K2, Koy, Koo de K (on ne se préoc-
cupera pas de M). Quelles propriétés possedent les matrices K, M, B pour des maillages génériques ?

Correction. On trouve

—1/2 0
Vori(z,y) = ( 1/ ) sur 11, Voi(z,y) = ( 0 > sur 1o,

1/2 0
Vos(z,y) = ( (/) > sur Ty, Va(a,y) = ( 1/2 ) sur Ty,
ainsi que aire(77) = aire(T2) = 1. De cela, on déduit
Kip=1+1/4=5/4, K9 = Ko = —1/4, Kyp=1/4+1/4=1/2.

Pour le calcul de B, commencons par observer que seules ¢1 et @2 sont non-nulles sur I'2. On a donc

By Biz 0 O
B Boy Boe 0 O
0 0O 0 0
0 0 00
Sur I'L, on a
1—=x 1+ 2
Spl(x7y) = 901('7:50) = 9 902(1',y) = (PQ('T7O) = 9
Cela entraine
By, — A/l O )2
11 = . 1 T = g
Par symétrie, on trouve Bos = —A2/3. Enfin, 'on a
Bio— Boy— - [ A=
12 = Boyp = — /_1 1 T = — 3

Les matrices K, M, B sont symétriques et creuses. De plus, K est positive (mais pas définie-positive a
cause des vecteurs dont toutes les composantes sont égales), M est définie-positive et B est négative
(mais pas définie-négative).
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6 Etude a plus haute fréquence

Dans cette partie, nous souhaitons étudier les propriétés du probléeme (&) pour A > .. Pour
simplifier les calculs, fixons & = 0 de sorte que (£?) devient

—Au = f dans 2
Opu = Au  sur Iy (6)
Opu = 0 sur 00\ T's.

Dans cette situation, on peut montrer que le A, correspondant vaut 0. Notre objectif consiste donc a
considérer (6) pour A > 0. Pour simplifier, nous travaillerons dans le guide sans obstacle 2 = Qy = Rx [
avec I's = R x {0}.

Question 18. Supposons f = 0 dans Qy. Montrer que (6) admet des solutions non-nulles & variables
séparées de la forme

w(z,y) = e p(y)

avec 3 > 0 et ¢ € H'(I). On donnera l'expression de ¢ et on écrira I’équation caractérisant f3.
Correction. En injectant ’expression de w+ dans le probleme, on trouve qu’on doit avoir

¢"(y) = B%p(y) pour y € I

ainsi que ¢’'(—1) = 0. On déduit que ¢ doit étre de la forme, a une constante multiplicative pres,

¢(y) = cosh(B(y + 1)).

La condition sur I'g impose de plus qu’on doit avoir

B sinh(B) = Acosh(p).
Il est facile de vérifier que pour tout A > 0, cette équation admet une unique solution 5 > 0.
Physiquement, avec une convention de régime harmonique en temps en e~“! w, (resp. w_) cor-

respond a une onde de surface se propageant vers la droite (resp. gauche). Nous allons montrer qu’en
raison de l'existence de ces w4, la forme d(-,-) définie par

d(u,v) = /Q Vu-YodQ— A L dr, Vu,v € H(Qp), (7)
0 s

n’est pas coercive sur H!'(Qg). Introduisons ¢ € €*°(R) une fonction de troncature telle que

0 pourx>1

-

1 pour z <0.
Pour p € N, définissons ¢, € €°(R) la fonction paire telle que (,(x) = {(x — p) pour > 0, et posons

up(,y) = Gp(w) (Wi (z,y) + w-(2,9))/2 = (p(x) cos(Bz)p(y).

Question 19. Faire un dessin de ¢, pour p = 10. En travaillant avec la suite (u,) montrer que les
formes d(-,-) et —d(-,-) ne sont pas coercives sur H! ().

Correction. La Figure 5 présente une allure de graphe possible pour (ig.
Un calcul direct conduit a

Aup, =g, avec gy(z,y)= cos(ﬁx)np(y)(‘)gcp — 280,Cp(x) sin(Bz)p(y).

13
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FicUure 5 — Graphe de (qp.

Remarquons que g, est a support dans
Dy = [-p—L—p] x [-1;0] U [p;p + 1] x [-1;0]

et quil existe C' > 0 indépendante de p telle que [|g,|l12(q,) < C. Multiplions I'équation Au, = g, par
up et intégrons par parties sur ). En utilisant que ¢, ne dépend pas de la variable y et que 9, = J,
sur Iy, on vérifie qu’on a

Opup = Auy, sur Iy,

Cela permet d’obtenir

d(up, up) = —/Q Aupu, dQ = —/Q Gpup dQd = — /D Gpuyp dS2.
0 0 P

On déduit
|d(up, up)| < lgpllzp,)lupllLzp,) < CllupllLzp,) < C

ou C' > 0 désigne une constante qui change d’'une estimation a ’autre mais qui reste indépendante de
p. Mais par ailleurs, il est facile de vérifier que

imfup |11 (g) = +00-
Cela montre que les formes d(-,-) et —d(-,-) ne sont pas coercives sur H!(£).
On peut établir de facon similaire que I'on n’a pas non plus de coercivité dans H(2) pour la forme
associée a (6) en présence d'un obstacle. L’idée ici, qui est naturelle physiquement, est qu’il est néces-

saire de prendre en compte les ondes w4, qui n’appartiennent pas & H'(£2), dans le choix de I’espace
ou 'on cherche la solution de (6). Mais ceci est une autre histoire...
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