TD6 Analyse Numérique et Optimisation
Problemes elliptiques

Exercice 1. Equations de Darcy.

On s’intéresse dans ce qui suit au probleme dit de Darcy dans un domaine 2
ouvert, borné, connexe et régulier de R2. On note n le vecteur unitaire normal
extérieur a 2 sur 9. Pour f donnée dans L?(2)?, on cherche une pression p et une
vitesse u solution du systeme d’équations

u+Vp=£f dans
(D) divu=0 dans
un =70 sur 0f)

Ces équations modélisent des écoulements dans des milieux poreux.

Premiere formulation

1/ Montrer que ce probleme admet la formulation variationnelle suivante : trouver
un couple (u,p) dans L?(Q)% x (H*(2) N LE(9)) tel que pour tout v € L?(Q)?,

/Qu(x).v(x)dx%—b(v,p) :/f(x).v(x)dx, (1)

Q
et pour tout ¢ € H'(Q) N LE(Q),

b(u,q) =0, (2)

olt L2(Q) est I'espace des fonctions de L?(€2) & moyenne nulle, tandis que la forme b
est définie pour tout v € L*(Q)? et tout ¢ € H'(Q) par

b(v,q) :/Qv(x).Vq(x)dx.

On introduit aussi la forme a définie par

a(u,v) = /Q u(x).v(x)dx.

pour tous u et v dans L?(Q)%.

2/ Vérifier que les formes introduites sont continues dans les espaces adéquats. Mon-
trer de plus que la forme a est coercive sur L?(2)2.

3/ On introduit le sous espace

V={velL*N)?Vqge H(Q)NL;Q),b(v,q) =0}
Montrer que c’est un sous espace de Hilbert de L?(€)2. Ecrire le probléme dans cet
espace et montrer qu’il est bien posé.

4/ Montrer qu’il existe une pression unique p dans H*(2) N L2(Q) qui, avec u, est
la solution des équations de Darcy (en supposant que cette solution est réguliere).
Montrer que cette solution dépend continiment de la donnée f.



Seconde formulation

On introduit 'espace
H(div,Q) = {v € L*(Q)?* divv € L*(Q)}
que ’on munit de la norme

IVllzrtaay = (VI + [T divv]72)"2.

5/ Montrer que c¢’est un espace de Hilbert.

6/ Déduire de la formule de Stokes que les fonctions de H(div,{2) ont une trace
normale dans H~1/2(9Q) (le dual de Pespace H'/2(0Q) des traces de fonctions
de H'(Q)). A cet effet, on supposera que les fonctions C°(€2)? sont denses dans
H(div, Q).

7/ On pose
X ={ve H(div,Q),vn=0 sur 0Q}.

Montrer que le probleme de Darcy possede également la formulation variationnelle
suivante: trouver un couple (u, p) dans X x LZ(€) tel que pour tout v € X,

/Qu(x).v(x)dx—i—b*(v,p) :/Qf(x).v(x)dx,

et pour tout ¢ € L3(Q),
b*(u,q) = 0.

ou b* est définie par
(i) = [ (@ivv)aix
Q

pour tout v € H(div, ) et tout ¢ € L*().
8/ Introduire un espace V* pour montrer l'existence de u dans ce cadre

9/ En déduire de nouveau que le probleme (D) posseéde une solution et une seule,
dont on précisera la stabilité en fonction des données.

10/ En prenant la divergence de la premiere équation dans (1) montrer que la pres-
sion vérifie un probleme de Laplace dont on précisera les conditions aux limites.

Exercice I1. Régularité du Laplacien

Soit f € L*(RY). On considere le probleme suivant consistant a déterminer
u € HY(RY) tel que
—Au+u = f dans RY,

1/ Ecrire une formulation variationnelle de ce probleme dans H*(RY). Démontrer
I'existence et I'unicité de la solution dans H'(RY).

2/ Soit v € L*(RY) et h € RY. On pose

v(x+h)—v(z)
||

Dyv(x) =



Montrer que pour tout v € H*(R"), on a

| Drv|| L2@ny < ||V 2@y

3/ Réciproquement, soit v € L*(RY) ; Montrer que s'il existe une constante C
telle que pour tout h # 0, on a [[Dyv|| 2@y < C alors v € HY(RYN).

4/ En utilisant I’équation satisfaite par Dyu, montrer que || Dyul| g1y < || f]| 2@y
En déduire que u appartient en fait & H?(RY).

5/ Ecrire 'équation satisfaite par % et en déduire que, si f € H™(RY) avec m
entier positif, alors u € H™2(RY).

6/ Soit 2 un ouvert borné de RY. Soit f € L?(2) et u € H* () qui vérifient
—Au+u = f dans (2

sans condition aux limites spécifiées. Montrer le résultat de régularité intérieure
suivant : si f € H™(Q), alors, pour tout ouvert w tel que w C 2, on au € H™?(w).

Exercice III. Conditions de transmission

Q) désigne un ouvert borné, régulier de RY qui se décompose sous la forme € =
QTUQ et ' =00T NI, On étudie le probleme variationnel suivant :

Trouver u € H} () tel que

/ h(z)Vu - Vode = / fodz, Vv € Hy(S)
Q Q

ot f € L*(Q2), h est une fonction bornée inférieurement: h(x) > o > 0. On suppose
de plus que la restriction de h & QT (resp. Q7) appartient a C°(Q) (resp. Q). Par
contre, h peut étre discontinue a 'interface I'. On pose pour x € T :

ht(z)= lim h(y), h (z)= lim h(y).
yeQt y—x yeQ— y—w
1/ Montrer que la formulation variationnelle admet une solution unique w.

2/ De quel probleme classique u est-elle solution ? En particulier, quelles sont les
conditions vérifiées par u le long de I' 7



